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Statistička termodinamika

Zbirka zadataka
Autor

Mihajlo Etinski
Recezenti

Prof. emer. dr Miljenko Perić, akademik SANU
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Izdavač
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Predgovor v

1 Matematika 1
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PREDGOVOR

Zbirka zadataka je prvenstveno namenjena studentima Fakulteta za fizičku
hemiju koji slušaju kurs Statističke termodinamike, mada može biti od ko-
risti i ostalim čitaocima zainteresovanim za razumevanje ove tematike. Zbi-
rka se sastoji od šest poglavlja koja obrad̄uju različite tematske celine. U
prva dva poglavlja se nalaze zadaci vezani za odred̄ene matematičke pro-
bleme čije je razumevanje neophodno za savladavanje ostalih zadataka u
zbirci, kao što su Ležandrova transformacija, Gama funkcija, kombina-
torika i verovatnoća. Treće poglavlje se odnosi na zadatke vezane za Te-
rmodinamiku. Termodinamika se detaljno izučava na drugim kursevima te
su stoga ovde dati zadaci koji su posebno bitni za razumevanje statističke
termodinamike. Posebna pažnja je posvećena termodinamičkim potenci-
jalima jer se oni direktno izračunavaju iz particionih funkcija u statističkoj
termodinamici. Četvrto poglavlje se odnosi na zadatke vezane za primenu
različitih ansabala na jednostavne sisteme. Takvi zadaci daju uvid u odnose
izmed̄u različitih ansambala. Peto poglavlje sadrži zadatke vezane za ide-
alne sisteme kao sto su gasovi, hemijska ravnoteža, kristalne rešetke i adso-
rbcija. Njima su pridruženi zadaci iz Maksvelove raspodele brzina. Posle-
dnje poglavlje se odnosi na rešavanje realnih sistema pomoću računarskih
simulacija u programskom paketu Matlab ili Oktave. Pošto studenti Faku-
lteta za fizičku hemiju nisu upoznati sa radom u ovim programima, dat je
kratak pregled najvažnijih naredbi koje su korisne za rešavanje zadataka.

v



vi PREDGOVOR

Dva najznačajnija zadatka u ovom poglavlju su posvećena odredjivanju te-
rmodinamičkih osobina argona pomoću Monte Karlo metode i molekulske
dinamike.

Autor posebnu zahvalnost izrazava recezentima, akademiku profesoru
emeritusu dr Miljenku Periću, profesorki dr Ljiljani Kolar-Anić i vandre-
dnom profesoru dr Goranu Popariću na korisnim sugestijama koje su popra-
vile rukopis knjige. Takod̄e, zahvaljujem studentu Branislavu Milovanoviću
na uočenim propostima u rukopisu.

M. ETINSKI

Beograd, maj 2017 g.



POGLAVLJE 1

MATEMATIKA

Ležandrova transformacija

Ležandrova (Legendre) transformacija se primenjuje u termodinamici za
definisanje termodinamičkih potencijala. U njenoj osnovi nalazi se dualnost
izmed̄u geometrije tačke i geometrije linije. Svaka kriva u ravni se može
predstaviti kao geometrijsko mesto tačaka koje zadovoljavaju jednačinu
Y = Y (X) ili kao ovojnica familije tangenti koje su definisane nagibom
P = dY/dX i odsečkom na y osi ψ(P ). Ležandrova transformacija daje
vezu izmed̄u funkcija Y = Y (X) i ψ(P ).

1.1 Izvesti jednačine Ležandrove transformacije i njene inverzne transfor-
macije.

1.2 Naći Ležandrovu transformaciju funkcije Y = AX2 a zatim i njenu
inverznu transformaciju.

1.3 Naći Ležandrovu transformaciju funkcije Y = AeBX a zatim i njenu
inverznu transformaciju.

1.4 Dati uopštenje Ležandrove transformacije i njene inverzne transfor-
macije za funkciju više promenjivih Y = Y (X1, X2, ..., Xn).
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2 MATEMATIKA

1.5 Odrediti Ležandrovu transformaciju funkcije Y = A1e
B1X1+A2e

B2X2 .

1.6 Objasniti parcijalnu Ležandrovu transformaciju na primeru funkcije
dve promenjive Y = Y (X1, X2) koja nastaje zamenom koordinate X1 sa
P1 dok druga koordinata X2 ostaje nepromenjena.

1.7 Odrediti parcijalnu Ležandrovu transformaciju funkcije Y = X2
1 +

lnX2 za promenjivu X2 a zatim i njenu inverznu transformaciju.

Gama funkcija

Gama funkcija Γ(x) predstavlja uopštenje faktorijela na realne (i komplek-
sne) brojeve. Za celi broj n vazǐ: n! = Γ(n + 1) dok za realni broj t važi:
Γ(t+ 1) = tΓ(t). Gama funkcija se definiše preko integrala:

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx (1.1)

Često se u zadacima iz statističke termodinamike javljaju integrali koji se
posle transformacije koordinata mogu svesti na gama funkciju čije rešenje
je poznato.

1.8 Koristeći parcijalnu integraciju pokazati da vazi: Γ(x+ 1) = xΓ(x).

1.9 Pokazati da je Γ(1) = 1 i Γ(2) = 1.

1.10 Dokazati da važi Γ(1/2) =
√
π, a zatim izračunati Γ(7/2).

1.11 Koristeći gama funkciju izračunati integral:

I =

∫ ∞
0

xne−ax
2

dx, a > 0 (1.2)

1.12 Izvesti Stirlingovu (Stirling) aproksimaciju:

ln(N !) ≈ N lnN −N (1.3)

Kombinatorni problemi

U sledećim zadacima ćemo se posvetiti problemu prebrojavanja elemenata
skupa. Takvi problemi se zovu kombinatorni problemi. Ako pokušamo da
prebrojimo sve elemente nekog diskretnog skupa videćemo da je to često
teško i dugotrajno. Zbog toga je osmišljeno nekoliko jednostavnih kombi-
natornih pravila koja ubrzavaju prebrojavanje elemenata skupa.

1.13 Odrediti broj načina da se n objekata rasporedi u nizu.
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1.14 Odrediti broj načina da se n objekata uzme iz veće grupe od m obje-
kata.

1.15 Dokazati da za binomne koeficijente važe jednakosti:
a) (

n

r

)
=

(
n

n− r

)
(1.4)

b) (
n

r

)
+

(
n

r + 1

)
=

(
n+ 1

r + 1

)
(1.5)

c) (
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ...+

(
n

n

)
= 2n (1.6)

1.16 Student fizičke hemije treba da izvuče tri od trideset pitanja na ispitu.
Na koliko načina to može da uradi?

1.17 Na koliko načina se sedam različito obojenih kuglica može raspore-
diti na:

a) pravoj liniji?
b) kružnoj ogrlici?

1.18 Odrediti broj načina da se N istovetnih kuglica raspodeli na M ku-
tija, ako svaka kutija može da sadrži proizvoljan broj kuglica.

1.19 Odrediti broj načina da seN istovetnih kuglica raspodeli naM kutija
(M > N ), ako svaka kutija može da sadrži samo jednu kuglicu.

1.20 U ovom zadatku razmatramo adsorbciju atoma na adsorbcionim me-
stima, tako da više atoma može da se adsorbuje na jedno adsorbciono mesto.
Neka je maksimalan broj atoma koji mogu da se adsorbuju m. U nekom
konkretnom slučaju, a0 je broj adsorbcionih mesta sa 0 adsorbovanih atoma,
a1 je broj adsorbcionih mesta sa 1 adsorbovanim atomom, a2 je broj ad-
sorbcionih mesta sa 2 adsorbovana atoma, ... i am je broj adsorbcionih
mesta sa m adsorbovanih atoma. Odrediti broj načina da se na M ad-
sorbcionih mesta rasporede atomi tako da brojevi adsorbovanih atoma na
adsorbcionom mestu gde može da se adsorbuje 0, 1, 2, 3, ..., m atoma odgo-
varaju brojevima a0, a1, ..., am respektivno.





REŠENJA ZADATAKA

1.1 Koeficijent pravca P tangente funkcije Y = Y (X) u tačkiX je povezan
sa odsečkom ψ(P ) tangente preko jednačine (slika 1.1):

P =
Y − ψ
X − 0

(1.7)

Iz ove jednačine se direktno dobija definicija Ležandove transformacije
ψ(P ) = Y − PX . Dakle, Ležandova transformacija ψ(P ) funkcije Y =
Y (X) se odred̄uje tako što se prvo difrenciranjem funkcije Y = Y (X)
dobije zavisnost njenog izvoda P od nezavisne promenjive X: P = P (X).
Iz te jednačine se X izrazi kao funkcija od P : X = X(P ). Zamenom
X = X(P ) u jednačinu Y = Y (X) dobijamo funkciju Y = Y (P ). Na taj
način smo dobili X i Y izražene preko P . Njih zamenjujemo u jednačinu
ψ(P ) = Y − PX da bismo odredili Ležandrova transformacija funkcije
Y = Y (X). Inverzna Ležandrova transformacija predstavlja transformaciju
koja vraća funkciju ψ(P ) u originalnu funkciju Y = Y (X). Pod̄imo prvo
od difrencijala:

dψ(P ) = dY − PdX −XdP = −XdP (1.8)

Iz njega sledi da je X = −dψ(P )/dP . Odatle možemo izraziti ψ(P ) kao
funkciju od X . To dalje koristimo da bismo našli P (X) iz zavisnosti ψ(P ).

5



6 REŠENJA ZADATAKA

Slika 1.1: Grafik funkcije Y = Y (X) i njena tangenta u tački X .

X

Y-y(P)

0

}

Y=Y(X)

X

Y

y(P)

Na kraju zamenimo funkcije ψ(P ) i P u izraz Y = ψ(P ) + PX što daje
početnu funkciju Y = Y (X).

1.2 Izvod funkcije Y = AX2 po X jednak je P = dY/dX = 2AX . Iz
ove jednačine se dobija da je X = P/(2A). Zamenom X(P ) u izraz Y =
AX2 dobijamo Y = P 2/(4A). Tada je Ležandrova transformacija funkcije
Y = AX2 jednaka ψ(P ) = Y − PX = −P 2/(4A). Nad̄imo sada in-
verznu Ležandrovu transformaciju. Pod̄imo od izraza X = −dψ(P )/dP =
P/(2A). Iz njega možemo izraziti P kao funkciju od X: P = 2AX . Za-
menom P (X) u izraz ψ(P ) = −P 2/(4A) dobijamo da je ψ(P ) = −AX2.
Na kraju zamenimo P (X) i ψ(X) u jednačinu Y = ψ(P ) + PX da bismo
dobili početnu funkciju Y = AX2.

1.3 Izvod funkcije Y = AeBX jednak je P = dY/dX = ABeBX . Izrazi-
mo X kao funkciju od P : X = (ln(P/(AB)))/B. Zamenom X(P ) u
funkciju Y = AeBX dobijamo da je Y (P ) = P/B. Ležandrova trans-
formacija funkcije Y = AeBX jednaka je ψ(P ) = Y − PX = P/B −
(P ln(P/(AB)))/B. Inverznu Ležandrova transformacija funkcije ψ(P )
nalazimo tako što prvo nad̄emo izvodX = −dψ(P )/dP = (ln(P/AB))/B.
Iz njega izrazimo P kao funkciju od X: P = ABeBX . Zamenom P (X)
u izraz ψ(P ) = P/B − (P ln(P/(AB)))/B dobijamo ψ(X) = AeBX −
ABXeBX . Tada je orginalna inverzna Ležandrova transformacija jednaka
Y = ψ(P ) + PX = AeBX .

1.4 Funkcija n-promenjivih, Y = Y (X1, X2, ..., Xn) predstavlja hiperpovrš
u prostoru (X1, X2, ..., Xn, Y ). Ta površ je geometrijsko mesto tačaka koje
zadovoljavaju jednačinu Y = Y (X1, X2, ..., Xn) ali je takod̄e i ovojnica
tangetnih ravni. Tangentne ravni su odred̄ene njihovim presekom ψ sa Y
osom i nagibima P1, P2, ...,Pn duž Y -X1, Y -X2, ..., Y -Xn ravni. Da bi
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se odredila Ležandrova transformacija funkcije Y = Y (X1, X2, ..., Xn)
potrebno je iz jednačina P1 = ∂Y/∂X1, P2 = ∂Y/∂X2, ..., Pn = ∂Y/∂Xn

i Y = Y (X1, X2, ..., Xn) izraziti X1, X2, ..., Xn i Y kao funkcije od P1, P2,
..., Pn. Njihovom zamenom u jednačinu:

ψ(P1, P2, ..., Pn) = Y −
n∑
i=1

PiXi (1.9)

dobijamo Ležandrovu transformaciju funkcije Y = Y (X1, X2, ..., Xn). In-
verzna Ležandrova transformacija funkcije ψ(P1, P2, ..., Pn) se dobija tako
što se iz jednačina X1 = −∂ψ/∂P1, X2 = −∂ψ/∂P2, ..., Xn = −∂ψ/∂Pn
i ψ(P1, P2, ..., Pn) izraze P1, P2, ..., Pn i ψ kao funkcije od X1, X2, ..., Xn

i zamene u izraz:

Y = ψ(X1, X2, ..., Xn) +
n∑
i=1

PiXi (1.10)

1.5 Parcijalni izvodi funkcije Y (X1, X2) po X1 i X2 jednaki su P1 = A1B1

eB1X1 i P2 = A2B2e
B2X2 . Iz njih se mogu izraziti X1 i X2 kao funkcije

P1 i P2: X1 = (ln(P1/(A1B1)))/B1, X2 = (ln(P2/(A2B2)))/B2. Tada
je Y = P1/B1 + P2/B2 i Ležandrova transformacija je jednaka sledećem
izrazu:

ψ = P1/B1 + P2/B2 − P1(ln(P1/(A1B1)))/B1 − P2(ln(P2/(A2B2)))/B2

(1.11)

1.6 Često nas interesuje Ležandrova transformacija koja se izvršava u pot-
prostoru ukupnog prostora na kome je definisana funkcija Y . Takvi primeri
su termodinamički potencijali koji predstavljaju parcijalne Ležandrove trans-
formacije unutrašnje energije ili hamiltonijan u klasičnoj mehanici, koji se
dobija parcijalnom Ležandrovom transformacijom lagranžijana. Pokažimo
sada kako se dolazi do parcijalne Ležandrove transformacije funkcije Y =
Y (X1, X2) tako da se samo promenjiva X1 menja njenim izvodom P1.
Izvod P1 po X1 jednak je: P1 = ∂Y/∂X1. Iz te jednačine možemo da izra-
zimoX1 kao funkciju od P1 iX2. ZamenomX1 u funkciju Y (X1, X2) dobi-
jamo Y (P1, X2). Tada je parcijalna Ležandrova transformacijaψ(P1, X1) =
Y (P1, X2)−X1P1. Inverzna Ležandrova transformacija funkcije ψ(P1, X1)
se dobija tako što se iz izvoda X1 = ∂ψ/∂P1 izrazi P1 i to zameni u ψ i na
kraju izračuna Y = ψ(X1, X2) +X1P1.

1.7 Izvod funkcije Y po promenjivoj X2 jednak je P2 = ∂Y/∂X2 = 1/X2.
Stoga jeX2 = 1/P2 i Y = X2

1−lnP2. Tražena parcijalna Ležandrova trans-
formacija je ψ(X1, P2) = Y−X2P2 = X2

1−1−lnP2. Nad̄imo sada inverznu
Ležandrovu transformaciju ove funkcije. Izvod funkcije ψ(X1, P2) po P2
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daje X2 = −∂ψ(X1, P2)/∂P2 = 1/P2. Iz ovog izraza predstavimo P2 kao
funkciju X2: P2 = 1/X2. Zamenimo P2(X2) u ψ(X1, P2): ψ(X1, X2) =
X2

1 − 1 + lnX2. Tada je inverzna Ležandrova transformacija jednak Y =
ψ(X1, X2) +X2P2 = X2

1 + lnX2.

1.8 Gama funkcija od x+ 1 jednaka je:

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttx dt (1.12)

Iskoristimo smenu u = tx, du = xtx−1dx i dv = e−tdt, v = −e−t za
parcijalnu integraciju. Tada se Γ(x+ 1) transformiše u xΓ(x):

Γ(x+ 1) = −txe−t
∣∣∣∣∞
0

+ x

∫ ∞
0

e−ttx−1 dt = xΓ(x) (1.13)

jer je član −txe−t u granicama od 0 do∞ jednak nuli.

1.9 Koristimo definiciju gama funkcije:

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−t dt = −e−t
∣∣∣∣∞
0

= 1 (1.14)

Γ(2) =

∫ ∞
0

te−t dt =
(
−te−t − e−t

) ∣∣∣∣∞
0

= 1 (1.15)

1.10 Pod̄imo od definicije gama funkcije:

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

e−x√
x
dx (1.16)

Uvedimo smenu t =
√
x koja transformiše integral u:

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ ∞
0

e−t
2

dt =

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt (1.17)

Kvadrat Γ(1/2) jednak je:∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(t2+u2)dtdu (1.18)

Ovaj integral se rešava smenom u i t koordinata u polarne koordinate r i θ
(u = rsinθ, t = rcosθ):∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

e−r
2

r dθ = 2π

∫ ∞
0

e−r
2

r dr (1.19)
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Smena x = r2, dx = 2rdr olakšava izračunavanje integrala po r:

Γ

(
1

2

)2

= π

∫ ∞
0

e−x dx = π (1.20)

Stoga je Γ(1/2) =
√
π. Gama funkcija od 7/2 jednaka je:

Γ

(
7

2

)
=

5

2
· 3

2
· 1

2
· Γ(

1

2
) = 15

√
π

8
(1.21)

1.11 Ovaj integral se rešava smenom t = ax2, x =
√
t/a,

dx =
√
a/tdt/(2a):

I =
1

2a(n+1)/2

∫ ∞
0

tn/2−1/2e−t dt =
1

2a(n+1)/2
Γ

(
n+ 1

2

)
. (1.22)

1.12 Pod̄imo od definicije gama funkcije:

N ! =

∫ ∞
0

e−xxNdx =

∫ ∞
0

eNz(x)dx (1.23)

Ako funkcija z(x) = ln(x) − x/N poseduje maksimum u tački x0, onda
će njena maksimalna vrednost z(x0) pomnožena sa N najviše doprinositi
integralu jer će ta vrednost još biti eksponencijalno uvećana. Maksimum
funkcije z(x) se nalazi u tački x0 = N i iznosi ln(N)− 1. Stoga važi:

N ! ≈ eN(ln(N)−1) (1.24)

pa je:
ln(N !) ≈ N ln(N)−N (1.25)

Čitaocu ostavljamo da nad̄e korekcije višeg reda tako što će funkciju z(x)
razviti u Tejlorov red po x u okolini tačke x0 = N i onda integraliti funkciju
eN(z(x0)+0.5(x−x0)2z′′(x0)+...).

1.13 Ovaj problem se svodi na prebrojavanje različitih rasporeda objekata.
Uzmimo jednostavan primer tako da imamo tri objekta A,B i C. Oni se onda
mogu rasporediti na sledećih šest načina: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA. Primetimo da smo na prvom mestu u nizu mogli da izaberemo bilo
koji od tri objekta A, B i C. Kada jednom izaberemo neki objekat, onda na
drugo mesto možemo da izaberemo bilo koji od preostala dva objekta a na
treće mesto ostaje samo jedan objekat. Pošto su izbori elemenata za prvo,
drugo i treće mesto isključivi dogad̄aji, ukupan broj različitih rasporeda je-
dnak je proizvodu 3 · 2 · 1 = 3! = 6. U opštem slučaju sa n objekata, broj
različitih rasporeda iznosi n!.
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1.14 Ako se svaki put objekat koji se uzme iz grupe vraća u grupu tada pos-
toji m načina da se uzme prvi objekat, m načina da se uzme drugi, ... i m
načina da se uzme n-ti objekat. Stoga broj načina da se uzme n objekata
iz veće grupe od m objekata sa vraćanjem je mn. Ako se svaki put kada
se objekat uzme on ne vraća u grupu, broj elemenata u grupi se smanjuje.
Ovde treba da razlikujemo dva slučaja: kada je redosled izvučenih eleme-
nata bitan ili kada nije bitan. Posmatrajmo sada prvi slučaj gde je redosled
izvučenih objekata bitan. Tada postoje m načina da se izvuče prvi objekat,
m− 1 drugi, ... i m− n+ 1 da se izvuče n-ti objekat. Stoga je ukupan broj
načina uzimanja n objekata iz veće grupe od m objekata kada je redosled
izvlačenja bitan:

m(m− 1)(m− 2)...(m− n+ 1) =
m!

(m− n)!
(1.26)

Ovaj broj se često označava sa Pm
n . Posmatrajmo sada drugi slučaj gde je

redosled izvučenih objekata nebitan. Tada je broj različitih načina manji od
m!/(m− n)! jer nije bitan redosled izvučenih objekata i bilo koji raspored
izvučenih objekata je podjednako odgovarajući. Pošto smo u prethodnom
zadatku pokazali da postoji n! načina da se rasporedi n izvučenih objekata,
ukupan broj izvlačenja treba podeliti sa n!. Stoga je ukupan broj načina
izbora n objekata iz veće grupe od m objekata kada je redosled izvlačenja
nebitan m!/ ((m− n)!n!). Ovaj broj se naziva binomni koeficijent Cm

n :(
m

n

)
=

m!

(m− n)!n!
(1.27)

Podsetimo se da se binomni koeficijenti pojavljuju u razvoju n-tog stepena
binoma:

(x+ y)m =
m∑
n=0

(
m

n

)
xnym (1.28)

Uopštenjem binomnih koeficijenata dolazi se do multinomnih koeficijenata:(
N

n1n2...nk

)
=

N !

n1!n2!...nk!
(1.29)

uz uslov da je n1+n2+...+nk = N . Multinomni koeficijenti su koeficijenti
u razvoju N -tog stepena multinoma:

(x1 + x2 + ...+ xk)
N =

(
N

n1n2...nk

)
xn1

1 x
n2
2 ...x

nk
k (1.30)

uz uslov da je n1 + n2 + ...+ nk = N .
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1.15.a(
n

n− r

)
=

n!

(n− r)!(n− (n− r))!
=

n!

r!(n− r)!
=

(
n

r

)
(1.31)

1.15.b (
n

r

)
+

(
n

r + 1

)
=

n!

(n− r)!r!
+

n!

(r + 1)!(n− r − 1)!
=

=
n!((r + 1) + (n− r))

(r + 1)!(n− r)!
=

(n+ 1)!

(r + 1)!(n− r)!
=

(
n+ 1

r + 1

)
(1.32)

1.15.c U izraz za razvoj binoma:

(x+ y)m =
m∑
n=0

(
m

n

)
xnym (1.33)

zamenimo x = 1 i y = 1. Tada dobijamo:

2m =
m∑
n=0

(
m

n

)
(1.34)

1.16 Ovaj zadatak pripada problemima izvlačenja objekata bez vraćanja u
slučaju kada redosled izvlačenja nije bitan. Stoga je ukupan broj načina
izvlačenja pitanja jednak: (

30

3

)
= 4060 (1.35)

1.17.a Broj načina raspored̄ivanja jednak je 7! = 5040

1.17.b Na kružnoj ogrlici apsolutini položaj nije bitan nego je bitan ra-
spored suseda. Stoga, ukupan broj načina raspored̄ivanja jednak je 6! =
720.

1.18 Svaka kutija može imati 0, 1, 2, 3, ..., N kuglica. Zamislimo da su
kuglice pored̄ane u niz i da možemo izmed̄u kuglica da ostavljamo pregrade
kojih ima M -1. U tom slučaju, broj kuglica izmed̄u pregrada predstavlja
broj kuglica koju ima odred̄ena kutija. Tada se broj različitih rasporeda
kuglica po kutijama svodi na raspored̄ivanje pregrada izmed̄u kuglica. Uku-
pan broja načina raspored̄ivanja pregrada izmed̄u kuglica jednak je broju
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načina uzimanjaM -1 pregrada od ukupnog broja objekata (pregrada i kugli-
ca) N +M − 1: (

N +M − 1

M − 1

)
=

(N +M − 1)!

(M − 1)!N !
(1.36)

1.19 U ovom slučaju broj načina raspored̄ivanja kuglica jednak je broju
načina odabira kutija: (

M

N

)
=

(M)!

(M −N)!N !
(1.37)

1.20 U ovom slučaju broj načina raspored̄ivanja atoma po adsorbcionim
mestima jednak je: (

M

a0a1a2...am

)
=

M !

a0!a1!a2!...am!
(1.38)

Uz uslov da je a0 + a1 + ...+ am = M



POGLAVLJE 2

VEROVATNOĆA

Razmatranje osobina sistema sa velikim brojem čestica zahteva primenu
statističkih metoda zasnovanih na verovatnoći. U ovom poglavlju su dati
zadaci koji se odnose na slučajnu promenjivu i njenu raspodelu verovatnoće.
Slučajna promenjiva je definisana pomoću skupa mogućih vrednosti prome-
njive i raspodele verovatnoće nad tim skupom. Skup vrednosti prome-
njive može biti diskretan (konačan ili prebrojivo beskonačan) ili neprekidan
(neprebrojivo beskonačan). Takod̄e, skup nad kojim je definisana slučajna
promenjiva može biti jednodimenzionalan ili višedimenzionalan. Raspodela
verovatnoće je funkcija normirana na jedinicu koja uzima pozitivne vre-
dnosti. Ona je povezana sa frekvencijom pojavljivanja vrednosti prome-
njive u nezavisnim realizacijama izvod̄enja eksperimenta. Pojednostavljeno
govoreći, ako se vrednost A slučajne promenjive pojavljuje m puta u ve-
likom broju n realizacija, onda je verovatnoća nalaženja vrednosti A bliska
vrednosti m/n.

2.1 Odrediti skup na kome su definisane sledeće slučajne promenjive:
a) rezultat bacanja novčića;
b) rezultat bacanja kockice;
c) kinetička energija molekula;

13
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d) broj vodoničnih veza molekula etanola u vodi;
e) položaj proizvoljnog molekula gasa u sudu oblika kocke čija je

ivica dužine L;
f) brzine proizvoljnog para molekula;
g) vreme izmed̄u sudara proizvoljnog molekula sa drugim molekulima.

2.2 Definisati srednju vrednost,m-ti moment i centralni moment za sluča-
jnu promenjivu A sa:

a) diskretnom raspodelom Pi;
b) neprekidnom raspodelom P (A).

2.3 Predstaviti drugi centralni moment (varijansu) koristeći prvi i drugi
moment slučajne promenjive A.

2.4 Slučajna promenjiva x definisana na intervalu [a,b] i ima uniformnu
raspodelu verovatnoće:

P (x) =
1

b− a
, x ∈ [a, b] (2.1)

Odrediti verovatnoću da se promenjiva x nad̄e u intervalu [c,d] koji se sadrži
u intervalu [a,b].

2.5 Neka se novčić baca N puta. Pokazati da je verovatnoća da se glava
pojavi tačno n puta data izrazom:

P (n) = 2−N

(
N

n

)
, n = 0, 1, 2, 3, ..., N (2.2)

2.6 Ako se kockica baca 10 puta, kolika je verovatnoća da će se broj 6
pojaviti dva puta?

2.7 Naći srednju vrednost i varijansu binomne raspodele verovatnoće:

PN(n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n, n = 0, 1, 2, ..., N (2.3)

uz uslov p+ q = 1.

2.8 Gausova (Gauss) raspodela gustine verovatnoće je data sledećom funkci-
jom:

P (x) =
1√

2πσ2
e−(x−x0)2/2σ2

, −∞ < x <∞ (2.4)

Naći srednju vrednost i varijansu Gausove raspodele.

2.9 Poasonova (Poisson) raspodela verovatnoće je data sledećom funkci-
jom:

P (n) = e−a
an

n!
, n = 0, 1...,∞ (2.5)
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Naći srednju vrednost i varijansu Poasonove raspodele.

2.10 Sud zapremine V sadrži N molekula. Neka je n molekula u delu
suda zapremine v. Pošto molekuli mogu slobodno da ulaze i izlaze iz dela
suda sa zapreminom v, onda broj molekula u tom delu suda fluktuira i pred-
stavlja slučajnu promenjivu. Verovatnoća da se molekul nad̄e u zapremini v
jednaka je v/V :

a) naći raspodelu verovatnoće P (n) za slučajnu promenjivu n;
b) pokazati da kada suN i V veliki onda P (n) postaje aproksimativno

jednaka Poasonovoj raspodeli;
c) pokazati da kada su N i n veliki onda P (n) postaje aproksimativno

jednaka Gausovoj raspodeli.

2.11 Autor ove knjige često pregleda studentske zadatke. On je primetio
da na 100 pregledanih zadataka prosečno napravi jednu grešku u ocenji-
vanju. Ako je do sad pregledao 1000 zadataka, odrediti verovatnoću da je
pogrešno ocenio 10 zadataka:

a) koristeći binomnu raspodelu;
b) koristeći Poasonovu raspodelu. Da li se dobija isti rezultat kao pod

a)?

2.12 Maksvel (Maxwell) je izveo izraz za raspodelu brzina molekula gasa
tako što je pretpostavio da raspodela zavisi samo od inteziteta brzine i
da su komponente brzine statistički nezavisne. Pokazati da ove dve pret-
postavke daju Gausovu gustinu raspodele verovatnoće za komponente brzi-
na molekula.





REŠENJA ZADATAKA

2.1.a Ishod bacanja novčića pripada skupu {pismo,glava}

2.1.b Ishod bacanja kockice pripada skupu {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2.1.c Kinetička energija molekula K je realni broj i K ∈ (0,∞).

2.1.d Broj vodoničnih veza N je ceo broj i N ∈ (0,∞).

2.1.e Položaj molekula ~r = x~ex + y~ey + z~ez je trodimenzionalni vektor nad
skupom realnih brojeva x, y, z ∈ (−L,L).

2.1.f Brzine para molekula{~v1, ~v2} su ured̄eni par dva vektora čije kompo-
nente uzimaju vrednost (−∞,∞).

2.1.g Vreme izmed̄u sudara τ je realna promenjiva, τ ∈ (0,∞).

2.2.a Srednja vrednost diskretne slučajne promenjiveA se definiše na sledeći
način: 〈A〉 =

∑
iAiPi. m-ti moment diskretne slučajne promenjive A,

〈Am〉 jednak je
∑

iA
m
i Pi. m-ti centralni moment diskretne slučajne prome-

njive A, 〈(A− 〈A〉)m〉 jednak je
∑

i(Ai − 〈A〉)mPi.

2.2.b Srednja vrednost neprekidne slučajne promenjive A, 〈A〉 jednaka je
integralu

∫
AP (A)dA. m-ti moment neprekidne slučajne promenjive A,

〈Am〉 jednak je
∫
AmP (A)dA a m-ti centralni moment iznosi

17
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(A− 〈A〉)mP (A)dA.

2.3 Varijansa slučajne promenjiveA jednaka je: 〈(δA)2〉 = 〈(A−〈A〉)2〉 =
〈(A2 − 2A〈A〉+ 〈A〉2)〉 = 〈A2〉 − 2〈A〉2 + 〈A〉2 = 〈A2〉 − 〈A〉2.

2.4 Verovatnoća nalaženja slučajne promenjive x u intervalu [c,d] jednaka
je integralu:

P =

∫ d

c

P (x)dx =

∫ d

c

1

b− a
dx =

d− c
b− a

(2.6)

2.5 Uzastopna bacanja novčića su statistički nezavisni dogad̄aji. Svako ba-
canje novčića ima kao ishod dobijanje glave ili pisma. Neka je verovatnoća
da se dobije glava jednaka p, a verovatnoća da se dobije pismo q. Pošto
postoje samo dva ishoda bacanja novčića važi p + q = 1. Pretpostavimo
da se u N bacanja novčića glava pojavila n puta. Tada se pismo poja-
vilo N − n puta. Broj različitih načina da se glava pojavi n puta iznosi
N !/ (n!(N − n)!). Pošto su uzastopna bacanja novčića nezavisni dogad̄aji,
onda je verovatnoća dobijanja n glava jednaka:

P (n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n (2.7)

Ovakva raspodela verovatnoće se naziva binomna raspodela. U slučaju ide-
alnog novčića p = q = 1/2 pa je verovatnoća da se glava pojavi n puta
jednaka:

P (n) = 2−N

(
N

n

)
(2.8)

2.6 Postoje dva ishoda bacanja kockice u ovom slučaju: da se broj 6 po-
javi i da se broj 6 ne pojavi što znači da je raspodela verovatnoće binomna.
Verovatnoća da se prvi dogad̄aj odigra iznosi 1/6 a verovatnoća da se drugi
dogad̄aj odigra je 5/6. Da bismo odredili verovatnoću da se broj 6 pojavi
dva puta u 10 bacanja kockice koristićemo formulu za binomnu verovatnoću:

P (2) =
10!

2!8!

(
1

6

)2(
5

6

)8

≈ 0,29 (2.9)

Dakle, tražena verovatnoća iznosi približno 0,29.

2.7 Srednja vrednost slučajne promenjive n sa binomnom raspodelom je
data izrazom:

〈n〉 =
N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
npnqN−n (2.10)
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Iskoristimo činjenicu da se u izrazu pojavljuje član npn koji može da se
predstavi kao p · d(pn)/dp. Tada je srednja vrednost jednaka:

〈n〉 = p
d

dp

N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
pnqN−n (2.11)

U sledećem koraku iskoristimo da je suma u prethodnom izrazu jednaka
razvoju binoma (p+ q)N i da važi p+ q = 1:

〈n〉 = p
d

dp
(p+ q)N = pN(p+ q)N−1 = pN (2.12)

Dakle, srednja vrednost binomne raspodele jednaka je pN . Odredimo sada
srednju vrednost kvadrata slučajne promenjive n:

〈n2〉 =
N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
n2pnqN−n (2.13)

Ona je potrebna da bi se odredila varijansa binomne raspodele. Pošto se
u sumi pojavljuje n2pn, možemo dva puta iskoristiti prethodni korak iz
računanja srednje vrednosti tj. da se taj izraz predstavi kao p · d/dp(p ·
d(pn)/dp):

〈n2〉 = p
d

dp

(
p
d

dp

N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
pnqN−n

)
(2.14)

Ponovo je suma u prethodom izrazu jednaka razvoju binoma (p + q)N , pa
je srednja vrednost n2 jednaka:

〈n2〉 = p
d

dp

(
p
d

dp
(p+ q)N

)
= p

d

dp

(
pN(p+ q)N−1

)
(2.15)

〈n2〉 = pN(p+ q)N−1 + p2N(N − 1)(p+ q)N−2 (2.16)

Uslov p+ q = 1 daje:

〈n2〉 = pN + p2N2 − p2N = pN(1− p) + p2N2 = pqN + p2N2 (2.17)

Kombinujući izraze za 〈n〉 i 〈n2〉 dobijamo varijansu binomne raspodele:

〈(δn)2〉 = 〈n2〉 − 〈n〉2 = pqN (2.18)

2.8 Srednja vrednost slučajne promenjive x sa Gausovom raspodelom data
je izrazom:

〈x〉 =

∫ ∞
−∞

x
e−(x−x0)2/(2σ2)

√
2πσ2

dx (2.19)
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Koristimo smenu x − x0 = t da bismo rešili integral. Ova smena daje
x = x0 + t i dx = dt. Uvrštavanjem smene u integral dobijamo:

〈x〉 =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

(t+ x0)e−t
2/(2σ2)dt (2.20)

Prethodni integral se može razložiti na dva integrala:

〈x〉 =
1√

2πσ2

(∫ ∞
−∞

te−t
2/(2σ2)dt+

∫ ∞
−∞

x0e
−t2/(2σ2)dt

)
(2.21)

U prvom integralu, podintegralna funkcija je jednaka proizvodu neparne
funkcije t i parne funkcije e−t2/(2σ2) pa je stoga proizvod neparna funkcija.
Pošto se integracija vrši od minus beskonačno do plus beskonačno njen
integral je jednak nuli. Podintegralna funkcija za drugi integral je parna
funkcija pa je taj integral jednak dvostrukoj vrednosti integrala u granicama
(0,∞):

〈x〉 =
2x0√
2πσ2

∫ ∞
0

e−t
2/(2σ2)dt (2.22)

Ovaj integral se rešava smenom t2/(2σ2) = u, t =
√

2uσ2,
dt = du

√
2σ2/(2

√
u) koja ga svodi na gama funkciju:

〈x〉 =
x0√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
du =

x0√
π

∫ ∞
0

e−uu−
1
2du =

x0√
π

Γ

(
1

2

)
= x0 (2.23)

Dakle, srednja vrednost Gausove raspodele iznosi x0. Nad̄imo sada srednju
vrednost kvadrata slučajne promenjive x:

〈x2〉 =

∫ ∞
−∞

x2 e
−(x−x0)2/(2σ2)

√
2πσ2

dx (2.24)

Koristimo istu smenu x−x0 = t kao u integralu za srednju vrednost slučajne
promenjive x:

〈x2〉 =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

(x2
0 +2x2

0t+ t2)e−
t2

2σ2 dt = x2
0 +

2√
2πσ2

∫ ∞
0

t2e−
t2

2σ2 dt

(2.25)
Dobijeni integral se rešava smenom t2/(2σ2) = u, t =

√
2uσ2, dt =

du
√

2σ2/(2
√
u) koja ga svodi na gama funkciju. Konačna vrednost kvadrata

slučajne promenjive x jednaka je:

〈x2〉 = x2
0 + σ2 (2.26)

Varijansa Gausove raspodele iznosi:

〈(δx)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 = σ2 (2.27)
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2.9 Srednja vrednost slučajne promenjive n sa Poasonovom raspodelom
data je izrazom:

〈n〉 =
∞∑
n=0

e−a
an

n!
n = e−a

∞∑
n=0

nan

n!
(2.28)

Da bismo odredili sumu u prethodnom izrazu, iskoristimo činjenicu da je
nan jednako a · d(an)/da. Tada je srednja vrednost jednaka:

〈n〉 = e−aa
d

da

∞∑
n=0

an

n!
= e−aa

d

da
ea = e−aaea = a (2.29)

Nad̄imo sada srednju vrednost kvadrata slučajne promenive a:

〈n2〉 =
∞∑
n=0

n2e−a
an

n!
= e−a

∞∑
n=0

n2a
n

n!
(2.30)

Ponovimo dva puta prethodni korak koji smo upotrebili da bismo našli sre-
dnju vrednost:

〈n2〉 = e−aa
d

da

(
a
d

da

∞∑
n=0

an

n!

)
= e−a(aea + a2ea) = a+ a2 (2.31)

Red koji se pojavljuje u predhodnom izrazu je zamenjen sa eksponenci-
jalnom funkcijom (pogledati matematički dodatak u referenci 1.). Tada je
varijansa slučajne promenjive sa Poasonovim raspodelom jednaka:

〈(δn)2〉 = 〈n2〉 − 〈n〉2 = a (2.32)

2.10.a Ovaj zadatak pokazuje kako se binomna raspodela pod odred̄enim
uslovima transformiše u Poasonovu i Gausovu raspodelu. Verovatnoća nala-
ženja molekula u zapremini v iznosi p = v/V a u zapremini V − v jednaka
je 1 − p. Verovatnoća da se n molekula od N nad̄u u zapremini v a N − n
molekula u zapremini V − v je data binomnom raspodelom:

P (n) =
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−n =

N !

n!(N − n)!

( v
V

)n (
1−

( v
V

))N−n
(2.33)

2.10.b Da bismo iz binomne raspodele izveli Poasonovu raspodelu, nad̄imo
prvo čemu je jednako v/V . Srednja vrednost slučajne promenjive n sa bi-
nomnom raspodelom je 〈n〉 = Np = Nv/V (videti Zadatak 2.7, jednačina
2.12). Stoga je v/V = 〈n〉/N . Zamenimo ovu jednakost u binomnu
raspodelu za n:

P (n) =
N !

n!(N − n)!

(
〈n〉
N

)n(
1− 〈n〉

N

)N−n
(2.34)
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Preuredimo ovaj izraz:

P (n) =
N(N − 1)...(N − n+ 1)

n!

〈n〉n

Nn

(
1− 〈n〉

N

)N (
1− 〈n〉

N

)−n
(2.35)

Posmatrajmo šta se dešava sa P (n) kada N →∞. Brojilac prvog razlomka
se pretvara u Nn što se krati sa imeniocem drugog razlomka. Prva zagrada
postaje e−〈n〉 dok druga zagrada postaje jednaka jedinici. Stoga, P (n) se
transformiše u Poasanovu raspodelu sa srednjom vrednošću 〈n〉:

P (n) =
〈n〉n

n!
e−〈n〉 (2.36)

Dakle, binomna raspodela se transformiše u Poasonovu raspodelu kada N i
V postaju jako veliki a v, i samim tim i p, mali brojevi.

2.10.c Ako suN i n veliki brojevi onda se može koristiti Stirlingova aproksi-
macija za njihove faktorijele N ! ≈ eN lnN−N . Tada je P (n) približno jed-
nako:

P (n) ≈ eN lnN−N−(N−n)ln(N−n)+N−n−nln(n)+n+nln(v/V )+(N−n)ln(1−v/V )

(2.37)
Označimo funkciju koja se nalazi u eksponentu sa φ(n). Ako funkcija φ(n)
ima maksimum u nekoj tački n0 onda će eksponencijalna vrednost tog ma-
ksimuma još više biti izražena za funkciju P (n). Stoga, možemo razviti
funkciju φ(n) u Tejlorov red oko tačke n0 i, u prvoj aproksimaciji, zadržati
prva dva člana razvoja:

φ(n) ≈ φ(n0) + 1/2φ′′(n0)(n− n0)2 + ... (2.38)

Nad̄imo sada prvi izvod funkcije φ(n):

φ′(n) = ln(N − n)− ln(n) + ln(v/V )− ln(1− v/V ) (2.39)

Vrednost promenjive n u kome je prvi izvod jednak nuli je n0 = Nv/V .
Drugi izvod funkcije φ(n) jednak je:

φ′′(n) = − N

n(N − n)
(2.40)

Primetimo da je drugi izvod negativan što znaci da funkcija φ(n) ima maksi-
mum. Njegova vrednost u tački n0 jednaka je φ′′(n0) = −V 2/[vN(V −v)].
Zamenom izračunatih izvoda u izraz za P (n) dobijamo:

P (n) ≈ eφ(Nv/V )− V 2

2vN(V−v) (n−Nv/V )2+... (2.41)
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što predstavlja Gausovu raspodelu:

P (n) ≈ Ce−
V 2

2vN(V−v) (n−Nv/V )2 (2.42)

sa srednjom vrednošću 〈n〉 = Nv/V i varijansom σ2 = vN(V − v)/V 2

jednakim kao za binomnu raspodelu.

2.11.a Verovatnoća da se zadatak pogrešno oceni jednaka je p = 1/100 =
0, 01. Verovatnoća da je 10 od 1000 zadataka progrešno ocenjeno iznosi:

P (10) =
1000!

10!990!
0.01100.99990 ≈ 0,125 (2.43)

2.11.b Da bismo odredili verovatnoću koristeći Poasonovu raspodelu, izra-
čunajmo prvo parametar a = pN = 0.01× 1000 = 10. Tada je verovatoća
da je tačno 10 zadataka pogrešno ocenjeno:

P (10) =
e−101010

10!
≈ 0,125 (2.44)

Primetimo da obe raspodele daju istu verovatnoću. Dakle, u ovom slučaju
možemo aproksimirati binomnu raspodelu Poasonovom jer su ispunjeni
uslovi da su N i p veliki i mali brojevi respektivno.

2.12 Brzina molekula ~v je slučajna promenjiva sa raspodelom gustine vero-
vatnoće f(vx, vy, vz). Uslov da su komponente brzine statistički nezavisne
implicira da se funkcija f(vx, vy, vz) može predstaviti kao proizvod gustina
verovatnoće za svaku komponentu:

f(vx, vy, vz) = f(vx)f(vy)f(vz) (2.45)

Pošto su pozitivne i negativne vrednosti svake komponente brzine pod-
jednako verovatne, gustine verovatnoća za svaku komponentu zavise od
kvadrata brzine:

f(vx, vy, vz) = f(v2
x)f(v2

y)f(v2
z) (2.46)

Uslov da raspodela brzina zavisi od intenziteta a ne od pravca brzine dovodi
do dodatnog uslova za gustinu verovatnoće raspodele brzina:

f(vx, vy, vz) = f(v2
x + v2

y + v2
z) (2.47)

Kombinovanjem prethodne dve jednačine dobijamo da vazi:

f(v2
x + v2

y + v2
z) = f(v2

x)f(v2
y)f(v2

z) (2.48)

Da bismo pronašli funkciju f koja zadovoljava ovu jednačinu, nad̄imo par-
cijalni izvod obe strane jednačine po v2

x:

∂f(v2
x + v2

y + v2
z)

∂v2
x

=
∂f(v2

x + v2
y + v2

z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

∂v2
x

=
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=
∂f(v2

x + v2
y + v2

z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

=
f(v2

x)

∂v2
x

f(v2
y)f(v2

z) (2.49)

Isto možemo ponoviti za parcijalne izvode po komponentama v2
y i v2

z :

∂f(v2
x + v2

y + v2
z)

∂v2
y

=
∂f(v2

x + v2
y + v2

z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

=
f(v2

y)

∂v2
y

f(v2
x)f(v2

z) (2.50)

∂f(v2
x + v2

y + v2
z)

∂v2
z

=
∂f(v2

x + v2
y + v2

z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

=
f(v2

z)

∂v2
z

f(v2
x)f(v2

y) (2.51)

Pošto se sa leve strane jednakosti u sve tri jednačine pojavljuje izraz:

∂f(v2
x + v2

y + v2
z)

∂(v2
x + v2

y + v2
z)

(2.52)

možemo izjednačiti desne strane jednakosti:

f(v2
x)

∂v2
x

f(v2
z)f(v2

y) =
f(v2

y)

∂v2
y

f(v2
x)f(v2

z) =
f(v2

z)

∂v2
z

f(v2
x)f(v2

y) (2.53)

Deljenjem dobijene jednakosti sa f(v2
x)f(v2

y)f(v2
z) dobijamo:

1

f(v2
x)

f(v2
x)

∂v2
x

=
1

f(v2
y)

f(v2
y)

∂v2
y

=
1

f(v2
z)

f(v2
z)

∂v2
z

(2.54)

Primetimo da svaka strana ovog izraza zavisi samo od jedne komponente
brzine dok se ostale komponente ne pojavljuju pa je stoga ova jednakost
ustvari jednaka nekoj konstantiB. Rešavanjem diferencijalne jednačine do-
bijamo da svaka raspodela gustine verovatnoće za komponentu α = x, y, z
zadovoljava:

f(v2
α) = Ae−Bv

2
α (2.55)

A je konstanta integracije, a B je pozitivna konstanta jer verovatnoća mora
opadati sa povećanjem brzine. Iz uslova normiranja:∫ ∞

−∞
f(v2

α)dvα = 1 =

∫ ∞
−∞

Ae−Bv
2
αdvα (2.56)

dobijamo da je A =
√
B/π. Stoga je raspodela gustine verovatnoće brzine

molekula jednaka:

f(vx, vy, vz) = (B/π)3/2 e−B(v2x+v2y+v2z) (2.57)

Ona ima Gausovu raspodelu gustine verovatnoće.



POGLAVLJE 3

TERMODINAMIKA

Osnovna termodinamička jednačina

Za svako termodinamički ravnotežno stanje možemo definisati entropiju
kao funkciju unutrašnje energije i ostalih ekstenzivnih termodinamičkih ko-
ordinata. Takva jednačina se zove osnovna termodinamička jednačina u
entropijskoj reprezentaciji. Ako iz nje izrazimo energiju kao funkciju os-
talih promenjivih dobijamo osnovnu termodinamičku jednačinu u energi-
jskoj reprezentaciji. Osnovna termodinamička jednačina sadrži sve termo-
dinamičke informacije o sistemu koji opisuje. Zadaci koji slede odnose se
na uslove koje osnovna termodinamička jednačina mora da zadovolji, njene
osobine, njeno odred̄ivanje iz jednačina stanja, kao i uslove termodinamičke
ravnoteže. Molarne veličine u zadacima su označene malim slovima (s je
molarna entropija, u je molarna unutrašnja energija, ...). Izuzetak je broj
molova n.

3.1 Osnovna termodinamička jednačina zadovoljava sledeća ograničenja:
1. Entropija je homogena funkcija prvog reda unutrašnje energije U ,

zapremine V i broja molova čectica n:

S(λn, λV, λU) = λS(n, V, U) (3.1)
25
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2. Entropija je neprekidna, invertibilna i monotono rastuća funkcija unu-
trašnje energije.

3. Kada važi (∂U/∂S)n,V = 0, onda je ispunjeno S = 0. Ovaj uslov
se odnosi na treći zakon termodinamike i potrebno je naglasati da njega ne
zadovoljavaju mnoge empirijske osnovne termodinamičke jednačine odred̄e-
ne na visokim temperaturama.
Koje od sledećih jednačina zadovoljavaju prethodne uslove (A, B su ko-
nstante veće od nule):

a) S = A(n2V U)1/4

b) S = A(nV 2/U)1/2

c) S = AV 4/(nU)
d) S = AV ln((BUV 2)/(n3))

e) S = AUe−BV
2/n2

f) S = AneBUV/n
2

3.2 Jednačine stanja su prvi izvodi osnovne termodinamičke jednačine.
Naći tri jednačine stanja za sistem sa osnovnom termodinamičkom jednači-
nom U = AS4/(n2V ). A je konstanta veća od nule.

3.3 Neka je osnovna termodinamička jednačina nekog sistema jednaka:

u =
Aes/R

v
(3.2)

A i R su konstante veće od nule. Sistem na početnoj temperaturi T0 i pri-
tisku P0 se širi izoentropijski dok god se pritisak ne smanji četiri puta. Ko-
lika je krajnja temperatura sistema?

3.4 Naći tri jednačine stanja u entropijskoj reprezentaciji za sistem sa os-
novnom termodinamičkom jednačinom:

u =
As7/2

v1/2
(3.3)

A je konstanta veća od nule.

3.5 Molarna osnovna termodinamička jednačina nekog sistema jednaka je
s = a ln

(
ub(v − b)

)
. a i b su konstante veće od nule. Odrediti zavisnost

unutrašnje energije i molarne zapremine od temperature i pritiska za taj
sistem.

3.6 Osnovna termodinamička jednačina se može iskoristiti da bi se našle
vrednosti termodinamičkih koordinata u ravnoteži. U ovom zadatku se
to demonstrira na jednostavnom primeru. Dva izolovana sistema imaju
jednačine stanja 1/T1 = 7Rn1/(2U1) i 1/T2 = 9Rn2/(2U2) i njihova
ukupna energija iznosi 5000 J. R je univerzalna gasna konstanta. Broj



27

molova u prvom sistemu je 2 a u drugom 3. Ako su sistemi povezani adija-
batskim zidom koji u jednom trenutku postane dijatermalnan, odrediti unu-
trašnju energiju svakog sistema u termodinamičkoj ravnoteži.

3.7 Pritisak, temperatura i hemijski potencijal nisu nezavisne veličine. Za
mnoge sisteme se ne može naći relacija koja ih povezuje u konačnom ob-
liku. Diferencijalna veza izmed̄u tih veličina zove se Gibs-Diemova (Gibbs-
Duhem) jednačina. U ovom zadatku je potrebno naći relaciju izmed̄u pri-
tiska, temperature i hemijskog potencijala za sistem sa osnovnom termodi-
namičkom jednačinom U = AS3/(nV ). A je konstanta veća od nule.

3.8 Neki sistem ispunjava jednačine u = Pv/2 i T = 4A−1u3/4v−1/2.
A je konstanta veća od nule. Naći osnovnu termodinamičku jednačinu tog
sistema.

3.9 Neki sistem zadovoljava dve jednačine stanja T = 4As3/v i P =
As4/v2 (A je konstanta veća od nule):

a) naći hemijski potencijal sistema a zatim osnovnu termodinamičku
jednačinu;

b) direktnom integracijom jednačina stanja naći osnovnu termodinami-
čku jednačinu u molarnom obliku.

3.10 Neki sistem zadovoljava jednačine T = 2Asv−2 i P = 2As2v−3.
A je konstanta veća od nule. Naći hemijski potencijal a zatim osnovnu
termodinamičku jednačinu tog sistema.

3.11 Naći osnovnu termodinamičku jednačinu za idealan gas ako on zado-
voljava jednačine PV = nRT i U = cnRT . c je konstanta veća od nule.

3.12 Van der Valsova (van der Waals) mehanička jednačina stanja za fluid
jednaka je P = RT/(v − b) − a/v2. a i b su konstante veće od nule.
Predložiti toplotnu jednačinu stanja 1/T = f(u, v) pa zatim naći osnovnu
jednačinu stanja.

3.13 Naći osnovnu jednačinu stanja za elektromagnetno zračenje crnog
tela ako za njega važe jednačine U = bV T 4 i P = U/(3V ). b je konstanta
veća od nule.

3.14 U ranijem zadatku je pokazano da se osnovna termodinamička jedna-
čina u entropijskoj reprezentaciji može iskoristiti da bi se našle termodi-
namičke koordinate u ravnoteži. Princip koji je omogućio nalaženje koor-
dinata se zasnivao na maksimalizaciji entropije uz uslov konstantne ener-
gije. U ovom zadatku ispitujemo kako se mogu naći ravnotežne koor-
dinate sistema pomoću osnovne termodinamičke jednačine u energijskoj
reprezentaciji i principa minimuma energije. Naime, princip minimuma
energije se primenjuje tako što se energija minimalizuje uz uslov konstantne
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entropije. Da bismo demonstrirali princip minimuma energije, razmotrimo
ravnotežu dva sistema koji mogu da razmenjuju energiju a čija je ukupna
entropija konstantna. Odrediti uslov ravnoteže u tom slučaju.

Termodinamički potencijali

Termodinamički potencijali su Ležandrove transformacije osnovne termo-
dinamičke jednačine u energijskoj reprezentaciji. Oni sadrže iste informa-
cije o sistemu kao osnovna termodinamička jednačina te se stoga mogu
koristiti za odred̄ivanje termodinamičke ravnoteže. Ležandrove transforma-
cije osnovne termodinamičke jednačine u entropijskoj reprezentaciji su od
značaja u statističkoj termodinamici. Označavaćemo ih S[F1, F2], gde su
F1, F2, ... intenzivni parametri u entropijskoj reprezentaciji. Zadaci koji
su ovde dati odnose se na njihovo odred̄ivanje iz osnovne termodinamičke
jednačine.

3.15 Naći molarni Helmholcov (Helmholtz) potencijal za idealni gas a za-
tim diferenciranjem odrediti jednačine stanja. Molarna osnovna termodi-
namička jednačina idealnog gasa u entropijskoj reprezentaciji je (videti za-
datak 3.11):

s = s0 + cR ln(u/u0) +R ln(v/v0) (3.4)

3.16 Naći Helmholcov potencijal idealnog van der Valsovog fluida a za-
tim diferenciranjem odrediti jednačine stanja. Osnovna molarna termodi-
namička jednačina tog sistema u entropijskoj reprezentaciji jednaka je (vi-
deti zadatak 3.12):

s = s0 +R ln((u+ a/v)c(v − b)) (3.5)

3.17 Neki sistem ima osnovnu termodinamičku jednačinu:

(s− s0)3 = Avu (3.6)

A je konstanta veća od nule. Odrediti molarni Gibsov potencijal tog si-
stema.

3.18 Osnovna molarna termodinamička jednačina nekog sistema jednaka
je:

u =
AeB(s−s0)

v
(3.7)

A i B su konstante veće od nule. Naći molarni Gibsov potencijal tog si-
stema.

3.19 Naći termodinamički potencijal s[1/T, P/T ] idealnog gasa a zatim
diferenciranjem odrediti jednačine stanja. Osnovna termodinamička jednači-
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na idealnog gasa u entropijskoj reprezentaciji je:

s = s0 + cR ln(u/u0) +R ln(v/v0) (3.8)

3.20 Naći termodinamički potencijal s[1/T ] idealnog van der Valsovog
fluida. Osnovna termodinamička jednačina tog sistema u entropijskoj repre-
zentaciji je:

s = s0 +R ln[(u+ a/v)c(v − b)] (3.9)





REŠENJA ZADATAKA

3.1.a 1. zadovoljava, jer važi S(λn, λV, λU) = A(λ4n2V U)1/4 = λS
2. zadovoljava jer je S neprekidna, invertibilna i monotono rastuća funkcija

unutrašnje energije, (
∂S

∂U

)
V,n

= A(n2V )
1
4

1

4
U−

3
4 > 0 (3.10)

3. zadovoljava jer jednakost(
∂U

∂S

)
V,n

=
4S3

An2V
= 0 (3.11)

ispunjena za S = 0.

3.1.b 1. zadovoljava, 2. ne zadovoljava, 3. ne zadovoljava.

3.1.c 1. ne zadovoljava, 2. ne zadovoljava, 3. ne zadovoljava.

3.1.d 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.

3.1.e 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.

3.1.f 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.
31
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3.2 Jednačine stanja su:

T =

(
∂U

∂S

)
n,V

=
4AS3

n2V
(3.12)

P = −
(
∂U

∂V

)
n,S

=
AS4

n2V 2
(3.13)

µ =

(
∂U

∂n

)
S,V

= −2AS4

n3V
(3.14)

3.3 Temperatura i pritisak sistema su:

T =

(
∂u

∂s

)
v

=
Aes/R

vR
(3.15)

P = −
(
∂u

∂v

)
s

=
Aes/R

v2
(3.16)

Iz jednačine za temperaturu možemo da izrazimo molarnu zapreminu:

v =
Aes/R

RT
(3.17)

i da je zamenimo u jednačinu za pritisak:

P =
R2T 2

Aes/R
(3.18)

Izoentropijski proces odgovara procesu u kome se entropija ne menja tokom
promene stanja sistema. Ako je T1 krajnja temperatura, onda za početno i
krajnje stanje sistema važi:

P0 =
R2T 2

0

Aes/R
(3.19)

P0

4
=
R2T 2

1

Aes/R
(3.20)

Deljenjem ove dve jednačine dobijamo da je konačna temperatura jednaka
T1 = T0/2.

3.4 Da bismo našli osnovnu termodinamičku jednačinu u entropijskoj repre-
zentaciji, izrazimo entropiju iz jednačine u = u(s, v): s = u2/7v1/7A−2/7.
Zamenimo molarnu entropiju, unutrašnju energiju i zapreminu odgovaraju-
ćim ekstenzivnim veličinama: S = U2/7V 1/7n4/7A−2/7. Jednačine stanja u
entropijskoj reprezentaciji su tada:

1

T
=

(
∂S

∂U

)
V,n

=
2

7
U−5/7V 1/7n4/7A−2/7 (3.21)
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P

T
=

(
∂S

∂V

)
U,n

=
1

7
U2/7V −6/7n4/7A−2/7 (3.22)

µ

T
= −

(
∂S

∂n

)
V,U

= −4

7
U2/7V 1/7n−3/7A−2/7 (3.23)

3.5 Temperatura i pritisak sistema su jednačine stanja sistema, tj. dobijaju
se prvim izvodom osnovne termodinamičke jednačine. Zbog toga, oni će
biti funkcije unutrašnje energije i molarne zapremine. Iz te dve jednačine
možemo izraziti unutrašnju energiju i molarnu zapreminu kao funkcije tem-
perature i pritiska. Jednačine stanja sistema su:

1

T
=

(
∂s

∂u

)
v

=
ab

u
(3.24)

P

T
=

(
∂s

∂v

)
u

=
a

v − b
(3.25)

Tada je u = abT i v = aT/P + b.

3.6 Pošto je ukupan sistem koji se sastoji od dva data sistema izolovan, to
će ukupna energija biti očuvana tokom dostizanja toplotne ravnoteže U =
U1 + U2 = 5000 J. Ravnotežno stanje je odred̄eno uslovom da je u njemu
ukupna entropija maksimalna, tj. da važi dS = dS1 + dS2 = 0. Ovaj uslov
je ekvivalentan jednakosti:

dS =
1

T1

dU1 +
1

T2

dU2 = 0 (3.26)

Zbog uslova konstantne ukupne energije, važi dU = dU1 +dU2 = 0, dU1 =
−dU2. Zamenom ove jednakosti u prethodni izraz dobijamo:

dS =

(
1

T1

− 1

T2

)
dU1 = 0 (3.27)

tj. 1/T1 = 1/T2. Koristeći date jednačine stanja nalazimo da važi
7Rn1/(2U1) = 9Rn2/(2U2). Pošto prvi sistem ima 2 a drugi 3 mola, to
uvrštavanje u prethodnu jednačinu daje vezu izmed̄u unutrašnjih energija
sistema u ravnoteži: 14U2 = 27U1. Iz uslova za ukupnu energiju i prethodne
jednačine, dobijamo unutrašnje energije sistema u ravnoteži: U1 = 1707 J i
U2 = 3293 J.

3.7 Nad̄imo tri jednačine stanja:

T =

(
∂U

∂S

)
V,n

=
3AS2

nV
(3.28)
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P = −
(
∂U

∂V

)
S,n

=
AS3

nV 2
(3.29)

µ =

(
∂U

∂n

)
V,S

= −AS
3

n2V
(3.30)

Iz jednačine za temperaturu možemo izraziti broj čestica: n = 3AS2/(TV ).
Zamenom ovog izraza u jednačinu za pritisak dobijamo P = TS/(3V ), što
daje zapreminu V = TS/3P . Zamenom jednačina za n i V u jednačinu
za hemijski potencijal dobijamo µ = −TV 2P/(3AS2). Na kraju zamenom
V/S = T/(3P ) u prethodni izraz nalazimo µ = −T 3/(27AP )

3.8 Primetimo da su date jednačine gde se pojavljuju pritisak i temperatura
a takod̄e se pojavljuju unutrašnja energija i molarna zapremina. To nam
ukazuje da možemo ove dve jednačine izraziti kao jednačine stanja os-
novne termodinamičke jednačine u entropijskoj reprezentaciji. Jednačinu
stanja 1/T dobijamo iz jednačine za T , a jednačinu P/T kombinovanjem
jednačine za T i P = 2uv−1:

1

T
=
Av1/2

4u3/4
(3.31)

P

T
=
Au1/4

2v1/2
(3.32)

Zamenom ovih izraza dobijamo:

ds =
1

T
du+

P

T
dv =

1

4
Au−3/4v1/2du+

1

2
Au1/4v−1/2dv. (3.33)

Integracijom dolazimo do osnovne termodinamičke jednačine u entropi-
jskoj reprezentaciji s = s0 + Au1/4v1/2.

3.9.a Hemijski potencijal sistema se nalazi iz Gibs-Dijemovog izraza dµ =
−sdT + vdP . Diferencirajmo jednačine za temperaturu i pritisak: dT =
12As2v−1ds − 4As3v−2dv i dP = 4As3v−2ds − 2As4v−3dv. Zamenom
ovih jednačina u Gibs-Dijemov izraz dobijamo: dµ = −8As3v−1ds +
2As4v−2dv što integracijom daje hemijski potencijal jednak µ = µ0 −
2As4v−1. Nad̄imo sada osnovnu termodinamičku jednačinu. To ćemo posti-
ći tako što ćemo koristiti jednačinu U = TS − PV + µn koja deljenjem
brojem molova n postaje u = Ts − Pv + µ. Zamenom prethodnih izraza
dobijamo u = As4v−1 + µ0.

3.9.b Direktna integracija jednačina stanja se svodi na integraciju jednačine
du = Tds − Pdv = 4As3v−1ds − As4v−2dv. Tada je osnovna termodi-
namička jednačina u = u0 + As4v−1. Poredjenjem sa postupkom pod a),
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vidimo da je direktna integracija jednačina stanja brži postupak za odred̄iva-
nje osnovne termodinamičke jednačine.

3.10 Hemijski potencijal odred̄ujemo iz Gibs-Dijemove jednačine dµ =
−sdT + vdP . Diferencijali temperature i pritiska su dT = 2Av−2ds −
4Asv−3dv i dP = 4Asv−3ds − 6As2v−4dv. Njihovom zamenom u Gibs-
Dijemovu jednačinu dobijamo dµ = 2Asv−2ds−2As2v−3dv. Integracijom
dobijamo hemijski potencijal µ = µ0 + As2v−2. Zamenom hemijskog po-
tencijala, pritiska i temperature u izraz u = Ts−Pv+µ dobijamo osnovnu
termodinamičku jednačinu u = µ0 + As2v−2.

3.11 Pošto su nam dati unutrašnja energija i zapremina, nad̄imo osnovnu
termodinamičku jednačinu u entropijskoj reprezentaciji. Za to su nam po-
trebne jednačine stanja 1/T = cnR/U = cR/u i P/T = nR/V = R/v.
Tada je:

ds =
1

T
du+

P

T
dv =

cR

u
du+

R

v
dv (3.34)

Integracijom dobijamo osnovnu termodinamičku jednačinu idealnog gasa
s = s0 + cRln (u/u0) +Rln (v/v0).

3.12 Rešenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 2. (Kalen, 1985). Potrebno je
prvo predložiti jednačinu 1/T = f(u, v). Ona se ne može slobodno izabrati
jer mora zadovoljavati uslov:

∂

∂v

(
1

T

)
=

∂

∂u

(
P

T

)
(3.35)

jer je diferencijal entropije:

ds =
1

T
du+

P

T
dv (3.36)

totalni diferencijal. Pošto je:

P

T
=

R

v − b
− a

v2

1

T
(3.37)

to je izvod P/T po molarnoj unutrašnjoj energiji:

∂

∂u

(
P

T

)
= − a

v2

∂

∂u

(
1

T

)
(3.38)

Zamenom ovog izvoda u uslov za 1/T dobijamo:

∂

∂v

(
1

T

)
= − a

v2

∂

∂u

(
1

T

)
(3.39)



36 REŠENJA ZADATAKA

Primetimo da važi:
∂

∂v
=

∂

∂(1/v)

∂(1/v)

∂v
= − 1

v2

∂

∂(1/v)
(3.40)

Koristeći izraze 3.39 i 3.40 nalazimo:
∂

∂(1/v)

(
1

T

)
=

∂

∂(u/a)

(
1

T

)
(3.41)

Iz ove jednačine sledi da funkcija 1/T mora zavisiti od 1/v i u/a tako da nji-
hovi izvodi budu jednaki. Podsetimo se da za idealan gas vazi 1/T=cR/u.
Mala promena ove jednačine za van der Valsov fluid implicira da je:

1

T
=

cR

u+ a/v
(3.42)

Tada je P/T jednako:

P

T
=

R

v − b
− acR

uv2 + av
(3.43)

Kalen je fluid za koji važe dobijene jednačine 1/T i P/T nazvao ”idealnim
van der Valsovim” fluidom. Zamenimo te dve jednačine u izraz za ds:

ds =
1

T
du+

P

T
dv =

cRdu

u+ a/v
+

(
R

v − b
− acR

uv2 + av

)
dv (3.44)

Integriramo prvo ds po du:

s =

∫
cRdu

u+ a/v
+ g(v) = cRln(u+ a/v) + g(v) (3.45)

Funkcija g(v) se nalazi tako što s zadovoljava uslov ∂s/∂v = P/T :

cR

u+ a/v

(
− a

v2

)
+ g′(v) =

R

v − b
− acR

uv2 + av
(3.46)

koji daje jednakost

g′(v) =
R

v − b
(3.47)

Rešenje ove diferencijalne jednačine je g = Rln(v − b) + s0. Zamenom u
izraz za s dobijamo osnovnu termodinamičku jednačinu ”idealnog van der
Valsovog” fluida s = Rln ((u+ a/v)c(v − b)) + s0.

3.13 Primetimo da se u datim jednačinama ne pojavljuje broj molova fo-
tona n zato što broj molova fotona nije termodinamička veličina. Trans-
formišimo date jednačine u sledeće izraze:

1

T
= b1/4

(
U

V

)−1/4

(3.48)



REŠENJA ZADATAKA 37

P

T
=

1

3
b1/4

(
U

V

)3/4

(3.49)

Integracijom izraza:

dS =
1

T
dU +

P

T
dV (3.50)

dobijamo osnovnu termodinamičku jednačinu za elektromagnetno zračenje
crnog tela

S = S0 +
4

3
b1/4U3/4V 1/4. (3.51)

3.14 Ukupna unutrašnja energija oba sistema je

U = U1(S1, V1, n1) + U2(S2, V2, n2) (3.52)

Tada je ravnotežno stanje ono stanje koje minimalizuje ukupnu energiju uz
uslov konstantne entropije S = S1 + S2. Zbog toga je dU = T1dS1 +
T2dS2 = 0 i dS1 = −dS2. Kombinovanjem ova dva izraza dobijamo
jednačinu T1(S1) = T2(S2). Entropije sistema u ravnoteži se mogu naći
koristeći ovu jednačinu i uslov očuvanja ukupne entropije.

3.15 Osnovna molarna termodinamička jednačina idealnog gasa u energij-
skoj reprezentaciji jednaka je:

u = u0

(v0

v

)1/c

e(s−s0)/(cR) (3.53)

Da bismo odredili Helmholcov potencijal, potrebno je zameniti molarnu
unutrašnju energiju temperaturom koristeći Ležandrovu transformaciju. Prvi
korak je odred̄ivanje temperature:

T =

(
∂u

∂s

)
v

= u0

(v0

v

)1/c

e(s−s0)/(cR) 1

cR
=

u

cR
(3.54)

Iz ove jednačine sledi da je u = cRT . Nad̄imo sada molarnu entropiju
kao funkciju temperature i molarne zapremine. To ćemo postići tako što
ćemo izjednačiti cRT sa izrazom za molarnu unutrašnju energiju u funkciji
molarne entropije i zapremine:

cRT = u0

(v0

v

)1/c

e(s−s0)/(cR) (3.55)

Iz ove jednačine sledi da je molarna entropija jednaka:

s = s0 + cRln

(
cRT

u0

(
v

v0

)1/c
)

(3.56)
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Molarni Helmholcov potencijal tada iznosi:

a = u− Ts = cRT − cRT ln

(
cRT

u0

(
v

v0

)1/c
)
− Ts0 (3.57)

Jednačine stanja se dobijaju diferenciranjem molarnog Helmholcovog po-
tencijala. Molarna entropija i pritisak su jednaki:

s = −
(
∂a

∂T

)
v

= s0 + cRln

(
cRT

u0

(
v

v0

)1/c
)

(3.58)

P = −
(
∂a

∂v

)
T

=
RT

v
(3.59)

3.16 Osnovna molarna termodinamička jednačina idealnog van der Valsovog
fluida u energijskoj reprezentaciji jednaka je:

u = (v − b)−1/c e(s−s0)/cR − a

v
(3.60)

Temperatura sistema se dobija izvodom ove jednačine po entropiji:

T =

(
∂u

∂s

)
v

= (v − b)−1/c e(s−s0)/cR 1

cR
(3.61)

Izrazimo molarnu entropiju kao funkciju temperature i molarne zapremine:

s = s0 + cRln
(
T (v − b)1/ccR

)
(3.62)

Zamenom ovog izraza u molarnu unutrašnju energiju dobijamo:

u = cRT − a

v
(3.63)

Tada je molarni Helmholcov potencijal jednak:

a = u− Ts = cRT − a

v
− Ts0 − cRT ln

(
T (v − b)1/ccR

)
(3.64)

Jadnačine stanja jednake su:

s = −
(
∂a

∂T

)
v

= s0 + cRln
(
T (v − b)1/ccR

)
, (3.65)

P = −
(
∂a

∂v

)
T

=
RT

v − b
− a

v2
. (3.66)
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3.17 Osnovna termodinamička jednačina tog sistema u energijskoj reprezen-
taciji je u = (s− s0)3/(Av). Temperatura i pritisak sistema su:

T =

(
∂u

∂s

)
v

=
3(s− s0)2

Av
(3.67)

P = −
(
∂u

∂v

)
s

=
(s− s0)3

Av2
(3.68)

Izrazimo iz ove dve jednačine molarnu entropiju i zapreminu kao funkcije
pritiska i temperature: s = s0 + AT 2/(9P ) i v = AT 3/(27P 2). Tada
je molarna unutrašnja energija jednaka u = AT 3/(27P ). Molarni Gibsov
potencijal se dobija zamenom prethodnih izraza: g = u − Ts + Pv =
−Ts0 − AT 3/(27P ).

3.18 Temperatura i pritisak tog sistema jednaki su:

T =

(
∂u

∂s

)
v

=
ABeB(s−s0)

v
(3.69)

P = −
(
∂u

∂v

)
s

=
AeB(s−s0)

v2
(3.70)

Izrazimo iz ove dve jednačine molarnu entropiju i zapreminu kao funkcije
pritiska i temperature: s = s0 + (ln(T 2/(AB2P )))/B i v = T/(BP ). Mo-
larna unutrašnja energija je jednaka u = T/B, a Gibsov potencijal iznosi
g = u− Ts+ Pv = 2T/B − Ts0 − (T/B)ln(T 2/AB2P ).

3.19 Jednačine stanja sistema su:

1

T
=

(
∂s

∂u

)
v

=
cR

u
(3.71)

P

T
=

(
∂s

∂v

)
u

=
R

v
(3.72)

Iz njih sledi da je:

u = cR

(
1

T

)−1

(3.73)

v = R

(
P

T

)−1

(3.74)

s = s0 + cRln

(
cR

u0

(
1

T

)−1
)

+Rln

(
R

v0

(
P

T

)−1
)

(3.75)
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termodinamički potencijal s[1/T, P/T ] jednak je:

s[
1

T
,
P

T
] = s− u 1

T
− vP

T
(3.76)

s[
1

T
,
P

T
] = s0 + cRln

(
cR

u0

(
1

T

)−1
)

+Rln

(
R

v0

(
P

T

)−1
)
− cR−R

(3.77)
Jednačine stanja ovog potencijala iznose:

u = −
(
∂s[1/T, P/T ]

∂(1/T )

)
P/T

= cR

(
1

T

)−1

= cRT (3.78)

v = −
(
∂s[1/T, P/T ]

∂(P/T )

)
1/T

= R

(
P

T

)−1

=
RT

P
(3.79)

3.20 Jednačina stanja 1/T tog sistema iznosi:

1

T
=

(
∂s

∂u

)
v

=
cR

u+ a/v
(3.80)

Tada su molarna unutrašnja energija i entropija:

u = Rc

(
1

T

)−1

− a

v
(3.81)

s = Rln

(
(Rc)c

(
1

T

)−c
(v − b)

)
+ s0 (3.82)

Zamenom ovih izraza u traženi potencijal s[1/T ] dobijamo:

s[
1

T
] = s− u 1

T
= Rln

(
(Rc)c

(
1

T

)−c
(v − b)

)
+ s0 −Rc+

a

v

(
1

T

)
(3.83)



POGLAVLJE 4

ANSAMBLI

U ovom poglavlju su dati zadaci koji se odnose na jednostavnu primenu
statističkog metoda na odred̄ivanje termodinamičkih osobina sistema. Pose-
bna pažnja će biti posvećena primeni različitih ansambala na iste sisteme.

Mikrokanonski ansambl

Mikrokanonski ansambl predstavlja skup istovetnih izolovanh sistema od
kojih svaki ima istu energiju E, broj čestica N i zapreminu V . Osnovna
termodinamička jednačina u entropijskoj reprezentaciji se tada izračunava
koristeći Bolcmanovu (Boltzmann) formulu S(E, V,N) = klnG(E, V,N),
gde je G(E, V,N) broj stanja koje su dostupna sistemu u mikrokanonskom
ansamblu.

4.1 Izračunati zapreminu n-dimenzionalne sfere poluprecnikaR i pokazati
da udeo zapremine sfere koji je ograničen sferama poluprečnika R− ε i R,
0 < ε < R kada n → ∞ postaje jednak zapremini čitave sfere bez obzira
na vrednost ε.

4.2 Koristeći mikrokanonski ansambl odrediti osnovnu termodinamičku
jednačinu u entropijskoj reprezentaciji idealnog gasa klasičnih čestica sa
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translacionim stepenima slobode a zatim iz nje odrediti mehaničku jednačinu
stanja.

4.3 Ukupan broj stanja idealnog gasa klasičnih čestica sa translacionim
stepenima slobode do energije E jednak je:

Σ(E,N, V ) =
V N

N !h3N

π3N/2

Γ(3N/2 + 1)
(2mE)3N/2 (4.1)

Odrediti broj stanja sistema sa energijom E, G(E,N, V ) a zatim pokazati
da je klnΣ(E,N, V ) = klnG(E,N, V ).

4.4 Posmatrajmo sistem od N klasičnih oscilatora ugaone frekvencije ω.
Koristeći mikrokanonski ansambl naći broj stanja do energije E, osnovnu
termodinamičku jednačinu u entropijskoj reprezentaciji, a zatim energiju
tog sistema kao funkciju temperature.

4.5 (Ajnštanov (Einstein) model kristala) Odrediti toplotni kapacitet pri
konstantnoj zapremini sistema 3N kvantnih oscilatora ugaone frekvencije
ω koristeći mikrokanonski ansambl.

4.6 PosmatrajmoN atoma sa dva energetska nivoa koji se ne mogu transla-
ciono kretati (npr. atomi se nalaze u kristalnoj rešetki). Ako je energija
pobud̄enog nivoa u atomu ε izračunati toplotni kapacitet sistema pri kon-
stantnoj zapremini koristeći mikrokanonski ansambl.

Kanonski ansambl

Kanonski ansambl predstavlja skup istovetnih sistema u toplotnoj ravnoteži
sa rezervoarom na temperaturi T . Svaki sistem ima istu temperaturu T ,
broj čestica N i zapreminu V . Helmholcov potencijal se tada izračunava
koristeći formulu A(T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N), gde je Z(T, V,N) broj
stanja dostupnih sistemu u kanonskom ansamblu.

4.7 Unutrašnja energija sistema u kontaktu sa toplotnim rezervoarom fluk-
tuira. Odrediti kako se relativne fluktuacije energije ∆E/〈E〉 normiraju u
odnosu na broj čestica sistema.

4.8 Posmatrajmo sistem od tri čestice. Prva čestica ima dva stanja energija
ε11 i ε12, druga dva stanja energija ε21 i ε22, treća dva stanja energija ε31 i
ε32. Ako je ukupna energija sistema jednaka zbiru energija čestica, pokazati
kako se kanonska particiona funkcija za ovaj sistem razlaže na proizvod
particionih funkcija svake čestice.

4.9 Odrediti Helmholcov potencijal, unutrašnju energiju, pritisak, entropi-
ju i hemijski potencijal idealnog gasa klasičnih čestica sa translacionim ste-
penima slobode koristeći kanonski ansambl.
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4.10 Posmatrajmo N atoma sa dva energetska nivoa koji se ne mogu
translaciono kretati. Ako je energija pobud̄enog nivoa u atomu ε izračunati
toplotni kapacitet sistema pri konstantnoj zapremini koristeći kanonski an-
sambl.

4.11 (Ajnštajnov model kristala) Odrediti toplotni kapacitet pri konstant-
noj zapremini za sistem od 3N kvantnih oscilatora ugaone frekvencije ω
koristeći kanonski ansambl.

Veliki kanonski ansambl

Veliki kanonski ansabl (VTµ) predstavlja skup istovetnih sistema koji su u
kontaktu sa toplotnim i čestičnim rezervoarima. Svaki sistem ima istu tem-
peraturu T , hemijski potencijal µ i zapreminu V . Veliki kanonski potencijal
se tada izračunava koristeći formulu Ω(T, µ, V ) = −kT lnΞ(T, µ, V ), gde
je Ξ(T, µ, V ) broj stanja koja su dostupna sistemu u velikom kanonskom
ansamblu.

4.12 Naći izraz za varijansu raspodele broja čestica sistema u velikom
kanonskom ansamblu.

4.13 Varijansa raspodele broja čestica iznosi:

〈(δN)2〉 =

(
∂〈N〉
∂(βµ)

)
β,V

(4.2)

Redukovati ovaj termodinamički izvod na poznatiji izvod.

4.14 Odrediti hemijski potencijal, mehaničku jednačinu stanja, energiju i
entropiju idealnog klasičnog gasa čestica sa translacionim stepenima slo-
bode koristeći veliki kanonski ansambl.

4.15 Koristeći veliki kanonski ansambl izračunati srednju energiju sis-
tema čestica koji je u ravnoteži sa toplotnim i čestičnim rezervoarom. En-
ergetski nivoi čestica su ekvidistantni sa rastojanjem ε.

4.16 Odrediti Gibsov potencijal i mehaničku jednačinu stanja idealnog
klasičnog gasa čestica sa translacionim stepenima slobode koristeći NPT
ansambl (sistem je na konstantnom pritisku i temperaturi).
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4.1 Nad̄imo prvo površinu n-dimenzionalne sfere. Posmatrajmo integral:

I =

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx (4.3)

Umesto njega rešimo njegov kvadrat:

I2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(x2+y2)dxdy (4.4)

I2 se rešava uvod̄enjem polarnih koordinata x = rcosθ i y = rsinθ. Tada je
element zapremine dxdy jednak rdrdθ = rdrdΩ2, gde je dΩ2 = dθ element
”površine” 2-d sfere. Površina 2-d sfere jednaka je S2 =

∫
dΩ2 = 2π. Tada

je I2 =
∫ 2π

0
dθ
∫∞

0
e−r

2
rdr = π. Stoga početni integral iznosi I =

√
π.

Posmatrajmo sada integral:

I3 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(x2+y2+z2)dxdydz (4.5)

Ovaj integral se može rešiti pretvaranjem Dekartovih koordinata u sferne:

x = rsin(θ)cos(φ)

45
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y = rsin(θ)sin(φ)

z = rcos(θ) (4.6)

Element zapremine dxdydz jednak r2drsin(θ)dθdφ = r2drdΩ3. Površina
3-d lopte iznosi S3 =

∫ ∫
dΩ3 = 4π a vrednost integrala I3 je π3/2.

Uopštimo prethodno razmatranje na integral:

In =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

...

∫ ∞
−∞

e−(x21+x22+...+x2n)dx1dx2...dxn (4.7)

Pošto je I = π1/2, znamo da je In = πn/2. Iskoristimo taj rezultat da
nad̄emo površinu n-sfere. Uvedimo hipersferne koordinate, tako da je
dx1dx2...dxn = rn−1drdΩn uz uslov x2

1 + x2
2 + ... + x2

n = r2. Površina
n-sfere jednaka je Sn =

∫ ∫
...
∫
dΩn. Stoga je:

In = Sn

∫ ∞
0

e−r
2

rn−1dr = SnΓ(n/2)/2 (4.8)

pa je vrednost površine n-sfere jednaka Sn = 2πn/2/Γ(n/2). Zapremina
n-sfere iznosi Vn(R) =

∫ ∫
...
∫
dx1dx2...dxn uz uslov x2

1 +x2
2 + ...+x2

n ≤
r2. Koristeći transformaciju Dekartovih koordinata u hipersferne koordi-
nate dobijamo da je izraz za zapreminu n-sfere V (R) = Sn

∫ R
0
rn−1dr =

SnR
n/n = πn/2Rn/Γ(n/2 + 1). Udeo zapremine n-sfere koji je ograničen

sferama poluprečnika a i a − ε iznosi (Vn(a) − Vn(a − ε))/Vn(a) = 1 −
(1− ε/a)n. Primetimo da vrednost limesa:

lim
n→∞

[(1− (1− ε/a)n] (4.9)

postaje jednaka jedinici bez obira na vrednost ε. To znači da su velike vred-
nosti n skoro sve tačke unutar n-sfere koncentrisane blizu njene površine.

4.2 Hamiltonijan klasičnog sistema čestica sa translacionim stepenima slo-
bode koje ne interaguju jednak je zbiru kinetičkih energija čestica:

H =
1

2m

N∑
i=1

p2
i (4.10)

gde su m i pi = mvi masa i linearni moment čestice. N je ukupan broj
čestica. Pošto je sistem konzervativan, hamiltonijan sistema je jednak uku-
pnoj energiji sistema E koja je konstantna. Vrednosti momenata čestica
nisu nezavisne, nego za njih postoji ograničenje:

p2
1 + ...+ p2

n = 2mE (4.11)
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Primetimo da je ovo jednačina n-sfere. Ukupan broj stanja sistema čestica
do energije E jednak:

Σ(E,N, V ) =
1

N !h3N

∫
H≤E

d3p1...d
3pnd

3q1...d
3qn (4.12)

Σ(E,N, V ) =
V N

N !h3N

∫
H≤E

d3p1...d
3pn (4.13)

Integral u ovom izrazu jednak je zapremini 3N -sfere. Zbog toga, ukupan
broj stanja iznosi:

Σ(E,N, V ) =
V N

N !h3N
V3N(
√

2mE) =
V N

N !h3N

π3N/2

Γ(3N/2 + 1)
(2mE)3N/2

(4.14)
Koristeći Stirlingovu aproksimaciju za faktorijel velikog broja dobijamo da
je osnovna termodinamička jednačina u entropijskoj reprezentaciji ovog sis-
tema:

S(N, V,E) = klnΣ(E,N, V ) = Nkln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

)3/2
)

+
5

2
Nk

(4.15)
Invertovanjem ove jednačine nalazimo osnovnu termodinamičku jednačinu
u energijskoj reprezentaciji:

E =
3h2

4mπ
N

(
N

V

)2/3

e2S/(3Nk)−5/3 (4.16)

Temperatura sistema je jednaka:

T =

(
∂E

∂S

)
V,N

=
2E

3Nk
(4.17)

Stoga je unutrašnja energija u funkciji temperature E = 3/2NkT . Pritisak
iznosi:

P = −
(
∂E

∂V

)
S,N

=
2

3

E

V
=
NkT

V
(4.18)

pa je mehanička jednačina stanja jednaka:

PV = NkT (4.19)

4.3 Broj stanja sistema sa energijom E jednak je:

G(E,N, V ) =
∂Σ(E,N, V )

∂E
= Σ(E,N, V )

3N

2E
(4.20)
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Logaritmovanje obe strane ovog izraza i množenjem sa Bolcmanovom kon-
stantom dobijamo:

klnG(E,N, V ) = klnΣ(E,N, V ) + kln(3N)− kln(2E) (4.21)

klnG(E,N, V ) i klnΣ(E,N, V ) se skaliraju linearno sa brojem čestica dok
se poslednja dva člana skaliraju kao lnN što mnogo sporije raste nego li-
nearna funkcija. Zbog toga se poslednja dva člana mogu zanemariti kada
N →∞, pa je klnG(E,N, V ) = klnΣ(E,N, V ).

4.4 Hamiltonijan sistema od N klasičnih oscilatora jednak je:

H =
N∑
i=1

(
p2
i

2m
+

1

2
mω2q2

i

)
(4.22)

Uvedimo smenu koordinata:

p̃i =
pi√
2m

, q̃i = qiω

√
m

2
(4.23)

Zamenom novih koordinata u hamiltonijan dobijamo:

H̃ = p̃1
2 + ...+ p̃n

2 + q̃1
2 + ...+ q̃n

2 = E (4.24)

Tada je ukupan broj stanja sistema do energije E jednak:

Σ(E,N, V ) =
2N

hNωN

∫
H̃≤E

dp̃1...dp̃ndq̃1...dq̃n (4.25)

Σ(E,N, V ) =
2N

hNωN
πN

Γ(N + 1)
EN =

EN

(h̄ω)NN !
. (4.26)

Ovde smo iskoristili da je integral jednak zapremini 2N -sfere poluprečnika
E. Korišćenjem Stirlingove aproksimacije nalazimo da je osnovna termo-
dinamička jednačina sistema jednaka:

S(E,N, V ) = kN ln
(
E

N
h̄ω

)
+ kN (4.27)

Temperatura sistema iznosi:

1

T
=

(
∂S

∂E

)
N,V

=
kN

E
(4.28)

Stoga je E = kNT .

4.5 Energija kvantnog harmonijskog oscilatora jednaka je h̄ω(n + 1/2),
n=0, 1, 2, ... Pogodno je uzeti nultu energiju oscilatora h̄ω/2 za nulu ener-
gije, pa je energija harmonijskog oscilatora nh̄ω. Ako je ukupna energija
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E, onda postoji E/h̄ω kvanta energije koji su raspored̄eni na 3N oscilatora.
Broj rasporeda E/h̄ω kvanta na 3N oscilatora jednak je broju stanja do-
stupnih sistemu. Problem nalaženja broja dostupnih stanja je ekvivalentan
problemu raspored̄ivanja E/h̄ω kuglica u 3N kutija. Broj različitih načina
raspored̄ivanja se može dobiti raspored̄ivanjem 3N − 1 pregrada izmed̄u
E/h̄ω kuglica što je jednako broju kombinacijaE/h̄ω objekata od ukupnog
broja od 3N − 1 + E/h̄ω objekata. Stoga:

G(E,N, V ) =
(3N − 1 + E/h̄ω)!

(3N − 1)!(E/h̄ω)!
≈ (3N + E/h̄ω)!

(3N)!(E/h̄ω)!
(4.29)

Koristeći Stirlingovu aproksimaciju dobijamo osnovnu termodinamičku je-
dnačinu:

S(E,N, V ) = klnG(E,N, V ) (4.30)

S(E,N, V ) = 3Nkln
(

1 +
E

3Nh̄ω

)
+
kE

h̄ω
ln
(

1 +
3Nh̄ω

E

)
(4.31)

Jednačina stanja za temperaturu sistema iznosi:

1

T
=

(
∂S

∂E

)
N,V

=
k

h̄ω
ln
(

1 +
3Nh̄ω

E

)
(4.32)

pa je unutrašnja energija jednaka:

E =
3Nh̄ω

eh̄ω/(kT ) − 1
(4.33)

Toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini iznosi:

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

=
3Nh̄2ω2

kT 2

eh̄ω/(kT )

(eh̄ω/(kT ) − 1)2
(4.34)

4.6 Ako je E energija sistema, onda se E/ε atoma nalazi u pobud̄enom
stanju a (N − E/ε) atoma u osnovnom stanju. Broj različitih načina za
izbor E/ε atoma od ukupnog broja N atoma jednak je:

G(E,N, V ) =
N !

(E/ε)! (N − E/ε)!
(4.35)

Koristeći Stirlingovu aproksimaciju dobijamo entropiju sistema:

S(E,N, V ) = klnG(E,N, V ) = −kN ln
(

1− E

Nε

)
+
kE

ε
ln
(
Nε

E
− 1

)
(4.36)

Jednačina stanja za temperaturu iznosi:

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
k

ε
ln
(
Nε

E
− 1

)
(4.37)
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Tada je unutrašnja energija jednaka:

E =
Nε

eε/(kT ) + 1
(4.38)

a toplotni kapacitet sistema pri konstantnoj zapremini iznosi:

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

=
Nε2

kT 2

eε/(kT )

(1 + eε/(kT ))2
(4.39)

4.7 U kanonskom ansamblu, energija sistema nije očuvana jer sistem raz-
menjuje energiju sa rezervoarom. Fluktuacije energije predstavljaju odstu-
panje enegije od njene srednje vrednosti. Standardna devijacija energije σE
predstavlja kvantitativnu meru fluktuacija energije. Ona je jednaka σE =√
〈E2〉 − 〈E〉2. Nad̄imo sada koliko ona iznosi koristeći kanonsku parti-

cionu funkciju (statističku sumu). Srednja vrednost energije je jednaka:

〈E〉 =
1

Z

∑
i

Eie
−βEi = −

(
∂lnZ
∂β

)
V,N

(4.40)

Srednja vrednost kvadrata energije iznosi:

〈E2〉 =
1

Z

∑
i

E2
i e
−βEi =

1

Z

(
∂2Z

∂β2

)
V,N

(4.41)

Tada je varijansa energije:

σ2
E = 〈E2〉 − 〈E〉2 =

1

Z

(
∂2Z

∂β2

)
V,N

− 1

Z2

(
∂Z

∂β

)2

V,N

=

(
∂2lnZ
∂β2

)
V,N

(4.42)
Koristeći izraz za srednju energiju dobijamo:

σ2
E = −

(
∂E

∂β

)
V,N

= kT 2

(
∂U

∂T

)
V,N

= kT 2Cv (4.43)

Relativne fluktuacije energije predstavljaju odnos disperzije energije i sre-
dnje vrednosti energije te stoga pokazuju u kom obimu energija fluktuira
u odnosu na njenu srednju vrednost. One zavise od broja čestica obrnuto
srazmerno korenu broja čestica u sistemu:

σE
〈E〉

=

√
kT 2Cv
〈E〉

∼
√
N

N
∼ 1√

N
(4.44)

U slučaju kada je broj čestica u sistemu jako veliki, odstupanja od sre-
dnje vrednosti energije biće zanemarljive. Zato za makroskopske sisteme
možemo govoriti o tačno odred̄enoj unutrašnoj energiji sistema.
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4.8 Kanonska particiona funkcija za ovaj sistem jednaka je:

Z =
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

e−β(ε1i+ε2j+ε3k) = e−β(ε11+ε21+ε31) + e−β(ε12+ε21+ε31)+

+e−β(ε11+ε22+ε31) + e−β(ε12+ε22+ε31) + e−β(ε11+ε21+ε32) + e−β(ε12+ε21+ε32)+

+e−β(ε11+ε22+ε32) + e−β(ε12+ε22+ε32) (4.45)

Zbir sadrži osam članova. Taj zbir se može preurediti u proizvod particionih
funkcija svake čestice:

Z = (e−βε11 + e−βε12)(e−βε21 + e−βε22)(e−βε31 + e−βε32) = z1z2z3 (4.46)

4.9 Hamiltonijan sistema čestica u ovom slučaju jednak je zbiru hamiltoni-
jana čestica h = (p2

x + p2
y + p2

z)/(2m). Kanonska particiona funkcija za
jednu česticu jednaka je:

z =
1

h3

∫ ∞
−∞

e−β(p2x+p2y+p2z)/(2m)dxdydzdpxdpydpz =
V

h3

(
2πm

β

)3/2

(4.47)
Kanonska particiona funkcija za sistem čestica iznosi:

Z =
zN

N !
=
V N

N !

(
2πm

βh2

)3N/2

(4.48)

Koristeći Stirlingovu aproksimaciju za faktorijel, dobijamo Helmholcov po-
tencijal:

A = − 1

β
lnZ = −kTN ln

(
V

N

)
− 3

2
kTN ln

(
2πmkT

h2

)
− kTN (4.49)

Unutrašnja energija se računa korišćenjem kanonske particione funkcije:

U = 〈E〉 = −
(
∂lnZ
∂β

)
V,N

=
3

2
NkT (4.50)

Pritisak, entropija i hemijski potencijal su:

P = −
(
∂A

∂V

)
T,N

=
kTN

V
(4.51)

S = −
(
∂A

∂T

)
V,N

= kN ln

(
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
)

+
5

2
kN (4.52)
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µ =

(
∂A

∂N

)
T,V

= −kT ln

(
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
)
. (4.53)

4.10 Energija osnovnog nivoa atoma jednaka je nuli, dok je energija pobud̄e-
nog nivoa jednaka ε. Tada kanonska particiona funkcija za jedan atom
iznosi z = 1 + e−βε. Podrazumevamo da atomi ne interaguju pa je stoga
kanonska particiona funkcija za sistem atoma jednaka:

Z = zN = (1 + e−βε)N (4.54)

Unutrašnja energija iznosi:

U = 〈E〉 = −
(
∂lnZ
∂β

)
V,N

= − ∂

∂β
(N ln(1 + e−βε)) =

εN

1 + eβε
(4.55)

Toplotni kapacite pri konstantnoj zapremini je jednak:

Cv =

(
∂U

∂T

)
V,N

=
eε/(kT )

(1 + eε/(kT ))2

ε2N

kT 2
(4.56)

4.11 Kanonska particiona funkcija za jedan oscilator jednaka je:

z =
∞∑
n=0

e−βωh̄(n+1/2) =
e−βωh̄/2

1− e−βωh̄
(4.57)

Ovde smo koristili izraz za sumu geometrijskog reda:

1 + x+ x2 + x3 + ... =
1

1− x
(4.58)

Kanonska particiona funcija za sistem oscilatora iznosi Z = z3N . Stoga je
unutrašnja energija jednaka:

U = −
(
∂lnZ
∂β

)
V,N

=
3

2
Nωh̄+

1

eβωh̄ − 1
(4.59)

Toplotni kapacite pri konstantnoj zapremini iznosi:

Cv =

(
∂U

∂T

)
V,N

=
eωh̄/(kT )

(eωh̄/(kT ) − 1)2

3Nω2h̄2

kT 2
(4.60)

4.12 Varijansa raspodele broja čestica jednaka je:

〈(δN)2〉 = 〈N2〉 − 〈N〉2 (4.61)

Srednji broj čestica iznosi:

〈N〉 =
1

Ξ

∑
N=0

∑
i

Ne−β(Ei−µN) =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

(4.62)
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Srednja vrednost kvadrata broja čestica je jednaka:

〈N2〉 =
1

Ξ

∑
N=0

∑
i

N2e−β(Ei−µN) =
1

Ξ

(
∂2Ξ

∂(βµ)2

)
β,V

(4.63)

Varijansa raspodele broja čestica iznosi:

〈(δN)2〉 =
1

Ξ

(
∂2Ξ

∂(βµ)2

)
β,V

− 1

Ξ2

(
∂Ξ

∂(βµ)

)2

β,V

=

(
∂2lnΞ

∂(βµ)2

)
β,V

(4.64)

〈(δN)2〉 =

(
∂〈N〉
∂(βµ)

)
β,V

(4.65)

4.13 Pošto se u varijansi izvod vrši po konstantnoj temperaturi, moguće je
izvući temperaturu iz imenioca tako da varijansa postane:

〈(δN)2〉 =
1

β

(
∂〈N〉
∂µ

)
β,V

=
kT

(∂µ/∂〈N〉)T,V
(4.66)

Da bismo nasli izvod u kome se pojavljuje hemijski potencijal koristimo
Gibs-Dijemovu jednačinu dµ = −sdT+vdP , gde su s i v molarne entropije
i zapremine. Tada važi jednakost:(

∂µ

∂〈N〉

)
T,V

= v

(
∂P

∂〈N〉

)
T,V

(4.67)

Zamenom ovog izraza u varijansu dobijamo:

〈(δN)2〉 =
kT 〈N〉
V

(
∂〈N〉
∂P

)
T,V

(4.68)

Termodinamički izvod iz prethodne jednačine se može predstaviti kao:(
∂〈N〉
∂P

)
T,V

= −
(
∂V

∂P

)
T,N

/

(
∂V

∂〈N〉

)
T,P

= κTV/

(
∂V

∂〈N〉

)
T,P

(4.69)
gde je:

κT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

(4.70)

koeficijent izotermske kompresibilnosti. Primetimo da je jedini oblik zav-
isnosti zapremine od temperature i pritiska jednak V = 〈N〉f(T, P ). Tada
je: (

∂V

∂〈N〉

)
T,P

= f(T, P ) =
V

〈N〉
(4.71)
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Zamenom ovih izraza u varijansu broja čestica nalazimo da je ona jednaka:

〈(δN)2〉 =
kT 〈N〉2κT

V
(4.72)

4.14 Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla za posmatrani sistem
je:

Ξ =
∞∑
N=0

λNZN =
∞∑
N=0

λN
1

N !
zN = eλz (4.73)

λ = eβµ je aktivnost, ZN i z = V (2πm/(βh2))3/2 su kanonske particione
funkcije sistema čestica i jedne čestice respektivno. Srednji broj čestica
iznosi:

〈N〉 =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

= λz = eβµV

(
2πm

βh2

)3/2

(4.74)

Iz ove jednačine dobijamo hemijski potencijal:

µ = kT ln
(
〈N〉
V

)
− 3

2
kT ln

(
2πmkT

h2

)
(4.75)

Mehanička jednačina stanja, srednja energija i entropija jednake su:

PV = −Ω = kT lnΞ = kTλz = kT 〈N〉 (4.76)

〈E〉 = −
(
∂lnΞ

∂β

)
(βµ),V

= −λ∂z
∂β

=
3

2
kT 〈N〉 (4.77)

S = −
(
∂Ω

∂T

)
µ,V

=
5

2
k〈N〉+ k〈N〉ln

(
V

〈N〉

(
2πmkT

h2

)3/2
)

(4.78)

4.15 Kanonska particiona funkcija jedne čestice iznosi:

z =
∞∑
n=0

e−βnε =
1

1− e−βε
(4.79)

Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla za sistem čestica je jed-
naka:

Ξ =
∞∑
N=0

eβµNZN =
∞∑
N=0

(eβµz)N =
1

1− zeβµ
=

1− e−βε

1− e−βε − eβµ
(4.80)

Srednji broj čestica u sistemu iznosi:

〈N〉 =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

=
eβµ

1− e−βε − eβµ
(4.81)



REŠENJA ZADATAKA 55

Srednja energija je jednaka:

〈E〉 = −
(
∂lnΞ

∂β

)
(βµ),V

=
〈N〉ε
eβε − 1

(4.82)

4.16 Particiona funkcija za NPT ansambl jednaka je:

∆ =

∫ ∑
i

e−β(Ei+PV )dV =

∫
e−βPVZNdV (4.83)

Zamenom vrednosti ZN u integral dobijamo:

∆ =

(
2πm

βh2

)3N/2(
1

βP

)N+1

≈
(

2πm

βh2

)3N/2(
1

βP

)N
(4.84)

Gibsov potencijal iznosi:

G = − 1

β
ln∆ = −3N

2β
ln
(

2πm

βh2

)
+
N

β
ln(βP ) (4.85)

Mehanička jednačina stanja je jednaka:

〈V 〉 =

(
∂G

∂P

)
T,N

=
N

βP
. (4.86)





POGLAVLJE 5

IDEALNI SISTEMI

Idealni sistemi su oni sistemi čiji delovi ne interaguju. Delovi sistema mogu
biti pojedinačne čestice, kao kod gasova, ili kolektivno kretanje čestica,
kao kod idealnog kristala. Nepostojanje interakcije izmed̄u delova sistema
dovodi do toga da je ukupna energija sistema jednaka zbiru energija nje-
govih delova. Tada se particiona funkcija može razložiti na proizvod parti-
cionih funkcija njegovih delova što značajno pojednostavljuje izračunavanje
termodinamičkih veličina.

Primena kvantnih statistika na idealne gasove

Sve elementarne čestice se mogu podeliti u bozone i fermione u zavisnosti
od vrednosti njihovog spina. U slučaju bozona spin čestice je ceo broj (s =
0, 1, 2, ...), dok je u slučaju fermiona spin čestice polubrojan (s = 1/2, 3/2,
...). Vrednost spina čestice uvodi ograničenja u pogledu broja čestica koje
se mogu naći u jednočestičnom stanju. Samo jedan fermion se može naći u
odred̄enom jednočestičnom stanju. Za bozone takvo ograničenje ne postoji.
Kao posledica ovakvog ponašanja sistemi bozona i fermiona imaju različite
termodinamičke osobine. Termodinamičke osobine bozona i fermiona se

57
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odred̄uju korišćenjem Boze-Ajnštajnove (Bose-Einstein) i Fermi-Dirakove
(Fermi-Dirac) statistike respektivno.

5.1 Podeliti sledeće čestice na bozone i fermione: p+, n, e−, α, 3He, 4He,
D, H.

5.2 Naći gustinu jednočestičnih stanja g(ε) slobodne čestice u kubnom
sudu zapremine V = L3. Uzeti u obzir da je talasni broj čestice jednak:

~k =
π

L
(nx~ex + ny~ey + nz~ez) , nx, ny, nz = 1, 2, 3, ... (5.1)

Razmotriti dva slučaja:
a) fermioni i bozoni sa masom. Energija čestice tada iznosi

ε = k2h̄2/(2m);
b) bozoni bez mase. Energija čestice tada iznosi ε = h̄kc.

5.3 Odrediti srednji broj fotona, unutrašnju energiju i pritisak elektroma-
gnetnog zračenja u sudu oblika kocke zapremine V . Uzeti da se sud ponaša
kao apsolutno crno telo, na temperaturi T , tj. da apsorbuje i emituje ele-
ktromagnetno zračenje. Elektromagnetno polje predstaviti kao idealni gas
fotona. Foton je bozon sa spinom jednakim jedan. Uzeti u obzir da je hemi-
jski potencijal fotonskog gasa jednak nuli. Gustina jednočesticnih stanja
fotona je jednaka:

g(ε) =
8πV ε2

(hc)3
(5.2)

jer je svako jednofotonsko stanje dvostruko degenerisano zbog postojanja
dve polarizacije električnog polja.

5.4 U opštem slučaju gustina jednočestičnih stanja nekog sistema jednaka
je g(ε) = AεB, A i B su konstante. Tada važi jednačina:

PV = f(A,B)〈E〉 (5.3)

Naći zavisnost f(A,B).

5.5 Pokazati da važi izraz za entropiju:

S = k
∑
i

(−〈ni〉ln〈ni〉 ∓ (1∓ 〈ni〉) ln (1∓ 〈ni〉)) (5.4)

gde je 〈ni〉 srednja zauzetost i-tog jednočestičnog stanja. Gornji znak važi
za Fermi-Dirakovu a donji za Boze-Ajnštajnovu statistiku.

5.6 Kada je aktivnost gasa mala, onda se on naziva slabodegenerisanim
gasom. U tom slučaju se pritisak i unutrašnja energija mogu predstaviti
kao stepeni redovi po čestičnoj gustini gasa ρ = 〈N〉/V . Odrediti najnižu
korekciju energije i pritiska idealnog slabodegenerisanog gasa fermiona i
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bozona sa masom u odnosu na klasične vrednosti za idealni gas.

Primena Bolcmanove statistike na atomske i molekulske gasove

Na visokim temperaturama i malim čestičnim gustinama, srednja zauzetost
jednočesticnog stanja postaje bliska nuli. Tada Boze-Ajnštajnova i Fermi-
Dirakova statistika postaju jednake Bolcmanovoj statistici. U ovom delu
dati su zadaci vezani za termodinamičke osobine idealnih gasova na koje
se može primeniti Bolcmanova statistika a čije čestice imaju unutrašnju
strukturu. Smatraćemo da unutrašnji stepeni slobode čestica ne interaguju
med̄usobno tako da je energija čestice jednaka zbiru energija translacionog
kretanja i energija svih unutrašnjih kretanja čestice.

5.7 Izračunati translacionu particionu funkciju za atom Na na temperaturi
od 25 oC i zapremini 10 cm3.

5.8 Izračunati translacioni doprinos molarnoj entropiji Ar na temperaturi
25 oC i pritisku P = 106 Pa.

5.9 Izračunati translacioni doprinos molarnom Helmholcovom potenci-
jalu, unutrašnjoj energiji, toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini
i entropiji He na temperaturi 25 oC i pritisku P = 105 Pa.

5.10 Neki atom ima statističku težinu osnovnog, prvog i drugog elektron-
skog nivoa jednaku 2, 1 i 3 respektivno. Prvi pobud̄eni elektronski nivo se
nalazi na 500 cm−1 a drugi pobud̄eni elektronski nivo na 2500 cm−1 iznad
osnovnog nivoa. Izračunati elektronsku particionu funkciju na T = 1000 K
kao i srednju vrednost elektronske energije atoma.

5.11 Statističke težine prva tri elektronska nivoa atoma kiseonika iznose:
g0 = 5, g1 = 3 i g2 = 1. Njihove energije se nalaze na 0, 158,5 i 226,5
cm−1. Kolika je relativna zauzetost tih nivoa na temperaturi 25 oC?

5.12 Statistička težina osnovnog i prvog pobud̄enog nivoa atoma fluora
iznose g0 = 4 i g1 = 2. Prvi pobud̄eni nivo se nalazi 404 cm−1 iznad
osnovnog. Izračunati elektronski doprinos molarnom Helmhocovom po-
tencijalu i toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini na temperaturi
T = 500 K.

5.13 Na koje od sledećih termodinamičkih funkcija utiče a na koje ne
utiče elektronska particiona funkcija koja uključuje samo degeneraciju osno-
vnog elektronskog nivoa: U , A, µ, S, Cv.

5.14 Izračunati translacionu particionu funkciju za molekul H2 koji se
nalazi u sudu zapremine 100 cm3 na temperaturi 25 oC.
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5.15 Dužina veze molekula O2 jednaka je 120,75 pm. Izračunati rotacionu
particionu funkciju na T = 300 K.

5.16 Odrediti faktore simetrije za sledeće molekule: H2O, NH3, CH4,
C6H6.

5.17 Izračunati rotacionu particionu funkciju za HCl na temperaturi 300
K ako je rotaciona konstanta B=10,591 cm−1.

5.18 Izračunati rotacionu particionu funkciju za molekul 5-fluorosalicilne
kiseline na 25 oC ako su rotacione konstanteA=0,061 cm−1, B=0,030 cm−1

i C=0,020 cm−1.

5.19 Odrediti doprinos rotacije molarnom Helmholcovom potencijalu za
pirimidon na 25 oC ako su rotacione konstante jednake A=0,188 cm−1,
B=0,093 cm−1 i C=0,062 cm−1.

5.20 Izvesti izraz za najzauzetiji rotacioni nivo.

5.21 Izračunati vibracionu particionu funkciju na T = 1000 K za molekul
vode čiji su talasni brojevi vibracionih modova jednaki: 3755,8, 3656,7 i
1594,8 cm−1. Uzeti da je energija osnovnog vibracionog nivoa jednaka
nuli.

5.22 Izračunati zajednički vibracioni i rotacioni doprinos molarnom Helm-
holcovom potencijalu i toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini za
I2 na 25 oC ako je rotaciona konstanta jednaka B=0,037 cm−1 a talasni broj
vibracije ν̃=214,6 cm−1. Uzeti da je energija osnovnog vibracionog nivoa
jednaka nuli.

5.23 Izračunati molarni toplotni kapacitet na 100 oC za vodu u gasnoj fazi
ako su rotacione konstante A=27,9 cm−1, B=14,5 cm−1 i C=9,3 cm−1 a ta-
lasni brojevi vibracionih modova 3755,8, 3656,7 i 1594,8 cm−1. Zanemariti
doprinos elektronskog kretanja.

5.24 Izračunati molarnu entropiju za D2 na temperaturi 298 K i pritisku
105 Pa ako je rotaciona konstantaB=29,9 cm−1 a talasni broj vibracije 3054
cm−1. Zanemariti doprinos elektronskog kretanja.

5.25 Izračunati elektronski doprinos molarnoj entropiji NO na tempera-
turi 600 K. Statističke težine osnovnog i prvog pobud̄enog elektronskog
nivoa su 2. Energija prvog pobud̄enog elektronskog nivoa iznosi 121,1
cm−1.

5.26 Odrediti molarne toplotne kapacitete cv i cp za sledeće idealne gasove
ako za njih važi visokotemperaturska aproksimacija za translaciju, rotaciju
i vibraciju (zanemariti elektronske doprinose): Ar, O2, H2O, CO2 i CH4.
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Konstanta ravnoteže hemijske reakcije idealnih gasova

Izraz za konstantu ravnoteže hemijske reakcije idealnih gasova ima jedno-
stavan oblik koji uključuje particione funkcije hemijskih vrsta koje učestvuju
u reakciji. Od velike vaznosti za izračunavanje konstante ravnoteže je da
referentni energetski nivoi svih hemijskih vrsta u reakciji budu isti.

5.27 Izračunati konstantu ravnoteže Kp za reakciju:
Br2(g) ⇀↽2Br(g)

na temperaturi 1000 K ako je vibracioni talasni broj Br2 jednak ν̃ = 322
cm−1, rotaciona konstanta B=0,081 cm−1, a energija disocijacije D0=1,97
eV. Statistička težina osnovnog elektronskog nivoa atoma Br je 4, a molekula
Br2 je 1.

5.28 Izračunati konstantu ravnoteže Kp za disocijaciju:
K2(g) ⇀↽2K(g)

na temperaturi 1000 K ako je vibracioni talasni broj K2 jednak ν̃=92,3 cm−1,
rotaciona konstanta B=0,561 cm−1, a energija disocijacije D0=0,51 eV.
Statistička težina osnovnog elektronskog nivoa atoma K je 2, a molekula
K2 je 1.

5.29 Izračunati konstantu ravnoteže Kp na 298 K za izotopsku izmenu:
2 125I127I(g) ⇀↽

125I125I(g)+127I127I(g)

I2 ima nedegenrisano osnovno elektronsko stanje.

5.30 Izračunati konstantu ravnoteže Kp za reakciju:
H2O(g)+DCl(g) ⇀↽HCl(g)+HDO(g)

na temperaturi 298 K, ako su vibracioni talasni brojevi ν̃H2O= 3656,7, 1594,8,
3755,8 cm−1; ν̃HDO= 2726,7, 1402,2, 3707,5 cm−1; ν̃HCl= 2991 cm−1;
ν̃DCl=2145 cm−1; rotacione konstante AH2O= 27,88 cm−1, BH2O= 14,51
cm−1, CH2O= 9,29 cm−1; AHDO= 23,38 cm−1, BHDO = 9,102 cm−1, CHDO=
6,417 cm−1; BHCl= 10,59 cm−1; BDCl= 5,449 cm−1.

Toplotne osobine čvrstih tela i adsobcija gasova

U ovom delu su dati zadaci koji se odnose na termodinamičke osobine
kristalne rešetke i adsorbciju gasova na njenim površinama. Iako atomi
u kristalnoj rešetki jako interaguju, njihovo kolektivno kretanje koje pred-
stavlja vibracije rešetke se može razložiti na kretanje vibracionih modova.
U prvoj aproksimaciji možemo smatrati da vibracioni modovi kristalne reše-
tke ne interaguju med̄usobno, tj. da oni obrazuju idealan sistem.

5.31 Atomi u kristalnoj rešetki vibriraju oko ravnotežnih konfiguracija.
Broj vibracionih modova kristalne rešetke je jednak 3N−6 ≈ 3N ,N je broj
atoma u kristalnoj rešetki. Nazovimo rešetku u kojoj vibracioni modovi nisu
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spregnuti idealnim kristalom. Gustina raspodele vibracionih frekvencija
kristalne rešetke u Debajevom (Debye) modelu je jednaka g(ν) = 9Nν2/ν3

D,
νD je maksimalna dozvoljena frekvencija (Debajeva frekvencija). Pokazati
da se na temperaturama bliskim apsolutnoj nuli toplotni kapacitet idealne
kristalne rešetke skalira sa trećim stepenom temperature, a da je na visokim
temperaturama jednak 3kN .

5.32 Debajev model ne daje zavisnost particione funkcije od zapremine.
Tim problemom se bavimo u ovom zadatku. Potencijalna energija interak-
cije atoma kristalne rešetke u ravnotežnoj konfiguraciji zavisi od zapremine
V kristalne rešetke, Φ(V ). Neka su frekvencije normalnih modova kristala
νj . Grinajzenova (Grüneisen) pretpostavka je da su frekvencije νj zavisne
od zapremine tela preko izraza dlnνj/dlnV = −γ, γ > 0. Pokazati da je
pritisak kristala tada dat Mi-Grinajzenovom (Mie-Grüneisen) jednačinom:

P = −dΦ

dV
+ γ

U

V
(5.5)

gde je U unutrašnja energija vibracionog kretanja.

5.33 N atoma su pored̄ani tako da čine savršenu kristalnu rešetku. Ako
se n atoma med̄u njima (1 � n � N ) izmesti iz rešetke u praznine
izmed̄u čvorova rešetke, kristal postaje neidealan sa n defekata Frenkelovog
(Frenkel) tipa. Broj N ′ šupljina izmed̄u čvorova rešetke gde se atom može
smestiti je istog reda veličine kao i N . Neka je w energija potrebna da se
pomeri atom iz čvora rešetke na mesto izmed̄u čvorova. Pokazati da je u
ravnoteži na temperaturi T (kT � w) važi: n ≈

√
NN ′e−w/(2kT ).

5.34 Ako se n atoma u idealnom kristalu od N atoma (1 � n � N ) iz-
mesti iz čvorova rešetke unutar kristala na čvorna mesta na površini kristala,
kristal postaje neidealan, sa defektima Šotkijevog (Schottky) tipa. Neka jew
energija neophodna da se izmesti atom iz unutrašnjosti na površinu kristala.
Pokazati da u ravnoteži na temperaturi T (kT � w) važi: n ≈ Ne−w/kT .
Zanemariti efekte zbog promene zapremine.

5.35 Izračunati broj Šotkijevih defekata po molu kristala na 300 K ako je
potrebno 1 eV da bi se atom iz unutrašnosti doveo na površinu kristala.

5.36 Toplotni kapacitet Cv za mnoge metale na niskim temperaturama
se može napisati u obliku Cv = γT + AT 3 gde je prvi član doprinos
elektronskog kretanja a drugi član doprinos vibracionog kretanja kristalne
rešetke. Uporediti relativne doprinose elektronskog i vibracionog kretanja
molarnom toplotnom kapacitetu kristala natrijuma na temperaturama od 2 i
20 K. Konstante za natrijum iznose: γ = π2Nk/(2TF ),A = 12π4Nk/(5θ3

D),
TF =3,7×104 K, θD = 150 K.
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5.37 Razmotrimo sistem koji se sastoji od kristala i atoma u gasnom stanju
iznad njega. U takvom sistemu dolazi do adsorbcije atoma na površini
kristala. Atomi se adsorbuju na adsorbcionim mestima tako da ostanu vezani
za njih. Vezani atomi izvode vibraciono kretanje u blizini minimuma poten-
cijala adsorbcionog mesta. Energija adsorbcije atoma ε0 je mnogo manja
nego energija vezivanja atoma u kristalnoj rešetki pa stoga adsorbovani
atomi ne menjaju značajno strukturu kristalne rešetke. Možemo smatrati
da kristalna rešetka samo obezbed̄uje potencijal za adsorbciju atoma. To
nam omogućava da termodinamički sistem koji posmatramo svedemo na
adsorbovane atome u potencijalnom polju. Raspored adsorbcionih mesta
na površini kristala nije relevantan za ovaj zadatak pošto ćemo smatrati da
adsorbovani atomi ne interaguju med̄usobno. Izvesti jednačinu monoslojne
Lagmirove (Langmuir) adsorbcione izoterme:

θ =
K(T )P

1 +K(T )P
(5.6)

i dati izraz za konstantu ravnoteže K(T ). θ = N/M je zaposednutost ad-
sorbcione površine, N je broj adsorbovanih atoma, M je broj adsorbcionih
mesta. Vibraciona particiona funkcija adsorbovanog atoma u kome je osno-
vni vibracioni nivo jednak nuli iznosi q0

vib. Koristiti:
a) kanonski ansambl;
b) veliki kanonski ansambl.

5.38 U ovom zadatku uopštavamo razmatranja iz prethodnog zadatka na
problem višeslojne adsorbcije.

a) Koristeći veliki kanonski ansambl naći particionu funkciju za ad-
sorbovane atome u slučaju višeslojne adsorbcije. Pretpostaviti da
postoji M adsorbcionih mesta i da na svakom mestu može da se
nad̄e s atoma (0 < s < m). Uzeti u obzir da absorbovani atomi ne
interaguju med̄usobno.

b) Izvesti BET-ovu adsorbcionu izotermu:

〈s〉 =
cx

(1− x− cx)(1− x)
, (5.7)

i odrediti veličine x i c koristeći rezultat pod a). x je proporcionalno
pritisku u gasnoj fazi, a c je konstanta. 〈s〉 je srednji broj adsorbo-
vanih atoma na jednom adsorbcionom mestu. U ovom slučaju uzeti
u obzir da broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu
može biti beskonačan i da su particione funkcije adsorbovanih atoma
u drugom i višim slojevima z2 iste, a različite od particione funkcije
za atome u prvom sloju z1.

5.39 Dvoatomski molekul A2 disosuje prilikom adsorbcije: A2(g) ⇀↽2A(ads).
Odrediti adsorpcionu izotermu u ovom slučaju, tj. zavisnost izmed̄u ste-
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pena zauzetosti adsorpcione površine θ u monoslojnoj adsorbciji i pritiska
A2 molekula u gasnoj fazi, P . Uzeti da je kanonska particiona funkcija
za unutrašnje kretanje molekula A2 jednaka zu(A2), a kanonska particiona
funkcija adsorbovanog atoma A jednaka zads(A).

Maksvelova raspodela brzina i molekulski sudari

Svi klasični sistemi čestica zadovoljavaju Maksvelovu raspodelu brzina.
Proučavanje sudara izmed̄u molekula u gasu je važno za razumevanje kine-
tičkih osobina gasova.

5.40 Izračunati srednju vrednost n-tog stepena brzine molekula.

5.41 Izračunati najverovatniju brzinu molekula.

5.42 Izračunati srednju i najverovatniju brzinu molekula N2 na tempera-
turi 25 oC

5.43 Izračunati koliko sudara u jednoj sekundi pretrpi molekul N2 na pri-
tisku od 10 atm i temperature od 25 oC. Površina poprečnog preseka moleku-
la N2 je 0,43 nm2.

5.44 Staklena sijalica sadrži 1020 molekula N2 u zapremini 10 cm3 na
25 oC. Izračunati broj sudara jednog molekula N2 po jedinici vremena.
Površina poprečnog preseka molekula N2 je 0,43 nm2.

5.45 Laboratorijska vakuumska pumpa može da stvori pritisak od 1 µPa.
Izračunati broj sudara po jedinici vremena molekula H2 na tom pritisku
i temperaturi od 50 oC. Površina poprečnog preseka molekula H2 je 0,27
nm2.

5.46 U sudu zapremine 10 cm3 na temperaturi od 25 oC nalazi se 1020

molekula hlora i 1023 molekula vodonika. Odrediti ukupan broj sudara
izmed̄u molekula hlora i vodonika po jedinici vremena i zapremine. Polu-
prečnici molekula hlora i vodonika su 0,544 i 0,293 nm respektivno.

5.47 Izračunati najverovatniju kinetičku energiju i varijansu raspodele ki-
netičke energije molekula.



REŠENJA ZADATAKA

5.1 Za složene sisteme čestica sastavljene od fermiona važi da ako je uku-
pan broj fermiona neparan onda se sistem ponaša kao fermion a ako je broj
fermiona paran onda se sistem ponaša kao bozon. Stoga su bozoni: α, 4He,
H, a fermioni: p+, n, e−, 3He, D.

5.2.a Da bismo izračunali broj jednočestičnih stanja g(ε) koja imaju ener-
giju ε izračunajmo prvo broj stanja koja imaju talasni broj k. Talasni brojevi
k zavise od kvantnih brojeva nx, ny i nz preko sledećeg izraza:

~k · ~k = k2 =
π2

L2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
(5.8)

Primetimo da različite kombinacije kvantnih brojeva mogu dati istu vre-
dnost k što odgovara degeneraciji energetskog nivoa sa vrednošću k. Za
velike vrednosti kvantnih brojeva nx, ny i nz, vrednosti talasnog broja se
menjaju neprekidno. Tada je prethodna jednačina jednaka jednačini sfere
poluprečnika R = kL/π. Ukupan broj stanja do stanja sa talasnim brojem
k jednak je osmini zapremine lopte poluprečnika R, jer su samo pozitivne
vrednosti kvantnih brojeva dopuštene:

Φ(k) =
1

8

4

3
π

(
kL

π

)3

=
k3V

6π2
(5.9)
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Broj stanja koje imaju talasni broj k iznosi:

g(k) =
dΦ(k)

dk
=
k2V

2π2
(5.10)

Gustina jednočestičnih stanja sa energijom ε jednaka je g(ε) = g(k)dk/dε.
U slučaju fermiona i bozona sa masom:

dk

dε
=

√
2m

h̄2

1

2
√
ε

(5.11)

Tada g(ε) iznosi:

g(ε) =
V

2π2

2mε

h̄2

√
2m

h̄2

1

2
√
ε

= 2πV

(
2m

h2

)3/2√
ε (5.12)

5.2.b Gustina jednočesticnih stanja sa energijom ε u slučaju bozona bez
mase iznosi:

g(ε) =
4πV ε2

(hc)3
(5.13)

5.3 Prvo razmotrimo zašto je hemijski potencijal fotona jednak nuli. Crno
telo stalno emituje i apsorbuje fotone te se stoga odigravaju reakcije mA⇀↽nA,
A je foton, m i n su brojevi apsorbovanih i emitovanih fotona, m 6= n.
Uslov ravnoteže za takvu hemijsku reakciju je mµ − nµ = 0, a taj uslov
je ispunjen samo za µ = 0. Pošto su fotoni bozoni, koristimo Boze-
Ajnštajnovu statistiku:

〈N〉 =
∑
k

λe−βεk

1− λe−βεk
, (5.14)

〈E〉 =
∑
k

λεke
−βεk

1− λe−βεk
, (5.15)

PV = − 1

β

∑
k

ln(1− λe−βεk) (5.16)

Aktivnost fotonskog gasa je jednaka λ = 1. Zamenimo sumu po stanjima sa
integralom po gustini stanja. Pogodno je umesto energije koristiti ugaonu
frekvenciju ω. Tada je:

g(ω) = g(ε)
dε

dω
=
V ω2

π2c3
(5.17)

Zamenom sume sa integralom dobijamo:

〈N〉 =
V

π2c3

∫ ∞
0

ω2e−βωh̄dω

1− e−βωh̄
(5.18)
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〈E〉 =
V h̄

π2c3

∫ ∞
0

ω3e−βωh̄dω

1− e−βωh̄
(5.19)

P =
−1

βπ2c3

∫ ∞
0

ln(1− e−βωh̄)ω2dω (5.20)

Ovi integrali se mogu rešiti razvijanjem podintegralnih funkcija u stepene
redove. U prva dva slučaja:

e−βωh̄

1− e−βωh̄
=
∞∑
n=1

e−nβωh̄ (5.21)

U trećem slučaju:

ln(1− e−βωh̄) = −
∞∑
n=1

e−nβωh̄

n
(5.22)

Dobijeni integrali se svode na gama funkciju pomoću smene x = βnωh̄.
Rešenja integrala su:

〈N〉 =
2V

π2(βh̄c)3

∞∑
n=1

1

n3
(5.23)

〈E〉 =
6V

π2β4(h̄c)3

∞∑
n=1

1

n4
(5.24)

P =
2

β4π2(h̄c)3

∞∑
n=1

1

n4
(5.25)

Sume koje se pojavljuju predstavljaju zeta funkcije ζ(x) =
∑∞

n=1 1/nx čije
vrednosti su ζ(3) ≈ 1,202 i ζ(4) = π4/90 ≈ 1,082.

5.4 Unutrašnja energija sistema jednaka je:

〈E〉 =

∫ ∞
0

g(ε)εdε

λ−1eβεk ± 1
= A

∫ ∞
0

εB+1dε

λ−1eβεk ± 1
(5.26)

Znak plus u imeniocu važi za fermione, minus za bozone. Transformišimo
ovaj integral pomoću parcijalne integracije:

u = εB+1, du = (B + 1)εBdε (5.27)

dv =
dε

λ−1eβε ± 1
, v = ∓ 1

β
ln
(
1± λe−βε

)
(5.28)
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tako da integral postaje:

〈E〉 = ∓A
β
εB+1ln

(
1± λe−βε

) ∣∣∣∣∞
0

± (B + 1)A

β

∫ ∞
0

εBln
(
1± λe−βε

)
dε

(5.29)
Prvi član je jednak nuli. To se može pokazati primenom Lopitalovog pravila
i ispitivanjem limesa funkcija. Stoga je unutrašnja energija jednaka:

〈E〉 = (B + 1)PV. (5.30)

Dakle, tražena funkcija f(A,B) iznosi 1/(B + 1). U slučaju fermiona i
bozona sa masom važi PV = 2〈E〉/3, dok u slučaju bozona bez mase važi
PV = 〈E〉/3.

5.5 Srednja zauzetost jednočestičnog stanja iznosi:

〈ni〉 =
1

e(εi−µ)/(kT )
(5.31)

Gornji znak važi za Fermi-Dirakovu a donji za Boze-Ajnštajnovu statistiku.
Srednji broj čestica i unutrašnja energija su jednaki 〈N〉 =

∑
i〈ni〉, U =∑

i〈ni〉εi. Veliki kanonski potencijal iznosi:

Ω = ∓kT
∑
i

ln
(
1± e(µ−εi)/(kT )

)
= ±kT

∑
i

ln (1∓ 〈ni〉) (5.32)

Entropija je jednaka:

S =
U − µN − Ω

T
=
∑
i

εi − µ
T
〈ni〉 ∓ k

∑
i

ln (1∓ 〈ni〉) (5.33)

Iz izraza 5.31 sledi da je (εi − µ)/T = kln((1 ∓ 〈ni〉)/〈ni〉), pa je traženi
izraz:

S = k
∑
i

(−〈ni〉ln〈ni〉 ∓ (1∓ 〈ni〉) ln (1∓ 〈ni〉)) (5.34)

5.6 Da bismo našli korekcije za unutrašnju energiju i pritisak potrebno je
izraziti te termodinamičke veličine kao stepene redove po gustini. Med̄utim,
gustina se ne pojavljuje direktno u izrazima za unutrašnju energiju i pritisak
nego su te veličine funkcije aktivnosti. Zbog toga nam je potrebna jednačina
za srednji broj čestica. Dakle, prvo je potrebno izraziti aktivnost iz izraza
za srednji broj čestica kao funkciju gustine i nju zameniti u jednačine za
energiju i pritisak. Počnimo od toga da predstavimo srednji broj čestica,
unutrašnju energiju i pritisak kao stepene redove po aktivnosti. Radi jedno-
stavnosti, razmotrimo prvo slučaj za fermione. Izrazi za srednji broj čestica,
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unutrašnju energiju i pritisak su:

〈N〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V

∫ ∞
0

λε1/2e−βεdε

1 + λe−βε
(5.35)

〈E〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V

∫ ∞
0

λε3/2e−βεdε

1 + λe−βε
(5.36)

Pβ = 2π

(
2m

h2

)3/2

V

∫ ∞
0

√
εln(1 + λe−βε)dε (5.37)

Razvijmo podintegralne funkcije ovih integrala u stepene redove po ak-
tivnosti. Za srednji broj čestica i unutrašnju energiju koristićemo razvoj:

1

1 + λe−βε
=
∞∑
n=1

(−1)n−1
(
λe−βε

)(n−1)
(5.38)

a za pritisak razvoj:

ln(1 + λe−βε) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

(
λe−βε

)n
n

(5.39)

Dobijeni integrali se svode na gama funkciju pomoću smene x = nβε.
Pokazimo detalje razvoja na primeru srednjeg broja čestica:

〈N〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V λ

∫ ∞
0

√
εe−βε

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
λe−βε

)(n−1)
dε (5.40)

〈N〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V
∞∑
n=1

(−1)n−1λn
∫ ∞

0

√
εe−βεndε (5.41)

Smena x = nβε daje:

〈N〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V
∞∑
n=1

(−1)n−1λn
∫ ∞

0

x1/2

(nβ)1/2
e−x

dx

nβ
(5.42)

〈N〉 = 2π

(
2m

h2

)3/2

V
∞∑
n=1

(−1)n−1λn
1

n3/2
Γ

(
3

2

)
(5.43)

〈N〉 =
V

λ3
T

∞∑
n=1

(−1)n−1 λ
n

n3/2
(5.44)

λT = h/
√

2πmkT je de Brolijeva toplotna talasna dužina. Daljim rešavanjem
dobijamo:

〈E〉 =
3V

2βλ3
T

∞∑
n=1

(−1)n−1 λ
n

n5/2
(5.45)
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Pβ =
1

λ3
T

∞∑
n=1

(−1)n+1 λ
n

n5/2
(5.46)

Iz jednačine za srednji broj čestica izrazimo čestičnu gustinu kao stepeni
red po aktivnosti:

〈N〉
V

= ρ =
1

λ3
T

(
λ− λ2

23/2
+

λ3

33/2
+ ...

)
(5.47)

Potrebno je obrnuti ovaj red, tj. dobiti stepeni red aktivnosti po gustini.
To se može uraditi tako što se aktivnost predstavi kao red po gustini λ =
a1ρ+ a2ρ

2 + a3ρ
3 + ... i zameni u prethodni izraz. Izjednačavanjem koefi-

cienata uz iste stepene po gustini sa leve i desne strane jednakosti dobijamo
vrednosti koeficienata ai. One su za prva dva koeficijenta jednake: a1 = λ3

T

i a2 = λ6
T/2

3/2. Zamenom u aktivnost dobijamo λ = λ3
Tρ+λ6

T/2
3/2ρ2 + ....

Uvrstimo sada aktivnost u izraze za unutrašnju energiju i pritisak tako da
dobijemo prvu korekciju u odnosu na klasični idealni gas:

〈E〉 =
3

2
kT 〈N〉

(
1 +

λ3
T

25/2
ρ+ ...

)
(5.48)

P = kTρ

(
1 +

λ3
T

25/2
ρ+ ...

)
(5.49)

U slučaju bozona važi:

〈E〉 =
3

2
kT 〈N〉

(
1− λ3

T

25/2
ρ+ ...

)
(5.50)

P = kTρ

(
1− λ3

T

25/2
ρ+ ...

)
(5.51)

5.7 Translaciona particiona funkcija (videti ref. 1.) za atom natrijuma
iznosi:

ztr = V

(
2πmkT

h2

)3/2

(5.52)

ztr = 10 · 10−6m3

(
2 · 3,14 · 3,82 · 10−26kg · 1,38 · 10−23 J

K
· 298,15K

(6,63 · 10−34Js)2

) 3
2

(5.53)
ztr = 1,1 · 1027 (5.54)

5.8 Pritisak, temperatura i masa atoma argona su P = 106 Pa, T = 298,15
K,m = 6,64×10−26 kg. Translacioni doprinos molarnoj entropiji je jednak:

s = Rln

(
kT

P

(
2πmkT

h2

)3/2
)

+
5

2
R = 135,7

J

molK
(5.55)
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5.9 Translacioni doprinosi molarnom Helmholcovom potencijalu, unutrašnjoj
energiji, toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini i entropiji iznose:

a = −RT ln

(
kT

P

(
2πmkT

h2

)3/2
)
−RT = −33,9

kJ

mol
(5.56)

u =
3

2
RT = 3,7

kJ

mol
(5.57)

cv =
3

2
R = 12,5

J

molK
(5.58)

s = Rln

(
kT

P

(
2πmkT

h2

)3/2
)

+
5

2
R = 126,1

J

molK
(5.59)

5.10 Na 1000 K važi:
hc

kT
=

1

695cm−1
(5.60)

Elektronska particiona funkcija jednaka je:

zel = g0 + g1e
−βε1 + g2e

−βε2 = 2,57 (5.61)

Srednja vrednost elektronske energije atoma iznosi:

〈ε〉 = −
(
∂lnzel
∂β

)
=
g1ε1e

−βε1 + g2ε2e
−βε2

zel
= 174,7 cm−1 (5.62)

5.11 Zauzetost i-tog elektronskog nivoa se računa koristeći izraz:

Pi =
gie
−βεi

zel
=

gie
−βεi

g0 + g1e−βε1 + g2e−βε2
(5.63)

gde je zel =6,73 elektronska particiona funkcija. Relativna zauzetost ele-
ktronskih nivoa atoma kiseonika je jednaka: P0 : P1 : P2 = 0,74:0,21:0,05.

5.12 Elektronska particiona funkcija jednog atoma fluora jednaka je zel =
g0 +g1e

−βε1 = 4,62. Elektronski doprinos molarnom Helmhocovom poten-
cijalu i toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini iznose:

a = −RT lnzel = −6,4
kJ

mol
(5.64)

cv =

(
∂u

∂T

)
V

= −kβ2

(
∂u

∂β

)
V

=
g0g1ε

2
1Rβ

2e−βε1

(g0 + g1e−βε1)2
= 1,3

J

molK
(5.65)

5.13 Pošto elektronska particiona funkcija uključuje samo degeneraciju os-
novnog elektronskog nivoa g0, onda ona iznosi zel = g0. Ako je particiona
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funkcija za ostale stepene slobode čestice jednaka z̃, tada je ukupna parti-
ciona funkcija za sistem čestica:

Z =
(z̃zel)

N

N !
= Z̃zNel = Z̃gN0 (5.66)

Logaritam particione funkcije iznosi:

lnZ = lnZ̃ +N lng0 (5.67)

Helmholcov potencijal je jednak:

A = −kT lnZ = −kT lnZ̃ − kTN lng0 (5.68)

Stoga on zavisi od degeneracije osnovnog elektronskog nivoa. Unutrašnja
energija ne zavisi od g0 jer je:

U = −
(
∂lnZ
∂β

)
V,N

= −

(
∂lnZ̃
∂β

)
V,N

(5.69)

Pošto je Cv izvod U po temperaturi, on takod̄e ne zavisi od g0. Sa druge
strane, entropija S = (U − A)/T i hemijski potencijal

µ =

(
∂A

∂N

)
V,T

= −kT

(
∂lnZ̃
∂N

)
V,T

− kT lng0 (5.70)

će zavisiti od g0.

5.14 Translaciona particiona funkcija za molekul H2 iznosi:

ztr = V

(
2πmkT

h2

)3/2

= 2,7× 1026 (5.71)

5.15 Moment inercije molekula O2 iznosi: I = r2µ = 1,94 × 10−46kgm2,
µ = mO/2. Faktor simetrije molekula je jednak σ = 2. Rotaciona parti-
ciona funkcija za jedan molekul iznosi:

zrot =
8π2IkT

σh2
= 72 (5.72)

5.16 Faktor simetrije molekula σ predstavlja broj ekvivalentnih načina or-
jentacije molekula u prostoru. Za molekul vode on iznosi 2 jer postoji dve
ekvivalentne orjentacije koje se mogu dobiti rotacijom oko ose simetrije
molekula. U slučaju molekula amonijaka, rotacijom oko ose molekula do-
bijaju se tri ekvivalentne orjentacije. Molekul metana ima četiri ose, a oko
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svake ose postoje tri ekvivalentne orjentacije. Stoga je σ = 4 × 3 = 12.
Slično, za molekul benzena faktor simetrije iznosi σ = 12.

5.17 Faktor simetrije molekula HCl je jednak σ = 1. Rotaciona particiona
funkcija iznosi:

zrot =
kT

σBhc
= 19,6 (5.73)

5.18 Faktor simetrije iznosi σ = 1. Rotaciona particiona funkcija za molekul
5-fluorosalicilne kiseline na 25 oC je jednaka:

zrot =
1

σ

(
kT

hc

)3/2 ( π

ABC

)1/2

= 8,7× 105 (5.74)

5.19 Faktor simetrije iznosi σ = 1. Doprinos rotacije molarnom Helmhol-
covom potencijalu je jednak:

a = −RT ln

(
1

σ

(
kT

hc

)3/2 ( π

ABC

)1/2
)

= 29,7
kJ

mol
(5.75)

5.20 Zauzetost rotacionog nivoa sa kvantnim brojem J jednaka je:

N(J) = (2J + 1) e−βBhcJ(J+1)/zrot (5.76)

Za najzauzetiji rotacioni nivo, funkcija N(J) ima maksimum. Iz uslova
maksimuma dN(J)/dJ = 0 nalazimo:

J =

√
kT

2Bhc
− 1

2
(5.77)

5.21 Vibraciona particiona funkcija iznosi:

zvib =
3∏
i=1

1

1− e−βhcν̃i
= 1,12 (5.78)

5.22 Faktor simetrije molekula je σ = 2. Zajednički rotacioni (prvi član)
i vibracioni (drugi član) doprinos molarnom Helmholcovom potencijalu i
toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini iznosi:

a = −RT ln
(

kT

σBhc

)
+RT ln

(
1− e−hcν̃/(kT )

)
= 20,7

kJ

mol
(5.79)

cv = R +R

(
hcν̃

kT

)2
ehcν̃/(kT )

(ehcν̃/(kT ) − 1)2
= 15,9

J

molK
(5.80)

5.23 Translaciono kretanje doprinosi molarnom toplotnom kapacitet pri kon-
statnoj zapremini sa 3R/2. Karakteristične rotacione temperature iznose



74 REŠENJA ZADATAKA

40,1, 20,9 i 13,4 K. Ove temperature su mnogo niže od 373 K pa stoga
u ovom slučaju važi visokotemperaturska aproksimacija za rotaciono kre-
tanje. Karakteristične vibracione temperature iznose 5403,8, 5261,2 i 2294,6
K, što znači da vibracioni nivoi nisu pobud̄eni i ne doprinose toplotnom ka-
pacitetu vode. Zato je molarni toplotni kapacitet pri konstatnoj zapremini
vode jednak: cv ≈ 3

2
R + 3

2
R ≈ 24,9 J/(molK)

5.24 Faktor simetrije je jednak σ = 2. Molarna entropija iznosi:

s = Rln

((
2πmkT

h2

) 3
2 kTe

5
2

P

)
+Rln

(
kTe

σBhc

)
(5.81)

+R
hcν̃
kT

e
hcν̃
kT − 1

−Rln
(

1− e−
hcν̃
kT

)
s = 153,0

J

molK
(5.82)

5.25 Elektronski doprinos molarnoj entropiji iznosi:

s = Rln
(
g0 + g1e

−βε1
)

+Rβg1ε1
e−βε1

g0 + g1e−βε1
= 11,4

J

molK
(5.83)

5.26 Molarni toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini za atome iznosi:

cv =
3

2
R (5.84)

za linearne molekule jednak je:

cv =
3

2
R +R + (3N − 5)R = (3N − 2.5)R (5.85)

a za nelinearne molekule jednak je:

cv =
3

2
R +

3

2
R + (3N − 6)R = (3N − 3)R (5.86)

gde je N broj atoma u molekulu. Za idealne gasove važi: cp = cv + R.
Stoga su vrednosti cv i cp: Ar (atom) 3R/2, 5R/2; O2 (linearan molekul)
7R/2, 9R/2; H2O (nelinearan molekul) 6R, 7R; CO2 (linearan molekul)
13R/2, 15R/2; CH4 (nelinearan molekul) 12R, 13R.

5.27 Faktor simetrije molekula Br2 iznosi 2. Particione funkcije jednog
molekula Br2 i atoma Br jednake su:

zBr2 = V

(
2πmBr2kT

h2

)3/2
kT

σBhc

ge,Br2e
D0/kT

1− e−hcν̃/kT
(5.87)



REŠENJA ZADATAKA 75

zBr = V

(
2πmBrkT

h2

)3/2

ge,Br (5.88)

Konstanta ravnoteže iznosi:

Kp =
kT

pθV

z2
Br

zBr2
= 1,1 (5.89)

gde je pθ = 105 Pa standardni pritisak.

5.28 Faktor simetrije molekula K2 je jednak 2. Particione funkcije za mole-
kul i atom kalijuma iznose:

zK2 = V

(
2πmK2kT

h2

)3/2
kT

σBhc

ge,K2e
D0/kT

1− e−hcν̃/kT
(5.90)

zK = V

(
2πmKkT

h2

)3/2

ge,K (5.91)

Konstanta ravnoteže jednaka je:

Kp =
kT

pθV

z2
K

zK2

= 4,9× 105 (5.92)

gde je pθ = 105 Pa standardni pritisak.

5.29 Elektronske potencijalne krive za sva tri molekula se mogu smatrati
jednakim. Stoga se izotopski efekti javljaju u različitim masama molekula
i faktorima simetrije. Pošto je razlika u masama izotopa 125 i 127 mala
u odnosu na njihove vrednosti, to se ona može zanemariti. Stoga, jedino
faktori simetrije utiču na konstantu ravnoteže. Oni iznose: σ(125I127I) = 1,
σ(127I127I) = 2, σ(125I125I) = 2 . Konstanta ravnoteže je jednaka Kp = 1/4.

5.30 Potencijalne energetske površi za molekule H2O i HDO se mogu sma-
trati jednakim. Isto važi za molekule HCl i DCl. Stoga, ukupna promena
elektronske energije hemijske reakcije je jednaka nuli jer se raskidaju O-
H i D-Cl veze a nastaju O-D i H-Cl veze. Faktor simetrije molekula H2O
jednak je 2, dok je za sve ostale molekule on jednak 1. Pošto je 298 K
mnogo manja temperatura od karakterističnih vibracionih temperatura svih
molekula, to će vibraciona particiona funkcija svih molekula biti jednaka
1. Stoga, particione funkcije svih molekula sadrže samo doprinose transla-
cionog i rotacionog kretanja:

zDCl = V

(
2πmDClkT

h2

)3/2
kT

σDClhcBDCl

(5.93)
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zHCl = V

(
2πmHClkT

h2

)3/2
kT

σHClhcBHCl

(5.94)

zH2O = V

(
2πmH2OkT

h2

) 3
2

√
π

σH2O

√
AH2OBH2OCH2O

(
kT

hc

) 3
2

(5.95)

zHDO = V

(
2πmHDOkT

h2

) 3
2

√
π

σHDO
√
AHDOBHDOCHDO

(
kT

hc

) 3
2

(5.96)
Konstanta ravnoteže hemijske reakcije iznosi:

Kp =
zHClzHDO
zDClzH2O

(5.97)

Kp =

(
mHClmHDO

mDClmH2O

) 3
2

σH2O

(
B2
DClAH2OBH2OCH2O

B2
HClAHDOBHDOCHDO

) 1
2

(5.98)

Kp = 1,78 (5.99)

5.31 Pošto vibracioni modovi idealne kristalne rešetke nisu spregnuti, to
je ukupna vibraciona energija jednaka zbiru vibracionih energija modova.
Zbog toga je kanonska particiona funkcija vibracionog kretanja kristalne
rešetke jednaka proizvodu particionih funkcija vibracionih modova:

Z =
3N∏
i=1

e−βhνi/2

1− e−βhνi
(5.100)

Logaritam particione funkcije iznosi:

lnZ =
3N∑
i=1

(
−βhνi

2
− ln

(
1− e−βhνi

))
(5.101)

U Debajevom modelu ova suma se zamenjuje integralom po frekvencijama:

lnZ =

∫ νD

0

g(ν)

(
−βhν

2
− ln

(
1− e−βhν

))
dν (5.102)

Toplotni kapacitet kristalne rešetke jednak je:

CV =

(
∂〈E〉
∂T

)
V,N

= −kβ2

(
∂〈E〉
∂β

)
V,N

= kβ2

(
∂2lnZ
∂β2

)
V,N

(5.103)

CV =
9N

ν3
D

∫ νD

0

kβ2h2ν4eβhνdν

(eβhν − 1)2 (5.104)
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Izvršimo zamenu koordinata u integralu za toplotni kapacitet: x = βhν =
hν/(kT ), dν = kTdx/h. Zbog toga toplotni kapacitet postaje jednak:

CV =
9N

ν3
D

k

(
h

kT

)2 ∫ θD/T

0

(
kT

h

)4
x4ex

(ex − 1)2

kT

h
dx (5.105)

CV = 9kN

(
T

θD

)3 ∫ θD/T

0

x4ex

(ex − 1)2dx (5.106)

gde je θD = hνD/k Debajeva temperatura. Razmotrimo prvo slučaj T → 0.
Tada se gornja granica u integralu može zameniti sa beskonačno pa stoga
čitav integral ne zavisi od temperature i CV ∼ T 3. U slučaju T →∞ sledi
da je x → 0. Aproksimirajmo funkciju ex u integralu sa ex ≈ 1 + x + ....
Zbog toga je toplotni kapacitet na visokim temperaturama jednak:

CV ≈ 9kN

(
T

θD

)3 ∫ θD/T

0

(
x2 + x3 + ...

)
dx ≈ 9kN

(
T

θD

)3 ∫ θD/T

0

x2dx

(5.107)
CV ≈ 3kN. (5.108)

5.32 Energija kristala jednaka je zbiru energija interakcija atoma u ravnote-
žnoj konfiguraciji i vibracionog kretanja:

E = Φ(V ) +
3N∑
j=1

(
nj +

1

2

)
hνj(V ) (5.109)

gde su nj kvantni brojevi za vibracione modove. Kanonska particiona
funkcija tada iznosi:

Z =
∑
n1=0

∑
n2=0

...
∑
nj=0

e−E/(kT ) (5.110)

što daje

Z = e−Φ(V )/(kT )

3N∏
j=1

e−hνj/(2kT )

1− e−hνj/(kT )
= e−Φ(V )/(kT )

3N∏
j=1

[2sinh

(
hνj
2kT

)
]−1.

(5.111)
Helmholcov potencijal kristala je jednak:

A = −kT lnZ = Φ(V ) + kT
3N∑
j=1

ln
(

2sinh

(
hνj
2kT

))
(5.112)

Pritisak se izračunava iz jednakosti:

P = −
(
∂A

∂V

)
T,N

= −dΦ(V )

dV
−

3N∑
j=1

ctgh

(
hνj
2kT

)
h

2

dνj
dV

(5.113)
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Koristeći izraz

ctgh(x) =
e2x + 1

e2x − 1
= 1 +

2

e2x − 1
(5.114)

dobijamo Mi-Grinajzenovu jednačinu:

P = −dΦ(V )

dV
−

3N∑
j

(
hνj
2

+
hνj

ehνj/(kT ) − 1

)
1

νj

dνj
dV

= −dΦ(V )

dV
+ γ

U

V

(5.115)

5.33 Rešenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 10. Zato što važi uslov n �
N i n� N ′, možemo smatrati da su izmešteni atomi na med̄usobno velikim
rastojanjima tako da ne interaguju med̄usobno. Stoga je energija neidealnog
kristala viša od energije idealnog za E(n) = wn. Broj načina da se n atoma
uzme iz N čvorova rešetke i postave na N ′ mesta u šupljinama jednak je:

G(n) =
N !

n!(N − n)!

N ′!

n!(N ′ − n)!
(5.116)

Entropija sistema tada iznosi S(n) = kln(G(n)), a Helmholcov potencijal
je jednak A(n) = E(n) − TS(n). On je u ravnoteži minimalan, tj. važi
uslov ∂A/∂n = 0. Koristeći Stirlingovu aproksimaciju dobijamo izraz:

n2

(N − n)(N ′ − n)
≈ e−w/(kT ) (5.117)

iz koga odred̄ujemo broj izmeštenih atoma n ≈
√
NN ′e−w/(2kT ), jer važi

n� N i n� N ′.

5.34 Rešenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 10. Ako se n atoma iz-
mesti iz unutrašnjosti na površinu nastaće n šupljina i N atoma na N + n
čvorova rešetke. Energija neidealnog kristala viša je od energije idealnog za
E(n) = wn. Entropija sistema je tada jednaka S(n) = kln(N+n)!/(n!N !).
Helmholcov potencijal iznosi A(n) = E(n) − TS(n). Uslov ravnoteže
∂A/∂n = 0 daje izraz n/(N + n) = e−w/(kT ) iz koga nalazimo broj de-
fekata Šotkijevog tipa n ≈ Ne−w/(kT ), jer je n� N .

5.35 Broj Šotkijevih defekata iznosi n ≈ NAe
−w/(kT ) ≈ 107 mol−1.

5.36 Za jedan mol kristala natrijuma konstante γ i A iznose: γ = 1,1 ×
10−3 J/(molK2), A = 0,57 × 10−3 J/(molK4). Relativni doprinosi ele-
ktronskog i vibracionog kretanja molarnom toplotnom kapacitetu na 2 K su
1:2,07 a na 20 K su 1:207,27.

5.37.a Kanonski ansambl adsorbovanih atoma je odred̄en brojem adsorb-
cionih mesta M , brojem adsorbovanih atoma N i temperaturom sistema T .
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Broj adsorbcionih mesta igra ulogu zapremine u ovom slučaju. Kanonska
particiona funkcija adsorbovanog atoma je jednaka q = q0

vibe
βε0 . Kanonska

particiona funkcija adsorbovanih atoma iznosi:

Z =
M !

N !(M −N)!
zN (5.118)

Binomni koeficijent koji se pojavljuje u izrazu za Z potiče od konfigu-
racione degeneracije stanja. Korišćenjem Stirlingove aproksimacije dobi-
jamo:

lnZ = M lnM −N lnN − (M −N)ln(M −N) +N lnz (5.119)

Hemijski potencijal adsorbovanih atoma jednak je hemijskom potencijalu
atoma u gasnoj fazi iznad površine µg = kT ln(PλT/(kT )), λT je toplotna
de Broljeva talasna dužina. Stoga, odredimo hemijski potencijal adsorbo-
vanih atoma:

µ =

(
∂A

∂N

)
M,T

= −kT
(
∂lnZ
∂N

)
M,T

= kT ln
(

N

M −N

)
− kT lnz

(5.120)
Iz ovog izraza dobijamo stepen zaposednutosti adsorbcione površine:

θ =
N

M
= zeµ/(kT )/(1 + zeµ/(kT )) (5.121)

Zamenom µg umesto µ u prethodni izraz nalazimo Langmirovu adsorbcionu
izotermu:

θ =
K(T )P

1 +K(T )P
(5.122)

gde je K(T ) konstanta ravnoteže jednaka:

K(T ) =
zλ3

T

kT
=

h3z0
vibe

βε0

kT (2πmkT )3/2
(5.123)

5.37.b U velikom kanonskom ansablu broj adsorbovanih atoma nije kon-
stantan nego fluktuira izmed̄u nula iM . Veliki kanonski ansambl je odred̄en
brojem adsorbcionih mesta M , temperaturom T , i hemijskim potencijalom
adsorbovanih atoma µ. Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla je
jednaka:

Ξ =
M∑
N=0

ZNλ
N =

M∑
N=0

M !

N !(M −N)!
(zλ)N = (1 + zλ)M (5.124)

Odredimo srednji broj adsorbovanih atoma, koji ćemo onda upotrebiti da
bismo odredili stepen zaposednutosti adsorbcione površine:

〈N〉 =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,µ

= λ
∂lnΞ

∂λ
=

λzM

1 + λz
(5.125)
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θ =
〈N〉
M

=
λz

1 + λz
=

zeµ/(kT )

1 + zeµ/(kT )
(5.126)

Da bismo izveli Langmirovu adsorbcionu izotermu, iskoristimo uslov da
je hemijski potencijal adsorbovnih atoma jednak hemijskom potencijalu
atoma u gasnoj fazi
µg = kT ln(PλT/(kT )):

θ =
K(T )P

1 +K(T )P
, (5.127)

gde je K(T ) konstanta ravnoteže jednaka:

K(T ) =
zλ3

T

kT
=

h3z0
vibe

βε0

kT (2πmkT )3/2
(5.128)

5.38.a Neka postoji as adsorpcionih mesta sa s adsorbovanih atoma. Po-
stoje dva uslova koje adsorbovani atomi trebaju da ispune:

m∑
s=0

as = M,
m∑
s=0

sas = N (5.129)

Neka je z(i) kanonska particiona funkcija za i adsorbovanih atoma na je-
dnom adsorbcionom mestu. Primetimo da je z(0) = 1. Kanonska particiona
funkcija za višeslojnu adsorbciju iznosi:

ZN =
∑

a0,a1,...am

M !

a0!a1!...am!
z(0)a0z(1)a1 ...z(m)am (5.130)

Ona ne može jednostavno da se izračuna zbog drugog uslova za brojeve
ai koji se tiče ukupnog broja adsorbovanih atoma. Taj uslov možemo za-
obići korišćenjem velikog kanonskog ansambla. Particiona funkcija velikog
kanonskog ansambla iznosi:

Ξ =
∑
N=0

ZNλ
N =

∑
a0,a1,...am

M !

a0!a1!...am!
z(0)a0z(1)a1 ...z(m)amλ

∑m
s=0 sas

(5.131)

Ξ =
∑

a0,a1,...am

M !

a0!a1!...am!
z(0)a0(z(1)λ)a1 ...(z(m)λm)am (5.132)

Ξ = (z(0) + z(1)λ+ ...+ z(m)λm)M = ξM (5.133)

Poslednji izraza smo dobili korišćenjem izraza za razvoj multinoma i prvog
uslova za ai koje se odnosi na ukupan broj adsorbcionih mesta. ξ je velika
kanonska particiona funkcija za jedno adsorbciono mesto.
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5.38.b Da bismo izveli BET-ovu izotermu iskoristimo da su particione funk-
cije adsorbovanih atoma u drugom i višim slojevima z2 iste, a različite od
particione funkcije za atome u prvom sloju z1. Tada je kanonska particiona
funkcija z(s) za s adsorbovanih atoma jednaka:

z(s) = z1z2...z2 = z1z
s−1
2 (5.134)

Pošto broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu može biti
beskonačan, velika kanonska particiona funkcija za jedno adsorbciono mesto
iznosi:

ξ = 1 + z1λ+ z1z2λ
2 + z1z

2
2λ

3 + ... (5.135)

Srednji broj adsorbovanih atoma je jednak:

〈N〉 =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
M,β

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
M,β

= Mλ

(
∂lnξ
∂λ

)
M,β

(5.136)

Stoga je srednji broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu:

〈s〉 =
〈N〉
M

= λ

(
∂lnξ
∂λ

)
M,β

= λ
z1 + 2z1z2λ+ 3z1z2λ

2 + ...

1 + z1λ+ z1z2λ2 + z1z2
2λ

3 + ...
=

=
λz1 (1 + 2z2λ+ 3z2λ

2 + ...)

1 + z1λ (1 + z2λ+ z2
2λ

2 + ...)
=
λz1 (1 + 2z2λ+ 3z2λ

2 + ...)

1 + z1λ (1/(1− z2λ))
=

=
λz1 (1 + 2z2λ+ 3z2λ

2 + ...− z2λ− 2z2
2λ

2 − 3z3
2λ

3 + ...)

1− z2λ+ z1λ
=

=
λz1 (1 + z2λ+ z2

2λ
2 + z3

2λ
3 + ...)

1− z2λ+ z1λ
=
λz1 (1/(1− z2λ))

1− z2λ+ z1λ
=

=
λz1

(1− z2λ+ z1λ) (1− z2λ)
=

λz2(z1/z2)

(1− z2λ+ z2λ(z1/z2)) (1− z2λ)
(5.137)

Ova jednačina odgovara BET-ovoj izotermi ako je x = z2λ = z2λTP/(kT )
i c = z1/z2.

5.39 Kanonska particiona funkcija molekula A2 u gasnoj fazi jednaka je
z(A2) = ztr(A2)zu(A2) = V zu(A2)/λ3

T , λT je de Broljeva toplotna talasna
dužina. Stoga hemijski potencijal molekula A2 iznosi
µ(A2) = kT ln(Pλ3

T/(kT )zu(A2))). U ravnoteži, hemijski potencijal ad-
sorbovanog atoma je jednak polovini hemijskog potencila A2 molekula u
gasnoj fazi. U zadatku sa Langmirovom adsorpcionom izotermom (5.37),
pokazali smo da je stepen zauzetosti adsorpcione površine jednak θ =
zeµ/(kT )/(1 + zeµ/(kT )). Zamenom hemijskog potencijala adsorbovanog
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atoma sa hemijskim potencijalom A2 molekula dobijamo adsorpcionu izo-
termu:

θ =
K(T )

√
P

1 +K(T )
√
P

(5.138)

gde je:

K(T ) = z

(
λ3
T

kTzu(A2)

)1/2

(5.139)

5.40 Maksvelova raspodela brzina iznosi:

f(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2

v2e−
mv2

2kT (5.140)

Srednja vrednost n-tog stepena brzine je po definiciji jednaka:

〈vn〉 = 4π
( m

2πkT

)3/2
∫ ∞

0

vn+2e−
mv2

2kT dv (5.141)

Uvedimo smenu koordinata u integralu:

x =
mv2

2kT
, dx =

mvdv

kT
(5.142)

Zamenom dobijamo integral koji se svodi na gama funkciju. Rešenje inte-
grala je:

〈vn〉 =
2(n+2)/2

√
π

(
kT

m

)n/2
Γ

(
n+ 3

2

)
(5.143)

5.41 Najverovatnija brzina molekula predstavlja brzinu za koju Maksvelova
raspodela brzina ima maksimum. Maksvelova raspodela brzina je jednaka:

f(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2

v2e−
mv2

2kT (5.144)

Uslov maksimuma iznosi:

df(v)

dv
= 4π

( m

2πkT

)3/2 (
2ve−mv

2/(2kT ) − v2e−mv
2/(2kT )

(mv
kT

))
= 0

(5.145)
Najverovatnija brzina je jednaka:

vnv =

√
2kT

m
(5.146)

5.42 Srednja brzina molekula N2 iznosi:

〈v〉 =

√
8kT

πm
= 475 m/s (5.147)
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Najverovatniju brzinu molekula N2 iznosi:

vnv =

√
2kT

m
= 421 m/s (5.148)

5.43 U zadatku 5.42 je pokazano da je srednja brzina molekula N2 na 25 oC
iznosi 〈v〉 = 475 m/s. Broj sudara molekula N2 po jedinici vremena jednak
je:

ν =
√

2〈v〉σ P
kT

(5.149)

ν = 1,41 · 475
m

s
· 0,43 · 10−18m2 · 10 · 101325Pa

1,38 · 10−23 J
K

298,15K
(5.150)

ν = 7,1 · 1010 s−1 (5.151)

5.44 U zadatku 5.42 je pokazano da je srednja brzina molekula N2 na 25 oC
iznosi 〈v〉 = 475 m/s. Broj sudara molekula N2 po jedinici vremena iznosi:

ν =
√

2〈v〉σN
V

(5.152)

ν = 1,41 · 475
m

s
· 0,43 · 10−18m2 · 1020

10 · 10−6m3
(5.153)

ν = 2,9 · 109 s−1 (5.154)

5.45 Broj sudara molekula H2 po jedinici vremena iznosi:

ν =
√

2〈v〉σ P
kT

= 0,16 s−1 (5.155)

5.46 Ukupan broj sudara izmed̄u molekula hlora i vodonika po jedinici vre-
mena i zapremine iznosi:

ν ′ = (rCl2 + rH2)
2 π

√
8kT

πµ

NCl2

V

NH2

V
= 4 · 1038s−1m−3 (5.156)

gde je µ = mCl2mH2/(mCl2 +mH2) redukovana masa.

5.47 Maksvelova raspodela brzina je jednaka:

f(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2

v2e−
mv2

2kT (5.157)

Raspodela kinetičke energije se dobija iz jednakosti f(ε) = f(v)dv/dε.
Zamenom dobijamo:

f(ε) =
2√

π(kT )3/2

√
εe−ε/(kT ) (5.158)
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Najverovatnija energija se dobija iz uslova:

df(ε)

dε
= 0 (5.159)

Ona iznosi:
εnv =

1

2
kT (5.160)

Varijansa kinetičke energije je jednaka:

〈(δε)2〉 = 〈ε2〉 − 〈ε〉2 =

∫ ∞
0

ε2f(ε)dε−
(∫ ∞

0

εf(ε)dε

)2

(5.161)

〈(δε)2〉 =
3

2
(kT )2 (5.162)



POGLAVLJE 6

RAČUNARSKE SIMULACIJE

Računarske simulacije predstavljaju važnu metodu za rešavanje problema
u statističkoj termodinamici. To se naročito odnosi na složene realne si-
steme koji se praktično jedino mogu rešiti koristeći računarske metode. Dve
najznačajnije računarske metode su molekulska dinamika i Monte Karlo
metoda. Zadaci vezani za te dve metode su ovde prikazani kao problemi
koji se rešavaju na računaru pomoću programskih paketa Matlab ili Ok-
tave. Oba programska paketa su prilično jednostavna za razumevanje i stoga
početnik u programiranju neće imati problema da ih savlada. Naglasak u
zadacima će biti u razumevanju samih računarskih metoda a ne u njihovoj
što boljoj implementaciji.

Matlab (www.mathworks.com) je komercijalni programski paket za nu-
meričke proračune. Oktave (www.gnu.org/software/octave) je besplatan
programski paket koji ima veliku podudarnost sa Matlabom, pa se stoga svi
dati programi u ovom poglavlju uz veoma male izmene mogu pod̄ednako
izvršati u Matlabu i Oktave programskim paketima.

Zadaci iz računarskih simulacija zahtevaju odred̄eno poznavanje progra-
miranja u Matlabu, pa će stoga biti ukratko prikazane osnovne naredbe i
funkcionisanje Matlaba. Matlab je programski paket u kome mogu da se
izvršavaju pojedinačne naredbe ili skup naredbi zapisane u skripte i funkcije.

85
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Naredbe se ne prevode ili povezuju kao u drugim programskim jezicima
nego se trenutno izvršavaju posle pokretanja. Ime Matlab je akronim od
matrična laboratorija što ukazuje da je posebno pogodan u radu sa matri-
cama.

Osnovni prozor u kome se izvršavaju naredbe naziva se Komandni pro-
zor (Command window). Sve promenjive koje su definisane u tom prozoru
ostaju upamćene tokom rada. Ako je potrebno izvršiti niz naredbi, jedno-
stavnije ih je sačuvati u skripti koja ima .m ekstenziju. Pisanje naredbi u
skripti se obavlja u posebnom prozoru koji se naziva prozor za ured̄ivanje
(Editor). Pošto se skripta snimi, ona se može pokrenuti u prozoru za
naredbe tako što se unese njeno ime (uz uslov da je direktorijum koji je
sadrži postavljen na putanju izvršavanja programa u Matlabu).

Ako ne definišimo promenjivu koja je rezultat neke naredbe, Matlab će
joj dodeliti naziv ans. Ako ne želimo da Matlab zapisuje rezultat naredbe,
onda je potrebno da se naredba završava sa tačkom zarez ;. Komentari
teksta počinju znakom %. Dakle, sve naredbe napisane posle znaka % se
ne izvršavaju. Matlab u sebi sadrži mnogo isprogramiranih naredbi koje se
lako mogu upotrebiti. Nizovi (jednodimenzionalni i visedimenzionalni) se
definišu u uglastim zagradama. Na primer, nizove [1, 2, 3],1

2

3

 ,
1 2 3

4 5 6

7 8 9


dodeljujemo promenjivima x, y, i z na sledeći način:

x = [1, 2, 3]

y = [1; 2; 3]

z = [1, 2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9]

Elementima niza pristupamo pomoću običnih zagrada (). Tako na primer,
element u drugom redu i prvoj koloni prethodno definisanog dvodimenzi-
onalnog niza z dobijamo naredbom z(2,1). Operator dve tačke : nam
omogućava da pristupimo svim elementima jedne kolone ili reda. Svim ele-
mentima u prvoj koloni niza zmožemo pristupiti pomoću naredbe z(:,1),
dok elemente prvog reda dobijamo pomoću naredbe z(1,:). Naravno,
naredba z(:,:) daje sve elemente z.

Matlab poseduje moćne naredbe koje se odnose na operacije sa svakim
elementom niza. Ako želimo, na primer, da svaki element niza z kvadri-
ramo, to ćemo postići naredbom z.ˆ2. Znak ˆ se koristi za stepenovanje
u Matlabu. Isto tako, deljenje svih elemenata niza z sa skalaramo a se
postiže naredbom z./a. S druge strane, matrično množenje se obavlja
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znakom množenja *, tako da je kvadrat matrice z dat naredbom z*z. Ako
upotrebimo tačku pre znaka množenja z.*z onda dobijamo matricu gde je
svaki element z pomnožen istim elementom z. Znak ’ posle imena niza
služi za transponovanje niza.

Prethodno korišćeni operator dve tačke : može da se iskoristi i za pra-
vljenje niza. Naredba a:b:c stvara niz brojeva od a do c sa razmakom
izmed̄u brojeva b. Ako želimo da nam Matlab izračuna razmak izmed̄u ele-
menata niza, možemo koristiti naredbu linspace(a,b,c) koja stvara
niz od c brojeva izmed̄u a i b.

Dimenzije nizova se dobijaju pomoću funkcije size(). Naredbe sum()
i prod() daju zbir i proizvod svih elemenata niza. Za razliku od drugih
programskih jezika, nizovi u Matlabu ne moraju da se definišu unapred.
U slučaju kada je broj elemenata niza veliki, poželjno je definisati veličinu
niza unapred da bi se ubrzalo izvod̄enje programa. Najjednostavniji način je
da se svim elementima niza dodeli vrednost nula. To se postiže naredbom
zeros(). Na primer, zeros(n,m) stvara matricu n×m koja je popu-
njena nulama. Naredbe ones(n) i eye(n) stvaraju matrice n×n koje
sadrže sve elemente jednake jedinici ili dijagonalnu matricu sa jediničnim
elementima.

Ako su dva niza a i b iste dužine onda se grafik tačaka čija su x i y koordi-
nate vrednosti brojeva u nizovima a i b crta pomoću naredbe plot(a,b).
axis([a b c d]) ograničava x-osu izmed̄u vrednosti a i b, a y-osu
izmed̄u vrednosti c i d. xlabel, ylabel, legend se mogu koristiti
da se napišu nazivi x-, y-ose i naslov grafika na slici grafika. Novi prozor
za crtanje grafika se dobija naredbom figure. Često je potrebno iz nekog
niza a odrediti frekvenciju pojavljivanja različitih vrednosti. U tu svrhu,
koristi se naredba hist(a) koja crta histogram, tj. grafik učestalosti ele-
menata niza a.

Napomenimo da su mnoge osnovne i specijalne funkcije implementirane
u Matlab. Na primer, eksponencijalna funkcija je exp(). Ako je x niz onda
je exp(x) niz u kome je svaki element zamenjen njegovom eksponenci-
jalnom vrednošću. Dodatne korisne funkcije su abs() i mod(x,y) koje
daju apsolutnu vrednost nekog broja ili ostatak pri deljenju x sa y. Realni
brojevi se naredbama round(), floor() i ceil() zaokružuju na na-
jbliži ceo broj i na najbliži ceo broj ka negativnoj i pozitivnoj beskonačnosti
respektivno.

Kada napišemo neki program, želeli bismo da znamo vreme izvršavanja
tog programa. U tu svrhu se koristi naredba tic ... toc koja ispisuje
vreme izvršavanja naredbi koje se nalaze izmed̄u njih. Za naredbe koje
se izvrašavaju posle nekog uslova koristi se if petlja koja ima oblik if
(uslov) ... end. Za ponavljanje naredbi može da se koristi for
petlja for i=1:n ... end. Ona se u ovom primeru izvršava n puta.
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Ako želimo da izbrišemo sve promenjive iz memorije koristimo naredbu
clear. clc briše sve naredbe iz prozora za naredbe.

Ponekad je potrebno stvoriti funkciju koja nije implementirana u Mat-
labu. U tu svrhu u posebnom fajlu se snimi funkcija koja počinje sa
function[izlaz1,izlaz2,...]=ImeFunkcije(ulaz1,ulaz2
,...) a završava se sa end. ulaz1... su promenjive koje se ko-
riste da bi se funkcija izvšila. izlaz1,... su promenjive koje funkcija
izračunava i vraća u program.

Matlab poseduje širok spektar alatki za modelovanje i proučavanje sluča-
jnih dogad̄aja. Srednja vrednost i varijansa predstavljaju najznačajnije stati-
stičke mere nekog uzorka. One se dobijaju pomoću naredbi mean() i
var(). Slučajni brojevi koje Matlab može da stvori su zapravo pseudo
slučajni brojevi. Oni imaju osobine slučajnih brojeva ali se posle velikog
broja generisanja ponovo ponavljaju. Dve najvažnije gustine raspodele ve-
rovatnoće koje će se koristiti u zadacima su uniformna raspodela izmed̄u 0
i 1 i Gausova raspodela sa srednjom vrednošću 0 i varijansom 1. Slučajni
brojevi sa tim raspodelama se stvaraju pomoću naredbi rand i randn,
respektivno.

Razmotrimo sada četiri zadatka koja se odnose na generisanje slučajnih
dogad̄aja. Neka nam oni posluže kao jednostavna vežba za učenje programi-
ranja u Matlabu.

6.1 U ovom zadatku ispitujemo intuitivno uverenje da je frekvencija po-
javljivanja odred̄enog dogad̄aja povezana sa verovatnoćom da se taj dogad̄aj
odigra. Posmatrajmo bacanje novčića što ima za rezultat dobijanje pisma
ili glave. Bacanje novčića se može modelovati slučajnom promenjivom
sa binomnom raspodelom koja uzima vrednosti 1 (pismo) i 0 (glava) sa
podjednakom verovatnoćom. Napisan je program novcic koji simulira
bacanje novčića i crta grafik zavisnosti frekvencije pojavljivanja pisma od
broja bacanja novčića. Program u početku definiše broj bacanja novčića ko-
risteći promenjivu broj bacanja. Zatim definiše niz uzorak slučajnih
brojeva sa vrednostima 0 i 1. Svaki element niza predstavlja rezultat ba-
canja novčića. Komanda mean(uzorak(1:i)) računa srednju vrednost
prvih i članova niza uzorak što daje frekvenciju pojavljivanja pisma jer se
frekvencija definiše kao broj pojavljivanja pisma podeljen sa ukupnim bro-
jem bacanja. Izračunata frekvencija se zapisuje u niz frek koji se posle
prikazuje grafički pomoću komande plot. Pokrenuti program za 50000
bacanja novčića. Da li frekvencija pojavljivanja pisma konvergira ka teori-
jskoj vrednosti?
%%% program novcic

tic

broj bacanja=50000;
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uzorak=round((rand(1,broj bacanja)));

for i=1:broj bacanja

frek(i)=mean(uzorak(1:i));

end

figure

plot(frek)

xlabel(’Broj bacanja novcica’);

ylabel(’Frekvencija pisma’);

axis([1 broj bacanja 0.4 0.6])

toc

6.2 U ovom zadatku proučavamo raspored̄ivanje čestica u delove suda
podjednake zapremine (Slika 6.1). Želimo da nad̄emo raspodelu čestica u
jednom delu suda. Pošto svi delovi suda imaju istu zapreminu, verovatnoća
nalaženja čestice u svakom od njih je ista. Raspodela broja čestica u jednom
delu suda ima binomnu raspodelu jer se svaka čestica može naći u tom delu
ili u svim drugim delovima. Napisan je program odeljci koji simulira

Slika 6.1: Raspodela čestica u delovima suda podjednake zapremine.

raspored̄ivanje čestica po delovima suda i računa raspodelu verovatnoće
da se čestice nad̄u u jednom delu suda. Na početku pograma, definišu
se promenjive vezane za broj čestica (broj cestica), broj delova suda
(broj odeljaka) i broj ciklusa ponavljanja raspored̄ivanja čestica
(broj ciklusa). Postoji odred̄ena verovatnoća da broj čestica u jednom
delu suda bude jednak nuli što treba uzeti u obzir. Pošto ćemo beležiti
broj čestica u delovima suda u niz, a u Matlabu indeksi nizova počinju od
jedan a ne od nula, to znači da indeksi za brojanje čestica moraju počinjati
od jedan što odgovara broju čestica jednak nuli. Indeks broj dva odgovara
jednoj čestici a indeks n+1 odgovara broju n čestica. Stoga definišimo
dvodimenzionalni niz raspodela koji ima dimenzije broj odeljaka sa
broj čestica plus jedan. Pored tog niza, definišimo jednodimenzionalni
niz broj u odeljcima koji sadrži brojeve čestica u odeljcima. Oba
niza popunimo nulama koristeći naredbu zeros(). Glavni deo programa
obuhvata raspored̄ivanje čestica u delove suda i njihovo prebrojavanje. Sve
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čestice se raspored̄uju na slučajan način sa podjednakom verovatnoćom u
sve delove suda. Prvo se jedna po jedna čestica ubacuje u delove suda ko-
risteći se for petljom. Položaj čestice u delu suda se odred̄uje tako što se
prvo na slučajan način pomoću naredbe rand odredi indeks dela suda u koji
ce se čestica ubaciti pa se onda tom delu suda dodeli jedna čestica. Pošto su
sve čestice rasporede po delovima suda, onda se pristupa popunjavanju niza
raspodela tako što se povećava broj čestica u odeljcima. Ta procedura se
onda ponavlja broj ciklusa puta da bi se dobila dobra statistika simu-
lacije. Na kraju se raspodela čestica usrednjava po svim delovima suda.
Program crta grafik raspodele broja čestica u jednom delu suda i teorijsku
izračunatu binomnu raspodelu koristeći naredbu binopdf. Pokrenuti pro-
gram sa sledećim vrednostima i diskutovati dobijene grafike raspodela broja
čestica: broj čestica: 20, broj odeljaka: 5 broj ciklusa: 10000; broj čestica:
100, broj odeljaka: 5 broj ciklusa: 10000.
%%% program odeljci

tic

broj cestica=20;

broj odeljaka=5;

broj ciklusa=10000;

raspodela=zeros(broj odeljaka,broj cestica+1);

broj u odeljcima=zeros(1,broj odeljaka);

for i=1:broj ciklusa

for j=1:broj cestica

indeks=floor(rand*(broj odeljaka))+1;

broj u odeljcima(indeks)=broj u odeljcima(indeks)+1;

end

for k=1:broj odeljaka

raspodela(k,broj u odeljcima(k)+1)=...

raspodela(k,broj u odeljcima(k)+1)+1;

end

broj u odeljcima=zeros(1,broj odeljaka);

end

raspodela=raspodela./broj ciklusa;

xosa=0:broj cestica;

figure

plot(xosa,sum(raspodela)/broj odeljaka,’o-’,xosa, ...

binopdf(xosa,broj cestica,1/broj odeljaka),’*r-’)

xlabel(’Broj cestica’);

ylabel(’Verovatnoca’);

legend (’Raspodela cestica’,’Binomna raspodela’)

toc
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6.3 U ovom zadatku ispitujemo kako se mali uzorak populacije može
iskoristiti da se odredi raspodela verovatnoće neke promenjive na popu-
laciji. Ispitujmo slučajnu promenjivu koja uzima vrednosti 0 i 1 iz binomne
raspodele. Neka je verovatnoća da se realizuje vrednost 1 na populaciji
jednaka verovatnoca A. Napisan je program uzorak populacije
koji na slučajan način uzima male uzorke iste veličine iz populacije. Broj
elemenata uzorka jednak je broj el u uzorku, a broj uzoraka iznosi
broj uzoraka. Populacija se stvara tako što se napravi niz populacija
koji sadrži elemente 0 ili 1 uzorkovane iz binomne raspodele. Uzorak
se stvara tako što se iz slučajne permutacije elemenata populacije izaberu
prvih broj el u uzorku elemenata. Program crta histogram raspodele
verovatnoće nalaženja vrednosti 1 u uzorcima, tj. broj uzoraka sa odred̄enom
vrednošću nalaženja broja jedan. Pokrenuti program sa sledećim vredno-
stima parametara: broj elemenata u populaciji 100000, broj elemenata u
uzorku 1500, broj uzoraka 2000 i verovatnoća nalazenja vrednosti jedan u
populaciji 0,3. Prodiskutovati dobijeni histogram. Da li se jedan mali uzo-
rak može koristiti da se proceni raspodela verovatnoće nalaženja vrednosti
jedan u populaciji?
%%% program uzorak populacije

tic

broj populacija=100000;

broj el u uzorku=1500;

broj uzoraka=2000;

verovatnoca A=0.3;

n histogram=20;

raspodela=zeros(1,broj uzoraka);

populacija=binornd(1,...

verovatnoca A,1,broj populacija);

for i=1:broj uzoraka

x=randperm(broj populacija);

y=populacija(x(1:broj el u uzorku));

raspodela(i)=sum(y)/broj el u uzorku;

end

figure

hist(raspodela,n histogram)

xlabel(’Srednja vrednost uzorka’);

ylabel(’Ucestanost’);

toc

6.4 U ovom zadatku ispitujemo Bolcmanovu raspodelu verovatnoće nalaženja
molekula u odred̄enom vibracionom i rotacionom nivou. Bolcmanova raspodela
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verovatnoće nalaženja molekula u m−tom energetskom nivou jednaka je:

P (m) =
gme

−βεm∑
n gne

−βεn
(6.1)

gde su gn i εn statistička težina i energija n-tog nivoa. Napisan je pro-
gram bolcman koji crta grafik Bolcmanove raspodele za vibracione i rota-
cione nivoe dvoatomskog molekula. Energija vibracionog nivoa jednaka
je εn = nωh̄ (uzeto je da je energija osnovnog vibracionog nivoa jednaka
nuli), gde je ω vibraciona frekvencija. Statistička težina vibracionih nivoa
jednaka je jedinici. Energija rotacionog nivoa iznosi εn = Bn(n + 1), gde
je B rotaciona konstanta. Statistička težina rotacionog nivoa iznosi 2n+ 1.
Program u početku definiše temperaturu u Kelvinima (temperatura), vi-
bracionu frekvenciju (vibraciona frek) i rotacionu konstantu u cm−1

(rotaciona konstanta). Takod̄e, program definiše maksimalni broj
nivoa (broj nivoa) za koje se računa Bolcmanova raspodela verovatnoće.
Nizovi rotaciona i vibraciona sadrže Bolcmanove raspodele verova-
tnoće za rotacione i vibracione nivoe. Na kraju program crta grafike nji-
hove raspodele. Pokrenuti program za različite temperature i različite vre-
dnosti rotacione konstante i vibracione frekvencije. Prodiskutovati dobijene
grafike.
%%% program bolcman

tic

temperatura=300 % u K

vibraciona frek=300 % u cm-1

rotaciona konstanta=10 % u cm-1

broj nivoa=20;

nivoi=0:broj nivoa;

teta vibr=1.44*vibraciona frek;

teta rot=1.44*rotaciona konstanta;

vibraciona=exp(-nivoi*teta vibr/temperatura);

vibraciona=vibraciona/sum(vibraciona);

rotaciona=(2*nivoi+1).*exp(-nivoi.*(nivoi+1)*...

teta rot/temperatura);

rotaciona=rotaciona/sum(rotaciona);

figure

plot(nivoi,vibraciona)

xlabel(’Broj nivoa’);

ylabel(’Verovatnoca’);

legend (’Bolcmanova raspodela za vibracione nivoe’)

figure

plot(nivoi,rotaciona)

xlabel(’Broj nivoa’);
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ylabel(’Verovatnoca’);

legend (’Bolcmanova raspodela za rotacione nivoe’)

toc

Monte Karlo metoda

Monte Karlo metoda je numerička metoda za rešavanje integrala, optimiza-
cije i uzorkovanje iz raspodela verovatnoće. Ona se zasniva na korišćenju
slučajnih brojeva. Posebno je pogodna za rešavanje visoko-dimenzionalnih
problema jer greška metode ne zavisi od broja dimenzija problema.

6.5 U ovom zadatku odred̄ujemo vrednost broja π pomoću Monte Karlo
metode. To se izvodi tako što se računa odnos površina jediničnog kruga
upisanog u kvadrat i kvadrata (slika 6.2). Površina kruga je jednaka π, dok
je provršina kvadrata 4. Odnos ove dve površine iznosi π/4. Napisan je pro-

Slika 6.2: Kvadrat i krug koji se koriste za odred̄ivanje broja π.

gram mc pi koji računa vrednost broja π tako što na slučajan način sa uni-
formnom raspodelom uzima tačke iz kvadrata (videti sliku 6.2). Verovatnoća
da se izabrana tačka nad̄e u krugu srazmerna je površini kruga. Stoga je
odnos broja tačaka koje se nalaze u krugu i kvadratu jednak π/4. Pro-
gram na početku definiše broj tačaka (broj tacaka) koji će se koristiti
za računanje broja π. Zatim, program stvara isto toliko tačaka u ravni sa
uniformnom raspodelom u intervalu −1 do 1 duž x i y ose i stavlja ih u
dvodimenzionalni niz tacke. Posle toga, odred̄uje se kvadrat rastojanja
svake tačke od centra i njegova vrednost zabeleži u niz rastojanje. Niz
u krugu sadrži vrednosti 0 (ako tačka nije u krugu) i 1 (ako tačka jeste u
krugu). Program računa odnos broja tačaka u krugu i van njega i iz njega
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odred̄uje vredenost broja π i grešku računa. Na kraju, crta se grafik gde su
prikazane tačke koje se nalaze u krugu i van njega. Izračunati broj π ko-
risteći 1000, 10000, 100000, 1000000 i 10000000 tačaka. Koliko je tačaka
potrebno uzeti da bi greška bila manja od 0,001?
%%% program mc pi

tic

broj tacaka=1000;

tacke=2*rand(2,broj tacaka)-1;

rastojanje=tacke(1,:).ˆ2+tacke(2,:).ˆ2;

u krugu=rastojanje<1;

broj pi=4*sum(u krugu)/broj tacaka;

greska=4*sqrt(var(u krugu)/broj tacaka);

fprintf (1,’Vrednost broja pi je:%f+-%f \n’,broj pi,greska);

van kruga= u krugu;

figure

plot(tacke(1,u krugu),tacke(2,u krugu),’bo’)

hold on

plot(tacke(1,van kruga),tacke(2,van kruga),’r*’)

axis square

toc

6.6 U ovom zadatku numerički rešavamo integral:∫ 1

0

x2dx (6.2)

koristeći Monte Karlo metodu. Prema teoremi o srednjoj vrednosti integral
je jednak srednjoj vrednosti funkcije x2 na intervalu od 0 do 1 pomnoženoj
sa dužinom intervala koja iznosi 1. Napisan je program mc x2 koji na
slučajan način uniformnom raspodelom bira tačke na intervalu od nula do
jedan i računa srednju vrednost funkcije x2. Na početku programa se definiše
broj tačaka (broj tacaka) koji će se koristiti u integraciji. Zatim se
odredi niz tacke koji sadrži položaje tačaka uzete iz uniformne raspodele
u intervalu izmed̄u 0 i 1. Svaki element tog niza kvadriramo i dobijamo niz
uzorak. Program zatim računa srednju vrednost niza uzorak i grešku
računanja integrala. Program takod̄e računa integral koristeći Simpsonovu
metodu za numeričko rešavanje integrala na mreži. Izračunati integral ko-
risteći 1000, 10000, 100000, 1000000 tačaka za integraciju. Koji od dva
korišćena metoda brže konvergira ka tačnoj vrednosti integrala kada se
uvećava broj tačaka?
%%% program mc x2

tic

broj tacaka=1000;

tacke=rand(1,broj tacaka);
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uzorak=tacke.ˆ2;

integral=sum(uzorak)/broj tacaka;

greska=sqrt(var(uzorak)/broj tacaka);

%%% simpsonova metoda

xosa=(0:broj tacaka)/broj tacaka;

simpson integral=(sum(4*xosa(2:2:broj tacaka-1).ˆ2)+...

sum(2*xosa(3:2:broj tacaka).ˆ2)+xosa(1).ˆ2+xosa...

(broj tacaka+1).ˆ2)/(3*(broj tacaka-1));

fprintf (1,’Vrednost integrala MC metodom ...

je:%f+-%f \n’,integral,greska);
fprintf (1,’Vrednost integrala Simpsonovom ...

metodom je:%f \n’, simpson integral);

toc

6.7 U ovom zadatku rešavamo numerički integral:

1√
2π

∫ ∞
−∞

x2e−x
2/2 dx (6.3)

koristeći Monte Karlo metodu. Primetimo da je funkcija:

1√
2π
e−x

2/2 (6.4)

Gausova raspodela sa jediničnom varijansom i srednjom vrednošću nula.
Matlab ima funkciju randn koja može da uzorkuje slučajne brojeve iz
takve Gausove raspodele. Integral se rešava uzorkovanjem tačaka iz Gausove
raspodele i računanjem srednje vrednosti funkcije x2 u tim tačkama. Napisan
je program mc x2 gauss koji računa integral i grešku integracije koristeći
Monte Karlo metodu. Program u početku definiše broj tačaka koji će se ko-
ristiti za integraciju (broj tacaka) a zatim i niz brojevi koji sadrži
tačke uzete iz Gausove raspodele. Svaki član tog niza se kvadrira tako da se
dobija niz uzorak. Zatim se računa integral i njegova greška. Tačna vre-
dnost integrala iznosi 1. Koliko tačaka treba uzeti da bi greška integracije
bila manja od 0,01?
%%% program mc x2 gauss

tic

broj tacaka=50000;

brojevi=randn(1,broj tacaka);

uzorak=brojevi.ˆ2;

integral=sum(uzorak)/broj tacaka;

greska=sqrt(var(uzorak)/broj tacaka);

fprintf (1,’Vrednost integrala MC metodom ...

je:%f+-%f \n’,integral,greska);
toc
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6.8 U ovom zadatku je potrebno numerički odrediti srednju vrednost:

〈x2〉 =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ x

2e−(x2y2+x2+y2) dx dy∫∞
−∞

∫∞
−∞ e

−(x2y2+x2+y2) dx dy
(6.5)

koristeći Metropolisov (Metropolis) Monte Karlo metod. Primetimo da
funkcija:

p(x, y) =
e−(x2y2+x2+y2) dx dy∫∞

−∞

∫∞
−∞ e

−(x2y2+x2+y2) dx dy
(6.6)

predstavlja gustinu raspodele verovatnoće dvodimenzionalne promenjive.
Obična Monte Karlo metoda bi uzorkovala tačke koristeći raspodelu p(x, y)
i sa njima računala srednju vrednost kvadrata x koordinate. Takav pristup
se ne može jednostavno primeniti u ovom slučaju jer nije poznato kako se
mogu direktno uzorkovati tačke iz p(x, y) raspodele verovatnoće. Metropo-
lisov Monte Karlo metod zamenjuje uzorkovanje tačaka iz raspodele p(x, y)
uzorkovanjem tačaka iz jednostavnije poznate raspodele α(x, y). U ovom
zadatku se u tu svrhu koristi uniformna raspodela. Napisan je program
mcmc koji računa srednju vrednost 〈x2〉 koristeći Metropolisovu Monte
Karlo metodu. U početku programa definišu se broj tačaka (broj tacaka)
koji će se uzorkovati, kao i širina uniforme raspodele delta iz koje se
uzorkuje. Uzorkovanje tačaka počinje iz tačke sa koordinatama (0,0). Pro-
gram stvara niz tačaka od kojih koordinate svake sledeće tačke zavise samo
od koordinata prethodne tačke. Nova tačka (xnovo,ynovo) se stvara tako što
se biraju njene koordinate iz uniformne raspodele koja ima centar u pretho-
dnoj tački (xstaro,ystaro) i širinu delta duž obe koordinate. Verovatnoća
da se prihvati nova tačka jednaka je q(xnovo, ynovo)/q(xstaro, ystaro) gde je:

q(x, y) = e−(x2y2+x2+y2) (6.7)

nenormirana raspodela p(x, y). Ova verovatnoća se upored̄uje sa slučajnim
brojem iz unifomne raspodele izmed̄u nula i jedan. Ako je ona veća od
slučajnog broja, nova tačka se prihvata. U suprotnom, nova tačka se ne
prihvata i simulacija ostaje u staroj tački. Srednja vrednost se računa za
sve tačke tokom simulacije, tj. ako simulacija ne izabere novu tačku i os-
tane u staroj tački onda se stara tačka ponovo uračunava u srednju vrednost.
Radi pored̄ena srednje vrednosti izračunate Metropolisovom Monte Karlo
metodom, izračunavaju se i vrednosti integrala korišćenjem numeričke in-
tegracije na mreži. Takod̄e, program računa procenat prihvaćenih tačaka.
Program crta grafik tačaka koje su posećene tokom simulacije. Prodisku-
tovati prvo koje tačke simulacija posećuje (uzeti da 1000 tačaka za inte-
graciju i različite širine uniforme raspodele delta). Koliki je procenat
prihvaćenih tačaka u tim slučajevima? Da li je srednja vrednost izračunata
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Metropolisovom Monte Karlo metodom bliska vrednosti dobijenom nu-
meričkom integracijom na mreži? Koristiti vrednosti delta=10, 5, 1, 0,1.
%%% program mcmc

tic

broj tacaka=1000;

delta=5; % parametar za sirinu uniformne raspodele

tacke=zeros(2,broj tacaka);

brojac=0;

tacke(:,1)=[0;0];

stara tacka=tacke(:,1);

for i=2:broj tacaka

nova tacka=stara tacka+delta*(rand(2,1)-0.5);

stara p=exp(-(stara tacka(1)ˆ2)*(stara tacka(2)ˆ2)- ...

stara tacka(1)ˆ2-stara tacka(2)ˆ2);

nova p=exp(-(nova tacka(1)ˆ2)*(nova tacka(2)ˆ2)...

-nova tacka(1)ˆ2-nova tacka(2)ˆ2);

if rand<(nova p/stara p)

stara tacka=nova tacka;

brojac=brojac+1;

end

tacke(:,i)=stara tacka;

end

uzorak=tacke(1,:).ˆ2;

integral=sum(uzorak)/broj tacaka;

figure

plot(tacke(1,:),tacke(2,:),’-o’)

xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

a=dblquad (@(x, y) x.*x.*exp(-x.*x-y.*y-x.*x.*y.*y), ...

-20, 20, -20, 20);

b=dblquad (@(x, y) exp(-x.*x-y.*y-x.*x.*y.*y),...

-20, 20, -20, 20);

fprintf (1,’Vrednost integrala dobijena ...

numerickom integracijom na mrezi je: %f \n’, a/b);

fprintf (1,’Vrednost integrala dobijena ...

Metropolisovom MC metodom je: %f \n’, integral);

fprintf (1,’Procenat prihvacenih tacaka: %f %% ...

\n’, brojac/(broj tacaka-1)*100);

toc

6.9 U ovom zadatku izračunavamo potencijalnu enegiju, toplotni kapacitet
i pritisak atoma argona pomoću Metropolisove verzije Monte Karlo metode



98 RAČUNARSKE SIMULACIJE

u kanonskom ansablu. Podrazumevaćemo da atomi argona interaguju Le-
nard-Džonsovim (Lennard-Jones) potencijalom:

u(~r1, ~r2) = u(r) = 4ε

((σ
r

)12

−
(σ
r

)6
)

(6.8)

gde je r = |~r1 − ~r2| rastojanje izmed̄u dva atoma argona, ε je dubina poten-
cijalne jame a σ rastojanje izmed̄u atoma na kome je potencijalna energija
jednaka nuli. Tada je ukupna potencijalna energija jednaka sumi interakcija
po svim parovima atoma:

V (~r1, ~r2, ..., ~rN) =
N∑
i=1

∑
j<i

u(~ri, ~rj) (6.9)

Pritisak atoma argona je povezan sa dinamičkom promenjivom virijal
vir(~r1, ~r2, ..., ~rN) preko izraza:

P =
kTN

V
+
vir(~r1, ~r2, ..., ~rN)

3V
(6.10)

Primetimo da prvi sabirak u ovom izrazu predstavlja doprinos idealnog gasa
pritisku, dok drugi sabirak predstavlja doprinos pritisku usled interakcija
atoma. Virijal se definiše kao skalarni proizvod sile koje deluje izmed̄u
atoma i vektora njihovog relativnog položaja:

vir(~r1, ~r2, ..., ~rN) =
N∑
i=1

∑
j<i

~F (~ri, ~rj) · (~ri − ~rj) (6.11)

~F (~ri, ~rj) je sila koja deluje izmed̄u dva atoma koji se nalaze na rastoja-
njima ~ri i ~rj . Ona se za Lenard-Džonsovu interakciju u(r) jednostavno
izračunava. X-komponenta sile Fx jednaka je negativnom izvodu potenci-
jalne energije u(r) duž x-koordinate:

Fx = −∂u(r)

∂x
= −∂u(r)

∂r

∂r

∂x
(6.12)

Pošto je rastojanje r =
√
x2 + y2 + z2, sledi ∂r/∂x = x/

√
x2 + y2 + z2 =

= x/r. Tada je izvod ∂u/∂r jednak:

∂u

∂r
= 4ε

(
12
(σ
r

)11 (
− σ
r2

)
− 6

(σ
r

)5 (
− σ
r2

))
(6.13)

∂u

∂r
=
−48ε

r

((σ
r

)12

− 1

2

(σ
r

)6
)

(6.14)
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Zamenom ∂u/∂r u izraz za x-komponentu sile dobijamo da je ona jednaka:

Fx =
48xε

r2

((σ
r

)12

− 1

2

(σ
r

)6
)

(6.15)

Skalarni proizvod sile i rastojanja izmed̄u atoma, koji se pojavljuje u izrazu
za virijal, jednak je (za par atoma i i j):

~F (~ri, ~rj) · (~ri − ~rj) = Fxi,j · xi,j + Fyi,j · yi,j + Fzi,j · zi,j =

= 48ε

((σ
r

)12

− 1

2

(σ
r

)6
)

(6.16)

Virijal je jednak sumi ovog izraza po parovima svih atoma. Toplotni ka-
pacitet po atomu pri konstantnoj zapremini cV se može izračunati iz vari-
janse fluktuacija ukupne energije E:

〈(δE)2〉 = 〈E2〉 − 〈E〉2 = kT 2NcV (6.17)

Ukupna energija jednaka je zbiru kinetičke K i potencijalne energije V .
Pošto su kinetička i potencijalna energija nezavisne slučajne promenjive,
tada je varijansa ukupne energije jednaka zbiru varijansi kinetičke i po-
tencijalne energije. Koristeći činjenicu da je doprinos kinetičke energije
toplotnom kapacitetu po atomu 3k/2, dobijamo izraz za toplotni kapacitet
po atomu kao funkciju varijanse potencijalne energije:

cV =
3k

2
+
〈V 2〉 − 〈V 〉2

NkT 2
(6.18)

Pošto se u ovom zadatku koristi kanonski ansambl za odred̄ivanje termo-
dinamičkih veličina, razmatraćemo sistem od N atoma argona u kubičnoj
kutiji dužine L i zapremine V na temperaturi T . U programu koji se nalazi
niže, zapremina sumulacione kutije se ne zadaje kao početni parametar,
nego se na početku definiše brojčana gustina atoma argona a iz nje se odred̄u-
je zapremina i dužina stranice simulacione kutije. To nam omogućava
da lakše kontrolišemo brojčanu gustinu čestica, koja je interesantniji para-
metar od zapremine kutije. Bolcmanova gustina raspodele verovatnoće da
se atomi nad̄u u blizini tačke (~r1, ~r2, ..., ~rN ) u konfiguracionom prostoru
jednaka je:

ρ (~r1, ~r2, ..., ~rN) =
e−βV (~r1,~r2,...,~rN )

Z
(6.19)

gde je Z konfiguracioni integral:

Z =

∫
e−βV (~r1,~r2,...,~rN )d3r1d

3r2...d
3rN (6.20)
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Slika 6.3: Pomeranje slučajno izabranog atoma u simulacionoj kutiji.

Slika 6.4: Periodični granični uslovi za simulacionu kutiju. Simulaciona kutija je osenčena.

Potencijalna energija (ili pritisak) atoma argona predstavlja srednju vre-
dnost dinamičke promenjive V (ili vir u slučaju pritiska) usrednjene pomoću
Bolcmanove raspodele:

〈V 〉 =
1

Z

∫
V e−βV (~r1,~r2,...,~rN )d3r1d

3r2...d
3rN (6.21)

Ovaj integral se ne može analitički odrediti, pa ćemo ga u ovom zadatku
izračunati pomoću Monte Karlo metode. Metropolisova verzija Monte Ka-
rlo metode za računanje termodinamičkih osobina argona se zasniva na
stvaranju niza konfiguracija od kojih svaka sledeća zavisi od prethodne.
Verovatnoća da se stvori sledeća konfiguracija se uzima iz uniformne raspo-
dele. Svaka nova konfiguracija se razlikuje od prethodne u koordinatama
samo jednog atoma (slika 6.3). Ona se stvara tako što se na slučajan način
izabere atom koji se pomera. Zatim se taj atom translira za pomeraj koji se
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Tabela 6.1: Pritisak (P ) i potencijalna energija po atomu argona (v) na T = 2 izotermi
dobijeni Monte Karlo simulacijom (Džonson i saradnici, ref. 16.)

ρ P v

0,1 0,1777(2) −0,667(1)

0,2 0,3290(6) −1, 306(1)

0,4 0,705(1) −2, 538(2)

0,5 1,069(3) −3, 149(2)

0,6 1,756(7) −3, 746(2)

0,7 3,024(7) −4, 300(2)

0,8 5,28(1) −4, 753(3)

0,9 9,09(2) −5, 030(4)

uzima iz uniforme raspodele do neke maksimalne vrednosti. Verovatnoća
da se prihvati nova konfiguracija e−β(Vnovo−Vstaro) je izabrana tako da se
konfiguracije uzorkuju sa Bolcmanovom raspodelom verovatnoće. Vnovo i
Vstaro su potencijalne energije nove i stare konfiguracije. Da bi se nova kon-
figuracija prihvatila, potrebno je da izračunata verovatnoća prihvatanja kon-
figuracije bude veća od izvučenog slučajnog broja iz uniformne raspodele
izmed̄u 0 i 1. U suprotnom, sistem atoma ostaje u staroj konfiguraciji. Sre-
dnja vrednost potencijalne energije (virijala) se računa tako što se njene
vrednosti u svim konfiguracijama stvorenim tokom simulacije usrednjuju:

〈V 〉 =
1

M

M∑
i=1

Vi (6.22)

M je ukupan broj koraka u simulaciji. Pošto svaka sledeća konfiguracija za-
visi od prethodne, to potencijalne energije izračunate u uzastopnim konfi-
guracijama nisu statistički nezavisne. Autokorelaciona funkcija potenci-
jalne energije R(t) = 〈(V (0) − 〈V 〉)(V (t) − 〈V 〉)〉 meri kako se tokom
vremena stvaraju statistički nezavisne vrednosti potencijalne energije. V (0)
i V (t) su potencijalne energije u nekoj početnoj i t koraka daljoj konfigu-
raciji. Normirana autokorelaciona funkcija eksponencijalno opada sa vre-
menom, tj. ima oblik R(t) = e−t/τ , gde je τ korelaciono vreme. Da bi se
napravila konfiguracija koja ima statistički nezavisnu potencijalnu energiju
potrebno je da prod̄e 2τ koraka. Zbog postojanja korelacija izmed̄u uza-
stopnih vrednosti potencijalne energije, varijansa potencijalne energije se
računa na sledeći način:

σ2(V ) = 〈(V − 〈V 〉)2〉2τ
M

(6.23)

gde je M ukupan broj koraka. Varijansa potencijalne energije se koristi da
bi se odredila greška odred̄ivanja potencijalne energije i toplotni kapacitet
po atomu argona.
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Monte Karlo simulacija se sastoji iz dva dela. Prvi deo simulacije se odnosi
na dostizanje termodinamičke ravnoteže odred̄ene parametrima simulacije.
Atomi u početnoj konfiguraciji se nalaze u čvorovima kubne rešetke. Ta
konfiguracija ne odgovara verovatnoj konfiguraciji za zadate termodinami-
čke parametre. Stoga, potrebno je sprovesti odred̄en broj Monte Karlo ko-
raka da bi se kubna rešetka pretvorila u konfiguraciju koja odgovara termo-
dinamičkim parametrima simulacije. Nakon uravnoteženja sistema, dolazi
drugi deo simulacije koji se odnosi na uzorkovanje potencijalne energije i
virijala. Na kraju simulacije se prikupljeni podaci obrad̄uju i računaju se
srednja ukupna energija po atomu, srednja potencijalna energija po atomu
sa greškom, srednji pritisak i toplotni kapacitet po atomu. Monte Karlo
simulacija u ovom zadatku koristi ograničen Lenard-Džonsov potencijal da
bi se povećala brzina računanja termodinamičkih veličina. Naime, pošto
nas u ovom zadatku interesuju makroskopske (termodinamičke) veličine, a
vršimo simulacije sa malim brojem atoma, potrebno je koristiti periodične
granične uslove. Ti uslovi imitiraju ogroman broj atoma koji postoje u
makroskopskim sistemima. U tom slučaju, simulaciona kutija postaje je-
dinična ćelija pomoću koje se može stvoriti beskonačno mnogo replika kao
u periodičnoj rešetki (Slika 6.4). Zbog peridičnosti sistema, atomi koje
napuštaju simulacionu kutiju ulaze u kutiju sa suprotne strane tako da je
broj atoma u kutiji uvek ostaje očuvan. Da bi se izbeglo računanje inte-
rakcije atoma sa svim ostalim atomima i njihovim kopijama u ostalim kuti-
jama, u ovom zadatku ograničavamo Lenard-Džonsov potencijal. To znači
da računamo interakcije atoma sa svim atomima i njihovim slikama koje
se nalaze na manjem rastojanju od rc. Za veća rastojanja zanemarujemo
interakcije izmed̄u atoma. To je dobra aproksimacija jer Lenard-Džonsov
potencijal brzo opada sa rastojanjem pa na rastojanju rc ima malu vred-
nost. Ipak, potrebno je izvršiti korekcije izračunate potencijalne energije
po atomu i pritiska usled ograničenja Lenard-Džonsovog potencijala. Te
korekcije se zovu korekcije repa i iznose:

V

N
=

2

3
πρεσ3

(
1

3

(
σ

rc

)9

−
(
σ

rc

)3
)

(6.24)

P =
16

3
πρ2εσ3

(
2

3

(
σ

rc

)9

−
(
σ

rc

)3
)

(6.25)

U programu se koriste Lenard-Džonsove redukovane jedinice. One nastaju
tako što jedinica dužine postaje σ, jedinica energije ε i jedinica mase m
masa atoma argona. Za argon one isnose: σ=3,405 ×10−10 m, ε/k=119,8
K i m=6,68 ×10−26 kg. U redukovanim jedinicama, jedinica vremena je
σ
√
m/ε a temperature ε/k. Lenard-Džonsov potencijal u redukovanim je-
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dinicama iznosi:

u(r) = 4

((
1

r

)12

−
(

1

r

)6
)

(6.26)

Prednost redukovanih jedinica je da sve veličine koje se izračunavaju imaju
vrednosti koje nisu mnogo veće ili manje od 1. Takod̄e, zbog principa kore-
spodentnih stanja, jedna simulacija odgovara simulacijama drugih čestičnih
sistema čije se interakcije mogu izraziti Lenard-Džonsovim potencijalom.
Program MCargon NVT i dve funkcije PotEne1, Osobine računaju te-
rmodinamičke osobine argona koristeći Metropolisovu verziju Monte Karlo
metode. Program u početku definiše parametre simulacije: broj atoma argo-
na (NParticles), brojčanu gustinu argona (ro), temperaturu simulacije
(T), ukupan broj Monte Karlo koraka u simulaciji (Nsteps), broj koraka
za uzorkovanje termodinamičkih veličina (Nsample), maksimalna vre-
dnost pomeraja atoma argona (MaxDisp) i frekvenciju kojom se uzorkuju
termodinamičke veličine (freq uzorka). Iz ovih vrednosti, program za-
tim računa dodatne veličine koje su potrebne za simulaciju: dužina stranice
simulacione kutije (Lbox), vrednost rastojanja izmed̄u atoma do kojeg se
računa Lenard-Džonsova interakcija (Rcutoff) i korekcije repa za po-
tencijalnu energiju po atomu i pritisak. Koordinate atoma se u programu
sadrže u dvodimenzionalnom nizu coords koji ima dimenzije 3 × N . U
početku se atomi postavljaju na čvorove kubne rešetke, a zatim se svaki
atom pomeri iz čvora za malu slučajnu vrednost da bi se olakšalo razlaganje
rešetke. Potencijalna energija i virijal koji se računaju se zapisuju u nizove
ene i vir. Glavni deo programa u okviru kog se pomeraju atomi se nalazi
u for petlji koja broji Monte Karlo korake u simulaciji. Svako izvršavanje
naredbi u petlji započinje slučajnim izborom rednog broja atoma x koja
se pomera. Pošto se pomera samo jedan atom, dovoljno je izračunati nje-
govu potencijalnu energiju pre i posle pomeranja. U tu svrhu se koristi
funkcija PotEne1. Ona koristi nekoliko Matlabovih funkcija za nizove da
bi efikasno odredila rastojanja izmed̄u izabranog atoma i ostalih atoma. Ta
rastojanja upored̄uje sa Rcutoff, a zatim računa potencijalnu energiju za
one parove atoma čija su rastojanja manja od Rcutoff. Pošto se izračunaju
stara i nova potencijalna energija, može da se pristupi odred̄ivanju verovatno-
će prihvatanja nove konfiguracije. Slučajan broj iz uniformne raspodele
izmed̄u 0 i 1 (rand) se upored̄uje sa količnikom Bolcmanovih faktora nove
i stare konfiguracije. Ako je slučajan broj manji, prihvataju se nove koordi-
nate atoma u suprotnom ostaju stare koordinate. Poslednji niz naredbi u
glavnoj for petlji odnosi se na uzorkovanje potencijalne energije i virijala.
Te veličine se računaju pomoću funkcije Osobine. Ona slično radi kao
i funkcija PotEne1. Kada se svi Monte Karlo pomeraji izvrše, dolazi do
obrade podataka. Program tada crta dva grafika. Prvi grafik je potencijalna
energija po atomu u funkciji Monte Karlo koraka. Drugi grafik je trenutna
srednja vrednost potencijalne energije po atomu u funkciji Monte Karlo
koraka. Na samom kraju programa se nalazi niz naredbi za odred̄ivanje
autokorelacione funkcije potencijalne energije po atomu i njenog korela-
cionog vremena. Korelaciono vreme se izračunava integracijom normirane
autokorelacione funkcije potencijalne energije po atomu. Program takod̄e
crta grafik zavisnosti normirane autokorelacione funkcije u zavisnosti od
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broja Monte Karlo koraka.
%%% program MCargon NVT
clear all
tic
%%%% parametri simulacije
NParticles=200;
ro=0.8; %brojcana gustina=NParticles/Lboxˆ3
T=2.2; % temperatura
Nsteps=1600000; % broj koraka u simulaciji
Nsample=800000; % Broj koraka za racunanje srednje vrednosti
MaxDisp=0.2; % maksimalan pomeraj atoma
freq uzorak=10; % frekvencija uzorkovanja osobina
%%%%
Lbox=(NParticles/ro)ˆ(1/3);
Rcutoff=0.4999*Lbox;
% PotEnergija za rastojanje Rcutoff
Ecutoff=4*(1/(Rcutoffˆ12)-1/(Rcutoffˆ6));
% korekcija za potencijalnu energiju
Epot tail=8/3*pi*ro*(1/(3*Rcutoffˆ9)-1/(Rcutoffˆ3));
% korekcija za pritisak
P tail=16/3*pi*roˆ2*(2/(3*Rcutoffˆ9)-1/(Rcutoffˆ3));
if (Rcutoff<1)
error(’upozorenje:Rcutoff<1’)
end
if (Nsteps<Nsample)
error(’upozorenje:Nsteps<Nsample’)
end
fprintf (1,’\n’ );
fprintf (1,’program za racunanje termodinamickih ...
osobina Ar pomocu Monte Karlo metode u NVT ansamblu \n’);
fprintf (1,’program koristi redukovane jedinice\n’);
fprintf (1,’potencijalna energija se racuna ...
koristeci ograniceni potencijal\n’);
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Podaci o simulaciji\n’);
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Broj atoma u simulaciji je %d.\n’,NParticles);
fprintf (1,’Gustina atoma je %f =%f kg/m3.\n’,ro,1688*ro);
fprintf (1,’Temperatura je %f =%f K.\n’,T,T*119.91);
fprintf (1,’Ukupni broj koraka u simulaciji ...
je %d.\n’,Nsteps);
fprintf (1,’Broj koraka za uzorkovanje je %d.\n’,Nsample);
fprintf (1,’Duzina maksimalnog pomeraja je ...
%f =%f nm.\n’,MaxDisp,0.3405*MaxDisp );
fprintf (1,’Duzina sumulacione kutije je ...
%f = %f nm.\n’,Lbox,0.3405*Lbox);
fprintf (1,’Rastojanje iznad kojeg se ne ...
racuna sila je %f.\n’,Rcutoff);
fprintf (1,’Potencijalna energija na tom ...
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rastojanju je %f.\n’,Ecutoff);
fprintf (1,’Korekcija za potencijalnu ...
energiju po atomu je %f.\n’,Epot tail);
fprintf (1,’Korekcija za pritisak je %f.\n’,P tail);
fprintf (1,’Termodinamicke osobine se ...
racunaju na svakih %d koraka.\n’,freq uzorak);
coords=zeros(3,NParticles);
%%% postavi atome na resetku
ni = ceil(NParticlesˆ(1/3));
ncount = 0;
dx = Lbox/ni;
for ix = 1:ni
for iy = 1:ni
for iz = 1:ni
ncount = ncount + 1;
if (ncount <= NParticles)
coords(1,ncount) = dx*ix;
coords(2,ncount) = dx*iy;
coords(3,ncount) = dx*iz;

end
end

end
end
%%% dati mali slucajan pomeraj svakom atomu
coords(:,:)=coords(:,:)-0.05*(2*rand(3,NParticles)-1);
coords(:,:)=coords(:,:)-Lbox* ...
(coords(:,:)>Lbox)+Lbox*(coords(:,:)<0);
if ((Nsteps-Nsample+1)>2)
poc uzorkovanje=Nsteps-Nsample+1;
else
poc uzorkovanje=2;
end
prihvacen=0;
vir=zeros(1,(Nsteps-poc uzorkovanje+1)/freq uzorak);
ene=zeros(1,(Nsteps-poc uzorkovanje+1)/freq uzorak);
brojac u=1;
for m=1:Nsteps
%% izabrati atom koju treba pomeriti
x=floor(rand*NParticles)+1;
%% izracunati staru pot. ene. za atom koji se pomera
PotEnergija stara=PotEne1(coords,x,NParticles,Rcutoff,Lbox);
%% izabrati nove koordinate
nove x=(rand(3,1)-0.5)*MaxDisp;
coords nove=coords;
coords nove(:,x)=coords nove(:,x)+nove x;
%% izracunati novu pot. ene. za atom koji se pomera
PotEnergija nova=PotEne1(coords nove,x, ...
NParticles,Rcutoff,Lbox);

if (rand<exp(-(PotEnergija nova-PotEnergija stara)/T))
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%% povecati brojac prihvacenih koraka
coords=coords nove;
coords(:,x)=coords(:,x)+Lbox*(coords(:,x)<0)...
-Lbox*(coords(:,x)>Lbox);
prihvacen=prihvacen+1;

end
if ((m>=poc uzorkovanje)&&(mod(m,freq uzorak)==0))
[PotE,Vir]=Osobine(coords,NParticles,Rcutoff,Lbox);
ene(brojac u)=PotE/NParticles+Epot tail;
vir(brojac u)=Vir;
brojac u=brojac u+1;

end
end
Epot poatomu=mean(ene);
Av pressure=ro*T+mean(vir)/(3*Lboxˆ3);
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Rezultati simulacije\n’);
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Srednja korigovana ukupna energija po ...
atomu je:%f=%f kJ/mol.\n’,Epot poatomu+1.5*T,...
(Epot poatomu+1.5*T)*0.997);
fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energija po ...
atomu je:%f=%f kJ/mol.\n’,Epot poatomu,Epot poatomu*0.997);
fprintf (1,’Srednji korigovani pritisak je: ...
%f = %f MPa.\n’,Av pressure+P tail,(Av pressure+P tail)*42);
fprintf (1,’Procenat prihvacenih pomeraja: ...
%f %%\n’,prihvacen*100/Nsteps);
figure
plot((0:length(ene)-1)*freq uzorak,ene)
xlabel(’Vreme u MC koracima’);
ylabel(’Epot’);
trenutna sr potE=zeros(1,length(ene));
for i=1:length(ene)
trenutna sr potE(i)=sum(ene(1:i))/i;
end
figure
plot((0:length(ene)-1)*freq uzorak,trenutna sr potE)
xlabel(’Vreme u MC koracima’);
ylabel(’<Epot>’);
legend(’Trenutna vrednost srednje pot. ...
ene. u funkciji MC koraka’)
% deo za racunanje autokorelacione
% funk. pot. ener. atoma
maxt=5000; % maks. broj koraka za autokor. funkciju
maxt0=50000; % maks. broj koraka za pocetke uzorkovanja
freqt0=10; % frekvencija na kojoj se novi pocetak bira
% brojac pocetaka za uzorkovanje autokorelacione funkcije
t0brojac=0;
% niz koji sadrzi vremena pocetka uzorkovanja
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t0vreme=zeros(1,maxt0);
enet0=zeros(1,maxt0); % enerija u pocecima uzorkovanja
Eacf=zeros(1,maxt); % autokorelaciona funkcija
% broj uzorkovanja u autokorelacionoj funkciji
brojacuzoraka=zeros(1,maxt);
for vreme=1:length(ene);
if (mod(vreme,freqt0)==0)
% indeks trenutnog pocetka t0
t0indeks=mod(t0brojac,maxt0)+1;
t0vreme(t0indeks)=vreme;
t0brojac=t0brojac+1;
enet0(t0indeks)=ene(vreme);

end
for j=1:min(t0brojac,maxt0)
korelaciono vreme=vreme-t0vreme(j)+1;
if (korelaciono vreme<=maxt)
brojacuzoraka(korelaciono vreme)=...
brojacuzoraka(korelaciono vreme)+1;
Eacf(korelaciono vreme)=Eacf(korelaciono vreme)+...
(ene(vreme)-Epot poatomu)*(enet0(j)-Epot poatomu);
end

end
end
autokor=Eacf./brojacuzoraka;
autokor=autokor./autokor(1);
figure
plot((0:maxt-1)*freq uzorak,autokor,...
(0:maxt-1)*freq uzorak,0,’-b’)
xlabel(’Vreme u MC koracima’);
ylabel(’R’);
legend(’Normirana autokorelaciona funkcija ...
potencijalne energije po atomu’)
tau=sum(autokor)*freq uzorak; % autokorelaciono vreme
fprintf (1,’Statisticki nezavisna konfiguracija se ...
javlja posle %d MC pomeraja.\n’, round(2*tau));
fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energija ...
po atomu je: %f +- %f.\n’, Epot poatomu,...
sqrt(var(ene)/length(ene)*2*tau/freq uzorak));
fprintf (1,’Toplotni kapacitet po atomu je: %f \n’, ...
1.5+1.5+var(ene)*2*tau/freq uzorak/Tˆ2);
toc
function [PotEner]=PotEne1(koordinate,...
br atoma,NParticles,Rcutoff,Lbox)
%%% funkcija racuna pot. ene. atoma
dx=koordinate(1,:)-koordinate(1,br atoma);
dy=koordinate(2,:)-koordinate(2,br atoma);
dz=koordinate(3,:)-koordinate(3,br atoma);
% uslov periodicne granice
dx=dx-Lbox*round(dx./Lbox);
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dy=dy-Lbox*round(dy./Lbox);
dz=dz-Lbox*round(dz./Lbox);
a=zeros(1,NParticles);
a(br atoma)=1;
drm2=1./(dx.ˆ2+dy.ˆ2+dz.ˆ2+a);
% Proveriti da li je rastojanje izmedju
% atoma vece od granicnog rastojanja;
% ako je vece zameniti ga sa 0
drm2(drm2<1/(Rcutoffˆ2))=0;
drm6=drm2.ˆ3;
PotEner=4*sum(drm6.*drm6-drm6);
end

function [PotEnergija,Virijal]=...

Osobine(koordinate,NParticles,Rcutoff,Lbox)

dx=ones(NParticles,1)*koordinate(1,:)-...

koordinate(1,:)’*ones(1,NParticles);

dy=ones(NParticles,1)*koordinate(2,:)-...

koordinate(2,:)’*ones(1,NParticles);

dz=ones(NParticles,1)*koordinate(3,:)-...

koordinate(3,:)’*ones(1,NParticles);

% uslov periodicne granice

dx=dx-Lbox*round(dx./Lbox);

dy=dy-Lbox*round(dy./Lbox);

dz=dz-Lbox*round(dz./Lbox);

drm2=1./(dx.ˆ2+dy.ˆ2+dz.ˆ2+eye(NParticles));

% Proveriti da li je rastojanje izmedju

% atoma vece od granicnog rastojanja;

% ako je vece zameniti ga sa 0

drm2(drm2<1/(Rcutoffˆ2))=0;

drm6=drm2.ˆ3;

drm6(logical(eye(NParticles,NParticles)))=0;

PotEnergija=sum(sum(triu(4*drm6.*...

(drm6-ones(NParticles,NParticles)))));

Virijal=sum(sum(triu(48*drm6.*(drm6-...

0.5*ones(NParticles,NParticles)))));

end

U ovom zadatku potrebno je odgovoriti na sledeća pitanja:
a) izbor pogodne dužine koraka za pomeranje atoma je važan pro-

blem. Kratki koraci se lako prihvataju ali sporo ispituju konfigu-
racioni prostor. Dugi koraci imaju malu verovatnoću da budu pri-
hvaćeni. Koliko iznosi procenat prihvaćenih koraka za maksimalne
vrednosti pomeraja MaxDisp: 1,0, 0,8, 0,6, 0,4, 0,2, 0,1, 0,05?
Koristiti sledeće vrednosti početnih parametara za simulacije:
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NParticles = 100, T = 1,5, ro = 0,8, Nsample = 10000,
Nsteps = 20000,freq uzorak = 1000;

b) računarske simulacije se obično vrše sa malim brojem atoma. Ispi-
tajmo na koji način broj atoma utiče na rezultat simulacije. Izvedi-
mo simulacije sa sledećim brojem atoma: 20, 50, 100, 200, 300.
Koristiti vrednosti početnih parametara za simulacije: T = 2,5, ro
= 0,8, Nsample = 1000000, Nsteps = 2000000, freq uzorak
= 10. Koliko atoma je potrebno koristiti u simulaciji da bi pritisak i
potencijalna energija po atomu prestale da zavise od broja atoma?

c) izračunati pritisak i potencijalnu energiju po atomu argona na izo-
termi T = 2 za sledeće gustine: ρ = 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7,
0,8, 0,9. Koristiti parametre za simulaciju: NParticles = 200,
T = 2, Nsample = 1000000, Nsteps = 2000000, freq uzorak
= 1000. Za maksimalne pomeraje čestica uzeti: 8,0, 2,0, 1,0, 0,6,
0,5, 0,4, 0,3, 0,2, 0,2 respektivno u odnosu na gustine. Dobijenu
vrednosti uporediti sa brojevima iz tabele 6.1 dobijenim u Monte
Karlo simulaciji Džonsona i saradnika, ref. 16.

Molekulska dinamika

6.10 Molekulska dinamika je numerička metoda za odred̄ivanje termodi-
namičkih veličina i transportnih koeficijenata zasnovana na rešavanju Nju-
tnovih jednačina kretanja za atome. Za razliku od Monte Karlo metode koja
je ograničena na proučavanje sistema u konfiguracionom prostoru, molekul-
ska dinamika daje potpunu vremensku promenu sistema, tj. daje informa-
cije o kretanju atoma u faznom prostoru.
U ovom zadatku odred̄ujemo potencijalnu i kinetičku energiju, pritisak,
radijalnu funkciju raspodele, potencijal srednje sile, raspodelu x-kompone-
nte brzina i koeficijent difuzije atoma argona pomoću molekulske dinamike
u mikrokanonskom ansamblu. Termodinamičke osobine se izračunavaju
pomoću vremenske usrednjenosti odgovarajućih dinamičkih promenjivih.
Ako je A dinamička promenjiva, onda je njena srednja vrednost po vre-
menu jednaka:

〈A〉 =
1

M

M∑
i=1

Ai (6.27)

Ai su vrednosti dinamičke promenjiveA u različitim trenucima kojih ukupno
ima M u simulaciji. Slično kao u Monte Karlo metodi, dinamičke prome-
njive u uzastopnim vremenskim trenucima nisu statistički nezavisne i zato
je potrebno odrediti njihovo korelaciono vreme da bi se procenila greška
odred̄ivanja termodinamičkih promenjivih. U ovom zadatku nećemo odre-
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d̄ivati greške termodinamičkih veličina jer je njihovo izračunavanje prikaza-
no u prethodnom zadatku. Ovde, kao i u Monte Karlo zadatku o argonu,
smatraćemo da atomi interaguju Lenard-Džonsovim potencijalom:

u(~r1, ~r2) = u(r) = 4ε

((σ
r

)12

−
(σ
r

)6
)

(6.28)

gde je ε dubina potencijalne jame, σ rastojanje izmed̄u atoma na kome je po-
tencijalna energija jednaka nuli a r = |~r1−~r2| rastojanje izmed̄u dva atoma
argona. Ukupna potencijalna energija interakcije atoma data je sumom
u(~r1, ~r2) po svim parovima atoma. Kinetička energija sistema atoma je-
dnaka je sumi kinetičkih energija pojedinačnih atoma:

K =
N∑
i=1

mv2
i

2
(6.29)

Kinetička energija sistema atoma je pogodna veličina da bi se odredila
trenutna temperatura sistema. Temperatura i kinetička energija atoma su
povezani teoremom o ekviparticiji energije koja tvrdi da je kinetička en-
ergija koja odgovara translacionom stepenu slobode ekvivaletna kT/2. Zbog
toga se temperatura može izraziti kao funkcija svih translacionih stepeni
slobode Ntr i ukupne kinetičke energije K:

T (t) =
2K

kNtr

(6.30)

U ovom zadatku ukupan broj translacionih stepeni slobode je redukovan za
tri (Ntr = 3N − 3) jer je kretanje centra mase sistema fiksirano, tj. njegova
brzina je jednaka nuli. Pritisak argona se izračunava koristeći virijal:

vir(~r1, ~r2, ..., ~rN) =
N∑
i=1

∑
j<i

~F (~ri, ~rj) · (~ri − ~rj) (6.31)

~F (~ri, ~rj) je sila koja deluje izmed̄u dva atoma koji se nalaze na rastojanjima
~ri i ~rj . Radijalna funkcija raspodele se odred̄uje računajući srednji broj
atoma 〈N(r ± ∆r/2)〉 u intervalu r ± ∆r/2 koji se nalazi u zapremini
sferne ljuske Ω(r ±∆r/2):

g(r) =
〈N(r ±∆r/2)〉
Ω(r ±∆r/2)

1

ρ
(6.32)

Radijalna funkcija raspodele se može iskoristiti za odred̄ivanje potencijalne
energije po atomu v (ne mešati sa oznakom za brzinu atoma) i pritiska P :

v =
ρ

2

∫ ∞
0

4πr2u(r)g(r) dr = 8πρ

∫ ∞
0

g(r)r2

((σ
r

)12

−
(σ
r

)6
)
dr

(6.33)
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Tabela 6.2: Pritisak P argona na T = 1.2 izotermi dobijeni u simulacijama molekulske
dinamike argona (Džonson i saradnici, ref. 16.)

ρ P
0,50 0,017(5)
0,60 0,148(3)
0,70 0,673(6)
0,80 1,967(6)
0,90 4,57(1)
0,95 6,62(1)

P = ρkT − ρ2

6

∫ ∞
0

4πr3g(r)
du(r)

dr
dr =

= ρkT + 32πρ

∫ ∞
0

g(r)

((σ
r

)10

− 1

2

(σ
r

)4
)
dr (6.34)

Potencijal srednje sile w(r) se odred̄uje iz radijalne funkcije raspodele:

w(r) = −kT ln g(r) (6.35)

Koeficijent difuzije pripada transportnim osobinama argona. On se može
izračunati na dva načina. Prvi način je povezan sa autokorelacionom funkci-
jom brzine atoma 〈~v(0)~v(t)〉. Ona odred̄uje koliko dugo vremena je potreb-
no da bi se usled sudara sa drugim atomima argona napravila statistički
nezavisna brzina u odnosu na neku početnu brzinu. Koeficijent difuzije je
proporcionalan integralu autokorelacione brzine atoma:

D =
1

3

∫ ∞
0

〈~v(0)~v(t)〉 dt (6.36)

Drugi način za odred̄ivanje koeficijenta difuzije se zasniva na računanju
srednjeg kvadratnog pomeraja atoma |~r(0) − ~r(t)|2. Za guste fluide, ta
veličina posle izvesnog vremena postaje linearna funkcija vremena. U tom
slučaju, koeficijent difuzije argona se odred̄uje pomoću izraza:

D = lim
t→∞

〈|~r(0)− ~r(t)|2〉
6t

(6.37)

U prethodnom zadatku je pokazano da su u slučaju Lenard-Džonsove in-
terakcije Dekartove komponente sile izmed̄u dva atoma jednake:

Fα =
48αε

r2

((σ
r

)12

− 1

2

(σ
r

)6
)

(6.38)

α = x, y, z. Ukupnu silu koja deluje na jedan atom ~F je neophodno naći
da bi se rešile jednačine kretanja. One se rešavaju koristeći Verleov (Ver-
let) algoritam koji odred̄uje položaj atoma u sledećem trenutku ~r(t + ∆t)



112 RAČUNARSKE SIMULACIJE

pomoću položaja u trenucima t i t−∆t:

~r(t+ ∆t) ≈ 2~r(t)− ~r(t−∆t) +
~F(t)

m
∆t2 (6.39)

Brzina atoma se u Verleovom algoritmu se odred̄uje preko jednakosti:

~v(t) =
~r(t+ ∆t)− ~r(t−∆t)

2∆t
(6.40)

Simulacija dinamike N atoma argona u ovom zadatku se izvodi u kubnoj
kutiji dužine L sa periodičnim graničnim uslovima. Simulacija se sastoji iz
dva dela. U prvom delu se sistem uravnotežuje na željenu temperaturu. To
je neophodno izvršiti jer je početna konfiguracija atoma takva da se atomi
nalaze u čvorovima kubne rešetke. Početne brzine atoma se uzimaju iz
Gausove raspodele verovatnoće što odgovara Maksvelovoj raspodeli brzina.
Takod̄e, u početku se impulsu centra mase dodeljuje vrednost nula. Rela-
ksacija sistema u termodinamičku ravnotežu se postiže tako što se brzine
atoma u svakom koraku skaliraju faktorom

√
T/T (t), gde su T i T (t)

željena i trenutna temperatura. Rezultat takvog postupka je da je kinetička
energija tokom ovog dela simulacija konstantna. Takva simulacija ne odgo-
vara kanonskom ansamblu ali je dovoljno dobra da bi pripremila sistem na
željenu temperaturu. Drugi deo simulacija odgovara dinamici u mikrokanon-
skom ansamblu. U tom delu simulacije se uzorkuju veličine koje se kas-
nije izračunavaju. Tokom čitave simulacije koristi se ograničen i pomeren
Lenard-Džonsov potencijal: u(r) = u(r) − u(rc) za r < rc i u(r) = 0 za
r > rc. Pomeranje Lenard-Džonsovog potencijala za u(rc) je neophodno
uzeti u obzir u molekulskoj dinamici. U suprotnom, u tački r = rc postojao
bi prekid u funkciji potencijalne energije koji bi stvarao sile velikih inten-
ziteta. Takve sile se ne mogu tretirati algoritmima za jednačine kretanja
koji su zasnovani na Tejlorovom razvoju položaja čestica, kao sto je Ver-
leov algoritam. Uticaj ograničenja potencijalne energije se može korigovati
tako što se izračunate vrednosti potencijalne energije po atomu i pritisak
koriguju za:
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Pomeranje Lenard-Džonsovog potencijala za u(rc) dovodi do dodatne ko-
rekcije potencijalne energije po atomu jednake srednjem broju parova atoma
koji se nalaze na rastojanju manjem od rc od datog atoma, pomnoženom sa
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u(rc)/2. U svim proračunima u programu se koriste Lenard-Džonsove re-
dukovane jedinice. Program MDargon NVE i funkcija md odred̄uju termo-
dinamičke veličine i koeficijent difuzije argona koristeći molekulsku di-
namiku. Program u početku definiše parametre simulacije: broj atoma argo-
na u simulaciji (NParticles), gustinu broja atoma (ro), temperaturu
na koju se uravnotežuje sistem tokom prvog dela simulacije (T), ukupan
broj koraka u simulaciji (Nsteps), ukupan broj koraka za uzorkovanje di-
namičkih veličina (Nsample) i vremensku dužinu koraka za integraciju
jednačina kretanja (dt). Iz ovih veličina se izračunavaju dužina stranice
kubne kutije (Lbox), rastojanje iznad kojeg se ne računa potencijalna en-
ergija (Rcutoff), potencijalna energija na tom rastojanju (Ecutoff) i
korekcije repa za potencijalnu energiju po atomu (Epot tail) i pritisak
(P tail). Atomi se u početku nalaze na čvorovima kubne resetke. Da bi
se olakšalo topljenje kubne rešetke, atomima se daje mali slučajni pomera-
ji. Početne brzine se u programu biraju iz Gausove raspodele a zatim se
od svake brzine oduzima brzina centra mase sistema. Time se postiže da
centar mase sistema miruje. Takod̄e, brzine atoma se skaliraju faktorom
koji ih modifukuje tako da odgovaraju brzinama sa željene temperature.
Pošto Verleov algoritam računa položaje atoma u sledećem trenutku ko-
risteći položaje u sadašnjem i prethodnom trenutku, to je potrebno odredi-
ti položaje atoma u prethodnom trenutku pre početnog položaja atoma.
U ovom programu, položaji atoma u prethodnom trenutku pre početnog
trenutka su odred̄eni tako da se atomi kreću po inerciji bez delovanja sila.
Glavni deo programa počinje for petljom koja broji vremenske trenutke
u kojima se odred̄uju novi položaji atoma. U petlji se zove funkcija md
koja računa položaje atoma u sledećem trenutku, brzine atoma u sadašnjem
trenutku, potencijalnu i kinetičku energiju, virijal, i broji atome na zadatim
rastojanjima sto je neophodno za računanje radijalne funkcije raspodele.
Izračunate brzine atoma u funkciji md se skaliraju na željenu temperaturu
u prvom delu sumulacije. Kada se završi izvršavanje for petlje, pristupa
se izračunavanju srednje potencijalne, kinetičke i ukupne energije po atomu
argona, kao i srednjeg pritiska, ukupnog impulsa na kraju simulacije i sre-
dnjeg relativnog pomeraja ukupne energije. Ukupna, kinetička i potenci-
jalna energija po atomu se prikazuju grafički u funkciji vremena. Srednji
relativni pomeraj ukupne energije odred̄uje odstupanje energije od vrednosti
u početnom trenutku. Pomeraj energije je korisna veličina za odred̄ivanje
dužine vremenskog koraka za integraciju jednačina kretanja, a definiše na
sledeći način:
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Program odred̄uje radijalnu funkciju i potencijal srednje sile a zatim crta nji-
hove grafike u funkciji rastojanja. Naredbe koje zatim dolaze na izvršava-
nje u programu računaju raspodelu x komponente brzine atoma koju kasnije
prikazuju grafički. Zatim se računa autokorelaciona funkcija brzine i srednji
kvadratni pomeraj atoma, crtaju njihovi grafici i odred̄uje koeficijent difuzi-
je. Na kraju programa, pravi se animacija kretanja atoma u simulacionoj
kutiji tako što se stvara video fajl MD NVE.avi.
%%% program MDargon NVE
clear all
tic
%%%% parametri simulacije
NParticles=200; % broj cestica u simulaciji
ro=0.8; % brojcana gustina = NParticles/Lboxˆ3
T=0.6; % temperatura
Nsteps=20000; % broj koraka u simulaciji
dt=0.005; % duzina vremenskog koraka
Nsample=10000; % Broj koraka za racunanje srednje vrednosti
%%%%
Lbox=(NParticles/ro)ˆ(1/3); % duzina simulacione kutije
% rastojanje iznad kojeg se ne racuna sila
Rcutoff=0.4999*Lbox;
% energija na rastojanju Rcutoff
Ecutoff=4*(1/(Rcutoffˆ12)-1/(Rcutoffˆ6));
% korekcija za potencijalnu energiju
Epot tail=8/3*pi*ro*(1/(3*Rcutoffˆ9)-1/(Rcutoffˆ3));
% korekcija za pritisak
P tail=16/3*pi*roˆ2*(2/(3*Rcutoffˆ9)-1/(Rcutoffˆ3));
maxx bin radial=250; % broj kutijica za radijalnu funk.
% velicina kutijica za radijalnu funk. raspodele
Delta g=Lbox/(2*maxx bin radial);
bin radial=0:maxx bin radial-1; % kutijice
% inicijalizacija radijalne funk. raspodele
g radial=zeros(1,maxx bin radial);
if (Rcutoff<1)
error(’upozorenje:Rcutoff<1’)
end
if (Nsteps<Nsample)
error(’upozorenje:Nsteps<Nsample’)
end
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’program za racunanje termodinamickih ...
osobina argona pomocu molekulske ...
dinamike u NVE ansamblu \n’);
fprintf (1,’program koristi redukovane jedinicen \n’);
fprintf (1,’potencijalna energija se racuna ...
koristeci ograniceni i pomereni potencijal; ...
korekcija za veca rastojanja se dodaje na kraju \n’);
fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Podaci o simulaciji \n’);
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fprintf (1,’\n’);
fprintf (1,’Broj cestica u simulaciji je ...
%d.\n’,NParticles);
fprintf (1,’Gustina cestica je ...
%f = %f kg/m3.\n’,ro,1688*ro);
fprintf (1,’Temperatura je %f = %f K.\n’,T,T*119.91);
fprintf (1,’Ukupni broj koraka u simulaciji je ...
%d.\n’,Nsteps);
fprintf (1,’Broj koraka za uzorkovanje je %d.\n’,Nsample);
fprintf (1,’Duzina koraka u simulaciji je ...
%f = %f fs.\n’,dt,dt*2170);
fprintf (1,’Duzina sumulacione kutije je ...
%f = %f nm.\n’,Lbox,0.3405*Lbox);
fprintf (1,’Rastojanje iznad kojeg se ne racuna ...
sila je %f.\n’,Rcutoff);
fprintf (1,’Potencijalna energija na tom rastojanju ...
je %f.\n’,Ecutoff);
fprintf (1,’Korekcija za potencijalnu energiju po atomu ...
je %f.\n’, Epot tail);
fprintf (1,’Korekcija za pritisak je %f.\n’, P tail);
%%% definisati nizove koji ce se koristiti
coords=zeros(3,NParticles,Nsteps+1);
Velocities=zeros(3,NParticles,Nsteps);
Ekin=zeros(1,Nsteps);
Epot=zeros(1,Nsteps);
Virial=zeros(1,Nsteps);
% postavi atome na resetku
ni = ceil(NParticlesˆ(1.0/3.0));
ncount = 0;
dx = Lbox/ni;
for ix = 1:ni
for iy = 1:ni
for iz = 1:ni
ncount = ncount + 1;
if (ncount <= NParticles)
coords(1,ncount,2) = dx*ix;
coords(2,ncount,2) = dx*iy;
coords(3,ncount,2) = dx*iz;

end
end

end
end
%%% dati mali slucajan pomeraj svakom atomu
coords(:,:,2)=coords(:,:,2)-0.05*(2*rand(3,NParticles)-1);
coords(:,:,2)=coords(:,:,2)-Lbox*(coords(:,:,2)>Lbox);
coords(:,:,2)=coords(:,:,2)+Lbox*(coords(:,:,2)<0);
%%% dati slucajne brzine iz Gausove raspodele
Velocities(:,:,1)=randn(3,NParticles,1);
% oduzeti ukupni moment(=brzina)
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Velocities(1,:,1)=Velocities(1,:,1)-...
sum(Velocities(1,:,1))/NParticles;
Velocities(2,:,1)=Velocities(2,:,1)-...
sum(Velocities(2,:,1))/NParticles;
Velocities(3,:,1)=Velocities(3,:,1)-...
sum(Velocities(3,:,1))/NParticles;
% skalirati brzine cestica tako da ukupna kineticka
energija odgovara % zadatoj temperaturi
Ukin0=0.5*sum(sum(Velocities(:,:,1).ˆ2));
scale=sqrt(T*(3*NParticles-3)/(2*Ukin0));
Velocities(:,:,1)=Velocities(:,:,1)*scale;
% odrediti polozaj u prvom trenutku (uzimamo da se
% cestice krecu po inerciji bez sila)
coords(:,:,1)=coords(:,:,2)-Velocities(:,:,1)*dt;
if ((Nsteps-Nsample+1)>2)
poc uzorkovanje=Nsteps-Nsample+1;
Nuzoraka=Nsample;
else
poc uzorkovanje=2;
Nuzoraka=Nsteps-1;
end
for m=2:Nsteps
koordinate=coords(:,:,m);
starekoordinate=coords(:,:,m-1);
[PotEnergija,KinEnergija,Virijal,novekoordinate,...
brzine,radial]=md(m,koordinate,starekoordinate,...

NParticles,T,Ecutoff,Rcutoff,Lbox,dt,poc uzorkovanje,...
bin radial,maxx bin radial);

Epot(m)=PotEnergija;
Ekin(m)=KinEnergija;
Virial(m)=Virijal;
g radial=g radial+radial;
coords(:,:,m+1)=novekoordinate;
Velocities(:,:,m)=brzine;
end
Etot=Epot+Ekin;
if (poc uzorkovanje>2)
Pomeraj energije=sum(abs(((Etot(Nsample+1)-...
Etot(Nsample+2:Nsteps))/Etot(Nsample+1)))) ...
/(Nsteps-Nsample-1);

else
Pomeraj energije=sum(abs(((Etot(2)-...
Etot(3:Nsteps))/Etot(2))))/(Nsteps-2);

end
figure
plot(1:Nsteps,Epot/NParticles,1:Nsteps,...
Ekin/NParticles,1:Nsteps,Etot/NParticles)
xlabel(’Broj koraka’);
ylabel(’Epot,Ekin,Etot po cestici’);
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legend(’Epot’,’Ekin’,’Etot’)
Etot pocestici=sum(Etot(1,...
poc uzorkovanje:Nsteps))/(Nuzoraka*NParticles);
Epot pocestici=sum(Epot(1,...
poc uzorkovanje:Nsteps))/(Nuzoraka*NParticles);
Ekin pocestici=sum(Ekin(1,...
poc uzorkovanje:Nsteps))/(Nuzoraka*NParticles);
Av temperature=2*Ekin pocestici* ...
NParticles/(3*NParticles-3);
Av pressure=ro*Av temperature+(sum(Virial(1,...
poc uzorkovanje:Nsteps))/Nuzoraka)/(3*Lboxˆ3);
fprintf (1,’\n’ );
fprintf (1,’Rezultati simulacije \n’);
fprintf (1,’\n’ );
fprintf (1,’Srednja korigovana ukupna energija po ...
cestici je:%f = %f kJ/mol. \n’, Etot pocestici+ ...
Epot tail,(Etot pocestici+Epot tail)*0.997);
fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energija po ...
cestici je: %f = %f kJ/mol.\n’, ...
Epot pocestici+Epot tail, (Epot pocestici+Epot tail)*0.997);
fprintf (1,’Srednja kineticka energija po cestici je:...
%f = %f kJ/mol. \n’,Ekin pocestici,Ekin pocestici*0.997);
fprintf (1,’Srednja temperatura sistema je:...
%f = %f K. \n’,Av temperature, Av temperature*120);
fprintf (1,’Srednji korigovani pritisak je:...
%f = %f MPa. \n’,Av pressure+P tail,(Av pressure+P tail)*42);
fprintf (1,’Srednji relativni pomeraj ukupne ...
energije je:%f. \n’, Pomeraj energije);
fprintf (1,’Ukupni impuls na kraju simulacije je:...
%e, %e, %e. \n’, sum(Velocities(1,:,Nsteps)),...
sum(Velocities(2,:,Nsteps)),sum(Velocities(3,:,Nsteps)));
%%% deo za radijalnu funkciju raspodele
g radial(1)=g radial(1)-Nuzoraka*NParticles;
rr=(0.5:1:(maxx bin radial-0.5))*Delta g;
g rad final=g radial./(Nuzoraka*NParticles*...
(4*pi/3*NParticles/(Lboxˆ3)*(Delta gˆ3)*...
((1:maxx bin radial).ˆ3-(0:maxx bin radial-1).ˆ3)));
figure
plot(rr,g rad final)
xlabel(’r’);
ylabel(’g(r)’);
legend(’Radijalna funkcija raspodele’)
figure
plot(rr,-Av temperature*log(g rad final))
xlabel(’r’);
ylabel(’w(r)’);
legend(’Potencijal srednje sile’)
fprintf (1,’Srednja potencijalna energija po cestici ...
izracunata koristeci radijalnu funk. raspodele je: %f.\n’,...
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trapz(rr,8*pi*ro*g rad final.*rr.ˆ2.*(rr.ˆ(-12)-rr.ˆ(-6))));
fprintf (1,’Srednji pritisak izracunat koristeci ...
radijalnu funk. raspodele je:%f.\n’,Av temperature*ro+...
trapz(rr,32*pi*(roˆ2)*g rad final.*(rr.ˆ(-10)-0.5*rr.ˆ(-4))));
%%% raspodela x-komponente brzine atoma
figure
vxbins=-4:0.1:4;
plot(vxbins,sum(histc(Velocities(1,:,Nsteps-Nsample+1: ...
Nsteps),vxbins),3)/(Nsample*NParticles));
xlabel(’vx’);
ylabel(’f(vx)’);
legend(’Raspodela x-komponente brzine atoma’)
%%% deo za racunanje autokorelacione funkcije
%%% brzine i koeficijenta difuzije
maxt=750; % maksimalan broj koraka za autokor. funk.
maxt0=5000; % maksimalan broj koraka za pocetke uzorkovanja
freqt0=10; % frekvencija na kojoj se novi pocetak bira
t0brojac=0; % brojac pocetaka za uzorkovanje autokor. funk.
% niz koji sadrzi vremena pocetka uzorkovanja
t0vreme=zeros(1,maxt0);
% brzine cestica u pocecima uzorkovanja
vt0=zeros(3,NParticles,maxt0);
% polozaji cestica u pocecima uzorkovanja
r2t0=zeros(3,NParticles,maxt0); vacf=zeros(3,NParticles,maxt);
% autokorelaciona funkcija brzine
r2t=zeros(3,NParticles,maxt); % razlike polozaja cestica
% broj uzorkovanja u autokorelacionoj funkciji
brojacuzoraka=zeros(1,maxt);
for vreme=poc uzorkovanje:Nsteps;
if (mod(vreme,freqt0)==0)
% indeks trenutnog pocetka t0
t0indeks=mod(t0brojac,maxt0)+1;
t0vreme(t0indeks)=vreme;
t0brojac=t0brojac+1;
vt0(:,:,t0indeks)=Velocities(:,:,vreme);
r2t0(:,:,t0indeks)=coords(:,:,vreme);

end
for j=1:min(t0brojac,maxt0)
korelaciono vreme=vreme-t0vreme(j)+1;
if (korelaciono vreme<=maxt)
brojacuzoraka(korelaciono vreme)=...
brojacuzoraka(korelaciono vreme)+1;
vacf(:,:,korelaciono vreme)=vacf(:,:, ...
korelaciono vreme)+Velocities(:,:,vreme).*vt0(:,:,j);
r2t(:,:,korelaciono vreme)=r2t(:,:, ...
korelaciono vreme)+(coords(:,:,vreme)-r2t0(:,:,j)).ˆ2;
end

end
end



119

% suma po komponentama i cesticama
autokor=sum(sum(vacf,1),2)/NParticles;
% suma po komponentama i cesticama
autokor r2=sum(sum(r2t,1),2)/NParticles;
z = size(autokor);
autokorelaciona=reshape(autokor,[z(2:end) 1]);
autokorelaciona r2=reshape(autokor r2,[z(2:end) 1]);
autokorelaciona=autokorelaciona./brojacuzoraka;
autokorelaciona r2=autokorelaciona r2./brojacuzoraka;
figure
plot(dt*(0:maxt-1),autokorelaciona,dt*(0:maxt-1),0,’-b’)
xlabel(’Vreme’);
ylabel(’<v(0)v(t)>’);
legend(’Autokorelaciona funkcija brzine’)
figure
plot(dt*(0:maxt-1),autokorelaciona r2,dt*(0:maxt-1),0,’-b’)
xlabel(’Vreme’);
ylabel(’<(r(0)-r(t))ˆ2>’);
legend(’Srednji kvadratni pomeraj atoma’)
koef difuzije=trapz(dt*(0:maxt-1),autokorelaciona)/3;
koef difuzije r2=(autokorelaciona r2(length( ...
autokorelaciona r2))-autokorelaciona r2(length( ...
autokorelaciona r2)/2))/(6*dt*(maxt-1-(maxt-1)/2));
fprintf (1,’Koeficient difuzije izracunat koriscenjem ...
autokorelacione funkcije brzine: %e= %e cm2/s \n’,...
koef difuzije,koef difuzije* ...
(0.3405*1e-7)ˆ2/(2170*1e-15));
fprintf (1, ’Koeficient difuzije izracunat koriscenjem ...
srednjeg kvadratnog pomeraja atoma: %e= %e cm2/s \n’,...
koef difuzije r2,koef difuzije r2* ...
(0.3405*1e-7)ˆ2/(2170*1e-15));
%%% vratiti cestice u kutiju
coordsPBC=zeros(3,NParticles,Nsteps+1);
for frame=1:Nsteps+1
coordsPBC(:,:,frame)=coords(:,:,frame)-...
Lbox*floor(coords(:,:,frame)./Lbox);
end
%%% deo za pravljenje filma simulacije
writerObj = VideoWriter(’MD NVE.avi’);
open(writerObj);
figure
for j = poc uzorkovanje:20:Nsteps
scatter3(coordsPBC(1,:,j),coordsPBC(2,:,j), ...
coordsPBC(3,:,j),’MarkerEdgeColor’,’k’, ...

’MarkerFaceColor’,[0 .75 .75])
axis([0,Lbox,0,Lbox,0,Lbox]); frame = getframe;
writeVideo(writerObj,frame);
end
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close(writerObj);
toc

function [PotEnergija,KinEnergija,Virijal,...

novekoordinate,brzine,radial]=md(mm,koordinate,...

starekoordinate,brojcestica,Temperatura,Ecutoff,Rcutoff,...

Lbox,dt,poc uzorkovanje,bin radial,maxx bin radial)

dx=ones(brojcestica,1)*koordinate(1,:)-...

koordinate(1,:)’*ones(1,brojcestica);

dy=ones(brojcestica,1)*koordinate(2,:)-...

koordinate(2,:)’*ones(1,brojcestica);

dz=ones(brojcestica,1)*koordinate(3,:)-...

koordinate(3,:)’*ones(1,brojcestica);

% uslov periodicne granice

dx=dx-Lbox*round(dx./Lbox);

dy=dy-Lbox*round(dy./Lbox);

dz=dz-Lbox*round(dz./Lbox);

dr2=dx.ˆ2+dy.ˆ2+dz.ˆ2;

drm2=1./(dr2+eye(brojcestica));

% Proveriti da li je rastojanje izmedju cestica vece ...

% od granicnog rastojanja; ako je vece zameniti ga sa 0

drm2(drm2<1/(Rcutoffˆ2))=0;

brojnula=sum(sum(drm2==0));

drm6=drm2.ˆ3;

drm6(logical(eye(brojcestica,brojcestica)))=0;

drm8=drm2.ˆ4;

drm8(logical(eye(brojcestica,brojcestica)))=0;

ff=48*drm8.*(drm6-0.5*( eye(brojcestica,brojcestica)));

F(1,:)=sum(ff.*dx);

F(2,:)=sum(ff.*dy);

F(3,:)=sum(ff.*dz);

PotEnergija=sum(sum(triu(4*drm6.*(drm6-...

ones(brojcestica,brojcestica)))))-(brojcestica*...

(brojcestica-1)/2-brojnula/2)*Ecutoff;

Virijal=sum(sum(triu(48*drm6.*(drm6-0.5*...

ones(brojcestica,brojcestica)))));

% odrediti nove koordinate i brzine cestica

novekoordinate=2*koordinate-starekoordinate+F*(dtˆ2);

brzine=(novekoordinate-starekoordinate)/(2*dt);

KinEnergija=0.5*sum(sum(brzine.ˆ2));

if (mm<poc uzorkovanje)

scale=sqrt(Temperatura*(3*brojcestica-3)/(2*KinEnergija));

brzine=brzine*scale;
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novekoordinate=starekoordinate+brzine*2*dt;

KinEnergija=0.5*sum(sum(brzine.ˆ2));

radial=zeros(1,maxx bin radial);

else

%%% deo za radijalnu funkciju raspodele

dr=floor(sqrt(dr2)/(Lbox/(2*maxx bin radial)));

radial=sum(histc(dr,bin radial),2)’;

end

end

U ovom zadatku potrebno je izvršiti simulacije osobina argona molekul-
skom dinamikom i naći odgovore na sledeća pitanja:

a) izbor pogodne dužine vremenskog koraka za rešavanje jednačina
kretanja je važan problem u molekulskoj dinamici. U simulaciji di-
namike argona, želimo da korak bude što duži ali za dugačke korake
Verleov algoritam ne održava konstantnu ukupnu energiju. Utvrditi
kolika dužina koraka je pogodna za sledeće početne parametre:
NParticles = 50, T = 1,0, ro = 0,8, Nsample = 8000, Nsteps
= 10000. Posmatrati srednji relativni pomeraj ukupne energije i
grafik zavisnosti ukupne energije od rednog broja koraka. Uzeti
vrednost koraka: 0,02, 0,01, 0,005, 0,002. Šta se dešava sa ukup-
nom energijom kad je korak predugačak? Koji od navedenih dužina
koraka se može preporučiti za simulacije dinamike argona? Zasto
Verleov algoritam više ne važi za dugačke korake?

b) Džonson i saradnici (ref. 16.) su izračunali pritisak argona na ra-
zličitim temperaturama i gustinama koristeći molekulsku dinamiku.
Da bi simularali dinamiku u NVT ansamblu, ti autori su skalirali
brzine atoma u svakom koraku (ranije smo spomenuli da ovakav
metod zapravo ne odgovara pravom NVT ansamblu). Njihova simu-
lacija je izvršena u sistemu sa 864 atoma argona. Rastojanje iznad
kog nije računata sila je bilo 4σ. U tabeli 6.2 su sumirani pritisci
dobijeni u njihovoj simulaciji na temperaturi T = 1,2. Izvršimo
simulacije sa programom predstavljenim u ovom zadatku i uporedi-
mo dobijeni pritisak sa vrednostima Džonsona i saradnika. U tu
svrhu potrebno je da koristimo prvi deo simulacije u kome se skali-
raju brzine atoma da bi se očuvala kinetička energija i temperatura.
Koristiti parametre za simulaciju: NParticles = 500, T = 1,2,
Nsample = 2000, Nsteps = 10, dt = 0,005 i gustine ro = 0,5,
0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 0,95. Posle izvršene simulacije koristiti naredbu
ro*1.2+mean(Virial(200:1990))/(3*Lboxˆ3)+
P tail da bi se izračunao pritisak u simulaciji;

c) izvršiti simulacije sa sledećim parametrima: NParticles = 200,
T = 1,0, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt = 0,005 ro =
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0,008, 0,8, 2,0. Razmotriti radijalnu funkciju i potencijal srednje
sile argona u ovim simulacijama;

d) izvršiti simulaciju sa sledećim parametrima: NParticles = 100,
T = 0,8, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt = 0,005 ro =
0,8. Odrediti raspodelu x komponente brzine argona;

e) izračunati koeficijent difuzije argona koristeći sledeće parametre
u simulaciji: NParticles = 800, T = 0,76, Nsample = 3000,
Nsteps = 4000, dt = 0,005 ro = 0,85.
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6.1 Pošto je rezultat bacanja novčića slučajan dogad̄aj, to će svako pokre-
tanje pograma dati drugačiji grafik. Jedan takav grafik zavisnosti frekvenci-
je pojavljivanja pisma od broja bacanja novčića prikazan je na slici 6.5. Sa
grafika se može zaključiti da je posle 50000 bacanja novčića frekvencija po-
javljivanja pisma veoma bliska vrednosti 0,5, što je očekivano. Matematička
osnova za ovakav razultat se zasniva na zakonu velikih brojeva koji tvrdi
da će empirijska frekvencija pojavljivanja slučajne promenjive sa binom-
nom raspodelom konvergirati ka teorijskoj vrednosti verovatnoće u slučaju
velikog broja realizacija promenjive. Čitaocu ostavljamo da izračuna vari-
jansu niza uzorak pomoću naredbe var i da je uporedi sa teorijskom
vrednošću 0,25.

6.2 Slike 6.6 i 6.7 prikazuju tipične raspodele dobijene za zadate parame-
tre. U oba slučaja, broj ciklusa je dovoljno velik da se dobijene raspodele
čestica dobro slažu sa teorijskom binomnom raspodelom. Verovatnoća da
se čestica nad̄e u jednom odeljku jednaka je 0,2, a u ostalim odeljcima 0,8.
Za mali broj čestica (prvi slučaj), raspodela čestica je asimetrična. Srednji
broj čestica u odred̄enom delu suda je 〈n〉 = Np = 4. Verovatnoća da se
nula čestica nad̄e u odred̄enom delu suda jednaka je (0,2)0∗(0,8)20 = 0,012.
U slučaju velikog broja čestica (drugi slučaj), raspodela broja čestica se
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Slika 6.5: Frekvencija pojavljivanja pisma u zavisnosti od broja bacanja novčića.

0.4

0.42

0.44

0.46

0.48

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

Frekvencija pisma

Broj bacanja novcica

transformiše u Gausovu raspodelu sa srednjom vrednošću 〈n〉 = Np = 20.
U tom slučaju, verovatnoća da se nula čestica nad̄e u odred̄enom delu suda
jednaka je 2× 10−10.

Slika 6.6: Raspodele broja čestica u jednom delu suda i teorijska izračunata binomna
raspodela za broj čestica: 20, broj odeljaka: 5 broj, ciklusa: 10000
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6.3 Tipičan histogram dobijen pokretanjem programa je prikazan na slici
6.8. Sa slike se vidi da je maksimum raspodele verovatnoće nalaženja 1 u
uzorcima u blizini vrednosti 0,3 što odgovara verovatnoći da se vrednost 1
slučajne promenjive nad̄e u populaciji. Raspodela srednje vrednosti uzorka
je uska, tj. najveća verovatnoća je da se srednja vrednost uzorka nad̄e u in-
tervalu od 0,27 do 0,33 (> 98%). Slika 6.9 prikazuje histograme za različite
veličine uzorka. Sa slike se može primetiti da je potrebno barem 1000 ele-
menata u uzorku da bi se obezbedila dovoljna preciznost za procenjivanje
verovatnoće. Prikazana simulacija pokazuje da je moguće koristiti jedan
mali uzorak za ispitivanje verovatnoće na velikoj populaciji. Matematičko
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Slika 6.7: Raspodele broja čestica u jednom delu suda i teorijska izračunata binomna
raspodela za broj čestica: 100, broj odeljaka: 5, broj ciklusa: 10000

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 20 40 60 80 100

Verovatnoca

Broj cestica

Raspodela cestica

Binomna raspodela

objašnjenje ovakvog ponašanja uzorka se nalazi u centralnoj graničnoj teo-
remi koja tvrdi da raspodela uzoraka ima Gausovu raspodelu sa varijansom
koja zavisi od veličine uzorka ali ne i od veličine populacije.

Slika 6.8: Histogram verovatnoće nalaženja vrednosti 1 slučajne promenjive u uzorcima za
parametre simulacije: broj elemenata u populaciji 100000, broj elemenata u uzorku 1500,
broj uzoraka 2000 i verovatnoća nalaženja 1 u populaciji 0,3.
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6.4 Slika 6.10 prikazuje Bolcmanovu raspodelu verovatnoće za vibracione
nivoe dvoatomskog molekula čije su vibracioni talasni brojevi ω = 1000 i
300 cm−1 na temperaturama T = 300 i 500 K. Na 300 K, samo osnovni
vibracioni nivo je popunjen za oscilator sa talasnim brojem ω = 1000 cm−1.
U slučaju nižeg talasnog broja (ω = 300 cm−1), prva četiri vibracioni nivo
su značajnije zaposednuta. Sa povećanjem temperature na 500 K, prvi
pobud̄eni vibracioni nivo oscilatora sa višom frekvencijom takod̄e postaje
zaposednut, iako sa malom verovatnoćom. U slučaju oscilatora sa nižom
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Slika 6.9: Histogram verovatnoće nalaženja vrednosti 1 slučajne promenjive u uzorcima za
parametre simulacije: broj elemenata u populaciji 100000, broj uzoraka 2000 i verovatnoća
nalaženja 1 u populaciji 0,3: a) broj elemenata u uzorku 100, b) broj elemenata u uzorku
500, c) broj elemenata u uzorku 1000, d) broj elemenata u uzorku 2000, e) broj elemenata
u uzorku 3000.
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frekvencijom, prvih šest vibracionih nivoa postaju zaposednuti. Slika 6.11
prikazuje Bolcmanovu raspodelu verovatnoće za rotacione nivoe dvoatom-
skog molekula čije su rotacione konstante B = 10 i 1 cm−1 na temperatu-
rama T = 300 i 500 K. U oba slučaja, najzaposednutiji rotacioni nivo nije os-
novni nivoa, nego pobud̄eni nivo više energije. To je posledica činjenice da
statistička težina rotacionih nivoa raste sa vrednošću rotacionog kvantnog
broja. U slučaju rotora sa većom vrednošću rotacione konstante, prvih 10 do
15 rotacionih nivoa (u zavisnosti od temperature) su pobud̄eni. Smanjenjem
rotacione konstante mnogo veći broj rotacionih nivoa postaje dostupan.

6.5 Pokretanjem programa dobijena je vrednost broja π izračunata sa 1000,
10000, 100000, 1000000 i 10000000 tačaka: 3,17± 0,05, 3,15± 0,02, 3,144
± 0,005, 3,139 ± 0,002, 3,1407 ± 0,0005. Vidimo da je više od milion
tačaka potrebno da bi greška odred̄ivanja broja π bila manja od 0,001. Slika
6.12 prikazuje raspored 1000 tačaka korišćenih u simulaciji.

6.6 Tačna vrednost integrala iznosi 1/3. Vrednosti integrala dobijene kori-
šćenjem Monte Karlo metode za 1000, 10000, 100000, 1000000 tačaka,
posle pokretanja programa su: 0,330 ± 0,009, 0,335 ± 0,003, 0, 3332 ±
0,0009, 0,3332 ± 0,0003. Vrednosti integrala dobijene korišćenjem Sim-
posonove metode za 1000, 10000, 100000, 1000000 tačaka su: 0,332335,
0,333233, 0,333323, 0,333332. Integral brže konvergira sa Simpsonovom
metodom. Konvergencija Monte Karlo metode se skalira kao ∼ 1/

√
N , N

je broj tačaka za integraciju.

6.7 Vrednosti integrala dobijene korišćenjem Monte Karlo metode za 1000,
10000, 100000, 1000000 tačaka, posle pokretanja pograma su: 1,06 ± 0,05,
0, 99± 0,01, 1, 001± 0,004, 0,998± 0,001. Potrebno je uzeti više od 10000
tačaka da bi greška Monte Karlo integracije bila manja od 0,01.

6.8 Numerička integracija na mreži daje srednju vrednost 〈x2〉 jednaku pri-
bližno 0,39588. Posmatrajmo sada sliku 6.13 koja prikazuje grafik raspodele
funkcije q(x, y). Primetimo da je raspodela simetrična sa maksimumom
u (0,0). Da bi se Metropolisov Monte Karlo metod uspešno primenio,
potrebno je da simulacija efikasno posećuje tačke u ravni proporcionalno
sa verovatnoćom q(x, y). U ovom zadatku najznačajnije tačke se nalaze
u oblasti od −2 do 2 duž x i y ose. Slika 6.14 prikazuje tačke koje si-
mulacija obilazi tokom 1000 koraka za različite vrednosti širine uniformne
raspodele. Za male vrednosti paramatra delta, kao što je vrednost 0,1,
simulacija neefikasno ispituje raspodelu verovatnoće q(x, y). Za prvih 1000
koraka, slika 6.14a pokazuje da je simulacija obilazila samo tačke u drugom
kvadrantu. Vredost 〈x2〉 u jednoj izvršenoj simulaciji je iznosila 0,333.
Procenat prihvacenih tačaka je bio 97 % što znači da su skoro sve tačke
prihvaćene. Povećanje parametra delta na vrednost 1 dovodi do mnogo
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Slika 6.10: Bolcmanova raspodela zaposednutosti vibracionih nivoa dvoatomskog
molekula: a) T = 300 K, ω = 1000 cm−1, b) T = 500 K, ω = 1000 cm−1, c) T =
300 K, ω = 300 cm−1, d) T = 500 K, ω = 300 cm−1
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Slika 6.11: Bolcmanova raspodela zaposednutosti rotacionih nivoa dvoatomskog
molekula: a) T = 300 K, B = 10 cm−1, b) T = 500 K, B = 10 cm−1, c) T = 300
K, B = 1 cm−1, d) T = 500 K, B = 1 cm−1
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Slika 6.12: 1000 tačaka korišćenih za računanje broja π Monte Karlo metodom.
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Slika 6.13: Konturni grafik raspodele q(x, y). Najuža konturna linija ima vrednost 0,9.
Najšira konturna linija ima vrednost 0,1.
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efikasnijeg uzorkovanja tačaka koje odgovaraju raspodeli q(x, y). Procenat
prihvaćenih pomeraja je 77 %. Vrednost 〈x2〉 koja je dobijena pokretanjem
simulacije je 0,352. Taj broj je mnogo bliži vrednosti 0,39588 nego vre-
dnost dobijena sa malom pomerajima što potvrd̄uje da se funkcija q(x, y)
bolje uzorkuje u ovom slučaju. Uvećanje parametra delta na vrednost
5, dovodi do srednje vrednosti 〈x2〉=0,405. Procenat prihvacenih tačaka
je tada 18 %. Sa slike 6.14c, vidi se da se raspodela q(x, y) veoma do-
bro uzorkuje. Velika vrednost parametra delta = 10, dovodi do toga
da se samo 5 % tačaka prihvata jer su pomeraji tako veliki da je obično
vrednost funkcije q(x, y) u novoj tački veoma mala. Jedna simulacija sa
ovom vrednošću delta daje 〈x2〉=0,433. Stoga, ovaj zadatak pokazuje da
je za Metropolisov Monte Karlo metod veoma bitan izbor odgovarajućeg
pomeraja za uzorkovanje nove tačke. Male vrednosti pomeraja dovode do
toga da se raspodele ne uzorkuju dovoljno dobro, a velike vrednosti pome-
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raja da se veliki broj tačaka odbacuje tokom simulacije. Slika 6.15 prikazuje
tačke koja je simulacija posetila tokom 10000 koraka (vrednost delta je
bila 5). Sa slike se jasno primećuje da se funkcija q(x, y) dovoljno dobro
reprodukuje.

Slika 6.14: Tačke koje su bile posećene tokom simulacije. Ukupan broj tačaka je bio 1000.
Širina uniformne raspodele delta: a) 0,1, b) 1, c) 5, d) 10.
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Slika 6.15: Tačke koje su posećene tokom simulacije. Ukupan broj ispitivanih tačaka je
bio 10000. Širina uniformne raspodele delta je 5.
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6.9.a Procenti prihvaćenih koraka iznose: 4%, 7%, 13%, 25%, 51%, 69% i
81%.

6.9.b 1000000 koraka za uravnotežnjenje sistema je dovoljno da sistem
dosegne termodinamičku ravnotežu pod zadatim uslovima. Slike 6.16 i 6.17
prikazuju fluktuacije potencijalne energije po atomu tokom uzorkovanja za
simulacije sa 200 i 300 atoma. Primećujemo da su fluktuacije stacionarne,
tj. da ne postoje značajno različite fluktuacije potencijalne energije tokom
vremena. Trenutna srednja vrednost potencijalne energije po atomu tokom
uzorkovanja u simulacijama sa 200 i 300 atoma je prikazana na slikama
6.18 i 6.19. Posle početnog većeg odstupanja, srednja vrednost potencijalne
energije ispoljava veoma male fluktuacije što takod̄e sugeriše da je sistem
dobro uravnotežen. Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne en-
ergije po atomu za simulacije sa 200 i 300 atoma je prikazana na slikama
6.20 i 6.21. U početku autokorelaciona funkcija eksponencijalno opada sa
brojem Monte Karlo koraka. Med̄utim, posle nekoliko stotina koraka ona
prikazuje složeniju vremensku zavisnost. Primećujemo da autokorelaciona
funkcija ne postaje jednaka nuli za veliki broj koraka jer je ukupan broj
tačaka koji je uzorkovan nedovoljan da bi se dobila dobra statistika. Pro-
gram računa autokorelaciono vreme integraleći autokorelacionu funkciju.
Iz priloženih slika 6.20 i 6.21 vidimo da će vrednost integrala biti veća od
stvarnog korelacionog vremena, te stoga integraljena vrednost korelacione
funkcije predstavlja samo približno korelaciono vreme. Da bismo dobili
bolju procenu korelacionog vremena, integralili smo samo prvi deo korela-
cione funkcije u kome ona ekponencijalno opada a zatim smo rešili transce-
dentnu jednačinu da bismo našli korelaciono vreme. Rezultati simulacija
sa različitim brojem atoma su sumirani u tabeli 6.3. Iz dobijenih podatak
vidimo da pritisak i potencijalna energija po atomu konvergiraju sa 200
atoma. Primećujemo da se njihove vrednosti izračunate sa 100 i 50 atoma ne
razlikuju značajno od vrednosti dobijene u simulaciji sa 200 atoma. S druge
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strane, simulacija sa 20 atoma daje značajno različite vrednosti potencijalne
energije i pritiska. Dakle, 20 atoma je premali broj čestica za dobijanje bilo
kakvih kvantitativnih rezultata. Primećujemo da korelaciono vreme τ do-
bijeno integracijom autokorelacione funkcije ne konvergira sa povećanjem
broja atoma. Ako iskoristimo samo prvi deo autokorelacione funkcije u
kome ona eksponencijalno opada, dobijene vrednosti korelacionog vremena
τ ′ ispoljavaju konvergenciju sa povećanjem broja atoma. Isto tako, toplotni
kapacitet po čestici c′V izračunat sa τ ′ prikazuje konvergenciju sa brojem
atoma.

Slika 6.16: Potencijalna energija po atomu argona u zavisnosti od broja Monte Karlo ko-
raka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 200
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Tabela 6.3: Izračunata potencijalna energija po atomu v, pritisak P , korelaciono vreme
τ i toplotni kapacitet po atomu cV . τ ′ i c′V su korelaciono vreme i toplotni kapacitet
odred̄eni korišćenjem samo početnog dela autokorelacione funkcije (videti tekst za detaljno
objašnjenje).
Broj čestica 20 50 100 200 300

v −4,78 ± 0,01 −4,39 ± 0,01 −4,45 ± 0,01 −4,415 ± 0,007 −4,415 ± 0,009

P 6,1 7,1 6,9 7,1 7,1

τ 285 260 1063 1400 3669

τ ′ 139 264 573 1302 1472

cV 3,5 2,2 2,9 2,4 3,0

c′V 2,5 2,2 2,3 2,3 2,1
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Slika 6.17: Potencijalna energija po atomu argona u zavisnosti od broja Monte Karlo ko-
raka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 300
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Slika 6.18: Srednja vrednost potencijalne energije po atomu argona u zavisnosti od broja
Monte Karlo koraka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 200
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Slika 6.19: Srednja vrednost potencijalne energije po atomu argona u zavisnosti od broja
Monte Karlo koraka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 300
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Slika 6.20: Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne energije po atomu argona u
zavisnosti od broja Monte Karlo koraka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 200
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Slika 6.21: Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne energije po atomu argona u
zavisnosti od broja Monte Karlo koraka. ρ = 0,8, T = 2,0, N = 300
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6.9.c Grafici zavisnosti izračunatih pritisaka i potencijalnih energija po ato-
mu od gustine zajedno sa podacima dobijenim u sumulaciji Džonsona i
saradnika (ref. 16) su prikazani na slikama 6.22 i 6.23. Primećujemo da se
izračunate vrednosti odlično slažu sa vrednostima koje su dobili Džonson i
saradnici.

6.10.a Verleov algoritam ne važi za dugačke vremenske korake jer je on
izveden tako što je nekoliko prvih članova u Tajlorovom razvoju položaja
atoma zadržano. Da bi razvoj sa malim brojem članova važio, potrebno je
da vremenski korak bude dovoljno mali. Slika 6.24 prikazuje ukupnu, po-
tencijalnu i kinetičku energiju po atomu u zavisnosti od broja koraka u si-
mulaciji za različite dužine vremenskog koraka. Sa slike se jasno primećuje
da korak dužine 0,02 ne očuvava ukupnu energiju. Takod̄e, mada manje
uočljivo je da ukupna energija osciluje u simulaciji sa korakom dužine
0,01. Te oscilacije su mnogo manje u simulacijama sa dužinom koraka
0,005 i 0,002. Da bismo kvantitativno procenili fluktuacije ukupne en-
ergije, izračunati su srednji relativni pomeraji ukupne energije za različite
vremenske korake (tabela 6.4). Koraci dužine 0,005 i 0,002 daju relativne
pomeraje energije od 2,0× 10−4 i 4,0× 10−5 respektivno. Prva vrednost je
već dovoljna da bi se smatralo da je ukupna energija očuvana. Za simulacije
dinamike argona bi se stoga preporučio korak dužine 0,005 u redukovanim
jedinicama.
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Slika 6.22: Izračunat pritisak argona (kružići) i vrednosti koje su dobili Džonson i sarad-
nici(zvezdice).
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Slika 6.23: Izračunate potencijalne energije po atomu argona (kružići) i vrednosti koje su
dobili Džonson i saradnici (zvezdice).
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Tabela 6.4: Srednji relativni pomeraj ukupne energije ∆E u zavisnosti od dužine vremen-
skog koraka ∆t u redukovanim jedinicama za integraciju jednačina kretanja (ρ = 0,8, T =
1,0, N = 50).

∆t ∆E
0,02 1,1 × 10−1

0,01 1,8 × 10−3

0,005 2,0 × 10−4

0,002 4,0 × 10−5

Slika 6.24: Ukupna, potencijalna i kinetička energija po atomu argona u zavisnosti od broja
koraka u simulaciji (ρ = 0,8, T = 1,0, N = 50). Dužina koraka za integraciju jednačina
kretanja iznosi: a) 0,02 b) 0,01 c) 0,005 d) 0,002.
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6.10.b Grafik zavisnosti izračunatih pritisaka od gustine zajedno sa podaci-
ma dobijenim u sumulaciji Džonsona i saradnika (ref. 16) je prikazan na
slici 6.25. Izračunate vrednosti pritiska se odlično slažu sa vrednostima
dobijenim od strane Džonsona et al.

6.10.c Radijalna funkcija raspodele pojednostavljeno govoreći predstavlja
relativnu verovatnoću u odnosu na verovatnoću za idealni gas da se atom
nad̄e na rastojanju r od drugog atoma koja se nalazi u koordinatnom poče-
tku. Integral radijalne funkcije raspodele od nula do rastojanja r je jed-
nak srednjem broju atoma koji se nalazi unutar sfere radijusa r sa cen-
trom u atomu smeštenom u koordinatnom početku. Posebno interesantan
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Slika 6.25: Izračunat pritisak argona(kružići) i vrednosti koje su dobili Džonson i saradnici
(zvezdice).
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Slika 6.26: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izračunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T = 1,0 i ρ = 0,008. Dve konfiguracije atoma tokom
simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.27: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izračunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T = 1,0 i ρ = 0,8. Dve konfiguracije atoma tokom
simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.28: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izračunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T = 1,0 i ρ = 2,0. Dve konfiguracije atoma tokom
simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.29: Raspodela x-komponente brzine argona dobijena u simulacijama sa
parametrima: Nparticle = 100, T = 0,8, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt
= 0,005 ro = 0,8
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slučaj se odnosi na površinu ispod prvog maksimuma radijalne funkcije
raspodele koja odgovara koordinacionom broju atoma argona. Zbog toga,
radijalna funkcija raspodele predstavlja značajan izvor informacija o struk-
turi argona u odred̄enom termodinamičkom stanju. Potencijal srednje sile
je energija koju je potrebno uložiti da bi se dva atoma argona dovela sa
beskonačnog rastojanja na rastojanje r a koja je usrednjena na konfigu-
racije ostalih atoma. Slike 6.26, 6.27 i 6.28 prikazuju radijalnu funkciju
raspodele, potencijal srednje sile i dve konfiguracije atoma tokom simu-
lacije. Zbog periodičnih uslova, radijalna funkcija raspodele se odred̄uje
samo do rastojanja r = L/2. Argon se na gustini ρ = 0,008 i temper-
aturi T = 1,0 nalazi u gasnom stanju. U tom slučaju, radijalna funkcija
raspodele ima samo jedan maksimum koji se nalazi na rastojanju r ≈ 1,
što odgovara rastojanju ispod kog potencijalna energija argona naglo raste
(slika 6.26). Na većim rastojanjima ona brzo opada na jediničnu vrednost
što odgovara relativnoj gustini idealnog gasa. Nepostojanje više maksi-
muma u radijalnoj funkciji raspodele ukazuje da argon u gasnoj fazi nema
ured̄enost, tj ima strukturu idealnog gasa. Potencijal srednje sile je tada
veoma sličan Lenard-Džonsovom potencijalu. To znači da ostali atomi ne
utiču na interakciju dva izabrana atoma. Povećanje gustine sto puta dovodi
do promena u strukturi argona. Termodinamičko stanje ρ = 0,8, T = 1,0
odgovara tečnom stanju. U radijalnoj funkciji raspodele javljaju se dodatni
maksimumi na rastojanjima r ≈ 2, 3, ... koji impliciraju ured̄enost argona
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na daljinu (slika 6.27). Na istim rastojanjima se javljaju minimumi u poten-
cijalu srednje sile. Dodatnim povećanjem gustine na vrednost ρ = 2,0 dobija
se argon u čvrstom stanju. Kristalna struktura argona je vidljiva iz grafičkog
prikaza konfiguracija atoma (slika 6.28). Radijalna funkcija raspodele tada
ima komplikovaniju strukturu koja oslikava strukturu kristalne rešetke.

6.10.d Raspodela x komponente brzine atoma argona je prikazana na slici
6.29. Ona ima Gausovu zavisnost, tj. pretstavlja Maksvelovu raspodelu
brzina.

6.10.e Slika 6.30 prikazuju autokorelacionu funkciju brzine i srednji kvadratni
pomeraj atoma argona za temperaturu T = 0,76 i gustinu ρ = 0,85. Koefi-
cijent difuzije argona izračunat pomoću ove parametre iznosi 1,86 ×10−5 i
1,82 ×10−5 cm2/s.

Slika 6.30: (a) Autokorelaciona funkcija brzine atoma argona za parametre T = 0,76 ρ =
0,85 (b) Srednji kvadratni pomeraj atoma argona za parametre T = 0,76 ρ = 0,85.
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