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PREDGOVOR

Zbirka zadataka je prvenstveno namenjena studentima Fakulteta za fizicku
hemiju koji slusaju kurs Statisticke termodinamike, mada moZze biti od ko-
risti 1 ostalim ¢itaocima zainteresovanim za razumevanje ove tematike. Zbi-
rka se sastoji od Sest poglavlja koja obraduju razlicite tematske celine. U
prva dva poglavlja se nalaze zadaci vezani za odredene matematicke pro-
bleme Cije je razumevanje neophodno za savladavanje ostalih zadataka u
zbirci, kao Sto su Lezandrova transformacija, Gama funkcija, kombina-
torika i verovatnoca. Trece poglavlje se odnosi na zadatke vezane za Te-
rmodinamiku. Termodinamika se detaljno izucava na drugim kursevima te
su stoga ovde dati zadaci koji su posebno bitni za razumevanje statisticke
termodinamike. Posebna paZnja je posvecena termodinamickim potenci-
jalima jer se oni direktno izraCunavaju iz particionih funkcija u statisti¢koj
termodinamici. Cetvrto poglavlje se odnosi na zadatke vezane za primenu
razlicitih ansabala na jednostavne sisteme. Takvi zadaci daju uvid u odnose
izmedu razlicitih ansambala. Peto poglavlje sadrzi zadatke vezane za ide-
alne sisteme kao sto su gasovi, hemijska ravnoteza, kristalne reSetke i adso-
rbcija. Njima su pridruzeni zadaci iz Maksvelove raspodele brzina. Posle-
dnje poglavlje se odnosi na reSavanje realnih sistema pomocu racunarskih
simulacija u programskom paketu Matlab ili Oktave. Posto studenti Faku-
Iteta za fizicku hemiju nisu upoznati sa radom u ovim programima, dat je
kratak pregled najvaznijih naredbi koje su korisne za reSavanje zadataka.
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vi PREDGOVOR

Dva najznacajnija zadatka u ovom poglavlju su posveéena odredjivanju te-
rmodinamickih osobina argona pomo¢u Monte Karlo metode i molekulske
dinamike.

Autor posebnu zahvalnost izrazava recezentima, akademiku profesoru
emeritusu dr Miljenku Pericu, profesorki dr Ljiljani Kolar-Ani¢ i vandre-
dnom profesoru dr Goranu Popari¢u na korisnim sugestijama koje su popra-
vile rukopis knjige. Takode, zahvaljujem studentu Branislavu Milovanovicu
na uo¢enim propostima u rukopisu.

M. ETINSKI
Beograd, maj 2017 g.



POGLAVLJE 1

MATEMATIKA

LeZandrova transformacija

LeZandrova (Legendre) transformacija se primenjuje u termodinamici za
definisanje termodinamickih potencijala. U njenoj osnovi nalazi se dualnost
izmedu geometrije tacke i geometrije linije. Svaka kriva u ravni se moze
predstaviti kao geometrijsko mesto tacaka koje zadovoljavaju jednacinu
Y = Y(X) ili kao ovojnica familije tangenti koje su definisane nagibom
P = dY/dX i odse¢kom na y osi ¢)(P). Lezandrova transformacija daje
vezu izmedu funkcija Y = Y(X) i ¢(P).

1.1 Izvesti jednacine LeZandrove transformacije i njene inverzne transfor-
macije.

1.2 Nadi Lezandrovu transformaciju funkcije Y = AX? a zatim i njenu
inverznu transformaciju.

1.3 Naci Lezandrovu transformaciju funkcije Y = AePX a zatim i njenu
inverznu transformaciju.

1.4 Dati uvopStenje LeZandrove transformacije i njene inverzne transfor-
macije za funkciju viSe promenjivih Y = Y (X1, X, ..., X,,).




2 MATEMATIKA

1.5 Odrediti Lezandrovu transformaciju funkcije Y = A;eP1X1 4 A,eB2X2,

1.6 Objasniti parcijalnu LeZandrovu transformaciju na primeru funkcije
dve promenjive Y = Y (X7, X5) koja nastaje zamenom koordinate X; sa
P, dok druga koordinata X, ostaje nepromenjena.

1.7 Odrediti parcijalnu LeZzandrovu transformaciju funkcije Y = X? +
In X5 za promenjivu X5 a zatim 1 njenu inverznu transformaciju.

Gama funkcija

Gama funkcija I'(z) predstavlja uopStenje faktorijela na realne (i komplek-
sne) brojeve. Za celi broj n vazi: n! = I'(n + 1) dok za realni broj ¢ vazi:
I'(t + 1) = tI'(t). Gama funkcija se definiSe preko integrala:

I(t) = /00 o le  dx (1.1)
0

Cesto se u zadacima iz statisticke termodinamike javljaju integrali koji se
posle transformacije koordinata mogu svesti na gama funkciju Cije reSenje
je poznato.

1.8 Koristedi parcijalnu integraciju pokazati da vazi: I'(x + 1) = zI'(z).
1.9 PokazatidajeI'(1) =1iT(2) = 1.
1.10 Dokazati da vazi I'(1/2) = /7, a zatim izratunati ['(7/2).

1.11 Koriste¢i gama funkciju izraCunati integral:

I:/ x”e‘“xgdx, a>0 (1.2)
0

1.12 Izvesti Stirlingovu (Stirling) aproksimaciju:
In(N!) ~ NInN — N (1.3)
Kombinatorni problemi

U sledeé¢im zadacima ¢emo se posvetiti problemu prebrojavanja elemenata
skupa. Takvi problemi se zovu kombinatorni problemi. Ako pokuSamo da
prebrojimo sve elemente nekog diskretnog skupa videcemo da je to Cesto
tesko i dugotrajno. Zbog toga je osmisljeno nekoliko jednostavnih kombi-
natornih pravila koja ubrzavaju prebrojavanje elemenata skupa.

1.13 Odrediti broj nacina da se n objekata rasporedi u nizu.
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1.14 Odrediti broj nacina da se n objekata uzme iz vece grupe od m obje-
kata.

1.15 Dokazati da za binomne koeficijente vaze jednakosti:

a)
()-(")
T n—r
b)
() () -0
r r+1 r+1
c)

(-0

1.16 Student fizicke hemije treba da izvuce tri od trideset pitanja na ispitu.
Na koliko nacina to moZe da uradi?

1.17 Na koliko nacina se sedam razli¢ito obojenih kuglica moZe raspore-
diti na:

a) pravoj liniji?

b) kruznoj ogrlici?

1.18 Odrediti broj nacina da se NV istovetnih kuglica raspodeli na M ku-
tija, ako svaka kutija moze da sadrzi proizvoljan broj kuglica.

1.19 Odrediti broj nacina da se N istovetnih kuglica raspodeli na M kutija
(M > N), ako svaka kutija moze da sadrzi samo jednu kuglicu.

1.20 U ovom zadatku razmatramo adsorbciju atoma na adsorbcionim me-
stima, tako da viSe atoma moZe da se adsorbuje na jedno adsorbciono mesto.
Neka je maksimalan broj atoma koji mogu da se adsorbuju m. U nekom
konkretnom slucaju, a je broj adsorbcionih mesta sa O adsorbovanih atoma,
ay je broj adsorbcionih mesta sa 1 adsorbovanim atomom, a, je broj ad-
sorbcionih mesta sa 2 adsorbovana atoma, ... i a,, je broj adsorbcionih
mesta sa m adsorbovanih atoma. Odrediti broj nacina da se na M ad-
sorbcionih mesta rasporede atomi tako da brojevi adsorbovanih atoma na
adsorbcionom mestu gde moZze da se adsorbuje 0, 1, 2, 3, ..., m atoma odgo-
varaju brojevima ay, as, ..., a,, respektivno.






RESENJA ZADATAKA

1.1 Koeficijent pravca P tangente funkcije Y = Y (X) utacki X je povezan
sa odseckom v (P) tangente preko jednacine (slika 1.1):

Y —9
X -0
Iz ove jednaCine se direktno dobija definicija Lezandove transformacije
Y(P) =Y — PX. Dakle, Lezandova transformacija ¢ (P) funkcije Y =
Y (X) se odreduje tako §to se prvo difrenciranjem funkcije Y = Y (X)
dobije zavisnost njenog izvoda P od nezavisne promenjive X: P = P(X).
Iz te jednacine se X izrazi kao funkcija od P: X = X(P). Zamenom
X = X(P) ujednadinu Y = Y (X) dobijamo funkciju Y = Y (P). Na taj
nacin smo dobili X i1 Y izraZene preko P. Njih zamenjujemo u jednacinu
¥(P) = Y — PX da bismo odredili Lezandrova transformacija funkcije
Y = Y (X). Inverzna Lezandrova transformacija predstavlja transformaciju
koja vraca funkciju ¢(P) u originalnu funkciju Y = Y (X). Podimo prvo
od difrencijala:

P = 1.7

dy(P) = dY — PdX — XdP = —XdP (1.8)

Iz njega sledi da je X = —diy(P)/dP. Odatle moZemo izraziti 1)(P) kao
funkciju od X. To dalje koristimo da bismo nasli P(X) iz zavisnosti ¢)(P).

5



6 RESENJA ZADATAKA

Slika 1.1: Grafik funkcije Y = Y (X) i njena tangenta u tacki X.
A

Y Y=Y(X)

yp = YP)

»
»

0 X X

Na kraju zamenimo funkcije )(P) i P uizraz Y = ¢(P) + PX S§to daje
pocetnu funkciju Y = Y (X).

1.2 Izvod funkcije Y = AX? po X jednak je P = dY/dX = 2AX. Iz
ove jednacine se dobija da je X = P/(2A). Zamenom X (P) uizraz Y =
AX? dobijamo Y = P?/(4A). Tada je LeZzandrova transformacija funkcije
Y = AX? jednaka ¢(P) = Y — PX = —P?/(4A). Nadimo sada in-
verznu LeZandrovu transformaciju. Podimo od izraza X = —di(P)/dP =
P/(2A). 1z njega mozemo izraziti P kao funkciju od X: P = 2AX. Za-
menom P(X) uizraz 1(P) = —P?/(4A) dobijamo da je ¢(P) = —AX?.
Na kraju zamenimo P(X) i ¢/(X) ujednacinu Y = ¢(P) + PX da bismo
dobili poéetnu funkciju Y = AX?2.

1.3 Izvod funkcije Y = AeP¥ jednak je P = dY/dX = ABeBX. lzrazi-
mo X kao funkciju od P: X = (In(P/(AB)))/B. Zamenom X (P) u
funkciju Y = AePX dobijamo da je Y(P) = P/B. Lezandrova trans-
formacija funkcije Y = AePX jednaka je v(P) = Y — PX = P/B —
(PIn(P/(AB)))/B. Inverznu Lezandrova transformacija funkcije ¢ (P)
nalazimo tako $to prvo nademo izvod X = —di)(P)/dP = (In(P/AB))/B.
Iz njega izrazimo P kao funkciju od X: P = ABePX. Zamenom P(X)
uizraz ¢)(P) = P/B — (PIn(P/(AB)))/B dobijamo ¢(X) = AeBX —
ABXePX. Tada je orginalna inverzna LeZandrova transformacija jednaka
Y = ¢(P) + PX = AePX,

1.4 Funkcija n-promenjivih, Y = Y (X3, X, ..., X,,) predstavlja hiperpovrs
u prostoru (X7, Xo, ..., X,,, Y). Ta povrs je geometrijsko mesto tacaka koje
zadovoljavaju jednacinu Y = Y (X3, X5, ..., X,,) ali je takode i ovojnica
tangetnih ravni. Tangentne ravni su odredene njihovim presekom ) sa Y
osom 1 nagibima Py, P, ....P, duz Y-X;, Y-Xo, ..., Y-X,, ravni. Da bi



RESENJA ZADATAKA 7

se odredila Lezandrova transformacija funkcije Y = Y (X3, Xo, ..., X,,)
potrebno je iz jednacina P, = 0Y/0X,, Py, = 0Y/0Xo, ..., P, = 0Y/0X,
1Y =Y (X4, Xy, ..., X,,) izraziti X, Xs, ..., X, 1Y kao funkcije od Py, P,
...y P,. Njihovom zamenom u jednacinu:

(P, Py, P) =Y = ) PX; (1.9)
=1

dobijamo Lezandrovu transformaciju funkcije Y = Y (X3, Xs, ..., X,,). In-
verzna Lezandrova transformacija funkcije ¢ ( Py, P, ..., P,) se dobija tako
Sto se iz jednacina Xy = —0y /0P, Xy = —0¢ /0P, ..., X,, = —0¢ /0P,
iY(Py, P, ..., P,) izraze Py, P, ..., P, i ¢ kao funkcije od X1, Xo, ..., X,
i zamene u izraz:

Y =¢(X1, Xo, .., X)) + Y PX; (1.10)
=1

1.5 Parcijalni izvodi funkcije Y (X7, X3) po X; i X3 jednaki su P, = A1 By
ePrX1 i Py = AyByeP?X2. 1z njih se mogu izraziti X; i X, kao funkcije
P1 1 PQ: X1 = (11'1(P1/(A1B1)))/B1, X2 = (1H<P2/(A2B2)))/BQ Tada
je Y = P/B; + P,/Bs, i Lezandrova transformacija je jednaka slede¢em
1zrazu:

w = Pl/Bl -+ PQ/BQ — Pl(ln(Pl/(AlBl)))/Bl — P2(ln(P2/(A2B2)zi/1B;2)

1.6 Cesto nas interesuje LeZandrova transformacija koja se izvrSava u pot-
prostoru ukupnog prostora na kome je definisana funkcija Y. Takvi primeri
su termodinamicki potencijali koji predstavljaju parcijalne LeZandrove trans-
formacije unutraSnje energije ili hamiltonijan u klasi¢noj mehanici, koji se
dobija parcijalnom LeZandrovom transformacijom lagranZijana. Pokazimo
sada kako se dolazi do parcijalne Lezandrove transformacije funkcije Y =
Y (X3, X3) tako da se samo promenjiva X; menja njenim izvodom P;.
Izvod P; po X jednak je: P, = 0Y/0X;. Iz te jednaline moZemo da izra-
zimo X kao funkciju od P; i X5. Zamenom X u funkciju Y (X, X5) dobi-
jamo Y (Py, X5). Tada je parcijalna LeZandrova transformacija (P, X;) =
Y (P, X5)— X, P;. Inverzna LeZandrova transformacija funkcije ¢ ( Py, X;)
se dobija tako §to se iz izvoda X; = 0v/0P; izrazi P; i to zameni u v i na
kraju izraCuna Y = w(Xla XQ) + lel-

1.7 Izvod funkcije Y po promenjivoj X, jednak je P = 0Y /00Xy = 1/X5.
Stogaje Xy = 1/P,1Y = X?—InP,. Trazena parcijalna Lezandrova trans-
formacijaje (X, P») = Y =X, P, = X?—1—InP,. Nadimo sada inverznu
LeZandrovu transformaciju ove funkcije. Izvod funkcije (X7, P») po P,
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daje Xy = —0¢(Xy, P»)/0OP, = 1/P,. 1z ovog izraza predstavimo P, kao
funkciju XQZ P2 = 1/X2 Zamenimo PQ(XQ) u w(Xl, PQ): w(Xl, XQ) =
X? — 1 + InX,. Tada je inverzna Lezandrova transformacija jednak Y =
¢(X1, Xg) + X2P2 = X12 + lnXg.

1.8 Gama funkcija od x + 1 jednaka je:
[(x+1)= / et dt (1.12)
0

Iskoristimo smenu v = t%,du = xt* 'doidv = e ldt,v = —e ! za

parcijalnu integraciju. Tada se I'(z + 1) transformise u xI'(x):

D(z+1)=—t¢e"

+a:/ e 'l dt = 2T(x) (1.13)
0 0

jer je ¢lan —t*e~" u granicama od 0 do oo jednak nuli.

1.9 Koristimo definiciju gama funkcije:

I'l) = / e tdt = —e"
0

=1 (1.14)
0

o0

—1 (1.15)

0

['2) = /OO te tdt = (—te " —e")

0

1.10 Podimo od definicije gama funkcije:
1 e
=)= d 1.16
<2> /0 Vi (10
Uvedimo smenu ¢ = /x koja transformiSe integral u:

1 o0 o0
T <§> — 2/ e dt :/ e dt 1.17)
0 —00

Kvadrat I'(1/2) jednak je:

/ / e~ ) dtdy (1.18)

Ovaj integral se reSava smenom w i ¢ koordinata u polarne koordinate r i 6
(u = rsind, t = rcosb):

0o 2 0o
/ dr/ e rdf = 27r/ e rdr (1.19)
0 0 0
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Smena x = 72, dr = 2rdr olakSava izraGunavanje integrala po r:

1\? >
r (—) = 7r/ e fdr=m (1.20)
2 0

Stoga je I'(1/2) = /7. Gama funkcija od 7/2 jednaka je:
7 5 3 1 1
r (_> =2 ST = 15Y7 (1.21)
1.11 Ovaj integral se reSava smenom t = ax?, x = +/t/a,
dx = y/a/tdt/(2a):

1 o 1 1
I:—/ V2120t gt = F(”+ ) (1.22)

2¢qm+1)/2 0 92q(n+1)/2 2

1.12 Podimo od definicije gama funkcije:
N! = / e 2aNdr = / N dg (1.23)
0 0

Ako funkcija z(z) = In(z) — /N poseduje maksimum u tacki xy, onda
¢e njena maksimalna vrednost z(xy) pomnoZena sa N najviSe doprinositi
integralu jer ¢e ta vrednost joS biti eksponencijalno uve¢ana. Maksimum
funkcije z(z) se nalazi u tacki xy = N iiznosi In(/V) — 1. Stoga vazi:

NI ag Nn(@V)-1) (1.24)

paje:
In(N!) =~ NIn(N) — N (1.25)
Citaocu ostavljamo da nade korekcije viSeg reda tako 3to ¢e funkciju z(x)

razviti u Tejlorov red po z u okolini tacke o = N i onda integraliti funkciju
6N(z(zg)+0.5(x—:r;0)2z”(:r;o)+...)'

1.13 Ovaj problem se svodi na prebrojavanje razlicitih rasporeda objekata.
Uzmimo jednostavan primer tako da imamo tri objekta A,B 1 C. Oni se onda
mogu rasporediti na sledecih Sest nacina: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA. Primetimo da smo na prvom mestu u nizu mogli da izaberemo bilo
koji od tri objekta A, B i C. Kada jednom izaberemo neki objekat, onda na
drugo mesto moZemo da izaberemo bilo koji od preostala dva objekta a na
treCe mesto ostaje samo jedan objekat. PoSto su izbori elemenata za prvo,
drugo i treCe mesto iskljucivi dogadaji, ukupan broj razli€itih rasporeda je-
dnak je proizvodu 3 - 2 - 1 = 3! = 6. U opstem slucaju sa n objekata, broj
razli¢itih rasporeda iznosi n!.
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1.14 Ako se svaki put objekat koji se uzme iz grupe vraca u grupu tada pos-
toji m nacina da se uzme prvi objekat, m nacina da se uzme drugi, ... i m
naCina da se uzme n-ti objekat. Stoga broj nacina da se uzme n objekata
iz veCe grupe od m objekata sa vraCanjem je m". Ako se svaki put kada
se objekat uzme on ne vraca u grupu, broj elemenata u grupi se smanjuje.
Ovde treba da razlikujemo dva slucaja: kada je redosled izvucenih eleme-
nata bitan ili kada nije bitan. Posmatrajmo sada prvi slucaj gde je redosled
izvuCenih objekata bitan. Tada postoje m nacina da se izvuce prvi objekat,
m — 1 drugi, ... im —n + 1 da se izvuce n-ti objekat. Stoga je ukupan broj
nacina uzimanja n objekata iz vece grupe od m objekata kada je redosled
izvlacenja bitan:

m!
(m —n)!

Ovaj broj se Cesto oznacava sa P"'. Posmatrajmo sada drugi slucaj gde je
redosled izvucenih objekata nebitan. Tada je broj razlicitih na¢ina manji od
m!/(m — n)! jer nije bitan redosled izvucenih objekata i bilo koji raspored
izvuCenih objekata je podjednako odgovarajuéi. PoSto smo u prethodnom
zadatku pokazali da postoji n! nacina da se rasporedi n izvuCenih objekata,
ukupan broj izvlacenja treba podeliti sa n!. Stoga je ukupan broj nacina
izbora n objekata iz vee grupe od m objekata kada je redosled izvlacenja
nebitan m!/ ((m — n)!n!). Ovaj broj se naziva binomni koeficijent C"*:

m m!
(n) - (m —n)In! (1.27)

Podsetimo se da se binomni koeficijenti pojavljuju u razvoju n-tog stepena

binoma:
(z+y)" =) <m> "y (1.28)

n=0 n

m(m—1)(m—2)..(m —n+1) = (1.26)

Uopstenjem binomnih koeficijenata dolazi se do multinomnih koeficijenata:

N N!
= (1.29)
ninag... N nl'ng'nk'

uz uslov da je ny+ns+...+n, = N. Multinomni koeficijenti su koeficijenti
u razvoju /N-tog stepena multinoma:

ning... Nk

N
(11,1 +oxg —f—[Ek)N — ( ) x?leQ:L’Z’“ (1.30)

uzuslovdajen; +no+ ... +np = N.
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n n n! n!
<r> * <7~+1> T D m—r—1)

Cnl((r+1)+(n—-1)) (n+1)! (n+1
o r+Dn=r)!  rH+D(n—r) (r + 1) (132)

1.15.¢ U izraz za razvoj binoma:

(z+y)™ =) (7:) "y (1.33)

n=0

zamenimo x = 11y = 1. Tada dobijamo:

om — Em: (m) (1.34)

n=0

1.16 Ovaj zadatak pripada problemima izvlacenja objekata bez vracanja u
slucaju kada redosled izvlacenja nije bitan. Stoga je ukupan broj nacina

izvlaCenja pitanja jednak:
30
( 5 ) = 4060 (1.35)

1.17.a Broj nacina rasporedivanja jednak je 7! = 5040

1.17.b Na kruznoj ogrlici apsolutini polozZaj nije bitan nego je bitan ra-
spored suseda. Stoga, ukupan broj nacina rasporedivanja jednak je 6! =
720.

1.18 Svaka kutija moZe imati 0, 1, 2, 3, ..., IV kuglica. Zamislimo da su
kuglice poredane u niz i da moZemo izmedu kuglica da ostavljamo pregrade
kojih ima M-1. U tom slucaju, broj kuglica izmedu pregrada predstavlja
broj kuglica koju ima odredena kutija. Tada se broj razli¢itih rasporeda
kuglica po kutijama svodi na rasporedivanje pregrada izmedu kuglica. Uku-
pan broja nacina rasporedivanja pregrada izmedu kuglica jednak je broju
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nacina uzimanja M -1 pregrada od ukupnog broja objekata (pregrada i kugli-
ca) N+ M — 1:

(N+M—1> (N M 1) (136

M-—1 (M —1)IN1

1.19 U ovom slucaju broj nacina rasporedivanja kuglica jednak je broju
nacina odabira kutija:

MY (M)! (137)
N) (M- N)IN! ‘
1.20 U ovom slucaju broj nacina rasporedivanja atoma po adsorbcionim
mestima jednak je:
M M!
= — (1.38)
ag1as...Qy, aolalas!...a,!

Uzuslovdajeag+ay + ... +a, =M



POGLAVLJE 2

VEROVATNOCA

Razmatranje osobina sistema sa velikim brojem Cestica zahteva primenu
statistickih metoda zasnovanih na verovatno¢i. U ovom poglavlju su dati
zadaci koji se odnose na slu¢ajnu promenjivu i njenu raspodelu verovatnoce.
Slucajna promenjiva je definisana pomocu skupa moguéih vrednosti prome-
njive i raspodele verovatnoce nad tim skupom. Skup vrednosti prome-
njive moZze biti diskretan (konacan ili prebrojivo beskonacan) ili neprekidan
(neprebrojivo beskonacan). Takode, skup nad kojim je definisana slucajna
promenjiva moze biti jednodimenzionalan ili viSedimenzionalan. Raspodela
verovatnoée je funkcija normirana na jedinicu koja uzima pozitivne vre-
dnosti. Ona je povezana sa frekvencijom pojavljivanja vrednosti prome-
njive u nezavisnim realizacijama izvodenja eksperimenta. Pojednostavljeno
govoreci, ako se vrednost A sluCajne promenjive pojavljuje m puta u ve-
likom broju n realizacija, onda je verovatnoca nalaZenja vrednosti A bliska
vrednosti m /n.

2.1 Odrediti skup na kome su definisane sledece slucajne promenjive:
a) rezultat bacanja novcica;
b) rezultat bacanja kockice;
c) kineticka energija molekula;

13
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d) broj vodoni¢nih veza molekula etanola u vodi;
e) polozaj proizvoljnog molekula gasa u sudu oblika kocke ¢ija je
ivica duZine L;

f) brzine proizvoljnog para molekula;

g) vreme izmedu sudara proizvoljnog molekula sa drugim molekulima.
2.2 Definisati srednju vrednost, m-ti moment i centralni moment za sluca-
jnu promenjivu A sa:

a) diskretnom raspodelom F;

b) neprekidnom raspodelom P(A).

2.3 Predstaviti drugi centralni moment (varijansu) koristeci prvi i drugi
moment slucajne promenjive A.

2.4 Slucajna promenjiva x definisana na intervalu [a,b] 1 ima uniformnu
raspodelu verovatnoce:

P(x)

= , T € la,b 2.1

b—a z € o) @D
Odrediti verovatnoc¢u da se promenjiva x nade u intervalu [c,d] koji se sadrZzi
u intervalu [a,b].

2.5 Neka se novci¢ baca N puta. Pokazati da je verovatnoca da se glava
pojavi tacno n puta data izrazom:

N
P(n)=27% <n> ., n=0,1,2,3,....N (2.2)

2.6 Ako se kockica baca 10 puta, kolika je verovatnoca da ¢e se broj 6
pojaviti dva puta?

2.7 Naci srednju vrednost i varijansu binomne raspodele verovatnoce:

N!
" n=0,1,2,.., N (2.3)

P = =

uzuslovp+q=1.

2.8 Gausova (Gauss) raspodela gustine verovatnoce je data slede¢om funkci-

jom:

1
P(z) = _6_(:,;_%)2/202’ —00< T <00 2.4)

vV 2mo?

Naci srednju vrednost i varijansu Gausove raspodele.

2.9 Poasonova (Poisson) raspodela verovatnoce je data sledeCcom funkci-
jom:
P(n) = ea

—, n=0,1...,00 (2.5)
n!
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Nadi srednju vrednost i varijansu Poasonove raspodele.

2.10 Sud zapremine V' sadrZzi N molekula. Neka je n molekula u delu
suda zapremine v. PoSto molekuli mogu slobodno da ulaze i izlaze iz dela
suda sa zapreminom v, onda broj molekula u tom delu suda fluktuira i pred-
stavlja slu€ajnu promenjivu. Verovatnoca da se molekul nade u zapremini v
jednaka je v/V:
a) nadi raspodelu verovatnoce P(n) za slu¢ajnu promenjivu n;
b) pokazati dakadasu N iV veliki onda P(n) postaje aproksimativno
jednaka Poasonovoj raspodeli;
c) pokazati da kada su NV i n veliki onda P(n) postaje aproksimativno
jednaka Gausovoj raspodeli.

2.11 Autor ove knjige Cesto pregleda studentske zadatke. On je primetio
da na 100 pregledanih zadataka prose¢no napravi jednu greSku u ocenji-
vanju. Ako je do sad pregledao 1000 zadataka, odrediti verovatnocu da je
pogresno ocenio 10 zadataka:
a) koristec¢i binomnu raspodelu;
b) koriste¢i Poasonovu raspodelu. Da li se dobija isti rezultat kao pod
a)?

2.12 Maksvel (Maxwell) je izveo izraz za raspodelu brzina molekula gasa
tako Sto je pretpostavio da raspodela zavisi samo od inteziteta brzine i
da su komponente brzine statisti¢ki nezavisne. Pokazati da ove dve pret-
postavke daju Gausovu gustinu raspodele verovatnoce za komponente brzi-
na molekula.
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2.1.a Ishod bacanja nov¢ica pripada skupu {pismo,glava}

2.1.b Ishod bacanja kockice pripada skupu {1,2,3,4,5,6}.
2.1.c Kineticka energija molekula K je realni broji K € (0, 00).
2.1.d Broj vodoni¢nih veza N je ceo broji N € (0, 00).

2.1.e Polozaj molekula 7 = e, + yé, + z€, je trodimenzionalni vektor nad
skupom realnih brojeva x,y, z € (=L, L).

2.1.f Brzine para molekula{?;, 5} su uredeni par dva vektora ¢ije kompo-
nente uzimaju vrednost (—oo, 00).

2.1.g Vreme izmedu sudara 7 je realna promenjiva, 7 € (0, 00).

2.2.a Srednja vrednost diskretne slucajne promenjive A se definiSe na sledeci
na¢in: (A) = >, A;P,. m-ti moment diskretne slucajne promenjive A,
(A™) jednak je >, A" P;. m-ti centralni moment diskretne slu¢ajne prome-
njive A, ((A — (A))™) jednak je > .(A; — (A))"P,.

2.2.b Srednja vrednost neprekidne slucajne promenjive A, (A) jednaka je
integralu [ AP(A)dA. m-ti moment neprekidne slu¢ajne promenjive A,
(A™) jednak je [ A™P(A)dA a m-ti centralni moment iznosi

17
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J(A = (A)"P(A)dA.

2.3 Varijansa slu¢ajne promenjive A jednaka je: ((0A4)%) = ((A—(A))?) =
(A% — 2A(A) + (4)%)) = (4%) — 2(A)* + (A)* = (4%) — (4)%

2.4 Verovatnoca nalaZenja slucajne promenjive z u intervalu [c,d] jednaka

je integralu:
d d 1 d—c
J R e 26)

2.5 Uzastopna bacanja novcica su statisticki nezavisni dogadaji. Svako ba-
canje novc¢ica ima kao ishod dobijanje glave ili pisma. Neka je verovatnoca
da se dobije glava jednaka p, a verovatnoca da se dobije pismo . Posto
postoje samo dva ishoda bacanja novcica vazi p + ¢ = 1. Pretpostavimo
da se u NV bacanja novcica glava pojavila n puta. Tada se pismo poja-
vilo N — n puta. Broj razli¢itih nacina da se glava pojavi n puta iznosi
N!/ (n!(N — n)!). Posto su uzastopna bacanja nov¢ica nezavisni dogadaji,
onda je verovatnoc¢a dobijanja n glava jednaka:

N
VA 2.7)

PO = =

Ovakva raspodela verovatnoce se naziva binomna raspodela. U slu¢aju ide-
alnog novéica p = ¢ = 1/2 pa je verovatnoca da se glava pojavi n puta

jednaka:
P(n)=27% (JZ > (2.8)

2.6 Postoje dva ishoda bacanja kockice u ovom slucaju: da se broj 6 po-
javi i da se broj 6 ne pojavi Sto znaci da je raspodela verovatno¢e binomna.
Verovatnoca da se prvi dogadaj odigra iznosi 1/6 a verovatnoca da se drugi
dogadaj odigra je 5/6. Da bismo odredili verovatnocu da se broj 6 pojavi
dva puta u 10 bacanja kockice koristi¢emo formulu za binomnu verovatnocu:

100 (1)? (5)°

Dakle, trazena verovatnoca iznosi priblizno 0,29.

2.7 Srednja vrednost slu€ajne promenjive n sa binomnom raspodelom je
data izrazom:
N N
_ E . n _N—n
(n) = n!(N — n)!np 1 2.10)

n=0
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Iskoristimo Cinjenicu da se u izrazu pojavljuje ¢lan np" koji moze da se
predstavi kao p - d(p™)/dp. Tada je srednja vrednost jednaka:
N

d N N
—pe N N 2.11
(n) pdpnzgn!w_n)!p g (2.11)

U sledecem koraku iskoristimo da je suma u prethodnom izrazu jednaka

razvoju binoma (p + ¢)Y ida vazip + ¢ = 1:
d _
(n) :pd—p(p+Q)N =pN(p+q)" ' =pN (2.12)

Dakle, srednja vrednost binomne raspodele jednaka je p/N. Odredimo sada
srednju vrednost kvadrata slucajne promenjive n:
N
N!
2\ _ A2, n, N—n
CORD Do T (2.13)

n=0

Ona je potrebna da bi se odredila varijansa binomne raspodele. Posto se
u sumi pojavljuje n*p", moZzemo dva puta iskoristiti prethodni korak iz
ratunanja srednje vrednosti tj. da se taj izraz predstavi kao p - d/dp(p -

d(p™)/dp):

d{ d<& Ny
(n?) =P (pd—p Z mﬁ ¢~ ) (2.14)

n=0

Ponovo je suma u prethodom izrazu jednaka razvoju binoma (p + ¢)", pa
je srednja vrednost n? jednaka:

d d d
(n?) =g (pd—p(p+Q)N) =rg PN+ ) (2.15)

(n*) =pN(p+ )"+’ N(N=D(p+)" > (2.16)
Uslov p 4+ ¢ = 1 daje:
(n®) = pN +p’N* = p’N = pN(1 = p) + p°N* = pgN + p°N* (2.17)
Kombinujudi izraze za (n) i (n?) dobijamo varijansu binomne raspodele:
((0n)?) = (n?) — (n)* = pgN (2.18)

2.8 Srednja vrednost sluc¢ajne promenjive x sa Gausovom raspodelom data
je izrazom:

0 6_(
(x) = x

oo V2mo?

z—10)?/(202%)

dz (2.19)
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Koristimo smenu z — xy = t da bismo resili integral. Ova smena daje
r =1x9+tidr =dt. Uvrétavanjem smene u integral dobijamo:

(z) = / (t + zo)e /27t (2.20)

vV 2mo?

Prethodni integral se mozZe razloziti na dva integrala:

1 < >
(x) = \/W( / te=* /@) gt + / woe /2 dt) (2.21)
o —00 —00

U prvom integralu, podintegralna funkcija je jednaka proizvodu neparne
funkcije ¢ 1 parne funkcije e~?/(20%) pa je stoga proizvod neparna funkcija.
Posto se integracija vrS$i od minus beskonacno do plus beskonacno njen
integral je jednak nuli. Podintegralna funkcija za drugi integral je parna
funkcija pa je taj integral jednak dvostrukoj vrednosti integrala u granicama
(0,00):

e 127 gt (2.22)

(x) =

vV 27m2

Ovaj integral se reSava smenom ¢/ (20 ) =u, t = v2uo?,
= duv/20?/(2+/u) koja ga svodi na gama funkciju:

on < 1 X 1
qu:—F—: 2.23
) me R e e (5) - 0

Dakle, srednja vrednost Gausove raspodele iznosi xy. Nadimo sada srednju
vrednost kvadrata slu¢ajne promenjive x:

(%) /” ge e (2.24
7)) = " ————dx 24)
—o0 V2mo?

Koristimo istu smenu z—x = t kao u integralu za srednju vrednost sluc¢ajne
promenjive x:

o 2
_ b2 / t2e 207 dt
V2mo? V2ma? Jo
(2.25)
Dobijeni integral se reSava smenom t?/(202%) = u, t = V2uo?, dt =

duv/20?/(24/u) koja ga svodi na gama funkciju. Kona¢na vrednost kvadrata
slu€ajne promenjive = jednaka je:

T x—l—x—i— e2a2 =22
(x?) o+ 2wt +1%) dt = x5+

(2%) = 25 + 0* (2.26)
Varijansa Gausove raspodele iznosi:

((62)?) = (2%) = (x)* = 0 (2.27)
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2.9 Srednja vrednost slucajne promenjive n sa Poasonovom raspodelom
data je izrazom:

= _at o na”
(n) = Z eton=e Z T (2.28)
n=0 ) n=0 ’

Da bismo odredili sumu u prethodnom izrazu, iskoristimo Cinjenicu da je
na" jednako a - d(a™)/da. Tada je srednja vrednost jednaka:

d o a" d
(ny =e “a— Z; i e_“a%e“ =e %ae =a (2.29)

Nadimo sada srednju vrednost kvadrata slu€ajne promenive a:
n
!

2 = 2 —q@ —a = pa"
= — = — 2.30
(n?) ngzon ety =e nE:Dn o (2.30)

Ponovimo dva puta prethodni korak koji smo upotrebili da bismo nasli sre-
dnju vrednost:

n!
n=0

d [ d=an
(n*) = e’“a% (a% Z a_) =e “ae +a*e*) =a+a® (2.31)
Red koji se pojavljuje u predhodnom izrazu je zamenjen sa eksponenci-
jalnom funkcijom (pogledati matematicki dodatak u referenci 1.). Tada je

varijansa slu¢ajne promenjive sa Poasonovim raspodelom jednaka:
((6n)*y = (n*) — (n)* =a (2.32)

2.10.a Ovaj zadatak pokazuje kako se binomna raspodela pod odredenim
uslovima transformiSe u Poasonovu 1 Gausovu raspodelu. Verovatnoc¢a nala-
Zenja molekula u zapremini v iznosi p = v/V a u zapremini V' — v jednaka
je 1 — p. Verovatnoc¢a da se n molekula od N nadu u zapreminiva N —n
molekula u zapremini V' — v je data binomnom raspodelom:

P =0 = e () 0= ()

(2.33)

2.10.b Da bismo iz binomne raspodele izveli Poasonovu raspodelu, nadimo
prvo ¢emu je jednako v/V. Srednja vrednost slu¢ajne promenjive n sa bi-
nomnom raspodelom je (n) = Np = Nv/V (videti Zadatak 2.7, jednacina
2.12). Stoga je v/V = (n)/N. Zamenimo ovu jednakost u binomnu
raspodelu za n:

P(n) = n'(NLin)' (%)n (1 - <—X[>>Nn (2.34)
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Preuredimo ovaj izraz:

Pl — N(N—l)..r.l(!N—nJrl) <;>n” ( _%)N <1_%)_"

(2.35)
Posmatrajmo Sta se deSava sa P(n) kada N — oo. Brojilac prvog razlomka
se pretvara u /N §to se krati sa imeniocem drugog razlomka. Prva zagrada
postaje e~(™ dok druga zagrada postaje jednaka jedinici. Stoga, P(n) se
transformiSe u Poasanovu raspodelu sa srednjom vredno$céu (n):

P(n) = (" oy (2.36)
n!
Dakle, binomna raspodela se transformiSe u Poasonovu raspodelu kada N i
V postaju jako veliki a v, 1 samim tim i p, mali brojevi.

2.10.c Ako su N in veliki brojevi onda se moZe koristiti Stirlingova aproksi-
macija za njihove faktorijele N! ~ eN'"VN=N_ Tada je P(n) pribliZzno jed-
nako:

P(TL) ~ eNlnN—N—(N—n)ln(N—n)+N—n—nln(n)+n+n1n(v/V)+(N—n)ln(l—v/V)

(2.37)
Oznacimo funkciju koja se nalazi u eksponentu sa ¢(n). Ako funkcija ¢(n)
ima maksimum u nekoj tacki ny onda ¢e eksponencijalna vrednost tog ma-
ksimuma jo§ viSe biti izraZena za funkciju P(n). Stoga, moZemo razviti
funkciju ¢(n) u Tejlorov red oko tacke ng i, u prvoj aproksimaciji, zadrzati
prva dva ¢lana razvoja:

6(n) = ¢(no) +1/2¢"(no)(n — no)* + .. (2.38)
Nadimo sada prvi izvod funkcije ¢(n):
¢'(n) =In(N —n) —1In(n) +In(v/V) —In(1 —v/V) (2.39)
Vrednost promenjive n u kome je prvi izvod jednak nuli je ng = Nv/V.
Drugi izvod funkcije ¢(n) jednak je:

N

m (2.40)

o (n) =

Primetimo da je drugi izvod negativan §to znaci da funkcija ¢(n) ima maksi-
mum. Njegova vrednost u tacki n jednaka je ¢"(ng) = —V?/[uN(V —v)].
Zamenom izraCunatih izvoda u izraz za P(n) dobijamo:

2
P(n) s e?OO/V)= oty (n=No/V)? . (2.41)
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Sto predstavlja Gausovu raspodelu:

2 2
P(n) ~ Qe o= (= Nv/V) (2.42)

sa srednjom vredno§éu (n) = Nv/V i varijansom o? = vN(V — v)/V?
jednakim kao za binomnu raspodelu.

2.11.a Verovatnoca da se zadatak pogresno oceni jednaka je p = 1/100 =
0, 01. Verovatnoc¢a da je 10 od 1000 zadataka progresno ocenjeno iznosi:
~1000!
)= 101990!
2.11.b Da bismo odredili verovatnocu koristeé¢i Poasonovu raspodelu, izra-

¢unajmo prvo parametar a = p/N = (.01 x 1000 = 10. Tada je verovatoéa
da je taCno 10 zadataka pogresno ocenjeno:

P(10 0.01'°0.99%% ~ 0,125 (2.43)

6_101 10
P(10) = — 7 ~ 0,125 (2.44)

Primetimo da obe raspodele daju istu verovatnocu. Dakle, u ovom slucaju
mozZemo aproksimirati binomnu raspodelu Poasonovom jer su ispunjeni
uslovi da su N 1 p veliki 1 mali brojevi respektivno.

2.12 Brzina molekula ¢ je slu¢ajna promenjiva sa raspodelom gustine vero-
vatnoce f(vy,vy,v,). Uslov da su komponente brzine statisticki nezavisne
implicira da se funkcija f(v,, vy, v,) moZe predstaviti kao proizvod gustina
verovatnoce za svaku komponentu:

f(vwv Vy, UZ) = f(vx)f(vy)f(vz> (2.45)

Posto su pozitivne i negativne vrednosti svake komponente brzine pod-
jednako verovatne, gustine verovatnoca za svaku komponentu zavise od
kvadrata brzine:

fog,vy,0.) = f(03) f(vy) f(02) (2.46)
Uslov da raspodela brzina zavisi od intenziteta a ne od pravca brzine dovodi
do dodatnog uslova za gustinu verovatnoce raspodele brzina:

fz,vy,02) = f(og + vy +02) (2.47)
Kombinovanjem prethodne dve jednacine dobijamo da vazi:
Flog + vy +02) = flog) fv) f(02) (2.48)

Da bismo pronasli funkciju f koja zadovoljava ovu jednadinu, nadimo par-
cijalni izvod obe strane jednacine po v2:

Of (Vi + vy +v2) B Of (Vi + v +v2) vz +v; + v7) B
ov? 0+ v2 + v?) ov? N
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@) Fd)

T

ot 40?)  Ovl

Flog)f(w2) (2.49)
Isto mozemo ponoviti za parcijalne izvode po komponentama vg v

Of (V3 4 v +v2) B Of (3 4 v} +v2) B f(v?)

Y 2 2
vy GO I E) T flop)f(w2) (250

Of(vp +vy+v2) _ Of(vz+vg+0d)  f(v2)

z

ov? (w2 +v2+v2) 02

Ff(y)  @5D
Posto se sa leve strane jednakosti u sve tri jednaCine pojavljuje izraz:

Of (3 4 v} +v2)
o(v2 + US + v2)

(2.52)

moZemo izjednaciti desne strane jednakosti:

f@2) . 2 f(Uf,) 2 2N CH 2
O—UJ%ﬂUZ)f(Uy) = 6—1;5f(v‘”)f(vz> = 8—1@f<v‘”)f(vy) (2.53)

Deljenjem dobijene jednakosti sa f(v2) f(v7) f(v?) dobijamo:
1 of?) 1 f(v) 1 f?)
f2) ovz  f(v) vz f(v2) Ov?

Primetimo da svaka strana ovog izraza zavisi samo od jedne komponente
brzine dok se ostale komponente ne pojavljuju pa je stoga ova jednakost
ustvari jednaka nekoj konstanti B. ReSavanjem diferencijalne jednacine do-
bijamo da svaka raspodela gustine verovatno¢e za komponentu o = z, v, 2
zadovoljava:

(2.54)

F?) = Ae~Pu (2.55)

«

A je konstanta integracije, a B je pozitivna konstanta jer verovatno¢a mora
opadati sa povecanjem brzine. Iz uslova normiranja:

/ f2)dv, =1 = / Ae_Bvidva (2.56)

dobijamo da je A = \/B/7. Stoga je raspodela gustine verovatnoce brzine
molekula jednaka:

F(vg, vy, 0,) = (B/m)%? e~ B+ (2.57)

Ona ima Gausovu raspodelu gustine verovatnoce.



POGLAVLJE 3

TERMODINAMIKA

Osnovna termodinamicka jednacina

Za svako termodinamicki ravnoteZno stanje moZemo definisati entropiju
kao funkciju unutras$nje energije i ostalih ekstenzivnih termodinamickih ko-
ordinata. Takva jednacina se zove osnovna termodinamicka jednacina u
entropijskoj reprezentaciji. Ako iz nje izrazimo energiju kao funkciju os-
talih promenjivih dobijamo osnovnu termodinamicku jednacinu u energi-
jskoj reprezentaciji. Osnovna termodinamicka jednacina sadrzi sve termo-
dinamicke informacije o sistemu koji opisuje. Zadaci koji slede odnose se
na uslove koje osnovna termodinamicka jednacina mora da zadovolji, njene
osobine, njeno odredivanje iz jednacina stanja, kao i uslove termodinamicke
ravnoteZe. Molarne veli¢ine u zadacima su oznacene malim slovima (s je
molarna entropija, v je molarna unutraS$nja energija, ...). Izuzetak je broj
molova n.

3.1 Osnovna termodinamicka jednacina zadovoljava sledeca ogranicenja:
1. Entropija je homogena funkcija prvog reda unutraSnje energije U,
zapremine V' 1 broja molova Cectica n:

S(An, AV, AU) = AS(n, V,U) 3.1)
25
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2. Entropija je neprekidna, invertibilna i monotono rastuca funkcija unu-
trasnje energije.

3. Kada vazi (0U/0S),,;, = 0, onda je ispunjeno S = 0. Ovaj uslov
se odnosi na treci zakon termodinamike i1 potrebno je naglasati da njega ne
zadovoljavaju mnoge empirijske osnovne termodinamicke jednacine odrede-
ne na visokim temperaturama.

Koje od sledecih jednacina zadovoljavaju prethodne uslove (A, B su ko-
nstante veée od nule):

a) S =An*VU)¥/4

b) S = A(nV?/U)Y?

c) S=AV*/(nU)

d) S = AVIn((BUV?)/(n%))

e) S =AUe BV*/"

f) S = AN,GBUV/"2

3.2 Jednaline stanja su prvi izvodi osnovne termodinamicke jednacine.
Nadi tri jednacine stanja za sistem sa osnovnom termodinami¢kom jednaci-
nom U = AS*/(n?V). A je konstanta ve¢a od nule.

3.3 Neka je osnovna termodinamicka jednaCina nekog sistema jednaka:

Aes/R
u =

(3.2)
v

A1 R su konstante veée od nule. Sistem na pocetnoj temperaturi 7j i pri-

tisku P, se Siri izoentropijski dok god se pritisak ne smanji Cetiri puta. Ko-

lika je krajnja temperatura sistema?

3.4 Nadi tri jednacine stanja u entropijskoj reprezentaciji za sistem sa 0s-
novnom termodinami¢kom jednacinom:

AsT/?
u = W

(3.3)

A je konstanta veca od nule.

3.5 Molarna osnovna termodinamicka jednac¢ina nekog sistema jednaka je
s = aln (u’(v —b)). aib su konstante vece od nule. Odrediti zavisnost
unutrasnje energije 1 molarne zapremine od temperature i pritiska za taj
sistem.

3.6 Osnovna termodinamicka jednacina se moZe iskoristiti da bi se nasle
vrednosti termodinamickih koordinata u ravnotezi. U ovom zadatku se
to demonstrira na jednostavnom primeru. Dva izolovana sistema imaju
jednacine stanja 1/77 = TRn,/(2U;) i 1/To = 9Rny/(2Us) i njihova
ukupna energija iznosi 5000 J. R je univerzalna gasna konstanta. Broj
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molova u prvom sistemu je 2 a u drugom 3. Ako su sistemi povezani adija-
batskim zidom koji u jednom trenutku postane dijatermalnan, odrediti unu-
trasnju energiju svakog sistema u termodinamickoj ravnoteZi.

3.7 Pritisak, temperatura i hemijski potencijal nisu nezavisne veliine. Za
mnoge sisteme se ne moZze naci relacija koja th povezuje u konacnom ob-
liku. Diferencijalna veza izmedu tih veliCina zove se Gibs-Diemova (Gibbs-
Duhem) jednacina. U ovom zadatku je potrebno naci relaciju izmedu pri-
tiska, temperature 1 hemijskog potencijala za sistem sa osnovnom termodi-
namic¢kom jednacinom U = AS3/(nV). A je konstanta veca od nule.

3.8 Neki sistem ispunjava jednaCine u = Pv/2 i T = 4A " u3/4~1/2,
A je konstanta veca od nule. Naéi osnovnu termodinamicku jednacdinu tog
sistema.

3.9 Neki sistem zadovoljava dve jednacine stanja T = 4As3/v i P =
As* /v? (A je konstanta veca od nule):
a) naci hemijski potencijal sistema a zatim osnovnu termodinamicku
jednacinu;
b) direktnom integracijom jednacina stanja na¢i osnovnu termodinami-
¢ku jednacinu u molarnom obliku.

3.10 Neki sistem zadovoljava jednacine T = 2Asv=2 i P = 2As%073,
A je konstanta vecéa od nule. Naci hemijski potencijal a zatim osnovnu
termodinamicku jednacinu tog sistema.

3.11 Nadiosnovnu termodinamicku jednacinu za idealan gas ako on zado-
voljava jednacine PV = nR1T'1 U = cnR1T'. c je konstanta veca od nule.

3.12 Van der Valsova (van der Waals) mehanicka jednacina stanja za fluid
jednaka je P = RT/(v — b) — a/v®. a i b su konstante vece od nule.
Predloziti toplotnu jednacinu stanja 1/7 = f(u,v) pa zatim naéi osnovnu
jednacinu stanja.

3.13 Naci osnovnu jednacinu stanja za elektromagnetno zracenje crnog
tela ako za njega vaze jednaline U = bV T* i P = U/(3V). b je konstanta
veéa od nule.

3.14 U ranijem zadatku je pokazano da se osnovna termodinamicka jedna-
¢ina u entropijskoj reprezentaciji moze iskoristiti da bi se nasle termodi-
namicke koordinate u ravnotezi. Princip koji je omoguéio nalazenje koor-
dinata se zasnivao na maksimalizaciji entropije uz uslov konstantne ener-
gije. U ovom zadatku ispitujemo kako se mogu naéi ravnotezne koor-
dinate sistema pomoc¢u osnovne termodinamicke jednaine u energijskoj
reprezentaciji 1 principa minimuma energije. Naime, princip minimuma
energije se primenjuje tako Sto se energija minimalizuje uz uslov konstantne
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entropije. Da bismo demonstrirali princip minimuma energije, razmotrimo
ravnoteZu dva sistema koji mogu da razmenjuju energiju a ¢ija je ukupna
entropija konstantna. Odrediti uslov ravnoteze u tom slucaju.

Termodinamicki potencijali

Termodinamicki potencijali su Lezandrove transformacije osnovne termo-
dinamicke jednacine u energijskoj reprezentaciji. Oni sadrZe iste informa-
cije o sistemu kao osnovna termodinamicka jednacina te se stoga mogu
koristiti za odredivanje termodinamicke ravnoteZe. LeZandrove transforma-
cije osnovne termodinamicke jednacine u entropijskoj reprezentaciji su od
znaCaja u statistiCkoj termodinamici. Oznaavaéemo ih S[F}, F3|, gde su
Fi, F5, ... intenzivni parametri u entropijskoj reprezentaciji. Zadaci koji
su ovde dati odnose se na njihovo odredivanje iz osnovne termodinamicke
jednacine.

3.15 Naci molarni Helmholcov (Helmholtz) potencijal za idealni gas a za-
tim diferenciranjem odrediti jednaCine stanja. Molarna osnovna termodi-
namicka jednacina idealnog gasa u entropijskoj reprezentaciji je (videti za-
datak 3.11):

s =59+ cRIn(u/ug) + R In(v/vp) (3.4)

3.16 Nacdi Helmholcov potencijal idealnog van der Valsovog fluida a za-
tim diferenciranjem odrediti jednacine stanja. Osnovna molarna termodi-
namicka jednacina tog sistema u entropijskoj reprezentaciji jednaka je (vi-
deti zadatak 3.12):

=50+ RIn((u+a/v)(v—0b)) (3.5)

3.17 Neki sistem ima osnovnu termodinamicku jednacinu:
(s —s0)° = Avu (3.6)

A je konstanta veca od nule. Odrediti molarni Gibsov potencijal tog si-
stema.

3.18 Osnovna molarna termodinamicka jednacina nekog sistema jednaka
je:
AeB(sfso)

U=——--— 3.7)
v

A1 B su konstante vece od nule. Naéi molarni Gibsov potencijal tog si-
stema.

3.19 Nadi termodinamicki potencijal s[1/T, P/T] idealnog gasa a zatim
diferenciranjem odrediti jednacine stanja. Osnovna termodinamicka jednaci-
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na idealnog gasa u entropijskoj reprezentaciji je:

s = 89 + cR In(u/ug) + R In(v/vg) (3.8)

3.20 Nadi termodinamicki potencijal s[1/7’] idealnog van der Valsovog
fluida. Osnovna termodinamicka jednaCina tog sistema u entropijskoj repre-
zentaciji je:

s =50+ RIn[(u+a/v)°(v—b)] 3.9






RESENJA ZADATAKA

3.1.a 1. zadovoljava, jer vazi S(An, A\V, \U) = A\*n2VU)Y/* = \S
2. zadovoljava jer je S neprekidna, invertibilna i monotono rastuca funkcija
unutras$nje energije,

08 11l 3
— = A(n?V)i-U 1 A
3. zadovoljava jer jednakost
oU 483
e — 3.11
(05)‘/7” An2V G-11)

ispunjena za S = 0.

3.1.b 1. zadovoljava, 2. ne zadovoljava, 3. ne zadovoljava.
3.1.c 1. ne zadovoljava, 2. ne zadovoljava, 3. ne zadovoljava.
3.1.d 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.
3.1.e 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.

3.1.f 1. zadovoljava, 2. zadovoljava, 3. ne zadovoljava.
31



32 RESENJA ZADATAKA

3.2 Jednacine stanja su:

ou 4AS3
T=|— = —— 3.12
( oS > v n2V ( )
ou AS?
P=—-(— = 3.13
(ov),, =t a.13
ou 2A5%
Y - _ 3.14
. ( on ) SV n*V G
3.3 Temperatura i pritisak sistema su:
ou Aes/ B
T=|—] = 3.15
( Os ) ; vR 3.13)
ou Aes/B
P=—(—) =—— 3.16
( ov > 5 02 (3-16)
Iz jednacine za temperaturu mozemo da izrazimo molarnu zapreminu:
Aes/E
= 3.17
T RT ©-17)
1 da je zamenimo u jednacinu za pritisak:
R?*T?

Izoentropijski proces odgovara procesu u kome se entropija ne menja tokom
promene stanja sistema. Ako je 7} krajnja temperatura, onda za pocetno i
krajnje stanje sistema vazi:

R*T?
Py = e /32 (3.19)
Py  RT?
ZO = m (3.20)

Deljenjem ove dve jednacine dobijamo da je konac¢na temperatura jednaka
Tl — TO / 2

3.4 Da bismo nasli osnovnu termodinamicku jednacinu u entropijskoj repre-
zentaciji, izrazimo entropiju iz jednadine u = u(s,v): s = u?Tv!/TA72/7,
Zamenimo molarnu entropiju, unutrasnju energiju i zapreminu odgovaraju-
¢im ekstenzivnim veli¢inama: S = U?7V1/7n%/7A=2/7_ Jednacine stanja u
entropijskoj reprezentaciji su tada:

1 oS 2
— (2= — _U75/7vl/7 4/7A72/7 321
T <8U)Vm 7 " @21
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P 08 1
T (W) = UMV Tt T AT (3.22)
Umn
a5 4
% =— (%> = UV I (3.23)
V.U

3.5 Temperatura i pritisak sistema su jednacine stanja sistema, tj. dobijaju
se prvim izvodom osnovne termodinamicke jednaCine. Zbog toga, oni e
biti funkcije unutraSnje energije i molarne zapremine. Iz te dve jednacine
moZemo izraziti unutra$nju energiju i molarnu zapreminu kao funkcije tem-
perature i pritiska. JednaCine stanja sistema su:

1 0s ab

T (a) = (3:24)
P 0s a
7 = (_6v>u = — (3.25)

Tada je u = abT iv = aT/P +b.

3.6 Posto je ukupan sistem koji se sastoji od dva data sistema izolovan, to
¢e ukupna energija biti ouvana tokom dostizanja toplotne ravnoteze U =
U, + Us; = 5000 J. Ravnotezno stanje je odredeno uslovom da je u njemu
ukupna entropija maksimalna, tj. da vazi dS = dS; + dSs = 0. Ovaj uslov
je ekvivalentan jednakosti:

1 1
dS = —dU, + —dUy =0 3.26
T 1+ T 2 ( )
Zbog uslova konstantne ukupne energije, vazi dU = dU; +dU, = 0, dU; =
—dU,. Zamenom ove jednakosti u prethodni izraz dobijamo:

1 1
dS=|-=—=)dU; =0 3.27
(7~ 7; ) v (.27)
tj. 1/T7 = 1/T;. Koriste¢i date jednacine stanja nalazimo da vazi

TRny/(2U;) = 9Rny/(2U;). Posto prvi sistem ima 2 a drugi 3 mola, to
uvrstavanje u prethodnu jednacinu daje vezu izmedu unutrasnjih energija
sistema u ravnotezi: 14Uy = 27U, . 1z uslova za ukupnu energiju 1 prethodne

jednacine, dobijamo unutraSnje energije sistema u ravnotezi: U; = 1707 J 1
Uy = 3293 J.

3.7 Nadimo tri jednacine stanja:

oU 3AS?
T === = 2
(55), = 62
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ou AS?
P (o), - o
ou AS?
(), o

Iz jednacine za temperaturu moZemo izraziti broj Cestica: n = 3AS?/(TV).
Zamenom ovog izraza u jednacinu za pritisak dobijamo P = T'S/(3V/), §to
daje zapreminu V' = T'S/3P. Zamenom jednalina za n i V' u jednacinu
za hemijski potencijal dobijamo y = —TV?P/(3AS?). Na kraju zamenom
V/S = T/(3P) u prethodni izraz nalazimo p = —1°/(27AP)

3.8 Primetimo da su date jednacine gde se pojavljuju pritisak i temperatura
a takode se pojavljuju unutraS$nja energija i molarna zapremina. To nam
ukazuje da mozemo ove dve jednaline izraziti kao jednaine stanja os-
novne termodinamicke jednaCine u entropijskoj reprezentaciji. Jednacinu
stanja 1/7T dobijamo iz jednacine za T, a jednainu P/T kombinovanjem
jednacine za T i P = 2uv™:

1 Av'/?
P Ayl/t
Zamenom ovih izraza dobijamo:
1 P 1 1
ds = Tdu + Tdv = ZAU_3/4U1/2dU + §Au1/4v_1/2dv. (3.33)

Integracijom dolazimo do osnovne termodinamicke jednacine u entropi-
jskoj reprezentaciji s = so + Au/*v'/2,

3.9.a Hemijski potencijal sistema se nalazi iz Gibs-Dijemovog izraza dy =
—sdT + vdP. Diferencirajmo jednacine za temperaturu i pritisak: d7" =
12As*07 ds — 4As3v2dv i dP = 4As*v™2ds — 2As*v=3dv. Zamenom
ovih jedna¢ina u Gibs-Dijemov izraz dobijamo: dy = —8As3v—tds +
2As*v~2dv $to integracijom daje hemijski potencijal jednak 1 = g —
2As*v~!. Nadimo sada osnovnu termodinamicku jednacinu. To éemo posti-
¢i tako Sto éemo koristiti jedna¢inu U = T'S — PV + un koja deljenjem
brojem molova n postaje u = 1T's — Pv + p. Zamenom prethodnih izraza
dobijamo u = As*v™! + py.

3.9.b Direktna integracija jednacina stanja se svodi na integraciju jednacine
du = Tds — Pdv = 4As3v~'ds — As*v=2dv. Tada je osnovna termodi-
namicka jednadina v = ug + As*v~!. Poredjenjem sa postupkom pod a),
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vidimo da je direktna integracija jednacina stanja brzi postupak za odrediva-
nje osnovne termodinamicke jednacine.

3.10 Hemijski potencijal odredujemo iz Gibs-Dijemove jednacine duy =
—sdT + vdP. Diferencijali temperature i pritiska su dI' = 2Av2ds —
4Asv=3dv i dP = 4Asv3ds — 6 As*v~*dv. Njihovom zamenom u Gibs-
Dijemovu jednacinu dobijamo du = 2Asv—2ds — 2As*v3dv. Integracijom
dobijamo hemijski potencijal p1 = py + As?v~2. Zamenom hemijskog po-
tencijala, pritiska i temperature u izraz v = 17's — Pv + p dobijamo osnovnu
termodinamicku jednacinu u = py + As?v =2,
3.11 Posto su nam dati unutraS$nja energija i zapremina, nadimo osnovnu
termodinamicku jednaCinu u entropijskoj reprezentaciji. Za to su nam po-
trebne jednacine stanja 1/7" = ecnR/U = cR/ui P/T = nR/V = R/v.
Tada je:

ds = ldu + de = ﬁalu + Edv (3.34)

T T u v

Integracijom dobijamo osnovnu termodinamicku jednacinu idealnog gasa

s = 5o + c¢RIn (u/ug) + Rln (v/vy).

3.12 ResSenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 2. (Kalen, 1985). Potrebno je
prvo predloziti jednacinu 1/7" = f(u, v). Ona se ne moZe slobodno izabrati
jer mora zadovoljavati uslov:

0 (1 o (P

jer je diferencijal entropije:
1

ds:T

P
du + Tdv (3.36)

totalni diferencijal. Posto je:

P R al
= - —— 3.37
T wv—b 2T ( )

to je izvod P/T po molarnoj unutra$njoj energiji:

0 (P a 0 (1
5u (f) =~ 2ou (T) (3.38)

Zamenom ovog izvoda u uslov za 1/7" dobijamo:

0 /1 a O 1
5 (T) =G (T) (3-39)
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Primetimo da vazi:

o 0 o1y 1 D

ov d(1fv) dv  v29(1/v)

Koristeéi izraze 3.39 i 3.40 nalazimo:

8(18/1}) (%) B 8(5/@) (%) (3:41)

Iz ove jednacine sledi da funkcija 1 /7" mora zavisiti od 1 /v i u/a tako da nji-
hovi izvodi budu jednaki. Podsetimo se da za idealan gas vazi 1/T=cR/u.
Mala promena ove jednacine za van der Valsov fluid implicira da je:

1 cR

T:u+a/v

(3.40)

(3.42)

Tada je P/T jednako:

P R acR

i — 3.43

T v—b w?+av (3-43)
Kalen je fluid za koji vaZe dobijene jednacine 1/7" i P/T nazvao "idealnim
van der Valsovim” fluidom. Zamenimo te dve jednaCine u izraz za ds:

P cRdu ( R acR
+ v

1
ds = —du + —dv =
° TU+TU u+ajv

Integriramo prvo ds po du:

) dv (3.44)

b w?+av

Rd

s = / uc+ al;v + g(v) = cRIn(u + a/v) + g(v) (3.45)

Funkcija g(v) se nalazi tako $to s zadovoljava uslov ds/0v = P/T"

cR a , R acR
= — — 3.46
u—l—a/v( U2>+g(v) v—>b w?+av (346)
koji daje jednakost
R

(o) = 3.47
g)=— (3.47)

Resenje ove diferencijalne jednacine je ¢ = RIn(v — b) + s¢. Zamenom u
izraz za s dobijamo osnovnu termodinamicku jednacinu idealnog van der
Valsovog” fluida s = RlIn ((u + a/v)(v — b)) + sp.

3.13 Primetimo da se u datim jednacinama ne pojavljuje broj molova fo-
tona n zato Sto broj molova fotona nije termodinamicka veli¢ina. Trans-
formiSimo date jednaCine u sledece izraze:

1 U —-1/4
7= b/ (V) (3.48)
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P 1 U\
- (V) (3.49)
Integracijom izraza:
1 P
s = de + TdV (3.50)

dobijamo osnovnu termodinamicku jednacinu za elektromagnetno zracenje
crnog tela

S =Sy + %bl/4U3/4V1/4. (3.51)

3.14 Ukupna unutras$nja energija oba sistema je
U = Ui(S1, Vi,n1) + Ux(S2, Vo, na) (3.52)

Tada je ravnoteZno stanje ono stanje koje minimalizuje ukupnu energiju uz
uslov konstantne entropije S = S; + S;. Zbog toga je dU = T1dS; +
TbdS; = 01dS; = —dS;. Kombinovanjem ova dva izraza dobijamo
jednacinu 77(S1) = 7T5(S2). Entropije sistema u ravnotezi se mogu naci
koriste¢i ovu jednacinu i1 uslov ocuvanja ukupne entropije.

3.15 Osnovna molarna termodinamicka jednacina idealnog gasa u energij-
skoj reprezentaciji jednaka je:

1
U= up (@) /e e(s—=50)/(cR) (3.53)

v
Da bismo odredili Helmholcov potencijal, potrebno je zameniti molarnu
unutras$nju energiju temperaturom koriste¢i LeZandrovu transformaciju. Prvi
korak je odredivanje temperature:

ou
r= <%)v

Iz ove jednacine sledi da je v = cRT. Nadimo sada molarnu entropiju
kao funkciju temperature i molarne zapremine. To ¢emo postici tako Sto
¢emo izjednaciti cRT sa izrazom za molarnu unutra$nju energiju u funkciji
molarne entropije 1 zapremine:

VoY (smsoyjery L U
Y s—s cR) — _ 7 54
Uo(@) € cR cR (3.54)

1/c
¢RT = ug (ﬁ) e(s=50)/(cR) (3.55)
v

Iz ove jednacine sledi da je molarna entropija jednaka:

RT 1/c
s = 50+ cRIn (C— (ﬁ) ) (3.56)
Uo Vo
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Molarni Helmholcov potencijal tada iznosi:

RT 1/c
a=u—Ts=cRT — cRTIn (C (1> ) ~ Tsy (3.57)

U Vo

Jednacine stanja se dobijaju diferenciranjem molarnog Helmholcovog po-
tencijala. Molarna entropija i pritisak su jednaki:

da ¢RT [ v\"°
S = — (a—T)U = So+ cRln ('LL_O (’U_O) ) (358)

pP=— (a“> _ BT (3.59)
T

o v

3.16 Osnovna molarna termodinamicka jednacina idealnog van der Valsovog
fluida u energijskoj reprezentaciji jednaka je:

w=(v—b) Veels—sjer ¢ (3.60)
v

Temperatura sistema se dobija izvodom ove jednaCine po entropiji:

1

_ (Ou) _ ~1/e (s—so)/cR_L_
T = <as>v—(v b)” ‘e "7 (3.61)

Izrazimo molarnu entropiju kao funkciju temperature i molarne zapremine:
s = 5o+ cRIn (T(v — b)"/°cR) (3.62)
Zamenom ovog izraza u molarnu unutrasnju energiju dobijamo:

w=cRT — % (3.63)

Tada je molarni Helmholcov potencijal jednak:

a=u—Ts=cRT — 2 —Tsy— cRTIn (T(v—b)"/°cR)  (3.64)
v

Jadnacine stanja jednake su:

§=— (g—;) = 5o+ cRlIn (T'(v — b)'/*cR) , (3.65)

P=— (8“> L (3.66)
T

v v—>b 0?2
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3.17 Osnovna termodinamicka jednacina tog sistema u energijskoj reprezen-
taciji je u = (s — s9)3/(Av). Temperatura i pritisak sistema su:

_(Ou  3(s—sp)?

T = <_83)v == (3.67)
 [(Ou\ (s — 50)3

r=—(5) =" 368

Izrazimo iz ove dve jednacCine molarnu entropiju i zapreminu kao funkcije
pritiska i temperature: s = so + AT?/(9P) i v = AT?/(27P?). Tada
je molarna unutra$nja energija jednaka u = AT*/(27P). Molarni Gibsov

potencijal se dobija zamenom prethodnih izraza: ¢ = v — T's + Pv =
—T'sy — AT3/(27P).

3.18 Temperatura i pritisak tog sistema jednaki su:

ou ABeB(s=50)
T = (%> - (3.69)
ou AeBs—s0)

Izrazimo iz ove dve jednacine molarnu entropiju i zapreminu kao funkcije
pritiska i temperature: s = sy + (In(7?/(AB*P)))/Biv = T/(BP). Mo-
larna unutrasnja energija je jednaka u = 7'/ B, a Gibsov potencijal iznosi
g=u—Ts+ Pv=2T/B—Tsy— (T/B)In(T?/AB?P).

3.19 Jednacline stanja sistema su:

1 s cR
— = ZZ) == 3.71
T <8u)v u 71
P 0s R
Y e 3.72
T U)u v (3.72)
1z njih sledi da je:
1\
u = cR (T) (3.73)
P\ !
= — 74
v= R T) (3.74)

R/1\ ! R /(P\ !
s = so+ cRIn <Z—O (?) ) + Rln (U—O (T) ) (3.75)
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termodinamicki potencijal s[1/7, P/T] jednak je:

1 P 1 P
=5— U= — U

sl 7] T T

(3.76)

1 P 1\ ! P\
S[T,T] = 5o —I—CRhl (% (f) ) —|—Rln (’U_RO (f) ) —cR—R

Jednacine stanja ovog potencijala iznose:

(), ()

T

_ (83[1/T, P/T]) _h (P>‘1 _RT
1T

d(P/T)

3.20 Jednacina stanja 1/7 tog sistema iznosi:

1[0\ _en
T \ou), u+afv

Tada su molarna unutrasnja energija i entropija:

)
s— Rin ((Rc)c (%) - b)) + 50

Zamenom ovih izraza u traZeni potencijal s[1/7’] dobijamo:

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

S[%] —0T “% = Eln ((RCY <%>_ (v - b)) + 50— Re+ = (%)

(3.83)



POGLAVLJE 4

ANSAMBLI

U ovom poglavlju su dati zadaci koji se odnose na jednostavnu primenu
statistickog metoda na odredivanje termodinamickih osobina sistema. Pose-
bna paznja Ce biti posvecena primeni razliCitih ansambala na iste sisteme.

Mikrokanonski ansambl

Mikrokanonski ansambl predstavlja skup istovetnih izolovanh sistema od
kojih svaki ima istu energiju £, broj Cestica /N i zapreminu V. Osnovna
termodinamicka jednacina u entropijskoj reprezentaciji se tada izraCunava
koriste¢i Bolcmanovu (Boltzmann) formulu S(E,V, N) = kInG(E,V, N),
gde je G(E,V, N) broj stanja koje su dostupna sistemu u mikrokanonskom
ansamblu.

4.1 IzraCunati zapreminu n-dimenzionalne sfere poluprecnika R i pokazati
da udeo zapremine sfere koji je ogranicen sferama polupre¢nika R — €1 R,
0 < € < R kadan — oo postaje jednak zapremini Citave sfere bez obzira
na vrednost e.

4.2 Koristeé¢i mikrokanonski ansambl odrediti osnovnu termodinamicku
jednacinu u entropijskoj reprezentaciji idealnog gasa klasi¢nih Cestica sa

41
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translacionim stepenima slobode a zatim iz nje odrediti mehanicku jednacinu
stanja.

4.3 Ukupan broj stanja idealnog gasa klasi¢nih Cestica sa translacionim
stepenima slobode do energije £ jednak je:
VN 7T3N /2

_ 3N/2
S(ENY) = srtana ) 2nE) (4.1)

Odrediti broj stanja sistema sa energijom £, G(FE, N, V') a zatim pokazati
daje kInX(E, N,V) = kInG(E, N, V).

4.4 Posmatrajmo sistem od NV klasi¢nih oscilatora ugaone frekvencije w.
Koriste¢i mikrokanonski ansambl naéi broj stanja do energije £/, osnovnu
termodinamicku jednaCinu u entropijskoj reprezentaciji, a zatim energiju
tog sistema kao funkciju temperature.

4.5 (AjnStanov (Einstein) model kristala) Odrediti toplotni kapacitet pri
konstantnoj zapremini sistema 3/V kvantnih oscilatora ugaone frekvencije
w koriste¢i mikrokanonski ansambl.

4.6 Posmatrajmo /N atoma sa dva energetska nivoa koji se ne mogu transla-
ciono kretati (npr. atomi se nalaze u kristalnoj reSetki). Ako je energija
pobudenog nivoa u atomu e izraCunati toplotni kapacitet sistema pri kon-
stantnoj zapremini koriste¢i mikrokanonski ansambl.

Kanonski ansambl

Kanonski ansambl predstavlja skup istovetnih sistema u toplotnoj ravnoteZi
sa rezervoarom na temperaturi 7. Svaki sistem ima istu temperaturu 7',
broj Cestica N i zapreminu V. Helmholcov potencijal se tada izraCunava
koristeéi formulu A(T,V, N) = —kTInZ(T,V,N), gde je Z(T,V, N) broj
stanja dostupnih sistemu u kanonskom ansamblu.

4.7 UnutraSnja energija sistema u kontaktu sa toplotnim rezervoarom fluk-
tuira. Odrediti kako se relativne fluktuacije energije AE/(FE) normiraju u
odnosu na broj Cestica sistema.

4.8 Posmatrajmo sistem od tri Cestice. Prva Cestica ima dva stanja energija
€11 1 €19, druga dva stanja energija €7 1 €99, treca dva stanja energija €3 1
€32. Ako je ukupna energija sistema jednaka zbiru energija Cestica, pokazati
kako se kanonska particiona funkcija za ovaj sistem razlaze na proizvod
particionih funkcija svake Cestice.

4.9 Odrediti Helmholcov potencijal, unutra$nju energiju, pritisak, entropi-
ju i hemijski potencijal idealnog gasa klasi¢nih Cestica sa translacionim ste-
penima slobode koriste¢i kanonski ansambl.
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4.10 Posmatrajmo N atoma sa dva energetska nivoa koji se ne mogu
translaciono kretati. Ako je energija pobudenog nivoa u atomu € izracunati
toplotni kapacitet sistema pri konstantnoj zapremini koriste¢i kanonski an-
sambl.

4.11 (AjnStajnov model kristala) Odrediti toplotni kapacitet pri konstant-
noj zapremini za sistem od 3N kvantnih oscilatora ugaone frekvencije w
koristec¢i kanonski ansambl.

Veliki kanonski ansambl

Veliki kanonski ansabl (VT ) predstavlja skup istovetnih sistema koji su u
kontaktu sa toplotnim i ¢esticnim rezervoarima. Svaki sistem ima istu tem-
peraturu 7', hemijski potencijal p i zapreminu V. Veliki kanonski potencijal
se tada izraCunava koriste¢i formulu Q(7, u, V) = —kTIn=(T, p, V'), gde
je Z(T, u, V') broj stanja koja su dostupna sistemu u velikom kanonskom
ansamblu.

4.12 Naci izraz za varijansu raspodele broja Cestica sistema u velikom
kanonskom ansamblu.

4.13 Varijansa raspodele broja Cestica iznosi:

by _ (O
= (35),. 2

Redukovati ovaj termodinamicki izvod na poznatiji izvod.

4.14 Odrediti hemijski potencijal, mehani¢ku jednacinu stanja, energiju i
entropiju idealnog klasi¢nog gasa Cestica sa translacionim stepenima slo-
bode koristeci veliki kanonski ansambl.

4.15 Koristeci veliki kanonski ansambl izraCunati srednju energiju sis-
tema Cestica koji je u ravnoteZzi sa toplotnim i Cesticnim rezervoarom. En-
ergetski nivoi Cestica su ekvidistantni sa rastojanjem e.

4.16 Odrediti Gibsov potencijal i mehanicku jednacdinu stanja idealnog
klasi¢nog gasa Cestica sa translacionim stepenima slobode koriste¢i NPT
ansambl (sistem je na konstantnom pritisku i temperaturi).






RESENJA ZADATAKA

4.1 Nadimo prvo povrsinu n-dimenzionalne sfere. Posmatrajmo integral:

I:/ e dx (4.3)

[e.e]

Umesto njega reSimo njegov kvadrat:

12:/ / e_(m2+y2)dxdy 4.4)

I? se reSava uvodenjem polarnih koordinata = rcosf i y = rsinf. Tada je
element zapremine dzdy jednak rdrdf = rdrdS)s,, gde je d€)y = df element
"povr§ine” 2-d sfere. Povr§ina 2-d sfere jednaka je Sy = [ d€); = 2. Tada

je I? = 02” o [;° e " rdr = . Stoga poletni integral iznosi I = /7.
Posmatrajmo sada integral:

I3:/ / / e~ @42 g dyd2 4.5)

Ovaj integral se moZe resiti pretvaranjem Dekartovih koordinata u sferne:

x = rsin(f)cos(o)
45
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y = rsin(0)sin(p)
z =rcos(0) (4.6)

Element zapremine dxdydz jednak r*drsin(0)dfd¢ = r*drd);. Povriina
3-d lopte iznosi S3 = [ [dQ; = 47 a vrednost integrala I° je 73/2.
Uopstimo prethodno razmatranje na integral:

I”:/ / / e_(x%Jr””%J“”'”%)dxlda:g...dxn 4.7

1/2 2

Posto je I = w'/2, znamo da je I® = #"/2. Iskoristimo taj rezultat da
nademo povrsinu n-sfere. Uvedimo hipersferne koordinate, tako da je
dridxy...dz, = r"tdrdS), vz uslov 23 + 23 + ... + 22 = r?. Povr§ina
n-sfere jednaka je S, = [ [ ... [ d,. Stoga je:

m=S5, / e ldr = S5,0'(n/2)/2 (4.8)
0

pa je vrednost povrsine n-sfere jednaka S, = 27"/2/T'(n/2). Zapremina
n-sfere iznosi V,,(R) = [ [ ... [ dx1dzs...dz, vz uslov 2 + 23+ ...+ 22 <
r2. Koriste¢i transformaciju Dekartovih koordinata u hipersferne koordi-
nate dobijamo da je izraz za zapreminu n-sfere V(R) = S, fOR r"ldr =
S,R"/n = 7"/2R"/T'(n/2 + 1). Udeo zapremine n-sfere koji je ograni¢en
sferama polupreénika a i a — € iznosi (V,,(a) — V,(a — €))/Vu(a) = 1 —
(1 — €/a)™. Primetimo da vrednost limesa:

i (1= (1 = ¢/a)) @9)
postaje jednaka jedinici bez obira na vrednost €. To znaci da su velike vred-
nosti n skoro sve tacke unutar n-sfere koncentrisane blizu njene povrsine.

4.2 Hamiltonijan klasi¢nog sistema Cestica sa translacionim stepenima slo-
bode koje ne interaguju jednak je zbiru kineti¢kih energija Cestica:

H- 1 > p! (4.10)

2m 4
=1

gde su m 1 p; = muv; masa i linearni moment Cestice. N je ukupan broj
Cestica. PoSto je sistem konzervativan, hamiltonijan sistema je jednak uku-
pnoj energiji sistema £ koja je konstantna. Vrednosti momenata Cestica
nisu nezavisne, nego za njih postoji ogranicenje:

P4 ..+ p2=2mE 4.11)
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Primetimo da je ovo jednacina n-sfere. Ukupan broj stanja sistema Cestica
do energije F jednak:

1
Y(E,N,V) = TR / Epr.. PpdPq..dq, 4.12)
: H<E
VN 3 3
Y(E,N,V) = —/ cpy..d>py (4.13)
( )= N ep

Integral u ovom izrazu jednak je zapremini 3/N-sfere. Zbog toga, ukupan
broj stanja iznosi:

T3N/2

VN VN

B(ENV) = Span Ve (V2mE) = s TN T 1) (2mE)*"
(4.14)
Koristeci Stirlingovu aproksimaciju za faktorijel velikog broja dobijamo da
je osnovna termodinamicka jednacina u entropijskoj reprezentaciji ovog sis-

tema:

V [ dmr E\*? 5
S(N,V,E) = kInX(E,N,V) = Nkln (N ( 257 N) + §Nk

(4.15)
Invertovanjem ove jednacine nalazimo osnovnu termodinamicku jednacinu
u energijskoj reprezentaciji:

3n: [N\
E=_—N (V) e25/(3NR)=5/3 (4.16)
Temperatura sistema je jednaka:
oF 2F
T=|(— = — 4.17
I @1

Stoga je unutra$nja energija u funkciji temperature £ = 3/2NkT. Pritisak
iznosi: o ok NIT
P=- (W>S,N:§V:7 (4.18)
pa je mehanicka jednacina stanja jednaka:
PV = NET (4.19)
4.3 Broj stanja sistema sa energijom £ jednak je:

_O%(E,N,V) 3N
G(E,N.V) = === = S(E.N.V) (4.20)
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Logaritmovanje obe strane ovog izraza i mnoZenjem sa Bolcmanovom kon-
stantom dobijamo:

KInG(E,N,V) = kInS(E, N, V) + kIn(3N) — kIn(2E)  (4.21)

kInG(E, N,V)iklnX(E, N, V) se skaliraju linearno sa brojem Cestica dok
se poslednja dva Clana skaliraju kao In/N S§to mnogo sporije raste nego li-
nearna funkcija. Zbog toga se poslednja dva ¢lana mogu zanemariti kada
N — o0, paje kInG(E, N,V) = kInX(E, N, V).

4.4 Hamiltonijan sistema od NV klasi¢nih oscilatora jednak je:

H = Z(pz + 5w qz) (4.22)

Uvedimo smenu koordinata:

- Pi - m
= = gy — 4.23
p om 4 =g 9 ( )

Zamenom novih koordinata u hamiltonijan dobijamo:

H=p 4. .. +p’+@*+..+¢°=E (4.24)

Tada je ukupan broj stanja sistema do energije £ jednak:

2N . . .
Y(E,N,V) = W/I~{<E dp:...dp,dq,...dq, (4.25)
oN N RN

S(E,N,V) = (4.26)

EY = ———.
MNWNT(N +1) (hw)N N!
Ovde smo iskoristili da je integral jednak zapremini 2N -sfere poluprecnika
E. KoriS€enjem Stirlingove aproksimacije nalazimo da je osnovna termo-
dinamicka jednacina sistema jednaka:

E
S(E,N,V)=kNIn (th> + kN (4.27)
Temperatura sistema iznosi:
1 aS kN
T~ (a—E) ~F (4:28)

Stogaje E = kNT.

4.5 Energija kvantnog harmonijskog oscilatora jednaka je hw(n + 1/2),
n=0, 1, 2, ... Pogodno je uzeti nultu energiju oscilatora iw/2 za nulu ener-
gije, pa je energija harmonijskog oscilatora nhw. Ako je ukupna energija
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E, onda postoji F/hw kvanta energije koji su rasporedeni na 3N oscilatora.
Broj rasporeda F/hw kvanta na 3N oscilatora jednak je broju stanja do-
stupnih sistemu. Problem nalaZenja broja dostupnih stanja je ekvivalentan
problemu rasporedivanja F/hiw kuglica u 3N kutija. Broj razli¢itih nacina
rasporedivanja se moze dobiti rasporedivanjem 3N — 1 pregrada izmedu
E /hw kuglica $to je jednako broju kombinacija £ /hw objekata od ukupnog
broja od 3N — 1 4+ F/hw objekata. Stoga:

(BN =1+ E/hw)! (3N + E/hw)!
(BN — DI(E/hw)! — (3N)!(E/hw)!

Koristeci Stirlingovu aproksimaciju dobijamo osnovnu termodinamicku je-
dnacinu:

G(E,N,V) = (4.29)

S(E,N,V) =kInG(E,N,V) (4.30)
E kE 3Nhw
E'N =3NkIn (1 —In {1 4.31
S(E,N,V) 3kn(+3th)+hwn(+ E) (4.31)
Jednacdina stanja za temperaturu sistema iznosi:
1 05 k 3Nhw
=== =—In(1 4.32
T (8E)N7V hwn( TTE ) (452)

pa je unutrasnja energija jednaka:

E= ﬁ% (4.33)
Toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini iznosi:
OF BNR*w? /()
= (o)., = T @y

(4.34)

4.6 Ako je E energija sistema, onda se E/e atoma nalazi u pobudenom
stanju a (N — E/e) atoma u osnovnom stanju. Broj razli¢itih nacina za
izbor E'/e atoma od ukupnog broja N atoma jednak je:

NI

G(E,N,V) = ' 4.35
(BNV) = ot —Eje) (4.39)
Koristeci Stirlingovu aproksimaciju dobijamo entropiju sistema:
E kE Ne
EN = kInG(E, N =—kNln|1— — —In|{— -1
S(E,N,V) = kInG(E,N,V) k n( Ne)+ - n(E )
(4.36)

Jednacina stanja za temperaturu iznosi:

1 oS k Ne
7= (8_E) x = Eln <F — 1) (4.37)
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Tada je unutrasnja energija jednaka:

Ne

a toplotni kapacitet sistema pri konstantnoj zapremini iznosi:

E Ne2 e/(kT)
o = (2E) _Ne e (4.39)
0T )y KT2 (11 0D

4.7 U kanonskom ansamblu, energija sistema nije ofuvana jer sistem raz-
menjuje energiju sa rezervoarom. Fluktuacije energije predstavljaju odstu-
panje enegije od njene srednje vrednosti. Standardna devijacija energije op
predstavlja kvantitativnu meru fluktuacija energije. Ona je jednaka op =
V(E?) — (E)2. Nadimo sada koliko ona iznosi koriste¢i kanonsku parti-
cionu funkciju (statisticku sumu). Srednja vrednost energije je jednaka:

1 olnZ
E)y=—) Ee "= < ) (4.40)
=53 )
Srednja vrednost kvadrata energije iznosi:
1 1 [0*Z
E)=—-) FE?Pbi=_ | = 4.41
(B%) =2 > Bie z\a7),, (4.41)

(2

Tada je varijansa energije:

, , ) 1 /627 1 o0z 2 - *InZ
ok = (B%) — (B} = (a—ﬁg)m—ﬁ <%>V,N‘ (55 )V,N

(4.42)
Koristeéi izraz za srednju energiju dobijamo:
oFE ou
oh = — (—) — kT (_> =KT°C,  (443)
op V,N oT V,N

Relativne fluktuacije energije predstavljaju odnos disperzije energije i sre-
dnje vrednosti energije te stoga pokazuju u kom obimu energija fluktuira
u odnosu na njenu srednju vrednost. One zavise od broja Cestica obrnuto
srazmerno korenu broja Cestica u sistemu:

op . vV kT2CU \/N 1
(E) (E) N VN
U slucaju kada je broj Cestica u sistemu jako veliki, odstupanja od sre-

dnje vrednosti energije bi¢e zanemarljive. Zato za makroskopske sisteme
mozZemo govoriti o tano odredenoj unutral$noj energiji sistema.

(4.44)
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4.8 Kanonska particiona funkcija za ovaj sistem jednaka je:

2 2
Bleri+ezj+esk) _ ,—B(er1+ea1+esr) —B(e12+€21+€31)
755 3) 3) M a e e :

i=1 j=1 k=1
+6—ﬁ(611+622+631) + 6—5(612+622+631) + 6—5(€11+621+632) + 6—,3(612+621+632)_|_
+e—5(611+622+632) + 6—,3(6124-622-1-632) (4.45)

Zbir sadrZi osam Clanova. Taj zbir se moze preurediti u proizvod particionih
funkcija svake Cestice:

7 — (6—/3611 + 6—5612)(6—6621 + 6—/3622)(6—5631 + 6—5632) = 212923 (4.46)

4.9 Hamiltonijan sistema Cestica u ovom slucaju jednak je zbiru hamiltoni-
jana Cestica h = (p3 + p, + p2)/(2m). Kanonska particiona funkcija za
jednu Cesticu jednaka je:

y = L/~ e~ BWEApy+p2)/(2m) Jo0 dud zdp. dp. dp. = vV (2Zmm Y
(4.47)
Kanonska particiona funkcija za sistem Cestica iznosi:

N N 3N/2
oz V (27?771) (4.48)

N 3h2

Koristeci Stirlingovu aproksimaciju za faktorijel, dobijamo Helmholcov po-
tencijal:

2rmkT

1 V 3
A= —Ban = —kT Nln (N) — §krTN1n ( ) — kTN (4.49)

Unutra$nja energija se racuna koriS¢enjem kanonske particione funkcije:

olnZ 3
U=(E)=— = —NkT 4.50
(E) ( R ) 5 (4.50)
Pritisak, entropija i hemijski potencijal su:
0A ETN
P — - = — 4. 1
<8V) V (4.51)

A 9 T 3/2
S=- (g_T) = FNln (% ( Tf ) ) + gkN (4.52)
V,N
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0A V [ 2mmkT\?

4.10 Energija osnovnog nivoa atoma jednaka je nuli, dok je energija pobude-
nog nivoa jednaka e. Tada kanonska particiona funkcija za jedan atom
iznosi z = 1 + e~#¢. Podrazumevamo da atomi ne interaguju pa je stoga
kanonska particiona funkcija za sistem atoma jednaka:

7 =N = (14PN (4.54)
Unutrasnja energija iznosi:
olnZ 0 Be eN
U_<E>__(8B) = 66(Nln(1+6 >>_1+€Bs (4.55)

Toplotni kapacite pri konstantnoj zapremini je jednak:

oU ¢/ (KT) 2N
C,=| = = 4.56
<8T) (15 c/0D)2 572 (4.56)

4.11 Kanonska particiona funkcija za jedan oscilator jednaka je:

—Bwh
y = Z e ﬁwh n+1/2 B /2 (4 57)
T ] _eBwn '

Ovde smo koristili izraz za sumu geometrijskog reda:

1

l4+z+a2+23+ ..
1—x

(4.58)

Kanonska particiona funcija za sistem oscilatora iznosi Z = 23V, Stoga je
unutras$nja energija jednaka:

olnZ 3 1
U=— = _—Nwh+ ——— 4.59
(86)N R (9
Toplotni kapacite pri konstantnoj zapremini iznosi:
oU wh/(kT) 3N 2h2
o= (%) —_° ~ (4.60)
T ), (eH/GT) —1)2" kT2

4.12 Varijansa raspodele broja Cestica jednaka je:
((ON)?) = (N?) = (N)* (4.61)
Srednji broj Cestica iznosi:

1 Oln=
== Ne BEi=nN) _ ( > (4.62)
=22 56 ).,

T N=0 i
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Srednja vrednost kvadrata broja Cestica je jednaka:

(N?) = 1 SO N #EuN)

(ot7)
_— (4.63)
= N=0 3 8(5/02 8,V

Varijansa raspodele broja Cestica iznosi:

[1]] —

-2 655 4 ), (),
((ON)?) = <%)W (4.65)

4.13 Posto se u varijansi izvod vrsi po konstantnoj temperaturi, moguce je
izvudi temperaturu iz imenioca tako da varijansa postane:

_L(omy KT
((6N)*) = 3 < o >B,V CIEI

Da bismo nasli izvod u kome se pojavljuje hemijski potencijal koristimo

(4.66)

Gibs-Dijemovu jednacinu dy = —sdT'+vd P, gde su s i v molarne entropije
1 zapremine. Tada vazi jednakost:
)y, = (o)
— =v| = (4.67)
(0<N> TV HN) /1y
Zamenom ovog izraza u varijansu dobijamo:
kT(N) (O(N)
SN)?*) = 4.68
Ny =S (BE) (468)

Termodinamicki izvod iz prethodne jednacine se moZe predstaviti kao:

o)., ()., (Gw),,, = (o).,
(4.69)

1 [foV
R = _V (8—P)T7N (470)

koeficijent izotermske kompresibilnosti. Primetimo da je jedini oblik zav-
isnosti zapremine od temperature i pritiska jednak V' = (N) f(T, P). Tada

je:
ov V
(6057 ), =17 = 3 o

gde je:
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Zamenom ovih izraza u varijansu broja Cestica nalazimo da je ona jednaka:

kT(N)?
(o = ML e @72)
V
4.14 Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla za posmatrani sistem
je:
_ 00 00 1 .
E=) MNZy=)" A =¢ (4.73)
N=0 N=0

A = eP je aktivnost, Zy i z = V(2mrm/(3h?))3/? su kanonske particione
funkcije sistema Cestica i jedne Cestice respektivno. Srednji broj Cestica
1Znosi:

Oln= Oln= orm \ ¥/?
N) = =\ =\ :M/( ) 474
W) (awu))W <aA )W PV G ) @

Iz ove jednacCine dobijamo hemijski potencijal:

(N) 3 2rmkT
1= kTIn (7 — élen 2 (4.75)
Mehanicka jednacina stanja, srednja energija i entropija jednake su:
PV = —=Q =kThnZ = kT Az = kT(N) (4.76)
Jln= Jdz 3
(E) = — ( > = —A\— = —kT(N) 4.77)
o8 Jewv 08 2

S=— (g—?j)”y - gMN) + £(N)In <% (27”:#)3/2) 4.78)

4.15 Kanonska particiona funkcija jedne Cestice iznosi:

oo 1

_ —pne _

=) e = — (4.79)
n=0

Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla za sistem Cestica je jed-
naka:

©© b 1 1 —e P

= _ BuN — Br NN _ _

E=) MZy =) (M) = T T 480
N=0 N=0

Srednji broj Cestica u sistemu iznosi:

Oln= e,é’,u
W= (Wﬁu))w T 1 — eBe _ eBn (4.81)
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Srednja energija je jednaka:

Jln= N
(B) = — ( an ) - é_>61 (4.82)

B )y €

4.16 Particiona funkcija za NPT ansambl jednaka je:
A= / > e I gy = / e PPV ZndV (4.83)

Zamenom vrednosti Zy u integral dobijamo:

27Tm 3N/2 1 N+1 27Tm 3N/2 1 N
8= (W) (B_P) ~ (ﬁfﬂ) <6_P> (59

Gibsov potencijal iznosi:

1 3N 2mm
= ——InA = ——1
G ﬁn 26n(ﬁh2

Mehanicka jednacina stanja je jednaka:

oG N

) + %m(ﬁp) (4.85)






POGLAVLJE 5

IDEALNI SISTEMI

Idealni sistemi su oni sistemi €iji delovi ne interaguju. Delovi sistema mogu
biti pojedinacne Cestice, kao kod gasova, ili kolektivno kretanje Cestica,
kao kod idealnog kristala. Nepostojanje interakcije izmedu delova sistema
dovodi do toga da je ukupna energija sistema jednaka zbiru energija nje-
govih delova. Tada se particiona funkcija moZe razloZiti na proizvod parti-
cionih funkcija njegovih delova §to znacajno pojednostavljuje izraCunavanje
termodinamickih veli¢ina.

Primena kvantnih statistika na idealne gasove

Sve elementarne Cestice se mogu podeliti u bozone 1 fermione u zavisnosti
od vrednosti njihovog spina. U slucaju bozona spin Cestice je ceo broj (s =
0, 1, 2, ...), dok je u slu¢aju fermiona spin Cestice polubrojan (s =1/2, 3/2,
...). Vrednost spina Cestice uvodi ograni¢enja u pogledu broja Cestica koje
se mogu naci u jednoCesticnom stanju. Samo jedan fermion se moZe naéi u
odredenom jednocesti¢nom stanju. Za bozone takvo ogranicenje ne postoji.
Kao posledica ovakvog ponasanja sistemi bozona i fermiona imaju razlicite
termodinamicke osobine. Termodinamicke osobine bozona i fermiona se

57
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odreduju koriS¢enjem Boze-AjnStajnove (Bose-Einstein) i Fermi-Dirakove
(Fermi-Dirac) statistike respektivno.

5.1 Podeliti sledeée &estice na bozone i fermione: p*, n, e~, o, *He, *He,
D, H.

5.2 Nadi gustinu jednocesti¢nih stanja g(e) slobodne Cestice u kubnom
sudu zapremine V' = L3. Uzeti u obzir da je talasni broj &estice jednak:

- T
k=—
7
Razmotriti dva slucaja:
a) fermioni i bozoni sa masom. Energija Cestice tada iznosi
e = k*h?/(2m);
b) bozoni bez mase. Energija Cestice tada iznosi ¢ = hkc.

Ng€y + Ny€y + N2€,), Ny, My,n, =1,2,3, .. (5.1)

5.3 Odrediti srednji broj fotona, unutrasnju energiju i pritisak elektroma-
gnetnog zracenja u sudu oblika kocke zapremine V. Uzeti da se sud ponaSa
kao apsolutno crno telo, na temperaturi 7', tj. da apsorbuje i emituje ele-
ktromagnetno zracenje. Elektromagnetno polje predstaviti kao idealni gas
fotona. Foton je bozon sa spinom jednakim jedan. Uzeti u obzir da je hemi-
jski potencijal fotonskog gasa jednak nuli. Gustina jednocCesticnih stanja
fotona je jednaka:

87Ve?

g (6) - ( h C) 3

jer je svako jednofotonsko stanje dvostruko degenerisano zbog postojanja
dve polarizacije elektri¢nog polja.

5.2)

5.4 U opstem slucaju gustina jednocCesti¢nih stanja nekog sistema jednaka
je g(€) = AeP, Ai B su konstante. Tada vaZi jedna¢ina:

PV = f(A, B)(E) (5.3)
Nadi zavisnost f(A, B).

5.5 Pokazati da vaZzi izraz za entropiju:

S = kz (n)In(ny) F (1 F (n)) In (1 F (ny))) (5.4)

gde je (n;) srednja zauzetost i-tog jednocesti¢nog stanja. Gornji znak vazi
za Fermi-Dirakovu a donji za Boze-AjnStajnovu statistiku.

5.6 Kada je aktivnost gasa mala, onda se on naziva slabodegenerisanim
gasom. U tom slucaju se pritisak i unutrasnja energija mogu predstaviti
kao stepeni redovi po Cesti¢noj gustini gasa p = (NN)/V. Odrediti najnizu
korekciju energije 1 pritiska idealnog slabodegenerisanog gasa fermiona 1
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bozona sa masom u odnosu na klasi¢ne vrednosti za idealni gas.
Primena Bolcmanove statistike na atomske i molekulske gasove

Na visokim temperaturama i malim ¢esticnim gustinama, srednja zauzetost
jednocesticnog stanja postaje bliska nuli. Tada Boze-AjnStajnova 1 Fermi-
Dirakova statistika postaju jednake Bolcmanovoj statistici. U ovom delu
dati su zadaci vezani za termodinamicke osobine idealnih gasova na koje
se moZe primeniti Bolcmanova statistika a Cije Cestice imaju unutrasSnju
strukturu. Smatraéemo da unutrasnji stepeni slobode Cestica ne interaguju
medusobno tako da je energija Cestice jednaka zbiru energija translacionog
kretanja i energija svih unutrasnjih kretanja Cestice.

5.7 IzraCunati translacionu particionu funkciju za atom Na na temperaturi
od 25 °C i zapremini 10 cm?,

5.8 Izracunati translacioni doprinos molarnoj entropiji Ar na temperaturi
25 °C i pritisku P = 10° Pa.

5.9 Izracunati translacioni doprinos molarnom Helmholcovom potenci-
jalu, unutraSnjoj energiji, toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini
i entropiji He na temperaturi 25 °C i pritisku P = 10° Pa.

5.10 Neki atom ima statisticku teZinu osnovnog, prvog i drugog elektron-
skog nivoa jednaku 2, 1 1 3 respektivno. Prvi pobudeni elektronski nivo se
nalazi na 500 cm~! a drugi pobudeni elektronski nivo na 2500 cm~! iznad
osnovnog nivoa. [zracunati elektronsku particionu funkciju na 7" = 1000 K
kao 1 srednju vrednost elektronske energije atoma.

5.11 Statisticke tezine prva tri elektronska nivoa atoma kiseonika iznose:
go = 95, g1 = 31 ¢go = 1. Njihove energije se nalaze na 0, 158,51 226,5
cm~!. Kolika je relativna zauzetost tih nivoa na temperaturi 25 °C?

S5.12 Statisticka teZina osnovnog i prvog pobudenog nivoa atoma fluora
iznose go = 41 g; = 2. Prvi pobudeni nivo se nalazi 404 cm™! iznad
osnovnog. lIzracunati elektronski doprinos molarnom Helmhocovom po-
tencijalu i toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini na temperaturi
T =500 K.

5.13 Na koje od slede¢ih termodinamickih funkcija utie a na koje ne
utice elektronska particiona funkcija koja ukljucuje samo degeneraciju osno-
vnog elektronskog nivoa: U, A, u, S, C,.

5.14 Izracunati translacionu particionu funkciju za molekul Hs koji se
nalazi u sudu zapremine 100 cm?® na temperaturi 25 °C.
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5.15 DuZina veze molekula O, jednaka je 120,75 pm. Izracunati rotacionu
particionu funkciju na 7" = 300 K.

5.16 Odrediti faktore simetrije za sledece molekule: H,O, NH3, CH,,
CeHg.

5.17 Izracunati rotacionu particionu funkciju za HCI na temperaturi 300

K ako je rotaciona konstanta B=10,591 cm™ L.

5.18 IzraCunati rotacionu particionu funkciju za molekul 5-fluorosalicilne
kiseline na 25 °C ako su rotacione konstante A=0,061 cm~!, B=0,030 cm ™"
i C=0,020 cm™".

5.19 Odrediti doprinos rotacije molarnom Helmholcovom potencijalu za
pirimidon na 25 °C ako su rotacione konstante jednake A=0,188 cm™!,
B=0,093 cm~! i C=0,062 cm™"'.

5.20 Izvesti izraz za najzauzetiji rotacioni nivo.

5.21 IzraCunati vibracionu particionu funkciju na 7" = 1000 K za molekul
vode ¢iji su talasni brojevi vibracionih modova jednaki: 3755,8, 3656,7 i
1594,8 cm~!. Uzeti da je energija osnovnog vibracionog nivoa jednaka
nuli.

5.22 Izracunati zajednicki vibracioni i rotacioni doprinos molarnom Helm-
holcovom potencijalu 1 toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini za
I, na 25 °C ako je rotaciona konstanta jednaka B=0,037 cm~! a talasni broj
vibracije 7=214,6 cm~!. Uzeti da je energija osnovnog vibracionog nivoa
jednaka nuli.

5.23 IzraCunati molarni toplotni kapacitet na 100 °C za vodu u gasnoj fazi
ako su rotacione konstante A=27,9 cm~!, B=14,5cm~!'i C=9,3cm™"' a ta-
lasni brojevi vibracionih modova 3755,8, 3656,7 i 1594,8 cm ™. Zanemariti
doprinos elektronskog kretanja.

5.24 IzracCunati molarnu entropiju za D, na temperaturi 298 K 1 pritisku
10° Pa ako je rotaciona konstanta B=29,9 cm~! a talasni broj vibracije 3054
cm™!. Zanemariti doprinos elektronskog kretanja.

5.25 [Izracunati elektronski doprinos molarnoj entropiji NO na tempera-

turi 600 K. Statisticke tezine osnovnog i prvog pobudenog elektronskog

nivoa su 2. Energija prvog pobudenog elektronskog nivoa iznosi 121,1
-1

cm .

5.26 Odrediti molarne toplotne kapacitete ¢, 1 ¢, za sledeCe idealne gasove
ako za njih vazi visokotemperaturska aproksimacija za translaciju, rotaciju
i vibraciju (zanemariti elektronske doprinose): Ar, Oy, H,O, CO5 i CHy.
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Konstanta ravnoteZe hemijske reakcije idealnih gasova

Izraz za konstantu ravnoteze hemijske reakcije idealnih gasova ima jedno-
stavan oblik koji ukljucuje particione funkcije hemijskih vrsta koje ucestvuju
u reakciji. Od velike vaznosti za izraCunavanje konstante ravnoteze je da
referentni energetski nivoi svih hemijskih vrsta u reakciji budu isti.

5.27 IzraCunati konstantu ravnoteze K, za reakciju:

Bra(g) T2Brg
na temperaturi 1000 K ako je vibracioni talasni broj Bry jednak v = 322
cm™!, rotaciona konstanta B=0,081 cm™!, a energija disocijacije Dy=1,97
eV. Statisticka teZina osnovnog elektronskog nivoa atoma Br je 4, a molekula
BI'Q je 1.

5.28 IzraCunati konstantu ravnoteze K, za disocijaciju:

Kag) =2K(g)
na temperaturi 1000 K ako je vibracioni talasni broj K, jednak 7=92,3 cm™!,
rotaciona konstanta B=0,561 cm™!, a energija disocijacije Dy=0,51 eV.
Statisticka tezZina osnovnog elektronskog nivoa atoma K je 2, a molekula
K2 je 1.

5.29 IzraCunati konstantu ravnoteze K, na 298 K za izotopsku izmenu:
1257127 1257125 1277127
. o277 g ST+ T
I, ima nedegenrisano osnovno elektronsko stanje.

5.30 IzraCunati konstantu ravnoteze K, za reakciju:

H20(9)+DC1(9) #HC](9)+HDO(9)
na temperaturi 298 K, ako su vibracioni talasni brojevi vy, 0= 3656,7, 1594,8,
3755,8 em™'; Uypo= 2726,7, 1402,2, 3707,5 cm™Y; Uyey= 2991 cm™;
Upci=2145 cm™; rotacione konstante Az,o= 27,88 cm™!, Bg,o= 14,51
ecm ™, Cr0=929cm™; Agpo=23,38cm !, Bypo =9,102cm™ !, Cypo=
6,417 cm™; Byey= 10,59 cm™; Bpey= 5,449 cm ™.

Toplotne osobine cvrstih tela i adsobcija gasova

U ovom delu su dati zadaci koji se odnose na termodinamicke osobine
kristalne reSetke 1 adsorbciju gasova na njenim povrSinama. Iako atomi
u kristalnoj reSetki jako interaguju, njihovo kolektivno kretanje koje pred-
stavlja vibracije reSetke se moze razloziti na kretanje vibracionih modova.
U prvoj aproksimaciji mozemo smatrati da vibracioni modovi kristalne rese-
tke ne interaguju medusobno, tj. da oni obrazuju idealan sistem.

5.31 Atomi u kristalnoj reSetki vibriraju oko ravnoteznih konfiguracija.
Broj vibracionih modova kristalne reSetke je jednak 3N —6 ~ 3N, N je broj
atoma u kristalnoj reSetki. Nazovimo resetku u kojoj vibracioni modovi nisu
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spregnuti idealnim kristalom. Gustina raspodele vibracionih frekvencija
kristalne reSetke u Debajevom (Debye) modelu je jednaka g(v) = INv? /v,
vp je maksimalna dozvoljena frekvencija (Debajeva frekvencija). Pokazati
da se na temperaturama bliskim apsolutnoj nuli toplotni kapacitet idealne
kristalne reSetke skalira sa treim stepenom temperature, a da je na visokim
temperaturama jednak 3k N.

5.32 Debajev model ne daje zavisnost particione funkcije od zapremine.
Tim problemom se bavimo u ovom zadatku. Potencijalna energija interak-
cije atoma kristalne reSetke u ravnoteZnoj konfiguraciji zavisi od zapremine
V kristalne resetke, (V). Neka su frekvencije normalnih modova kristala
v;. Grinajzenova (Griineisen) pretpostavka je da su frekvencije v; zavisne
od zapremine tela preko izraza dlnv;/dInV = —~, v > 0. Pokazati da je
pritisak kristala tada dat Mi-Grinajzenovom (Mie-Griineisen) jednacinom:

b U
P=—— 7= (5.5)

gde je U unutraSnja energija vibracionog kretanja.

5.33 N atoma su poredani tako da ¢ine savrSenu kristalnu reSetku. Ako
se n atoma medu njima (1 < n < N) izmesti iz reSetke u praznine
izmedu ¢vorova reSetke, kristal postaje neidealan sa n defekata Frenkelovog
(Frenkel) tipa. Broj N’ Supljina izmedu ¢vorova resetke gde se atom moze
smestiti je istog reda veli¢ine kao 1 /N. Neka je w energija potrebna da se
pomeri atom iz ¢vora reSetke na mesto izmedu ¢vorova. Pokazati da je u
ravnoteZi na temperaturi 7' (kT < w) vazi: n ~ v/ N N'e~w/(2kT),

5.34 Ako se n atoma u idealnom kristalu od NV atoma (1 < n < N) iz-
mesti iz ¢vorova reSetke unutar kristala na ¢vorna mesta na povrsini kristala,
kristal postaje neidealan, sa defektima Sotkijevog (Schotrky) tipa. Neka je w
energija neophodna da se izmesti atom iz unutraSnjosti na povrsinu kristala.
Pokazati da u ravnoteZi na temperaturi 7' (kT < w) vazi: n ~ Ne w/*T,
Zanemariti efekte zbog promene zapremine.

5.35 Izratunati broj Sotkijevih defekata po molu kristala na 300 K ako je
potrebno 1 eV da bi se atom iz unutrasnosti doveo na povrSinu kristala.

5.36 Toplotni kapacitet C', za mnoge metale na niskim temperaturama
se moZze napisati u obliku C, = T + AT? gde je prvi ¢lan doprinos
elektronskog kretanja a drugi ¢lan doprinos vibracionog kretanja kristalne
reSetke. Uporediti relativne doprinose elektronskog i vibracionog kretanja
molarnom toplotnom kapacitetu kristala natrijuma na temperaturama od 2 i
20 K. Konstante za natrijum iznose: v = m2Nk/(2Tr), A = 127Nk /(56%)),
Tr =3,7x10* K, 0p = 150 K.
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5.37 Razmotrimo sistem koji se sastoji od kristala i atoma u gasnom stanju
iznad njega. U takvom sistemu dolazi do adsorbcije atoma na povrSini
kristala. Atomi se adsorbuju na adsorbcionim mestima tako da ostanu vezani
za njih. Vezani atomi izvode vibraciono kretanje u blizini minimuma poten-
cijala adsorbcionog mesta. Energija adsorbcije atoma €y je mnogo manja
nego energija vezivanja atoma u kristalnoj reSetki pa stoga adsorbovani
atomi ne menjaju znacajno strukturu kristalne reSetke. MoZemo smatrati
da kristalna reSetka samo obezbeduje potencijal za adsorbciju atoma. To
nam omogucava da termodinamicki sistem koji posmatramo svedemo na
adsorbovane atome u potencijalnom polju. Raspored adsorbcionih mesta
na povrsini kristala nije relevantan za ovaj zadatak poSto ¢emo smatrati da
adsorbovani atomi ne interaguju medusobno. Izvesti jedna¢inu monoslojne
Lagmirove (Langmuir) adsorbcione izoterme:

K(T)P
1+ K(M)P

i dati izraz za konstantu ravnoteze K (7). § = N/M je zaposednutost ad-
sorbcione povrsine, N je broj adsorbovanih atoma, M je broj adsorbcionih
mesta. Vibraciona particiona funkcija adsorbovanog atoma u kome je osno-
vni vibracioni nivo jednak nuli iznosi ¢°,,. Koristiti:

a) kanonski ansambl;

b) veliki kanonski ansambl.

(5.6)

5.38 U ovom zadatku uopStavamo razmatranja iz prethodnog zadatka na
problem viSeslojne adsorbcije.

a) Koristeci veliki kanonski ansambl naéi particionu funkciju za ad-
sorbovane atome u slu€aju viSeslojne adsorbcije. Pretpostaviti da
postoji M adsorbcionih mesta i da na svakom mestu moZe da se
nade s atoma (0 < s < m). Uzeti u obzir da absorbovani atomi ne
interaguju medusobno.

b) Izvesti BET-ovu adsorbcionu izotermu:

cx

(s) = (1—z—cr)(1—2x)
1 odrediti veli¢ine x i c koristeci rezultat pod a). x je proporcionalno
pritisku u gasnoj fazi, a ¢ je konstanta. (s) je srednji broj adsorbo-
vanih atoma na jednom adsorbcionom mestu. U ovom slu€aju uzeti
u obzir da broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu
moze biti beskonacan i da su particione funkcije adsorbovanih atoma
u drugom i viSim slojevima z, iste, a razli€ite od particione funkcije
za atome u prvom sloju 2;.

5.7

5.39 Dvoatomski molekul A, disosuje prilikom adsorbcije: Ay(g) =2A (qas).-
Odrediti adsorpcionu izotermu u ovom slucaju, tj. zavisnost izmedu ste-
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pena zauzetosti adsorpcione povrsine § u monoslojnoj adsorbciji i pritiska
A, molekula u gasnoj fazi, P. Uzeti da je kanonska particiona funkcija
za unutrasnje kretanje molekula A, jednaka z,(A5), a kanonska particiona
funkcija adsorbovanog atoma A jednaka z,45(A).

Maksvelova raspodela brzina i molekulski sudari

Svi klasicni sistemi Cestica zadovoljavaju Maksvelovu raspodelu brzina.
Proucavanje sudara izmedu molekula u gasu je vazno za razumevanje kine-
tickih osobina gasova.

5.40 Izracunati srednju vrednost n-tog stepena brzine molekula.
5.41 Izracunati najverovatniju brzinu molekula.

5.42 Izracunati srednju i najverovatniju brzinu molekula N5 na tempera-
turi 25 °C

5.43 Izracunati koliko sudara u jednoj sekundi pretrpi molekul N5 na pri-
tisku od 10 atm 1 temperature od 25 °C. PovrSina poprecnog preseka moleku-
la N; je 0,43 nm?.

5.44 Staklena sijalica sadrzi 10?° molekula Ny u zapremini 10 cm® na
25 °C. IzraCunati broj sudara jednog molekula N, po jedinici vremena.
PovrSina popre¢nog preseka molekula N, je 0,43 nm?.

5.45 Laboratorijska vakuumska pumpa mozZe da stvori pritisak od 1 pPa.
IzraCunati broj sudara po jedinici vremena molekula Hy, na tom pritisku
i temperaturi od 50 °C. PovrSina poprecnog preseka molekula Hs je 0,27

nm?2.

5.46 U sudu zapremine 10 cm® na temperaturi od 25 °C nalazi se 10%°
molekula hlora i 10?* molekula vodonika. Odrediti ukupan broj sudara
izmedu molekula hlora i vodonika po jedinici vremena i zapremine. Polu-
precnici molekula hlora i vodonika su 0,544 1 0,293 nm respektivno.

5.47 lIzracunati najverovatniju kineticku energiju i varijansu raspodele ki-
neticke energije molekula.
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5.1 Za sloZene sisteme Cestica sastavljene od fermiona vaZzi da ako je uku-
pan broj fermiona neparan onda se sistem ponaSa kao fermion a ako je broj
fermiona paran onda se sistem ponaSa kao bozon. Stoga su bozoni: «, *He,
H, a fermioni: p*, n, e, 3He, D.

5.2.a Da bismo izraunali broj jednocesti¢nih stanja ¢(¢) koja imaju ener-
giju e izracunajmo prvo broj stanja koja imaju talasni broj k. Talasni brojevi
k zavise od kvantnih brojeva n,, n, i n, preko sledeceg izraza:

v 2 Ty 2 2

k-k=k :ﬁ(nernernz) (5.8)
Primetimo da razli¢ite kombinacije kvantnih brojeva mogu dati istu vre-
dnost k Sto odgovara degeneraciji energetskog nivoa sa vredno$¢u k. Za
velike vrednosti kvantnih brojeva n,, n, i n., vrednosti talasnog broja se
menjaju neprekidno. Tada je prethodna jednacina jednaka jednacini sfere
polupre¢nika R = kL /m. Ukupan broj stanja do stanja sa talasnim brojem
k jednak je osmini zapremine lopte poluprec¢nika R, jer su samo pozitivne
vrednosti kvantnih brojeva dopustene:

14 (kL\® KV
Ok) = —om (22) =222 .
() 837T(7r) 6 (59)

65



66 RESENJA ZADATAKA

Broj stanja koje imaju talasni broj & iznosi:
d(I)(k:) K2V
L >
90 =" = 3w

Gustina jednoCesti¢nih stanja sa energijom ¢ jednaka je g(e) = g(k)dk/de.
U slucaju fermiona i bozona sa masom:

dk 2m 1

=S 5.11

de h? 2./€ (>.11)
Tada g(€) iznosi:

V 2me [2m 1 2m 3/2
=— ) —=—==2 — 12
g(€) 0 72 \/ EENG 7rV<h2) Ve (5.12)

5.2.b Gustina jednocesticnih stanja sa energijom ¢ u slucaju bozona bez
mase 1zZnosi:

(5.10)

AV e
g(e) = W

5.3 Prvo razmotrimo zasto je hemijski potencijal fotona jednak nuli. Crno
telo stalno emituje 1 apsorbuje fotone te se stoga odigravaju reakcije mA=nA,
A je foton, m i n su brojevi apsorbovanih i emitovanih fotona, m # n.
Uslov ravnoteze za takvu hemijsku reakciju je mu — nu = 0, a taj uslov
je ispunjen samo za ;4 = 0. PoSto su fotoni bozoni, koristimo Boze-
AjnStajnovu statistiku:

(5.13)

e Pex
N) = —_ 5.14
() ;1—/\6—5%7 (5.14)
(E) = Z M (5.15)
B 1 — e Pex’ ‘
= ——Zln — Ae ) (5.16)

Aktivnost fotonskog gasa je ]ednaka A = 1. Zamenimo sumu po stanjima sa
integralom po gustini stanja. Pogodno je umesto energije koristiti ugaonu
frekvenciju w. Tada je:

de Vw?
o) = gle) o = =

(5.17)

w23

Zamenom sume sa integralom dobijamo:

oo, 2 —fBwh
(N) = v/ wie T dw (5.18)
0

m2c3 1 — e=Bwh
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Vh [ wie Bndy

w23 J, 1 — e Bwn

(E) = (5.19)

-1 o0
_ _ —pBwhy, 2
P = —ﬁ7'('263/0 In(1—e Jwdw (5.20)
Ovi integrali se mogu resiti razvijanjem podintegralnih funkcija u stepene
redove. U prva dva slucaja:

6—60.171 e Bt
i) D (-2
n=1

U tre¢em slucaju:

In(1—e M) =-3"° (5.22)

Dobijeni integrali se svode na gama funkciju pomocu smene x = [Snwh.
ReSenja integrala su:

(N 5hc 2P Z — (5.23)
6V =1
(E) = TEe 3 = (5.24)
n=1
2 =1
n=1

Sume koje se pojavljuju predstavljaju zeta funkcije ¢(z) = > - 1/n” &ije
vrednosti su ¢ (3) ~ 1,202 ¢(4) = 7 /90 ~ 1,082.

5.4 Unutras$nja energija sistema jednaka je:
< g(e)ede /°° eBlde
E) = 2 —A _— 5.26
(E) /0 Alefer £1 0 Alefer +1 (5.26)

Znak plus u imeniocu vazi za fermione, minus za bozone. TransformiSimo
ovaj integral pomocu parcijalne integracije:

u= e du=(B+1)Pde (5.27)

de 1
- _ - —Be
dv = P v—:Fﬁln(li)\e ) (5.28)
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tako da integral postaje:
* (B+1A [*
+ u/ ePIn (1 + )\6_66) de
0 B 0
(5.29)

Prvi ¢lan je jednak nuli. To se moZe pokazati primenom Lopitalovog pravila
1 ispitivanjem limesa funkcija. Stoga je unutrasSnja energija jednaka:

(E) = :F%EBHIH (14 xe ")

(E) = (B+1)PV. (5.30)

Dakle, trazena funkcija f(A, B) iznosi 1/(B + 1). U slucaju fermiona i
bozona sa masom vazi PV = 2(F) /3, dok u sluaju bozona bez mase vazi

= (E)/3.
5.5 Srednja zauzetost jednocestiCnog stanja iznosi:

1

<nz> = 6(61*#)/(kT) (531)

Gornji znak vaZzi za Fermi-Dirakovu a donji za Boze-AjnStajnovu statistiku.
Srednji broj Cestica i unutra$nja energija su jednaki (N) = > .(n;), U =
> :(n;)e;. Veliki kanonski potencijal iznosi:

Q=FETY In (14l /D) = 2k "In(1F (n;))  (5.32)

Entropija je jednaka:
U—uN—Q € — |
S — = Z = (n;) F k;ln (1F (n;)) (5.33)

Iz izraza 5.31 sledi da je (¢; — p)/T = kIn((1 F (n;))/(n;)), pa je traZeni

izraz:

S = kZ (n)In(ny) F (1 F (n;)) In (1 F (n;))) (5.34)

5.6 Da bismo naSli korekcije za unutrasnju energiju 1 pritisak potrebno je
izraziti te termodinamicke veli¢ine kao stepene redove po gustini. Medutim,
gustina se ne pojavljuje direktno u izrazima za unutraSnju energiju i pritisak
nego su te veli¢ine funkcije aktivnosti. Zbog toga nam je potrebna jednacina
za srednji broj Cestica. Dakle, prvo je potrebno izraziti aktivnost iz izraza
za srednji broj Cestica kao funkciju gustine i nju zameniti u jednaCine za
energiju i pritisak. Po¢nimo od toga da predstavimo srednji broj Cestica,
unutras$nju energiju i pritisak kao stepene redove po aktivnosti. Radi jedno-
stavnosti, razmotrimo prvo slucaj za fermione. Izrazi za srednji broj Cestica,
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unutras$nju energiju i pritisak su:

2m\ */* > \el/2e=Pede
2m '\ */* > \e/2e=Pede

3/2
PB=2n ( ) / Veln(1 + e P9)de (5.37)

Razvijmo podintegralne funkcije ovih integrala u stepene redove po ak-
tivnosti. Za srednji broj Cestica i unutras$nju energiju koristi¢emo razvoj:

o0

1

n— —pe (n_l)
e = 200 (™) (5.38)
n=1
a za pritisak razvoj:
> )\e*/je)n
In(1+ ™7 = -1 "+1—( .
n(1+ e ) ;( ) - (5.39)

Dobijeni integrali se svode na gama funkciju pomocu smene x = nfe.
Pokazimo detalje razvoja na primeru srednjeg broja Cestica:

(N = 27 (i—?) VA / Jee 562( 1)1 (e )"V de (5.40)

n=1

3/2 0 00
(N) = 2r (Qh—T) VZ(—l)”lAn/ Vee Prde (5.41)
n=1 0

Smena x = nfe daje:

1/2

(N) = 25 (27 "y OO( iy [T e s
=27 12 Zl — ; (nﬁ)l/Qe nﬂ 5.

om\*? & neln 3
(N) =2m (ﬁ> VY (=1 n3/2r (5) (5.43)

n=1

=% Z n3 = (5.44)

Ar = h/V/2mmkT je de Brolijeva toplotna talasna duzina. Daljim reSavanjem
dobijamo:

=3 5 BN Z n5 =7 (5.45)
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1 & LA
_ n+
PB=13 D ()" (5.46)
n=1
Iz jednacine za srednji broj Cestica izrazimo Cesticnu gustinu kao stepeni
red po aktivnosti:

(N) 1 2N

Potrebno je obrnuti ovaj red, tj. dobiti stepeni red aktivnosti po gustini.
To se moZe uraditi tako Sto se aktivnost predstavi kao red po gustini A =
ap + azp® + azp® + ... i zameni u prethodni izraz. Izjednatavanjem koefi-
cienata uz iste stepene po gustini sa leve i desne strane jednakosti dobijamo
vrednosti koeficienata a;. One su za prva dva koeficijenta jednake: a; = \3.
iay = A\5./2%/2. Zamenom u aktivnost dobijamo A = A\3.p+\S./23/2p? + ..
Uvrstimo sada aktivnost u izraze za unutrasnju energiju i pritisak tako da
dobijemo prvu korekciju u odnosu na klasi¢ni idealni gas:

3
(E) = ;kT(N} <1 + %p + > (5.48)
)\3
P=FKkTp <1 + Wp + .. ) (5.49)
U slucaju bozona vazi:
(B = SET(N) (1 S ) (5.50)
2 925/2
A3
P=KkTp (1—Wp+...) (5.51)
5.7 Translaciona particiona funkcija (videti ref. 1.) za atom natrijuma
iznosi: 3o
o=V (2”7:21“T> (5.52)

10 10 0 [ 2314382 107%kg - 1,38 - 107232 . 298,15 K
B (6,63 - 10-34J5)2
(5.53)
2 = 1,1-10%7 (5.54)

5.8 Pritisak, temperatura i masa atoma argona su P = 10° Pa, T' = 298,15
K, m = 6,64x 10720 kg. Translacioni doprinos molarnoj entropiji je jednak:

kT (2rmkT\>*\ 5 J
— R °R=1357 —2 _ 55
s = Rn<P( 3 ) )+2R 35,7 (5.55)
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5.9 Translacioni doprinosi molarnom Helmholcovom potencijalu, unutrasnjoj
energiji, toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini i entropiji iznose:

kT [ 2rmkT\ > k
4 = —RTn (— < ™ ) ) — RT = —33.9 m—‘; (5.56)

P h?
3 kJ
u=_-RI'=37— (5.57)
2 mol
3 J
v = R=12, 5.58
‘ QR ° mol K (5.58)
KT (2rmkT\*?\ 5 J
=Rln| —(—5— —R=1261—— ‘
s Rn(P( e ) )+2R 6, " (5.59)
5.10 Na 1000 K vazi: " .
c
T T GoE 1 5.60
kT 695cm=! (5.60)
Elektronska particiona funkcija jednaka je:
Zet = go + gie” 7 + gee™P? = 2,57 (5.61)

Srednja vrednost elektronske energije atoma iznosi:

(€) Olnzg grere” P+ gaege P
€) = — e
86 Zel

5.11 Zauzetost i-tog elektronskog nivoa se racuna koristeci izraz:

= 174,7 em™! (5.62)

Pi —
Zel Go + gre P 4 goe=Pe

(5.63)

gde je z,; =6,73 elektronska particiona funkcija. Relativna zauzetost ele-
ktronskih nivoa atoma kiseonika je jednaka: Fy : P : P, = 0,74:0,21:0,05.

5.12 Elektronska particiona funkcija jednog atoma fluora jednaka je z,; =
go+ gre~P1 = 4,62. Elektronski doprinos molarnom Helmhocovom poten-
cijalu i toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini iznose:

kJ

a=—RIllnz,; = —-6,4 — (5.64)
mol

ou ou GogiesRB2e P J
= _— :—k 2 —_— — :1 — .
“ (aT)V ’ (35)v (o + g2~ motig O

5.13 Posto elektronska particiona funkcija ukljucuje samo degeneraciju os-
novnog elektronskog nivoa gy, onda ona iznosi z.,; = go. Ako je particiona
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funkcija za ostale stepene slobode Cestice jednaka z, tada je ukupna parti-
ciona funkcija za sistem Cestica:

7= ']Zvel!) = 72N = Zg (5.66)
Logaritam particione funkcije iznosi:
InZ = InZ + Nlng, (5.67)
Helmholcov potencijal je jednak:
A= —kTInZ = —kTInZ — kT Nlng, (5.68)

Stoga on zavisi od degeneracije osnovnog elektronskog nivoa. Unutrasnja
energija ne zavisi od g jer je:

olnZ olnZ
U=— = — 5.69
( 0B )VJV ( op >VN ( )

Posto je C, izvod U po temperaturi, on takode ne zavisi od go. Sa druge
strane, entropija S = (U — A)/T i hemijski potencijal

0A olnZ
= [ == = —kT — kT1 .
1 (8N>v,T k ( N >VT kTngg (5.70)

¢e zavisiti od gg.

5.14 Translaciona particiona funkcija za molekul H, iznosi:

onmkT\ */?
2=V <%) — 2.7 x 10% (5.71)

5.15 Moment inercije molekula Oy iznosi: 1 = r?u = 1,94 x 10~ kgm?,
i = mo/2. Faktor simetrije molekula je jednak o = 2. Rotaciona parti-
ciona funkcija za jedan molekul iznosi:

8T IKT
oh?

5.16 Faktor simetrije molekula o predstavlja broj ekvivalentnih nacina or-
jentacije molekula u prostoru. Za molekul vode on iznosi 2 jer postoji dve
ekvivalentne orjentacije koje se mogu dobiti rotacijom oko ose simetrije
molekula. U slucaju molekula amonijaka, rotacijom oko ose molekula do-
bijaju se tri ekvivalentne orjentacije. Molekul metana ima Cetiri ose, a oko

72 (5.72)

Zrot =



RESENJA ZADATAKA 73

svake ose postoje tri ekvivalentne orjentacije. Stoga je 0 = 4 x 3 = 12.
Sli¢no, za molekul benzena faktor simetrije iznosi o = 12.

5.17 Faktor simetrije molekula HCl je jednak o = 1. Rotaciona particiona

funkcija iznosi:
kT
ot = —— = 19,6 5.73
ot = 5 Bhe 673
5.18 Faktor simetrije iznosi 0 = 1. Rotaciona particiona funkcija za molekul

5-fluorosalicilne kiseline na 25 °C je jednaka:

1 (ET\?? /& \12
== () (=22) T =87 x 107 5.74
Frot J(h@) (AB(J) 87 x 10 (5.74)

5.19 Faktor simetrije iznosi 0 = 1. Doprinos rotacije molarnom Helmhol-
covom potencijalu je jednak:

1 (kT\*? /7 12 kJ
— RT (= (2= ( ) =207 L 5.75
¢ ! <0 ( hc) ABC ) mol (573)
5.20 Zauzetost rotacionog nivoa sa kvantnim brojem J jednaka je:
N(J) = (2] + 1) e PBIIH 1 (5.76)

Za najzauzetiji rotacioni nivo, funkcija N(.J) ima maksimum. Iz uslova
maksimuma dN (.J)/dJ = 0 nalazimo:

| KT 1
J = 5Bhe 2 (5.77)
5.21 Vibraciona particiona funkcija iznosi:
° 1
zin =] [ T = L12 (5.78)

=1

5.22 Faktor simetrije molekula je 0 = 2. Zajednicki rotacioni (prvi ¢lan)
i vibracioni (drugi ¢lan) doprinos molarnom Helmholcovom potencijalu i
toplotnom kapacitetu pri konstantnoj zapremini iznosi:

T ~
o= —RT (L) 4 RTIn (1 — e /(D)) = 20,7 KT (5.09)
oBhc mol
hei\ 2 eheir/(kT) J
,=R+R _ =159 ——— 5.80
o= ( kT) (her T) — 1)2 mol K (5.:80)

5.23 Translaciono kretanje doprinosi molarnom toplotnom kapacitet pri kon-
statnoj zapremini sa 3R/2. Karakteristi¢ne rotacione temperature iznose
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40,1, 20,9 1 13,4 K. Ove temperature su mnogo nize od 373 K pa stoga
u ovom slucaju vazi visokotemperaturska aproksimacija za rotaciono kre-
tanje. Karakteristi¢ne vibracione temperature iznose 5403,8, 5261,2 1 2294,6
K, Sto znaci da vibracioni nivoi nisu pobudeni i ne doprinose toplotnom ka-
pacitetu vode. Zato je molarni toplotni kapacitet pri konstatnoj zapremini
vode jednak: ¢, ~ 3R+ 3R ~ 24,9 J/(molK)

5.24 Faktor simetrije je jednak o = 2. Molarna entropija iznosi:

3
2

2rmkT\ 2 kTe2 kTe
s = Rln (( ® ) 5 ) + Rln (gth> (5.81)

YR—  _ Rn (1 - e—?”fT”)
exT — 1
J
= 153,0 5.82
° mol K (5.82)
5.25 Elektronski doprinos molarnoj entropiji iznosi:
5 Rln( + 6*561) + Rp e 114 J (5.83)
= 6——— = 11, .
Jo T g1 g1 190 ¥ grePa ol
5.26 Molarni toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini za atome iznosi:
3
¢y = —R (5.84)
2
za linearne molekule jednak je:
3
Cy = §R +R+ (3N —-5)R=(3N—-25)R (5.85)
a za nelinearne molekule jednak je:
3 3
Cp = 5R + §R + (BN —-6)R= (3N —-3)R (5.86)

gde je N broj atoma u molekulu. Za idealne gasove vazi: ¢, = ¢, + R.
Stoga su vrednosti ¢, i ¢,: Ar (atom) 3R/2, 5R/2; O, (linearan molekul)
TR/2, 9R/2; HyO (nelinearan molekul) 6 R, 7R; CO, (linearan molekul)
13R/2, 15R/2; CH, (nelinearan molekul) 12R, 13R.

5.27 Faktor simetrije molekula Bry iznosi 2. Particione funkcije jednog
molekula Br, i atoma Br jednake su:

oy (2 kTN KT gepnen
Bra h? oBhc1 — e~her/kT

(5.87)
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2rmprkT 3/2
ZBr = V (h—B2> Ge,Br (588)
Konstanta ravnotezZe 1znosi:
kKT 2%
=2 =11 5.89
P p9V ZBrg ( )

gde je p’ = 10° Pa standardni pritisak.

5.28 Faktor simetrije molekula K je jednak 2. Particione funkcije za mole-
kul 1 atom kalijuma iznose:

2, KT\ KT gese,eP0/HT
o, = V[ JeKaC (5.90)

h? oBhc1 — e~hev/kT

2 kT \ >/
=V (h—f) Je.kc (5.91)
Konstanta ravnoteze jednaka je:
kT 22

K, = ——-—% =49 x 10° 5.92
P p9V ZKo ( )

gde je p’ = 10° Pa standardni pritisak.

5.29 Elektronske potencijalne krive za sva tri molekula se mogu smatrati
jednakim. Stoga se izotopski efekti javljaju u razli¢itim masama molekula
i faktorima simetrije. PoSto je razlika u masama izotopa 125 i 127 mala
u odnosu na njihove vrednosti, to se ona moZe zanemariti. Stoga, jedino
faktori simetrije utiCu na konstantu ravnoteze. Oni iznose: op2spizryy = 1,
operperyy = 2, 0p2spesy = 2 . Konstanta ravnoteZe je jednaka K, = 1/4.

5.30 Potencijalne energetske povrsi za molekule H,O i HDO se mogu sma-
trati jednakim. Isto vazi za molekule HCl i DCI. Stoga, ukupna promena
elektronske energije hemijske reakcije je jednaka nuli jer se raskidaju O-
H i D-Cl veze a nastaju O-D i1 H-CI veze. Faktor simetrije molekula H,O
jednak je 2, dok je za sve ostale molekule on jednak 1. Posto je 298 K
mnogo manja temperatura od karakteristi¢nih vibracionih temperatura svih
molekula, to ¢e vibraciona particiona funkcija svih molekula biti jednaka
1. Stoga, particione funkcije svih molekula sadrze samo doprinose transla-
cionog i rotacionog kretanja:

) kT /2 kT
T ) (5.93)

zpct =V ( 2

opcihcBpei
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QWmHCll{T 3/2 kT
= 5.94
el V( h? ) orcithcBuc G5
3 3
2 KT\ 2 KT\ 2
o=V ( L0 ) VT (-) (5.95)
h 01,0\ An,0Br,0Cm0 \ he

(27TmHD0]€T)g NZ3 (l{:T)g
zgpo =V —

h? oupoVAupoBrupoCrpo \ he
(5.96)
Konstanta ravnoteZe hemijske reakcije iznosi:
K, = ZHCIZHDO (5.97)
ZDCIZH>0

3 1
K, — (mHClmHDO) 2 o ( f%ClAHQOBHzOCHzO )2 (5.98)
MpCIMH,0 By eiAupoBupoCrpo

K, =178 (5.99)

5.31 Posto vibracioni modovi idealne kristalne reSetke nisu spregnuti, to
je ukupna vibraciona energija jednaka zbiru vibracionih energija modova.
Zbog toga je kanonska particiona funkcija vibracionog kretanja kristalne
reSetke jednaka proizvodu particionih funkcija vibracionih modova:

e —Bhv;/2

Z = H — (5.100)
Logaritam particione funkcije iznosi:

InZ = Z ( Phvi In(1-— e_ﬂh”i)) (5.101)

U Debajevom modelu ova suma se zamenjuje integralom po frekvencijama:

InZ = /VD 9(v) (—@ —In (1 - 6_5’”)) dv (5.102)
0

Toplotni kapacitet kristalne reSetke jednak je:

Cy = (@) — kB (@) — k3 (anZ) (5.103)
V,N V,N V,N

oT B op?

ON [vP kB2h2vteP dy
CV - 3

Vb Jo (1)

(5.104)



RESENJA ZADATAKA 77

Izvr§imo zamenu koordinata u integralu za toplotni kapacitet: © = Shy =
hv/(kT), dv = kTdxz/h. Zbog toga toplotni kapacitet postaje jednak:

2 0p/T 4 4,z
Oy = %k( h ) / (k—T) (Lk—de (5.105)
0

vl \kT h) (er—1)2 h
3 r0p/T 4 x
Cy = 9kN (1) / L dx (5.106)
Op 0 (er —1)

gde je 0p = hvp/k Debajeva temperatura. Razmotrimo prvo sluc¢aj 7' — 0.
Tada se gornja granica u integralu moze zameniti sa beskonacno pa stoga
Citav integral ne zavisi od temperature i Cy, ~ T3, U sluéaju T' — oo sledi
da je x — 0. Aproksimirajmo funkciju e” u integralusae® ~ 1+ z + ...
Zbog toga je toplotni kapacitet na visokim temperaturama jednak:

T 3 p0p/T ) T 3 p0p/T
Cy ~ 9kN (—) / (2 + 2% + ...) do ~ 9kN (—) / 2’dx
eD 0 eD 0

(5.107)
Cy =~ 3kN. (5.108)

5.32 Energija kristala jednaka je zbiru energija interakcija atoma u ravnote-
7noj konfiguraciji i vibracionog kretanja:

3N
E=0(V)+>_ (nj + %) hw; (V) (5.109)

gde su n; kvantni brojevi za vibracione modove. Kanonska particiona

funkcija tada iznosi:
Z=Y_> ") e Hen (5.110)

ni =0 no =0 5 =0

Sto daje
3N —h;/(2kT) 3N hu.
Z = 7 ?IED H 1 e_ ot [(KT) — e~ PVI/ED) H[Zsinh <—2]:7{)]1
Jj=1 j=1

(5.111)
Helmholcov potencijal kristala je jednak:

3N
A= —kTInZ = &(V) ++kT Y In <25mh (;g)) (5.112)

=1
Pritisak se izraCunava iz jednakosti:
3N

DA (V) hw; \ hdv;
po_(24) __ V) o (A 505
(av)m v 2t <2kT) say 1D
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Koristeéi izraz

e* +1 2
ctgh(z) = rn i 1+ T (5.114)
dobijamo Mi-Grinajzenovu jednacinu:
b _d2(V) ‘iN: hu; hu; Ldy, _ d®(V) | U
v 2\ T 1) v T ay Y
(5.115)

5.33 Resenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 10. Zato Sto vazi uslov n <

N in < N’, mozemo smatrati da su izmeSteni atomi na medusobno velikim

rastojanjima tako da ne interaguju medusobno. Stoga je energija neidealnog

kristala viSa od energije idealnog za F/(n) = wn. Broj nacina da se n atoma

uzme iz N ¢vorova reSetke i postave na N’ mesta u Supljinama jednak je:
N! N'!

Gln) = n!(N —n)!n!(N' —n)! (5.116)

Entropija sistema tada iznosi S(n) = kln(G(n)), a Helmholcov potencijal
je jednak A(n) = E(n) — T'S(n). On je u ravnoteZi minimalan, tj. vazi
uslov 0A/0n = 0. Koristeéi Stirlingovu aproksimaciju dobijamo izraz:

2

o ~r e~/ (T) 117
(N =)' =) .17

iz koga odredujemo broj izmestenih atoma n ~ v/ NN’e~%/Z*T) jer vazi
n< Nin<N'.

5.34 Resenje ovog zadatka je preuzeto iz ref. 10. Ako se n atoma iz-
mesti iz unutras$njosti na povrSinu nastac¢e n Supljina i /N atomana N +n
¢vorova reSetke. Energija neidealnog kristala visa je od energije idealnog za
E(n) = wn. Entropija sistema je tada jednaka S(n) = kln(N+n)!/(n!N!).
Helmholcov potencijal iznosi A(n) = E(n) — T'S(n). Uslov ravnoteze
OA/On = 0 daje izraz n/(N + n) = e /1) iz koga nalazimo broj de-
fekata Sotkijevog tipa n ~ Ne */*T) jerjen < N.

5.35 Broj Sotkijevih defekata iznosi n ~ N4e~*/*T) ~ 107 mol .

5.36 Za jedan mol kristala natrijuma konstante v i A iznose: v = 1,1 x
1073 J/(mol K?), A = 0,57 x 1073 J/(mol K*). Relativni doprinosi ele-
ktronskog 1 vibracionog kretanja molarnom toplotnom kapacitetu na 2 K su
1:2,07 ana 20 K su 1:207,27.

5.37.a Kanonski ansambl adsorbovanih atoma je odreden brojem adsorb-
cionih mesta M, brojem adsorbovanih atoma /V 1 temperaturom sistema 7.
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Broj adsorbcionih mesta igra ulogu zapremine u ovom sluc¢aju. Kanonska
particiona funkcija adsorbovanog atoma je jednaka g = ¢°,,e°. Kanonska
particiona funkcija adsorbovanih atoma iznosi:

= —2
NY(M — N)!
Binomni koeficijent koji se pojavljuje u izrazu za Z potice od konfigu-
racione degeneracije stanja. KoriS¢enjem Stirlingove aproksimacije dobi-

jamo:

InZ = MInM — NInN — (M — N)In(M — N) + Nlnz (5.119)
Hemijski potencijal adsorbovanih atoma jednak je hemijskom potencijalu
atoma u gasnoj fazi iznad povrsine ji, = KT In(PAr/(kT)), Ar je toplotna

de Broljeva talasna duzina. Stoga, odredimo hemijski potencijal adsorbo-
vanih atoma:

0A olnz N
W= (8_N>M,T = kT < N >M7T = kTIn (M — N) — kTInz

VA (5.118)

(5.120)
Iz ovog izraza dobijamo stepen zaposednutosti adsorbcione povrSine:
N
0 — 7= ze“/(kT)/(l + ze“/(kT)) (5.121)

Zamenom /i, umesto /4 u prethodni izraz nalazimo Langmirovu adsorbcionu
izotermu:

K(T)P
0= ———F—— 5.122
T+ K(T)P (5.122)
gde je K(T) konstanta ravnoteZe jednaka:
)\3 h3 0 Beo
K(T) =221 Cuib® (5.123)

- kT kT(2rmkT)3/2
5.37.b U velikom kanonskom ansablu broj adsorbovanih atoma nije kon-
stantan nego fluktuira izmedu nula i M. Veliki kanonski ansambl je odreden
brojem adsorbcionih mesta M, temperaturom 7', i hemijskim potencijalom
adsorbovanih atoma p. Particiona funkcija velikog kanonskog ansambla je
jednaka:

- om
= N __ A N _ M
E= E ZNA\Y = g NI = V)1 (zA)" = (14 2)) (5.124)

Odredimo srednji broj adsorbovanih atoma, koji ¢emo onda upotrebiti da
bismo odredili stepen zaposednutosti adsorbcione povrSine:

Oln= Oln= Az M
W) (awu)) b N 1t 612
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(NYy Xz zet/CT)

M 1+Xz 1+ zew/( D)
Da bismo izveli Langmirovu adsorbcionu izotermu, iskoristimo uslov da
je hemijski potencijal adsorbovnih atoma jednak hemijskom potencijalu

atoma u gasnoj fazi
pg = kTIn(PAr/(KT)):

0= (5.126)

K(T)P
= — 5.127
L K(T)P’ (5.127)
gde je K(7T) konstanta ravnoteZe jednaka:
\3 B350 pBeo
K(T) =221 Cuib® (5.128)

T KT KT (2nmkT)32

5.38.a Neka postoji as adsorpcionih mesta sa s adsorbovanih atoma. Po-
stoje dva uslova koje adsorbovani atomi trebaju da ispune:

m

Zas = M, Em: sa; = N (5.129)
s=0

s=0

Neka je z(i) kanonska particiona funkcija za ¢ adsorbovanih atoma na je-
dnom adsorbcionom mestu. Primetimo da je z(0) = 1. Kanonska particiona
funkcija za viSeslojnu adsorbciju iznosi:

M!
— ag ai am
In= > aolallmam!z(()) 2(1)™...z(m) (5.130)
ag,a1,...Gm

Ona ne moZe jednostavno da se izraCuna zbog drugog uslova za brojeve
a; koji se tice ukupnog broja adsorbovanih atoma. Taj uslov mozemo za-
obi¢i koriS¢enjem velikog kanonskog ansambla. Particiona funkcija velikog
kanonskog ansambla iznosi:

M m
= _ N _ a a1 Am ) D arp Sas
H—NZ:OZN)\ - Z prun e K (VR ORI CORP

' (5.131)
— M a al m\a
E= ) m,z(O) (DAY (z(m)AN™) (5.132)
ao,ai,...am m:
== (2(0) + 2(DA 4 ... + z(m)A™)M =M (5.133)

Poslednji izraza smo dobili koriS¢enjem izraza za razvoj multinoma i prvog
uslova za a; koje se odnosi na ukupan broj adsorbcionih mesta. ¢ je velika
kanonska particiona funkcija za jedno adsorbciono mesto.
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5.38.b Da bismo izveli BET-ovu izotermu iskoristimo da su particione funk-
cije adsorbovanih atoma u drugom i viSim slojevima z, iste, a razlicite od
particione funkcije za atome u prvom sloju z;. Tada je kanonska particiona
funkcija z(s) za s adsorbovanih atoma jednaka:

2(8) = z129...20 = 2125} (5.134)

Posto broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu moze biti
beskonacan, velika kanonska particiona funkcija za jedno adsorbciono mesto
1Znosi:

E=14+20+ 212902 + leg)\3 + ... (5.135)

Srednji broj adsorbovanih atoma je jednak:

Oln= OlnZ 8ln§>
N) — — )\ (== = M)N — 5.136
< > (a(ﬁﬂ))M,a ( O >M,ﬁ ( OA M., ( )

Stoga je srednji broj adsorbovanih atoma na jednom adsorbcionom mestu:

(s) (N) oln¢ VA + 22129\ 4 3212202 + ...
S = — = _— ==
M M,3 1+21)\+2122)\2+21222)\3+---

O\

)\21 (1 + 22’2)\ + 322)\2 + ) . )\21 (1 + 22’2>\ + 322)\2 + )

Tl oAl 221 ) 1+ zaA(L/(1— zN)
Az (T4 2200+ 320 + . — A — 22502 = 328N + )
N 1 —ZQ)\_I_Z:[)\ N
A (LA BN+ BN+ ) A (1/(1— =)
N 1—22)\+21)\ B 1—22)\+21)\ N
_ >\Zl _ )\22(21/22)
(1 — 22)\ + Zl)\) (1 — ZQ)\) (1 — 22)\ + ZQ)\(Zl/ZQ)) (1 — ZQ)\)
(5.137)

Ova jednacina odgovara BET-ovoj izotermi ako je © = 2o\ = 2o\ P/(KT)
ic=2/2.

5.39 Kanonska particiona funkcija molekula A, u gasnoj fazi jednaka je
2(Ag) = 2 (A2)2u(Ag) = Vz,(Ag) /A3, Ar je de Broljeva toplotna talasna
duzina. Stoga hemijski potencijal molekula A, iznosi

w(As) = kTIn(PA3./(kT)z,(As))). U ravnotezi, hemijski potencijal ad-
sorbovanog atoma je jednak polovini hemijskog potencila A, molekula u
gasnoj fazi. U zadatku sa Langmirovom adsorpcionom izotermom (5.37),
pokazali smo da je stepen zauzetosti adsorpcione povrsine jednak ¢ =
zet/ K1) /(1 4 zet/(1)) - Zamenom hemijskog potencijala adsorbovanog
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atoma sa hemijskim potencijalom A, molekula dobijamo adsorpcionu izo-

termu: \/_
K(T)vP
= L (5.138)
1+ K(T)VP
gde je:
)\% 1/2
KT)=z(——"— 5.139
0=+ () 13
5.40 Maksvelova raspodela brzina iznosi:
3/2 o2
F(v) = 4n (2:;T> v2e BT (5.140)
Srednja vrednost n-tog stepena brzine je po definiciji jednaka:
3/2 [° w2
(") = 4 (27:';T> /0 Ve B dy (5.141)
Uvedimo smenu koordinata u integralu:
mu? moudv
- = 5.142
YT T RT 192
Zamenom dobijamo integral koji se svodi na gama funkciju. ReSenje inte-
grala je:
2(n+2)/2 LT n/2 3
(") = =) or (M (5.143)
NZS m 2

5.41 Najverovatnija brzina molekula predstavlja brzinu za koju Maksvelova
raspodela brzina ima maksimum. Maksvelova raspodela brzina je jednaka:

3/2 w2
F(v) = 4 (2 TZT> v2e B (5.144)
T

Uslov maksimuma iznosi:

dffv) _ 4 (2 WZ;T>3/2 (206_"“’2/(2”) — p2em /KT (@ =0
T
(5.145)

dv

Najverovatnija brzina je jednaka:

[2kT
Upy = | — (5.146)
m

5.42 Srednja brzina molekula Ny iznosi:

8kT
(v) =1/ = 475m/s (5.147)
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Najverovatniju brzinu molekula N5 iznosi:

2T
Upo = \/7 =421m/s (5.148)

5.43 U zadatku 5.42 je pokazano da je srednja brzina molekula Ny na 25 °C
iznosi (v) = 475 m/s. Broj sudara molekula Ny po jedinici vremena jednak
je:

P
= V2(v)o— 14
v=v2(v)o T (5.149)
10101325 P
v = 14147522 0,43 - 10 m? . o 1 (5.150)
s 1,38 - 10-231298 15K
v="7,1-10"s71 (5.151)

5.44 U zadatku 5.42 je pokazano da je srednja brzina molekula N5 na 25 °C
iznosi (v) = 475 m/s. Broj sudara molekula N5 po jedinici vremena iznosi:

N

v = \/§<v>av (5.152)

m 1020
=1,41-475—-0,43- 10 ®m? . ————— 5.153
Y s 10 10-5ms (5:133)
v=29-10°s7" (5.154)

5.45 Broj sudara molekula H; po jedinici vremena iznosi:
P

v = \/§<v>o—ﬁ =0,1657" (5.155)

5.46 Ukupan broj sudara izmedu molekula hlora i vodonika po jedinici vre-
mena i zapremine iznosi:

8kT N¢y, N,
V' = (rei, + TH2)27T\/ E%% = 410%™ m™ (5.156)

gde je i = me,mpy, /(mer, + my,) redukovana masa.

5.47 Maksvelova raspodela brzina je jednaka:

3/2 o2
F(v) = 4 (2:;T> Ve BT (5.157)
Raspodela kineticke energije se dobija iz jednakosti f(¢) = f(v)dv/de.
Zamenom dobijamo:

2
f(E) = W\/Eeie/(’ﬂﬂ) (5158)
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Najverovatnija energija se dobija iz uslova:

df_(e) =0 (5.159)
de
Ona iznosi: ]
€Enp = §kT (5.160)

Varijansa kineticke energije je jednaka:

2

(87) = () — (@ = [ (epte - ( | ef(e)de) 5.161)

((56) = S0k ? 5.162)



POGLAVLJE 6

RACUNARSKE SIMULACIJE

Racunarske simulacije predstavljaju vaznu metodu za reSavanje problema
u statisti¢koj termodinamici. To se narocito odnosi na sloZene realne si-
steme koji se prakti¢no jedino mogu reSiti koriste¢i racunarske metode. Dve
najznacajnije raCunarske metode su molekulska dinamika i Monte Karlo
metoda. Zadaci vezani za te dve metode su ovde prikazani kao problemi
koji se reSavaju na raCunaru pomocu programskih paketa Matlab ili Ok-
tave. Oba programska paketa su prili¢no jednostavna za razumevanje i stoga
pocetnik u programiranju nece imati problema da ih savlada. Naglasak u
zadacima Ce biti u razumevanju samih racunarskih metoda a ne u njihovoj
Sto boljoj implementaciji.

Matlab (www.mathworks.com) je komercijalni programski paket za nu-
meriCke proracune. Oktave (www.gnu.org/software/octave) je besplatan
programski paket koji ima veliku podudarnost sa Matlabom, pa se stoga svi
dati programi u ovom poglavlju uz veoma male izmene mogu podednako
izvrSati u Matlabu i Oktave programskim paketima.

Zadaci iz racunarskih simulacija zahtevaju odredeno poznavanje progra-
miranja u Matlabu, pa ¢e stoga biti ukratko prikazane osnovne naredbe i
funkcionisanje Matlaba. Matlab je programski paket u kome mogu da se
izvrSavaju pojedinacne naredbe ili skup naredbi zapisane u skripte 1 funkcije.

85
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Naredbe se ne prevode ili povezuju kao u drugim programskim jezicima
nego se trenutno izvrsavaju posle pokretanja. Ime Matlab je akronim od
matri¢na laboratorija Sto ukazuje da je posebno pogodan u radu sa matri-
cama.

Osnovni prozor u kome se izvrSavaju naredbe naziva se Komandni pro-
zor (Command window). Sve promenjive koje su definisane u tom prozoru
ostaju upamcéene tokom rada. Ako je potrebno izvrsiti niz naredbi, jedno-
stavnije ih je saCuvati u skripti koja ima .m ekstenziju. Pisanje naredbi u
skripti se obavlja u posebnom prozoru koji se naziva prozor za uredivanje
(Editor). PoSto se skripta snimi, ona se moZe pokrenuti u prozoru za
naredbe tako $to se unese njeno ime (uz uslov da je direktorijum koji je
sadrZi postavljen na putanju izvrSavanja programa u Matlabu).

Ako ne definiSimo promenjivu koja je rezultat neke naredbe, Matlab e
joj dodeliti naziv ans. Ako ne Zelimo da Matlab zapisuje rezultat naredbe,
onda je potrebno da se naredba zavrSava sa taCckom zarez ;. Komentari
teksta poCinju znakom %. Dakle, sve naredbe napisane posle znaka % se
ne izvrSavaju. Matlab u sebi sadrzi mnogo isprogramiranih naredbi koje se
lako mogu upotrebiti. Nizovi (jednodimenzionalni i visedimenzionalni) se
definiSu u uglastim zagradama. Na primer, nizove [1, 2, 3],

ECTTSg—

2
5
8

O O W

3
dodeljujemo promenjivima x, y, i z na slede¢i nacin:
x =11,2,3]
y = [1;2;3]
z=11,2,3;4,5,6;7,8,9]

Elementima niza pristupamo pomocu obi¢nih zagrada (). Tako na primer,
element u drugom redu i prvoj koloni prethodno definisanog dvodimenzi-
onalnog niza z dobijamo naredbom z (2, 1). Operator dve tacke : nam
omogucava da pristupimo svim elementima jedne kolone ili reda. Svim ele-
mentima u prvoj koloni niza z moZemo pristupiti pomocu naredbe z (:, 1),
dok elemente prvog reda dobijamo pomocu naredbe z (1, :). Naravno,
naredba z (:, :) daje sve elemente z.

Matlab poseduje moéne naredbe koje se odnose na operacije sa svakim
elementom niza. Ako Zelimo, na primer, da svaki element niza z kvadri-
ramo, to ¢emo posti¢i naredbom z . ~2. Znak ~ se koristi za stepenovanje
u Matlabu. Isto tako, deljenje svih elemenata niza z sa skalaramo a se
postize naredbom z./a. S druge strane, matri¢no mnozZenje se obavlja
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znakom mnoZenja *, tako da je kvadrat matrice z dat naredbom z xz. Ako
upotrebimo tacku pre znaka mnoZenja z . »z onda dobijamo matricu gde je
svaki element z pomnoZen istim elementom z. Znak ’ posle imena niza
sluzi za transponovanje niza.

Prethodno koriS¢eni operator dve tacke : moze da se iskoristi 1 za pra-
vljenje niza. Naredba a :Db:c stvara niz brojeva od a do ¢ sa razmakom
izmedu brojeva b. Ako Zelimo da nam Matlab izraCuna razmak izmedu ele-
menata niza, mozemo koristiti naredbu 1inspace (a, b, c) koja stvara
niz od c brojeva izmedu a i b.

Dimenzije nizova se dobijaju pomocu funkcije size (). Naredbe sum ()
i prod () daju zbir i proizvod svih elemenata niza. Za razliku od drugih
programskih jezika, nizovi u Matlabu ne moraju da se definiSu unapred.
U slucaju kada je broj elemenata niza veliki, poZeljno je definisati veliinu
niza unapred da bi se ubrzalo izvodenje programa. Najjednostavniji nacin je
da se svim elementima niza dodeli vrednost nula. To se postiZze naredbom
zeros (). Na primer, zeros (n, m) stvara matricu nxm koja je popu-
njena nulama. Naredbe ones (n) i eye (n) stvaraju matrice nxn koje
sadrZze sve elemente jednake jedinici ili dijagonalnu matricu sa jedini¢nim
elementima.

Ako sudvaniza a i b iste duzine onda se grafik tacaka Cija su x i y koordi-
nate vrednosti brojeva u nizovima a i b crta pomocu naredbe plot (a, b).
axis([a b c d]) ograniava x-osu izmedu vrednosti a 1 b, a y-osu
izmedu vrednosti c i d. x1label, ylabel, legend se mogu koristiti
da se napiSu nazivi x-, y-ose i naslov grafika na slici grafika. Novi prozor
za crtanje grafika se dobija naredbom figure. Cesto je potrebno iz nekog
niza a odrediti frekvenciju pojavljivanja razlicitih vrednosti. U tu svrhu,
koristi se naredba hist (a) koja crta histogram, tj. grafik uCestalosti ele-
menata niza a.

Napomenimo da su mnoge osnovne i specijalne funkcije implementirane
u Matlab. Na primer, eksponencijalna funkcija je exp () . Ako je x niz onda
je exp (x) niz u kome je svaki element zamenjen njegovom eksponenci-
jalnom vredno$¢u. Dodatne korisne funkcije su abs () i mod (x, y) koje
daju apsolutnu vrednost nekog broja ili ostatak pri deljenju x sa y. Realni
brojevi se naredbama round (), floor () i ceil () zaokruZuju na na-
jbliZi ceo broj i na najbliZi ceo broj ka negativnoj i pozitivnoj beskonac¢nosti

respektivno.
Kada napiSemo neki program, Zeleli bismo da znamo vreme izvrSavanja
tog programa. U tu svrhu se koristi naredbatic ... toc kojaispisuje

vreme izvrSavanja naredbi koje se nalaze izmedu njih. Za naredbe koje
se izvraSavaju posle nekog uslova koristi se if petlja koja ima oblik if
(uslov) ... end. Za ponavljanje naredbi moze da se koristi for
petlja for i=1:n ... end. Ona se uovom primeru izvr§ava n puta.
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Ako Zelimo da izbriSemo sve promenjive iz memorije koristimo naredbu
clear. clc briSe sve naredbe iz prozora za naredbe.

Ponekad je potrebno stvoriti funkciju koja nije implementirana u Mat-
labu. U tu svrhu u posebnom fajlu se snimi funkcija koja pocinje sa

function([izlazl,izlaz2,...]=ImeFunkcije(ulazl,ulaz?2
,...) azavrSava se sa end. ulazl... su promenjive koje se ko-
riste da bi se funkcija izvSila. izlaz1l, ... su promenjive koje funkcija

izraCunava i vraca u program.

Matlab poseduje Sirok spektar alatki za modelovanje i proucavanje sluca-
jnih dogadaja. Srednja vrednost i varijansa predstavljaju najznacajnije stati-
sticke mere nekog uzorka. One se dobijaju pomoc¢u naredbi mean () i
var (). Slucajni brojevi koje Matlab moze da stvori su zapravo pseudo
slucajni brojevi. Oni imaju osobine slucajnih brojeva ali se posle velikog
broja generisanja ponovo ponavljaju. Dve najvaZnije gustine raspodele ve-
rovatnoce koje ¢e se koristiti u zadacima su uniformna raspodela izmedu 0
1 1 1 Gausova raspodela sa srednjom vredno$¢u 0 i varijansom 1. Slucajni
brojevi sa tim raspodelama se stvaraju pomocu naredbi rand i randn,
respektivno.

Razmotrimo sada Cetiri zadatka koja se odnose na generisanje slucajnih
dogadaja. Neka nam oni posluZe kao jednostavna vezba za u€enje programi-
ranja u Matlabu.

6.1 U ovom zadatku ispitujemo intuitivno uverenje da je frekvencija po-
javljivanja odredenog dogadaja povezana sa verovatnocom da se taj dogadaj
odigra. Posmatrajmo bacanje novcica §to ima za rezultat dobijanje pisma
ili glave. Bacanje novcCi¢a se moZe modelovati slu¢ajnom promenjivom
sa binomnom raspodelom koja uzima vrednosti 1 (pismo) i 0 (glava) sa
podjednakom verovatno¢om. Napisan je program novcic koji simulira
bacanje novcica i crta grafik zavisnosti frekvencije pojavljivanja pisma od
broja bacanja nov¢ica. Program u pocetku definiSe broj bacanja novcica ko-
riste¢i promenjivu bro j_bacanja. Zatim definiSe niz uzorak slucajnih
brojeva sa vrednostima 0 1 1. Svaki element niza predstavlja rezultat ba-
canja novCi¢a. Komandamean (uzorak (1:1) ) racuna srednju vrednost
prvih ¢ ¢lanova niza uzorak Sto daje frekvenciju pojavljivanja pisma jer se
frekvencija definiSe kao broj pojavljivanja pisma podeljen sa ukupnim bro-
jem bacanja. Izracunata frekvencija se zapisuje u niz frek koji se posle
prikazuje graficki pomoéu komande plot. Pokrenuti program za 50000
bacanja novcica. Da li frekvencija pojavljivanja pisma konvergira ka teori-
jskoj vrednosti?

%$%% program novcic

tic

broj-bacanja=50000;
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uzorak=round( (rand(l,broj_bacanja)));
for i=l:broj_bacanja
frek (i)=mean (uzorak (l:i));
end
figure
plot (frek)
xlabel (Broj bacanja novcica’);
ylabel (' Frekvencija pisma’);
axis ([l brojbacanja 0.4 0.6])
toc

6.2 U ovom zadatku proucavamo rasporedivanje Cestica u delove suda
podjednake zapremine (Slika 6.1). Zelimo da nademo raspodelu estica u
jednom delu suda. Posto svi delovi suda imaju istu zapreminu, verovatnoca
nalaZenja Cestice u svakom od njih je ista. Raspodela broja Cestica u jednom
delu suda ima binomnu raspodelu jer se svaka Cestica moZe naci u tom delu
ili u svim drugim delovima. Napisan je program odel jci koji simulira

Slika 6.1: Raspodela Cestica u delovima suda podjednake zapremine.
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rasporedivanje Cestica po delovima suda i racuna raspodelu verovatnoce
da se Cestice nadu u jednom delu suda. Na pocetku pograma, definiSu
se promenjive vezane za broj Cestica (broj_cestica), broj delova suda
(broj_odeljaka) i broj ciklusa ponavljanja rasporedivanja Cestica

(broj_ciklusa). Postoji odredena verovatnoca da broj Cestica u jednom
delu suda bude jednak nuli Sto treba uzeti u obzir. PoSto ¢emo beleziti
broj Cestica u delovima suda u niz, a u Matlabu indeksi nizova pocinju od
jedan a ne od nula, to znaci da indeksi za brojanje ¢estica moraju pocinjati
od jedan Sto odgovara broju Cestica jednak nuli. Indeks broj dva odgovara
jednoj Cestici a indeks n+1 odgovara broju n Cestica. Stoga definiS§imo
dvodimenzionalni niz raspodela koji ima dimenzije broj odeljaka sa
broj Cestica plus jedan. Pored tog niza, definiSimo jednodimenzionalni
niz broj_u_odel jcima koji sadrzi brojeve Cestica u odeljcima. Oba
niza popunimo nulama koriste¢i naredbu zeros (). Glavni deo programa
obuhvata rasporedivanje Cestica u delove suda i njihovo prebrojavanje. Sve
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Cestice se rasporeduju na slucajan nacin sa podjednakom verovatnoom u
sve delove suda. Prvo se jedna po jedna Cestica ubacuje u delove suda ko-
risteci se for petljom. PoloZaj Cestice u delu suda se odreduje tako Sto se
prvo na sluc¢ajan nacin pomocu naredbe rand odredi indeks dela suda u koji
ce se Cestica ubaciti pa se onda tom delu suda dodeli jedna Cestica. PoSto su
sve Cestice rasporede po delovima suda, onda se pristupa popunjavanju niza
raspodela tako Sto se povecava broj Cestica u odeljcima. Ta procedura se
onda ponavlja broj_ciklusa puta da bi se dobila dobra statistika simu-
lacije. Na kraju se raspodela Cestica usrednjava po svim delovima suda.
Program crta grafik raspodele broja Cestica u jednom delu suda i teorijsku
izraCunatu binomnu raspodelu koriste¢i naredbu binopdf. Pokrenuti pro-
gram sa slede¢im vrednostima i diskutovati dobijene grafike raspodela broja
Cestica: broj Cestica: 20, broj odeljaka: 5 broj ciklusa: 10000; broj Cestica:
100, broj odeljaka: 5 broj ciklusa: 10000.
%%% program odeljci
tic
broj_cestica=20;
broj.odeljaka=5;
broj_.ciklusa=10000;
raspodela=zeros (broj.odeljaka,broj_cestica+l);
broj-u_odeljcima=zeros (l,broj_odeljaka);
for i=l:broj_ciklusa
for j=l:broj_cestica
indeks=floor (randx* (broj_odeljaka))+1;
broj_u_.odeljcima (indeks)=broj_.u_odeljcima (indeks) +1;
end
for k=l:broj.odeljaka
raspodela (k,broju.odeljcima (k) +1)=...
raspodela (k,broj_u_.odeljcima (k) +1)+1;
end
broju.odeljcima=zeros (l,broj_odeljaka);
end
raspodela=raspodela./broj_ciklusa;
xosa=0:broj_cestica;
figure
plot (xosa, sum(raspodela) /broj_odel jaka,’o-’, xosa,
binopdf (xosa,broj_cestica, l/broj_odeljaka),’ r-")
xlabel ('Broj cestica’);
ylabel (' Verovatnoca’);
legend (’Raspodela cestica’,’Binomna raspodela’)

toc
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6.3 U ovom zadatku ispitujemo kako se mali uzorak populacije moze
iskoristiti da se odredi raspodela verovatnoe neke promenjive na popu-
laciji. Ispitujmo slu€¢ajnu promenjivu koja uzima vrednosti 0 i 1 iz binomne
raspodele. Neka je verovatnoca da se realizuje vrednost 1 na populaciji
jednaka verovatnoca_A. Napisan je program uzorak_populacije
koji na slu€ajan nacin uzima male uzorke iste veliCine iz populacije. Broj
elemenata uzorka jednak je broj_el_u_uzorku, a broj uzoraka iznosi
broj_uzoraka. Populacija se stvara tako Sto se napravi niz populacija
koji sadrzi elemente O ili 1 uzorkovane iz binomne raspodele. Uzorak
se stvara tako Sto se iz slu¢ajne permutacije elemenata populacije izaberu
prvih broj_el u uzorku elemenata. Program crta histogram raspodele
verovatnoce nalaZzenja vrednosti 1 u uzorcima, tj. broj uzoraka sa odredenom
vrednoScu nalaZenja broja jedan. Pokrenuti program sa slede¢im vredno-
stima parametara: broj elemenata u populaciji 100000, broj elemenata u
uzorku 1500, broj uzoraka 2000 i verovatno€a nalazenja vrednosti jedan u
populaciji 0,3. Prodiskutovati dobijeni histogram. Da li se jedan mali uzo-
rak moze koristiti da se proceni raspodela verovatnoce nalaZenja vrednosti
jedan u populaciji?

$%% program uzorak_populaciije

o

ic
broj_populacija=100000;
broj_el_u.uzorku=1500;
broj-uzoraka=2000;
verovatnoca_A=0.3;
n_histogram=20;
raspodela=zeros (1,broj.uzoraka);
populacija=binornd (1, ...
verovatnoca. A, 1l,broj_populaciija);
for i=l:broj_uzoraka
x=randperm (broj_populaciija);
y=populacija(x(l:broj_el_u_uzorku));
raspodela (i)=sum(y) /broj_el_u_uzorku;
end
figure
hist (raspodela,n_histogram)
xlabel (' Srednja vrednost uzorka’);
ylabel (' Ucestanost’) ;

toc

6.4 U ovom zadatku ispitujemo Bolcmanovu raspodelu verovatnoée nalazenja
molekula u odredenom vibracionom i rotacionom nivou. Bolcmanova raspodela
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verovatnoce nalazenja molekula u m—tom energetskom nivou jednaka je:

—Bem

P(m) = I

Zn gne 6671,
gde su g, 1 ¢, statistiCka tezina i energija n-tog nivoa. Napisan je pro-
gram bolcman koji crta grafik Bolcmanove raspodele za vibracione i rota-
cione nivoe dvoatomskog molekula. Energija vibracionog nivoa jednaka
je €, = nwh (uzeto je da je energija osnovnog vibracionog nivoa jednaka
nuli), gde je w vibraciona frekvencija. StatistiCka teZina vibracionih nivoa
jednaka je jedinici. Energija rotacionog nivoa iznosi €, = Bn(n + 1), gde
je B rotaciona konstanta. Statisti¢ka teZina rotacionog nivoa iznosi 2n + 1.
Program u pocetku definiSe temperaturu u Kelvinima (temperatura), vi-
bracionu frekvenciju (vibraciona_frek)irotacionu konstantu u cm—*
(rotaciona_konstanta). Takode, program definiSe maksimalni broj
nivoa (broj_nivoa) zakoje se raCuna Bolcmanova raspodela verovatnoce.
Nizovi rotacionaivibraciona sadrze Bolcmanove raspodele verova-
tnoCe za rotacione 1 vibracione nivoe. Na kraju program crta grafike nji-
hove raspodele. Pokrenuti program za razliCite temperature 1 razliCite vre-
dnosti rotacione konstante i vibracione frekvencije. Prodiskutovati dobijene
grafike.

%%% program bolcman

6.1)

pa

ic

temperatura=300 % u K

vibraciona_frek=300 % u cm-1
rotaciona_konstanta=10 % u cm-1

broj-nivoa=20;

nivoi=0:broj.nivoa;
teta_vibr=1.44+vibraciona_frek;
teta_rot=1.44+«rotaciona_konstanta;
vibraciona=exp (-nivoixteta_vibr/temperatura);
vibraciona=vibraciona/sum(vibraciona);
rotaciona=(2xnivoi+l) .*xexp (—nivoi.* (nivoi+1l) ...
teta_rot/temperatura) ;
rotaciona=rotaciona/sum(rotaciona) ;

figure

plot (nivoi, vibraciona)

xlabel (Broj nivoa’);

ylabel (' Verovatnoca’);

legend (’Bolcmanova raspodela za vibracione nivoe’)
figure

plot (nivoi, rotaciona)

xlabel ('Broj nivoa’);
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ylabel (' Verovatnoca’);
legend (’Bolcmanova raspodela za rotacione nivoe’)

toc
Monte Karlo metoda

Monte Karlo metoda je numericka metoda za reSavanje integrala, optimiza-
cije 1 uzorkovanje iz raspodela verovatnoce. Ona se zasniva na koris¢enju
slu¢ajnih brojeva. Posebno je pogodna za reSavanje visoko-dimenzionalnih
problema jer greSka metode ne zavisi od broja dimenzija problema.

6.5 U ovom zadatku odredujemo vrednost broja 7 pomocu Monte Karlo
metode. To se izvodi tako Sto se raCuna odnos povrSina jedinicnog kruga
upisanog u kvadrat 1 kvadrata (slika 6.2). PovrSina kruga je jednaka 7, dok
je provrsina kvadrata 4. Odnos ove dve povrsine iznosi 7 /4. Napisan je pro-

Slika 6.2: Kvadrat i krug koji se koriste za odredivanje broja 7.

gram mc_pi koji raCuna vrednost broja 7 tako Sto na slu¢ajan nacin sa uni-
formnom raspodelom uzima tacke iz kvadrata (videti sliku 6.2). Verovatnoca
da se izabrana tacka nade u krugu srazmerna je povrSini kruga. Stoga je
odnos broja tacaka koje se nalaze u krugu i kvadratu jednak 7/4. Pro-
gram na poCetku definiSe broj taCaka (broj_tacaka) koji ¢e se koristiti
za raCunanje broja 7. Zatim, program stvara isto toliko tacaka u ravni sa
uniformnom raspodelom u intervalu —1 do 1 duz x i y ose i stavlja ih u
dvodimenzionalni niz tacke. Posle toga, odreduje se kvadrat rastojanja
svake tacke od centra i njegova vrednost zabelezZi u niz rastojanje. Niz
u_krugu sadrzi vrednosti 0 (ako tacka nije u krugu) i 1 (ako tacka jeste u
krugu). Program racuna odnos broja tacaka u krugu i van njega 1 iz njega
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odreduje vredenost broja 7 i greSku racuna. Na kraju, crta se grafik gde su
prikazane tacke koje se nalaze u krugu i van njega. IzraCunati broj 7 ko-
riste¢i 1000, 10000, 100000, 1000000 i 10000000 tacaka. Koliko je tacaka
potrebno uzeti da bi greSka bila manja od 0,001?

%$%% program mc-pi

i
broj_tacaka=1000;
tacke=2xrand(2,broj_tacaka)-1;

o
Q

rastojanje=tacke (1, :) . 2+tacke(2,:)."2;
u_krugu=rastojanje<l;

broj_pi=4xsum(u_krugu) /broj_tacaka;
greska=4*sqgrt (var (u_krugu) /broj_tacaka) ;

fprintf (1,’Vrednost broja pi Jje:%f+-%f \n’,brojpi,greska);
van_kruga= u-krugu;

figure

plot (tacke (1,u krugu),tacke(2,ukrugu), bo’)
hold on

plot (tacke (1,van_kruga),tacke(2,van_kruga), r*")
axis square

toc

6.6 U ovom zadatku numericki reSavamo integral:

1
/ 22dx (6.2)
0

koriste¢i Monte Karlo metodu. Prema teoremi o srednjoj vrednosti integral
je jednak srednjoj vrednosti funkcije 2 na intervalu od 0 do 1 pomnoZenoj
sa duzinom intervala koja iznosi 1. Napisan je program mc_x2 koji na
slu¢ajan nacin uniformnom raspodelom bira tacke na intervalu od nula do
jedan i ratuna srednju vrednost funkcije 22. Na pocetku programa se definise
broj tacaka (broj_tacaka) koji ¢e se koristiti u integraciji. Zatim se
odredi niz t acke koji sadrZi polozaje tacaka uzete iz uniformne raspodele
u intervalu izmedu 0 i 1. Svaki element tog niza kvadriramo i dobijamo niz
uzorak. Program zatim raCuna srednju vrednost niza uzorak 1 greSku
racunanja integrala. Program takode racuna integral koriste¢i Simpsonovu
metodu za numeri¢ko reSavanje integrala na mrezi. Izracunati integral ko-
riste¢i 1000, 10000, 100000, 1000000 tacaka za integraciju. Koji od dva
koris¢ena metoda brZe konvergira ka tacnoj vrednosti integrala kada se
uvecava broj tacaka?

%%% program mc_x2

i
broj_tacaka=1000;

tacke=rand(l,broj_tacaka);

t
Q
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uzorak=tacke."2;

integral=sum(uzorak) /broj_tacaka;
greska=sqgrt (var (uzorak) /broj_tacaka) ;

%$%% simpsonova metoda

xosa=(0:broj_-tacaka) /broj_tacaka;
simpson_integral=(sum(4*xosa(2:2:broj_tacaka-1)."2)+...
sum(2xx0sa(3:2:broj_tacaka).”2)+xosa(l). " 2+xosa...
(broj_tacaka+1l).72)/ (3x (broj_tacaka-1));

fprintf (1,’Vrednost integrala MC metodom
je:%f+-%f \n’,integral,greska);

fprintf (1,’Vrednost integrala Simpsonovom
metodom je:%f \n’, simpson_integral);

toc

6.7 U ovom zadatku reSavamo numericki integral:

1 oo 2/2
— e "/ dx 6.3
V 27T /oo ( )

koriste¢i Monte Karlo metodu. Primetimo da je funkcija:

L (6.4)
V2r

Gausova raspodela sa jedini¢nom varijansom i srednjom vrednoséu nula.

Matlab ima funkciju randn koja moZe da uzorkuje slucajne brojeve iz

takve Gausove raspodele. Integral se reSava uzorkovanjem tacaka iz Gausove

raspodele i ratunanjem srednje vrednosti funkcije 22 u tim tatkama. Napisan

je program mc_x2_gauss koji raCuna integral 1 greSku integracije koristeci

Monte Karlo metodu. Program u pocetku definiSe broj tacaka koji ¢e se ko-

ristiti za integraciju (broj_tacaka) a zatim i niz brojevi koji sadrzi

taCke uzete iz Gausove raspodele. Svaki ¢lan tog niza se kvadrira tako da se

dobija niz uzorak. Zatim se racuna integral i njegova greSka. Tacna vre-

dnost integrala iznosi 1. Koliko tacaka treba uzeti da bi greSka integracije

bila manja od 0,017

%$%% program mc_-x2_gauss

tic

broj_-tacaka=50000;

brojevi=randn(l,broj_tacaka);

uzorak=brojevi." 2;

integral=sum(uzorak) /broj_tacaka;

greska=sqgrt (var (uzorak) /broj_tacaka) ;

fprintf (1,’Vrednost integrala MC metodom

Je:%$f+-%f \n’,integral,greska);

toc
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6.8 U ovom zadatku je potrebno numericki odrediti srednju vrednost:

25 [ e ) dady

T LT e A dy

(%) (6.5)
koriste¢i Metropolisov (Metropolis) Monte Karlo metod. Primetimo da
funkcija:
B e~ @) g dy
p(z,y) = ffooo ffooo e~ @y +2+y%) g dy

(6.6)

predstavlja gustinu raspodele verovatnoce dvodimenzionalne promenjive.
Obi¢na Monte Karlo metoda bi uzorkovala tacke koriste¢i raspodelu p(z, y)
i sa njima racunala srednju vrednost kvadrata x koordinate. Takav pristup
se ne moze jednostavno primeniti u ovom slucaju jer nije poznato kako se
mogu direktno uzorkovati tacke iz p(x, y) raspodele verovatnoce. Metropo-
lisov Monte Karlo metod zamenjuje uzorkovanje tacaka iz raspodele p(z, y)
uzorkovanjem taCaka iz jednostavnije poznate raspodele «(z,y). U ovom
zadatku se u tu svrhu koristi uniformna raspodela. Napisan je program
mcme koji rafuna srednju vrednost (z?) koriste¢i Metropolisovu Monte
Karlo metodu. U pocetku programa definiSu se broj tacaka (broj_tacaka)
koji ¢e se uzorkovati, kao i Sirina uniforme raspodele delta iz koje se
uzorkuje. Uzorkovanje tataka pocinje iz tacke sa koordinatama (0,0). Pro-
gram stvara niz tacaka od kojih koordinate svake sledece tacke zavise samo
od koordinata prethodne tacke. Nova tacka (2,0p0,Unovo) S€ Stvara tako Sto
se biraju njene koordinate iz uniformne raspodele koja ima centar u pretho-
dnoj tacki (TstarosYstaro) 1 Sirinu delta duz obe koordinate. Verovatnoca
da se prihvati nova tacka jednaka je ¢(Znov0; Ynovo) /4T staro, Ystaro) gde je:

q(z,y) = e”@VHTH) (6.7)

nenormirana raspodela p(x,y). Ova verovatnoéa se uporeduje sa slu¢ajnim
brojem iz unifomne raspodele izmedu nula i jedan. Ako je ona veéa od
slucajnog broja, nova tacka se prihvata. U suprotnom, nova tacka se ne
prihvata 1 simulacija ostaje u staroj tacki. Srednja vrednost se raCuna za
sve tacke tokom simulacije, tj. ako simulacija ne izabere novu tacku i os-
tane u staroj tacki onda se stara tatka ponovo uracunava u srednju vrednost.
Radi poredena srednje vrednosti izraCunate Metropolisovom Monte Karlo
metodom, izraCunavaju se 1 vrednosti integrala koriS¢enjem numericke in-
tegracije na mrezi. Takode, program raCuna procenat prihvacenih tacaka.
Program crta grafik tacaka koje su posecene tokom simulacije. Prodisku-
tovati prvo koje tacke simulacija posecuje (uzeti da 1000 tacaka za inte-
graciju i razlicite Sirine uniforme raspodele delta). Koliki je procenat
prihvacenih tacaka u tim slu¢ajevima? Da li je srednja vrednost izraCunata
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Metropolisovom Monte Karlo metodom bliska vrednosti dobijenom nu-
meri¢kom integracijom na mreZi? Koristiti vrednosti delta=10, 5, 1, 0,1.

%$%% program mcmc

o

ic
broj_-tacaka=1000;
delta=5; % parametar za sirinu uniformne raspodele
tacke=zeros (2,broj_tacaka);
brojac=0;
tacke(:,1)=[0;0];
stara_tacka=tacke(:,1);
for i=2:broj_tacaka
nova_tacka=stara_tacka+deltax* (rand(2,1)-0.5);
stara_p=exp (- (stara_-tacka (1) "2) * (stara_tacka (2) "2) -
stara_tacka (l) "2-stara_tacka(2) "2);
nova_p=exp (- (nova_tacka (1) "2) x (nova_tacka (2) "2) ...
-nova_tacka (1) "2-nova_tacka (2) “2);
if rand<(nova_p/stara._p)
stara_tacka=nova_tacka;
brojac=brojac+l;
end
tacke(:,i)=stara_tacka;
end
uzorak=tacke(1l,:)."2;
integral=sum(uzorak) /broj_tacaka;
figure
plot (tacke(1l,:),tacke(2,:),’-0")
xlabel ("x");
ylabel ("y’);
a=dblquad (@ (x, V) X.*X.*€XP(~X.*X"V.*Yy—X.*X.*xy.*y),
-20, 20, -20, 20);
b=dblquad (Q(x, V) eXP(—X.*X-YV.*Y—X.*X.*Y.*Y), ...
-20, 20, -20, 20);
fprintf (1,’Vrednost integrala dobijena

numerickom integracijom na mrezi je: $f \n’, a/b);
fprintf (1,’Vrednost integrala dobijena
Metropolisovom MC metodom je: %f \n’, integral);
fprintf (1,’Procenat prihvacenih tacaka: %f %%
\n’, brojac/ (broj_tacaka-1)+100);

toc

6.9 U ovom zadatku izracunavamo potencijalnu enegiju, toplotni kapacitet
1 pritisak atoma argona pomocu Metropolisove verzije Monte Karlo metode
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u kanonskom ansablu. Podrazumevaéemo da atomi argona interaguju Le-
nard-DZonsovim (Lennard-Jones) potencijalom:

w(F, ) = u(r) = de ((%)12 _ (g)ﬁ) 6.8)

gde je r = |} — 7| rastojanje izmedu dva atoma argona, € je dubina poten-
cijalne jame a o rastojanje izmedu atoma na kome je potencijalna energija
jednaka nuli. Tada je ukupna potencijalna energija jednaka sumi interakcija
po svim parovima atoma:

N
V (7, Py, ey ) = Y u(F, ) (6.9)

i=1 j<i

Pritisak atoma argona je povezan sa dinamickom promenjivom virijal
vir(ry, Ta, ..., Tn ) preko izraza:

. kTN UiT(Fl,FQ, ...,FN)
Vv 3V

Primetimo da prvi sabirak u ovom izrazu predstavlja doprinos idealnog gasa
pritisku, dok drugi sabirak predstavlja doprinos pritisku usled interakcija
atoma. Virijal se definiSe kao skalarni proizvod sile koje deluje izmedu
atoma i vektora njihovog relativnog poloZaja:

P

(6.10)

N
vir(Fy, oy oy ) = Y > F(7,75) - (7= 7) 6.11)
=1 j<i

—

F(7;,7;) je sila koja deluje izmedu dva atoma koji se nalaze na rastoja-
njima 7; i 7;. Ona se za Lenard-DZonsovu interakciju u(r) jednostavno
izraCunava. X-komponenta sile F), jednaka je negativhom izvodu potenci-
jalne energije u(r) duz x-koordinate:
ou(r)  Ou(r)or
or ar Ox
Posto je rastojanje r = \/a% 4 y? + 22, sledi Or/0x = x/\/22 + y> + 22 =

= z/r. Tada je izvod Ou/Or jednak:
w22 () (2) e

(@) e

F, = (6.12)
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Zamenom Ou/Or u izraz za x-komponentu sile dobijamo da je ona jednaka:

RO AE) e

Skalarni proizvod sile i rastojanja izmedu atoma, koji se pojavljuje u izrazu
za virijal, jednak je (za par atoma i 1 j):

. 7) - (7= 75) = F

Ti,j

(@) o

Virijal je jednak sumi ovog izraza po parovima svih atoma. Toplotni ka-
pacitet po atomu pri konstantnoj zapremini ¢y se moZe izracunati iz vari-
janse fluktuacija ukupne energije E:

* Li,j + Fyi,j “Yij + in,j N

(6E)2) = (B?) — (E)? = kT®Ney (6.17)

Ukupna energija jednaka je zbiru kineticke K i potencijalne energije V.
Posto su kineticka i potencijalna energija nezavisne slucajne promenjive,
tada je varijansa ukupne energije jednaka zbiru varijansi kineticke i po-
tencijalne energije. Koristeci Cinjenicu da je doprinos kineticke energije
toplotnom kapacitetu po atomu 3% /2, dobijamo izraz za toplotni kapacitet
po atomu kao funkciju varijanse potencijalne energije:

_ 3k (V) (v
2 NkT?

Posto se u ovom zadatku koristi kanonski ansambl za odredivanje termo-
dinamickih veli¢ina, razmatracemo sistem od /N atoma argona u kubic¢noj
kutiji duZine L i zapremine V' na temperaturi 7'. U programu koji se nalazi
niZze, zapremina sumulacione kutije se ne zadaje kao pocCetni parametar,
nego se na pocetku definiSe broj¢ana gustina atoma argona a iz nje se odredu-
je zapremina i duZina stranice simulacione kutije. To nam omogucava
da lakSe kontroliSemo broj¢anu gustinu Cestica, koja je interesantniji para-
metar od zapremine kutije. Bolcmanova gustina raspodele verovatnoce da
se atomi nadu u blizini tacke (77, 75, ..., 7) u konfiguracionom prostoru
jednaka je:

cv (6.18)

e~ BV (11,7%,..,TN)

Z

p(r1, 7o, ., TN) = (6.19)

gde je Z konfiguracioni integral:

7 = / e VLT TN) (B By dPr (6.20)
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Slika 6.3: Pomeranje slu¢ajno izabranog atoma u simulacionoj kutiji.

Slika 6.4: Periodi¢ni grani¢ni uslovi za simulacionu kutiju. Simulaciona kutija je osencena.
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Potencijalna energija (ili pritisak) atoma argona predstavlja srednju vre-
dnost dinamicke promenjive V' (ili vir u slu€aju pritiska) usrednjene pomocu
Bolcmanove raspodele:

(V)= % / Ve VTN @y diry  dPry (6.21)
Ovaj integral se ne moZe analiticki odrediti, pa ¢emo ga u ovom zadatku
izraCunati pomoc¢u Monte Karlo metode. Metropolisova verzija Monte Ka-
rlo metode za racunanje termodinamickih osobina argona se zasniva na
stvaranju niza konfiguracija od kojih svaka sledeca zavisi od prethodne.
Verovatnoca da se stvori sledeca konfiguracija se uzima iz uniformne raspo-
dele. Svaka nova konfiguracija se razlikuje od prethodne u koordinatama
samo jednog atoma (slika 6.3). Ona se stvara tako $to se na slucajan nacin
izabere atom koji se pomera. Zatim se taj atom translira za pomeraj koji se
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Tabela 6.1: Pritisak (P) i potencijalna energija po atomu argona (v) na 7' = 2 izotermi
dobijeni Monte Karlo simulacijom (DZonson i saradnici, ref. 16.)

p P v
0,1 0,1777(2) —0,667(1)
0,2 0,3290(6) —1,306(1)
04 0,705(1) —2,538(2)
0,5 1,069(3) —3,149(2)
0,6  1,756(7) —3,746(2)
0,7 3,024(7) —4,300(2)
0,8 5,28(1) —4,753(3)
0,9 9,09(2) —5,030(4)

uzima iz uniforme raspodele do neke maksimalne vrednosti. Verovatnoca
da se prihvati nova konfiguracija e #(Veevo=Vstaro) je jzabrana tako da se
konfiguracije uzorkuju sa Bolcmanovom raspodelom verovatnoce. Vo0 1
Vistaro SU potencijalne energije nove 1 stare konfiguracije. Da bi se nova kon-
figuracija prihvatila, potrebno je da izraCunata verovatnoca prihvatanja kon-
figuracije bude veca od izvucenog slucajnog broja iz uniformne raspodele
izmedu 0 i 1. U suprotnom, sistem atoma ostaje u staroj konfiguraciji. Sre-
dnja vrednost potencijalne energije (virijala) se raCuna tako Sto se njene
vrednosti u svim konfiguracijama stvorenim tokom simulacije usrednjuju:

1 M
V) =17 Zl v (6.22)

M je ukupan broj koraka u simulaciji. PoSto svaka slede¢a konfiguracija za-
visi od prethodne, to potencijalne energije izraCunate u uzastopnim konfi-
guracijama nisu statisticki nezavisne. Autokorelaciona funkcija potenci-
jalne energije R(t) = ((V(0) — (V))(V(t) — (V))) meri kako se tokom
vremena stvaraju statisticki nezavisne vrednosti potencijalne energije. V/(0)
i V(1) su potencijalne energije u nekoj pocetnoj i ¢ koraka daljoj konfigu-
raciji. Normirana autokorelaciona funkcija eksponencijalno opada sa vre-
menom, tj. ima oblik R(t) = e~*/7, gde je T korelaciono vreme. Da bi se
napravila konfiguracija koja ima statisticki nezavisnu potencijalnu energiju
potrebno je da prode 27 koraka. Zbog postojanja korelacija izmedu uza-
stopnih vrednosti potencijalne energije, varijansa potencijalne energije se
racuna na sledeci nacin:
2T

(V) = (V= {V)) 57 (6.23)

gde je M ukupan broj koraka. Varijansa potencijalne energije se koristi da
bi se odredila greska odredivanja potencijalne energije i toplotni kapacitet
po atomu argona.
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Monte Karlo simulacija se sastoji iz dva dela. Prvi deo simulacije se odnosi
na dostizanje termodinamicke ravnoteze odredene parametrima simulacije.
Atomi u pocetnoj konfiguraciji se nalaze u ¢vorovima kubne resetke. Ta
konfiguracija ne odgovara verovatnoj konfiguraciji za zadate termodinami-
Cke parametre. Stoga, potrebno je sprovesti odreden broj Monte Karlo ko-
raka da bi se kubna reSetka pretvorila u konfiguraciju koja odgovara termo-
dinamickim parametrima simulacije. Nakon uravnoteZenja sistema, dolazi
drugi deo simulacije koji se odnosi na uzorkovanje potencijalne energije i
virijala. Na kraju simulacije se prikupljeni podaci obraduju i raCunaju se
srednja ukupna energija po atomu, srednja potencijalna energija po atomu
sa greSkom, srednji pritisak i toplotni kapacitet po atomu. Monte Karlo
simulacija u ovom zadatku koristi ograni¢en Lenard-DZonsov potencijal da
bi se povecala brzina raCunanja termodinamickih veli¢ina. Naime, poSto
nas u ovom zadatku interesuju makroskopske (termodinamicke) veliCine, a
vr§imo simulacije sa malim brojem atoma, potrebno je koristiti periodi¢ne
grani¢ne uslove. Ti uslovi imitiraju ogroman broj atoma koji postoje u
makroskopskim sistemima. U tom slucaju, simulaciona kutija postaje je-
dini¢na Celija pomocu koje se moZe stvoriti beskonacno mnogo replika kao
u periodi¢noj reSetki (Slika 6.4). Zbog peridicnosti sistema, atomi koje
napustaju simulacionu kutiju ulaze u kutiju sa suprotne strane tako da je
broj atoma u kutiji uvek ostaje oCuvan. Da bi se izbeglo raCunanje inte-
rakcije atoma sa svim ostalim atomima 1 njithovim kopijama u ostalim kuti-
jama, u ovom zadatku ogranicavamo Lenard-DZonsov potencijal. To znaci
da raCunamo interakcije atoma sa svim atomima i njihovim slikama koje
se nalaze na manjem rastojanju od 7.. Za veca rastojanja zanemarujemo
interakcije izmedu atoma. To je dobra aproksimacija jer Lenard-DZonsov
potencijal brzo opada sa rastojanjem pa na rastojanju 7. ima malu vred-
nost. Ipak, potrebno je izvrsiti korekcije izraCunate potencijalne energije
po atomu i pritiska usled ograni¢enja Lenard-DZonsovog potencijala. Te
korekcije se zovu korekcije repa 1 iznose:

V 2 s (1[0 9 a\*
— = -7 I I 6.24
N 3 pea 3 <rc> (rc) ( )

16 2 ’ °
P="rpec? | 2(Z) - (Z (6.25)
3 3\ 7 Te
U programu se koriste Lenard-DZonsove redukovane jedinice. One nastaju
tako Sto jedinica duZine postaje o, jedinica energije € i jedinica mase m
masa atoma argona. Za argon one isnose: 0=3,405 x107° m, ¢/k=119,8

K i m=6,68 x1072% kg. U redukovanim jedinicama, jedinica vremena je
o+/m/e a temperature €/k. Lenard-DZonsov potencijal u redukovanim je-
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u(r) = 4 (%)u _ (%)6 6.26)

Prednost redukovanih jedinica je da sve veli€ine koje se izraCunavaju imaju
vrednosti koje nisu mnogo vece ili manje od 1. Takode, zbog principa kore-
spodentnih stanja, jedna simulacija odgovara simulacijama drugih Cesti¢nih
sistema Cije se interakcije mogu izraziti Lenard-DZonsovim potencijalom.
Program MCargon NVT i dve funkcije PotEnel, Osobine raCunaju te-
rmodinamicke osobine argona koriste¢i Metropolisovu verziju Monte Karlo
metode. Program u pocetku definiSe parametre simulacije: broj atoma argo-
na (NParticles), broj¢anu gustinu argona (ro), temperaturu simulacije
(T), ukupan broj Monte Karlo koraka u simulaciji (Nsteps), broj koraka
za uzorkovanje termodinamickih veli¢ina (Nsample), maksimalna vre-
dnost pomeraja atoma argona (MaxDisp) 1 frekvenciju kojom se uzorkuju
termodinamicke veliine (freg_uzorka). Iz ovih vrednosti, program za-
tim racuna dodatne veliCine koje su potrebne za simulaciju: duzina stranice
simulacione kutije (Lbox), vrednost rastojanja izmedu atoma do kojeg se
racuna Lenard-DZonsova interakcija (Rcutoff) i korekcije repa za po-
tencijalnu energiju po atomu 1 pritisak. Koordinate atoma se u programu
sadrze u dvodimenzionalnom nizu coords koji ima dimenzije 3 x N. U
pocetku se atomi postavljaju na ¢vorove kubne resSetke, a zatim se svaki
atom pomeri iz ¢vora za malu sluc¢ajnu vrednost da bi se olaksSalo razlaganje
reSetke. Potencijalna energija i virijal koji se raCunaju se zapisuju u nizove
ene i vir. Glavni deo programa u okviru kog se pomeraju atomi se nalazi
u for petlji koja broji Monte Karlo korake u simulaciji. Svako izvrSavanje
naredbi u petlji zapoCinje sluajnim izborom rednog broja atoma x koja
se pomera. PoSto se pomera samo jedan atom, dovoljno je izraCunati nje-
govu potencijalnu energiju pre i posle pomeranja. U tu svrhu se koristi
funkcija Pot Enel. Ona koristi nekoliko Matlabovih funkcija za nizove da
bi efikasno odredila rastojanja izmedu izabranog atoma i ostalih atoma. Ta
rastojanja uporeduje sa Rcutoff, a zatim racuna potencijalnu energiju za
one parove atoma ¢ija su rastojanja manja od Rcut of £. PoSto se izraCunaju
stara i nova potencijalna energija, moZe da se pristupi odredivanju verovatno-
¢e prihvatanja nove konfiguracije. Slucajan broj iz uniformne raspodele
izmedu 011 (rand) se uporeduje sa koli¢nikom Bolcmanovih faktora nove
1 stare konfiguracije. Ako je slucajan broj manji, prihvataju se nove koordi-
nate atoma u suprotnom ostaju stare koordinate. Poslednji niz naredbi u
glavnoj for petlji odnosi se na uzorkovanje potencijalne energije i virijala.
Te veliCine se ratunaju pomocu funkcije Osobine. Ona sli¢no radi kao
i funkcija PotEnel. Kada se svi Monte Karlo pomeraji izvrSe, dolazi do
obrade podataka. Program tada crta dva grafika. Prvi grafik je potencijalna
energija po atomu u funkciji Monte Karlo koraka. Drugi grafik je trenutna
srednja vrednost potencijalne energije po atomu u funkciji Monte Karlo
koraka. Na samom kraju programa se nalazi niz naredbi za odredivanje
autokorelacione funkcije potencijalne energije po atomu i njenog korela-
cionog vremena. Korelaciono vreme se izraCunava integracijom normirane
autokorelacione funkcije potencijalne energije po atomu. Program takode
crta grafik zavisnosti normirane autokorelacione funkcije u zavisnosti od

dinicama iznosi:
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broja Monte Karlo koraka.

%$%% program MCargon_NVT

clear all

tic

%$%%% parametri simulacije

NParticles=200;

ro=0.8; %brojcana gustina=NParticles/Lbox"3
T=2.2; % temperatura

Nsteps=1600000; % broj koraka u simulaciiji
Nsample=800000; % Broj koraka za racunanje srednje vrednosti
MaxDisp=0.2; % maksimalan pomeraj atoma

[

freqguzorak=10; % frekvencija uzorkovanja osobina
Lbox= (NParticles/ro) " (1/3);
Rcutoff=0.4999+xLbox;

% PotEnergija za rastojanje Rcutoff
Ecutoff=4+*(1/ (Rcutoff~12)-1/ (Rcutoff”™6));

% korekcija za potencijalnu energiju
Epot_tail=8/3*pixrox* (1/ (3xRcutoff”9)-1/(Rcutoff”3));
% korekcija za pritisak
P_tail=16/3*pi* ro” 2« (2/ (3xRcutoff”9)—-1/(Rcutoff~3));

if (Rcutoff<l)

error ('upozorenje:Rcutoff<l’)

end

if (Nsteps<Nsample)

error ('upozorenje:Nsteps<Nsample’)

end

fprintf (1,'\n’ );

fprintf (1,’program za racunanje termodinamickih

osobina Ar pomocu Monte Karlo metode u NVT ansamblu \n’);
fprintf (1,’program koristi redukovane jedinice\n’);
fprintf (1,’potencijalna energija se racuna

koristeci ograniceni potencijal\n’);

fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’Podaci o simulaciji\n’);

fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’Broj atoma u simulaciji je %d.\n’,NParticles);
fprintf (1,’Gustina atoma je %f =%f kg/m3.\n’,ro,1688*ro);
fprintf (1,’ Temperatura je %f =%f K.\n’,T,T%119.91);
fprintf (1,’Ukupni broj koraka u simulaciji

je %d.\n’,Nsteps);
fprintf (1,’Broj koraka za uzorkovanje Jje %d.\n’,Nsample);
fprintf (1,’Duzina maksimalnog pomeraja Jje
$f =%f nm.\n’,MaxDisp, 0.3405+MaxDisp );

fprintf

(1,

"Duzina sumulacione kutije Jje

$f = %f nm.\n’,Lbox,0.3405xLbox) ;

fprintf

(1,

"Rastojanje iznad kojeg se ne

racuna sila Jje %f.\n’,Rcutoff);

fprintf

(1,

"Potencijalna energija na tom
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rastojanju je %$f.\n’,Ecutoff);

fprintf (1,’Korekcija za potencijalnu

energiju po atomu Jje %$f.\n’,Epot_tail);

fprintf (1,’Korekcija za pritisak je %f.\n’,P_tail);
fprintf (1,’Termodinamicke osobine se

racunaju na svakih %d koraka.\n’, freqg.uzorak);
coords=zeros (3,NParticles) ;

%%% postavi atome na resetku

ni = ceil (NParticles” (1/3));
ncount = 0;
dx = Lbox/ni;
for ix = 1l:ni
for iy = 1l:ni
for iz = 1l:ni
ncount = ncount + 1;
if (ncount <= NParticles)
coords (1, ncount) = dx=*ix;
coords (2, ncount) = dxxiy;
coords (3, ncount) = dx*iz;
end
end
end
end
%$%% dati mali slucajan pomera]j svakom atomu
coords (:, :)=coords(:,:)-0.05% (2xrand(3,NParticles)-1);
coords (:, :)=coords (:, :) -Lbox*

(coords (:, :)>Lbox) +Lbox#* (coords (:, :)<0);
if ((Nsteps—-Nsample+l)>2)
poc_uzorkovanje=Nsteps—Nsample+l;
else

poc_-uzorkovanje=2;
end
prihvacen=0;
vir=zeros (1, (Nsteps—-poc_uzorkovanje+l) /freqg.uzorak) ;
ene=zeros (1, (Nsteps—-poc_uzorkovanje+l) /freq.uzorak) ;
brojac_u=1;

for m=1:Nsteps

%% izabrati atom koju treba pomeriti
floor (rand*NParticles) +1;
% izracunati staru pot. ene. =za atom koji se pomera
otEnergija-stara=PotEnel (coords, x,NParticles,Rcutoff, Lbox) ;
% izabrati nove koordinate
nove_x=(rand(3,1)-0.5) xMaxDisp;
coords_nove=coords;
coords_nove (:,x)=coords_nove (:,x) tnove_x;
%% izracunati novu pot. ene. =za atom koji se pomera
PotEnergija_-nova=PotEnel (coords_nove, X,

NParticles, Rcutoff, Lbox) ;
if (rand<exp (- (PotEnergija_.nova-PotEnergija_stara)/T))

X

o\°

U

o\
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%% povecati brojac prihvacenih koraka

coords=coords_nove;

coords (:, x)=coords (:, x)+Lbox* (coords (:,x)<0) ...

—Lbox* (coords (:,x) >Lbox) ;

prihvacen=prihvacen+1;

end

if ((m>=poc_uzorkovanije) && (mod (m, freg.uzorak)==0))

[PotE,Vir]=0sobine (coords,NParticles,Rcutoff, Lbox) ;

ene (brojac_u)=PotE/NParticles+Epot_tail;

vir (brojac.u)=Vir;

brojac_.u=brojac_u+l;

end
end
Epot_poatomu=mean (ene) ;
Av_pressure=roxT+mean (vir) / (3«Lbox"3) ;

fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’Rezultati simulacije\n’);

fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’Srednja korigovana ukupna energija po

atomu je:%f=%f kJ/mol.\n’,Epot_poatomu+l.5xT, ...
(Epot_poatomu+1.5%xT)*x0.997);

fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energija po
atomu je:%$f=%f kJ/mol.\n’,Epot_poatomu,Epot_poatomu*0.997);
fprintf (1,’Srednji korigovani pritisak je:

$f = %£ MPa.\n’,AV;pressure+P,tail,(AV;pressure+P,tail)*42);
fprintf (1,’Procenat prihvacenih pomeraija:

%$f %%\n’,prihvacen*100/Nsteps) ;

figure

plot ((0:length(ene)-1) xfreq.uzorak, ene)

xlabel (' Vreme u MC koracima’);

ylabel ("Epot’);

trenutna_sr_potE=zeros(l, length(ene));

for i=1l:1length (ene)

trenutna_sr_potE (i)=sum(ene (l:1i))/1i;

end

figure

plot ((0:1length(ene)-1) xfreq.uzorak, trenutna_sr_potE)
xlabel (! Vreme u MC koracima’);

ylabel (! <Epot>');

legend (' Trenutna vrednost srednje pot.

ene. u funkciji MC koraka’)

% deo za racunanje autokorelacione

% funk. pot. ener. atoma

maxt=5000; % maks. broj koraka za autokor. funkciju
maxt0=50000; % maks. broj koraka za pocetke uzorkovanja
freqt0=10; % frekvencija na kojoj se novi pocetak bira

% brojac pocetaka za uzorkovanje autokorelacione funkcije
tO0brojac=0;

% niz koji sadrzi vremena pocetka uzorkovanja
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tOvreme=zeros (1,maxt0);
enet0=zeros(l,maxt0); % enerija u pocecima uzorkovanija
Eacf=zeros (l,maxt); % autokorelaciona funkcija
% broj uzorkovanja u autokorelaciono]j funkciji
brojacuzoraka=zeros (1, maxt) ;
for vreme=l:length (ene);
if (mod(vreme, fregt0)==0)
% indeks trenutnog pocetka tO0
t0indeks=mod (tObrojac,maxt0) +1;
tOvreme (t0indeks) =vreme;
tO0brojac=t0brojac+1;
enet0 (t0indeks) =ene (vreme) ;
end
for j=l:min(tObrojac,maxtO)
korelaciono_vreme=vreme-tOvreme (j) +1;
if (korelaciono_vreme<=maxt)
brojacuzoraka (korelaciono_vreme)=. ..
brojacuzoraka (korelaciono_vreme) +1;
Eacf (korelaciono_vreme)=Eacf (korelaciono_vreme) +. ..
(ene (vreme) —Epot_poatomu) * (enet0 (j) —-Epot_poatomu) ;
end
end
end
autokor=Eacf./brojacuzoraka;
autokor=autokor./autokor (1) ;
figure
plot ((0:maxt-1)rfreq.uzorak, autokor, ...
(O:maxt-1)xfreq.uzorak,0,’-b’")
xlabel (' Vreme u MC koracima’);
ylabel ("R");
legend (' Normirana autokorelaciona funkcija
potencijalne energije po atomu’)
tau=sum (autokor) rfreg.uzorak; % autokorelaciono vreme
fprintf (1,’Statisticki nezavisna konfiguracija se
javlja posle %d MC pomeraja.\n’, round(2*tau));
fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energiija
po atomu je: %f +- %f.\n’, Epot_poatomu, ...
sqgrt (var (ene) /length (ene) x2+xtau/freq.uzorak)) ;
fprintf (1,’Toplotni kapacitet po atomu je: %f \n’,
1.5+1.54+var (ene) *2+«tau/freq.uzorak/T"2);
toc
function [PotEner]=PotEnel (koordinate, ...
br_atoma,NParticles,Rcutoff, Lbox)

%$%% funkcija racuna pot. ene. atoma

dx=koordinate (1, :)—-koordinate (1,br_atoma) ;
dy=koordinate (2, :) ~koordinate (2, br_atoma) ;
dz=koordinate (3, :) —-koordinate (3,br_atoma) ;

[

% uslov periodicne granice
dx=dx-Lbox*round (dx./Lbox) ;
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dy=dy-Lbox*round (dy./Lbox) ;
dz=dz-Lboxxround (dz./Lbox) ;

a=zeros (1,NParticles);

a(br_atoma)=1;
drm2=1./(dx. " 2+dy." " 2+dz." " 2+a);
Proveriti da 1i Jje rastojanje izmediju
atoma vece od granicnog rastojanija;
ako je vece zameniti ga sa 0

drm2 (drm2<1/ (Rcutoff~2))=0;
drm6=drm2."3;

PotEner=4+*sum (drm6.+drm6—drmb6) ;

end

o° o o

function [PotEnergija,Virijall=...
Osobine (koordinate,NParticles,Rcutoff, Lbox)
dx=ones (NParticles, 1) rkoordinate (1, :)—...
koordinate (1, :)’ xones (1, NParticles);
dy=ones (NParticles, 1) xkoordinate (2, :)—
koordinate (2, :) " *ones (1, NParticles);
dz=ones (NParticles, 1) rkoordinate (3, :)—...
koordinate (3, :) " *ones (1, NParticles);
% uslov periodicne granice
dx=dx-Lbox*round (dx./Lbox) ;
dy=dy-Lbox*round (dy./Lbox) ;
dz=dz-Lboxxround (dz./Lbox) ;
drm2=1./ (dx."2+dy. " 2+dz."2+eye (NParticles));

[)

% Proveriti da 1li je rastojanje izmedju

[o)

% atoma vece od granicnog rastojanija;

% ako je vece zameniti ga sa O

drm2 (drm2<1/ (Rcutoff"2))=0;

drmé6=drm2. " 3;

drmé6 (logical (eye (NParticles,NParticles)))=0;

PotEnergija=sum(sum(triu (4«drmb6.x*...

(drm6-ones (NParticles,NParticles)))));

Virijal=sum(sum(triu(48+drmb6.* (drm6—. ..

0.5+ones (NParticles,NParticles)))));

end

U ovom zadatku potrebno je odgovoriti na sledeca pitanja:

a) izbor pogodne duZine koraka za pomeranje atoma je vazan pro-
blem. Kratki koraci se lako prihvataju ali sporo ispituju konfigu-
racioni prostor. Dugi koraci imaju malu verovatno¢u da budu pri-
hvaceni. Koliko iznosi procenat prihvacenih koraka za maksimalne
vrednosti pomeraja MaxDisp: 1,0, 0,8, 0,6, 0,4, 0,2, 0,1, 0,057
Koristiti sledece vrednosti pocetnih parametara za simulacije:
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NParticles=100,T=1,5, ro=0,8, Nsample = 10000,
Nsteps =20000,freg_uzorak = 1000;

b) racunarske simulacije se obi¢no vrSe sa malim brojem atoma. Ispi-
tajmo na koji nacin broj atoma uti€e na rezultat simulacije. Izvedi-
mo simulacije sa slede¢im brojem atoma: 20, 50, 100, 200, 300.
Koristiti vrednosti pocetnih parametara za simulacije: T = 2,5, ro
=0,8, Nsample = 1000000, Nsteps = 2000000, freqg_uzorak
= 10. Koliko atoma je potrebno koristiti u simulaciji da bi pritisak i
potencijalna energija po atomu prestale da zavise od broja atoma?

c¢) izraCunati pritisak 1 potencijalnu energiju po atomu argona na izo-
termi 7" = 2 za sledece gustine: p = 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7,
0,8, 0,9. Koristiti parametre za simulaciju: NParticles = 200,
T =2, Nsample = 1000000, Nsteps = 2000000, freg_uzorak
= 1000. Za maksimalne pomeraje Cestica uzeti: 8,0, 2,0, 1,0, 0,6,
0,5, 0,4, 0,3, 0,2, 0,2 respektivno u odnosu na gustine. Dobijenu
vrednosti uporediti sa brojevima iz tabele 6.1 dobijenim u Monte
Karlo simulaciji DZonsona i saradnika, ref. 16.

Molekulska dinamika

6.10 Molekulska dinamika je numericka metoda za odredivanje termodi-
namickih veli€ina i transportnih koeficijenata zasnovana na reSavanju Nju-
tnovih jednacina kretanja za atome. Za razliku od Monte Karlo metode koja
je ograni¢ena na proucavanje sistema u konfiguracionom prostoru, molekul-
ska dinamika daje potpunu vremensku promenu sistema, tj. daje informa-
cije o kretanju atoma u faznom prostoru.

U ovom zadatku odredujemo potencijalnu i kineticku energiju, pritisak,
radijalnu funkciju raspodele, potencijal srednje sile, raspodelu x-kompone-
nte brzina 1 koeficijent difuzije atoma argona pomocu molekulske dinamike
u mikrokanonskom ansamblu. Termodinamicke osobine se izraCunavaju
pomocu vremenske usrednjenosti odgovaraju¢ih dinamickih promenjivih.
Ako je A dinamicka promenjiva, onda je njena srednja vrednost po vre-
menu jednaka:

1 M
(4) =+ Z; A (6.27)

A; su vrednosti dinamicke promenjive A u razli¢itim trenucima kojih ukupno
ima M u simulaciji. Slicno kao u Monte Karlo metodi, dinamicke prome-
njive u uzastopnim vremenskim trenucima nisu statisticki nezavisne i zato
je potrebno odrediti njihovo korelaciono vreme da bi se procenila greska
odredivanja termodinamickih promenjivih. U ovom zadatku ne¢emo odre-
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divati greSke termodinamickih veli¢ina jer je njihovo izraCunavanje prikaza-
no u prethodnom zadatku. Ovde, kao i u Monte Karlo zadatku o argonu,
smatra¢emo da atomi interaguju Lenard-DZonsovim potencijalom:

uuqnz):zxm::4e<<%>n-(g)ﬁ) (6.28)

gde je e dubina potencijalne jame, o rastojanje izmedu atoma na kome je po-
tencijalna energija jednaka nuli a r = |7’} — 7| rastojanje izmedu dva atoma
argona. Ukupna potencijalna energija interakcije atoma data je sumom
u(71,72) po svim parovima atoma. Kineticka energija sistema atoma je-
dnaka je sumi kinetic¢kih energija pojedinacnih atoma:

N a2
K = Z v (6.29)
i=1

2

Kineticka energija sistema atoma je pogodna veli¢ina da bi se odredila
trenutna temperatura sistema. Temperatura i kineticka energija atoma su
povezani teoremom o ekviparticiji energije koja tvrdi da je kineticka en-
ergija koja odgovara translacionom stepenu slobode ekvivaletna k7'/2. Zbog
toga se temperatura moze izraziti kao funkcija svih translacionih stepeni
slobode Ny, 1 ukupne kineticke energije K:

2K
kN
U ovom zadatku ukupan broj translacionih stepeni slobode je redukovan za

tri (V. = 3N — 3) jer je kretanje centra mase sistema fiksirano, tj. njegova
brzina je jednaka nuli. Pritisak argona se izracunava koristeci virijal:

T(t) (630)

N
vir(iy, iy, i) = Y F(7 ) - (7 = 7)) (6.31)
i=1 j<i

F(7;,7;) je sila koja deluje izmedu dva atoma koji se nalaze na rastojanjima
7; 1 ;. Radijalna funkcija raspodele se odreduje racunajuci srednji broj
atoma (N(r + Ar/2)) u intervalu r + Ar/2 koji se nalazi u zapremini
sferne ljuske Q(r + Ar/2):
() (N(r+Ar/2))1
r) = -
J Qr+Ar/2) p
Radijalna funkcija raspodele se moZze iskoristiti za odredivanje potencijalne
energije po atomu v (ne meSati sa oznakom za brzinu atoma) 1 pritiska P:

v = g/ooo drr?u(r)g(r) dr :87rp/0 g(r)r? ((%)12 - (g)ﬁ) dr

(6.33)

(6.32)

o0
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Tabela 6.2: Pritisak P argona na 7' = 1.2 izotermi dobijeni u simulacijama molekulske
dinamike argona (DZonson i saradnici, ref. 16.)

p P
0,50 0,017(5)
0,60 0,148(3)
0,70 0,673(6)
0,80 1,967(6)
0,90 4,57(1)
0,95 6,62(1)
2 00
P = pkT — r 47rr3g(r)du(r) dr =
0 dr

=tz [ ((9)"-5(9) ) 639

Potencijal srednje sile w(r) se odreduje iz radijalne funkcije raspodele:
w(r) = —kTIng(r) (6.35)

Koeficijent difuzije pripada transportnim osobinama argona. On se moZe
izraCunati na dva nacina. Prvi naCin je povezan sa autokorelacionom funkci-
jom brzine atoma (¢/(0)#(t)). Ona odreduje koliko dugo vremena je potreb-
no da bi se usled sudara sa drugim atomima argona napravila statisticki
nezavisna brzina u odnosu na neku pocetnu brzinu. Koeficijent difuzije je
proporcionalan integralu autokorelacione brzine atoma:

1 o0
D= §/ (U(0)u(t)) dt (6.36)
0
Drugi nacin za odredivanje koeficijenta difuzije se zasniva na racunanju
srednjeg kvadratnog pomeraja atoma |7(0) — 7(¢)|*>. Za guste fluide, ta
veli€ina posle izvesnog vremena postaje linearna funkcija vremena. U tom
slucaju, koeficijent difuzije argona se odreduje pomocu izraza:

b 70 = AP) 637
t—00 ot ’
U prethodnom zadatku je pokazano da su u slu¢aju Lenard-DZonsove in-
terakcije Dekartove komponente sile izmedu dva atoma jednake:

GG -

o = z,9, z. Ukupnu silu koja deluje na jedan atom F je neophodno naci
da bi se resile jednacine kretanja. One se resavaju koristeci Verleov (Ver-
let) algoritam koji odreduje poloZaj atoma u slede¢em trenutku 7(¢ + At)
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pomocu polozZaja u trenucima t i ¢t — At:

F(t + At) = 27 (t) — 7t — At) + %AR (6.39)

Brzina atoma se u Verleovom algoritmu se odreduje preko jednakosti:

(4 AL — (- A
o(t) = AL

Simulacija dinamike /N atoma argona u ovom zadatku se izvodi u kubnoj
kutiji duZine L sa periodi¢nim grani¢nim uslovima. Simulacija se sastoji iz
dva dela. U prvom delu se sistem uravnotezuje na Zeljenu temperaturu. To
je neophodno izvrsiti jer je pocetna konfiguracija atoma takva da se atomi
nalaze u ¢vorovima kubne reSetke. PocCetne brzine atoma se uzimaju iz
Gausove raspodele verovatnoce Sto odgovara Maksvelovoj raspodeli brzina.
Takode, u pocetku se impulsu centra mase dodeljuje vrednost nula. Rela-
ksacija sistema u termodinamic¢ku ravnotezu se postiZe tako Sto se brzine
atoma u svakom koraku skaliraju faktorom /7"/T'(t), gde su 17" i T'(t)
Zeljena i trenutna temperatura. Rezultat takvog postupka je da je kineticka
energija tokom ovog dela simulacija konstantna. Takva simulacija ne odgo-
vara kanonskom ansamblu ali je dovoljno dobra da bi pripremila sistem na
zeljenu temperaturu. Drugi deo simulacija odgovara dinamici u mikrokanon-
skom ansamblu. U tom delu simulacije se uzorkuju veliine koje se kas-
nije izraCunavaju. Tokom c¢itave simulacije koristi se ograni€en i pomeren
Lenard-DZonsov potencijal: u(r) = u(r) — u(r.) zar < r.iu(r) =0 za
r > r.. Pomeranje Lenard-DZonsovog potencijala za u(r.) je neophodno
uzeti u obzir u molekulskoj dinamici. U suprotnom, u tacki r = r. postojao
bi prekid u funkciji potencijalne energije koji bi stvarao sile velikih inten-
ziteta. Takve sile se ne mogu tretirati algoritmima za jednacine kretanja
koji su zasnovani na Tejlorovom razvoju poloZaja Cestica, kao sto je Ver-
leov algoritam. Uticaj ograni¢enja potencijalne energije se moze korigovati
tako Sto se izraCunate vrednosti potencijalne energije po atomu i pritisak

koriguju za:
Vo2 a1 [0 ’ o\’
— == - =) —(— 6.41
N 37Tp60 (3 <rc> (rc) ) ( )

9 3
P = Zrnpteo? (3 (3> - (i) ) (6.42)
3 3\ 7 Te

Pomeranje Lenard-DZonsovog potencijala za u(r.) dovodi do dodatne ko-
rekcije potencijalne energije po atomu jednake srednjem broju parova atoma
koji se nalaze na rastojanju manjem od 7. od datog atoma, pomnoZenom sa

(6.40)
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u(r.)/2. U svim proracunima u programu se koriste Lenard-DZonsove re-
dukovane jedinice. Program MDargon NVE i funkcija md odreduju termo-
dinamicke veli¢ine i koeficijent difuzije argona koriste¢i molekulsku di-
namiku. Program u pocetku definiSe parametre simulacije: broj atoma argo-
na u simulaciji (NParticles), gustinu broja atoma (ro), temperaturu
na koju se uravnotezuje sistem tokom prvog dela simulacije (T), ukupan
broj koraka u simulaciji (Nsteps), ukupan broj koraka za uzorkovanje di-
namickih veli¢ina (Nsample) i vremensku duZinu koraka za integraciju
jednacina kretanja (dt). Iz ovih veliCina se izraCunavaju duZina stranice
kubne kutije (Lbox), rastojanje iznad kojeg se ne racuna potencijalna en-
ergija (Rcutoff), potencijalna energija na tom rastojanju (Ecutoff) i
korekcije repa za potencijalnu energiju po atomu (Epot_tail) i pritisak
(P_tail). Atomi se u pocetku nalaze na ¢vorovima kubne resetke. Da bi
se olakSalo topljenje kubne reSetke, atomima se daje mali slu€ajni pomera-
ji. Pocetne brzine se u programu biraju iz Gausove raspodele a zatim se
od svake brzine oduzima brzina centra mase sistema. Time se postiZe da
centar mase sistema miruje. Takode, brzine atoma se skaliraju faktorom
koji ih modifukuje tako da odgovaraju brzinama sa Zeljene temperature.
Posto Verleov algoritam racuna poloZaje atoma u sledeem trenutku ko-
risteci polozaje u sadasnjem i prethodnom trenutku, to je potrebno odredi-
ti poloZaje atoma u prethodnom trenutku pre pocetnog poloZaja atoma.
U ovom programu, polozaji atoma u prethodnom trenutku pre pocetnog
trenutka su odredeni tako da se atomi krecu po inerciji bez delovanja sila.
Glavni deo programa pocinje for petljom koja broji vremenske trenutke
u kojima se odreduju novi poloZaji atoma. U petlji se zove funkcija md
koja ra€una poloZaje atoma u sledecem trenutku, brzine atoma u sadaSnjem
trenutku, potencijalnu i kineti¢ku energiju, virijal, i broji atome na zadatim
rastojanjima sto je neophodno za racunanje radijalne funkcije raspodele.
IzraCunate brzine atoma u funkciji md se skaliraju na Zeljenu temperaturu
u prvom delu sumulacije. Kada se zavrsi izvrSavanje for petlje, pristupa
se izraCunavanju srednje potencijalne, kinetiCke 1 ukupne energije po atomu
argona, kao 1 srednjeg pritiska, ukupnog impulsa na kraju simulacije 1 sre-
dnjeg relativnog pomeraja ukupne energije. Ukupna, kineticka i potenci-
jalna energija po atomu se prikazuju grafi¢ki u funkciji vremena. Srednji
relativni pomeraj ukupne energije odreduje odstupanje energije od vrednosti
u pocetnom trenutku. Pomeraj energije je korisna veli¢ina za odredivanje
duzine vremenskog koraka za integraciju jednaCina kretanja, a definiSe na
sledeci nacin:

ABE(At) = % Z |E 0-F (mt)\ (6.43)
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Program odreduje radijalnu funkciju i potencijal srednje sile a zatim crta nji-
hove grafike u funkciji rastojanja. Naredbe koje zatim dolaze na izvrSava-
nje u programu racunaju raspodelu = komponente brzine atoma koju kasnije
prikazuju graficki. Zatim se racuna autokorelaciona funkcija brzine i srednji
kvadratni pomeraj atoma, crtaju njihovi grafici i odreduje koeficijent difuzi-
je. Na kraju programa, pravi se animacija kretanja atoma u simulacionoj
kutiji tako Sto se stvara video fajl MD NVE . avi.

%%% program MDargon_NVE

lear all
ic

tQ

o\

%$%% parametri simulacije

NParticles=200; % broj cestica u simulaciji
ro=0.8; % brojcana gustina = NParticles/Lbox"3
T=0.6; % temperatura

Nsteps=20000; % broj koraka u simulaciji
dt=0.005; % duzina vremenskog koraka

Nsample=10000; % Broj koraka za racunanje srednje vrednosti

cooo
©0700

Lbox= (NParticles/ro) " (1/3); % duzina simulacione kutije
% rastojanje iznad kojeg se ne racuna sila
Rcutoff=0.4999xLbox;

% energija na rastojanju Rcutoff
Ecutoff=4x (1/ (Rcutoff”"12)-1/ (Rcutoff"6));

% korekcija za potencijalnu energiju
Epot_tail=8/3*pixrox* (1/ (3xRcutoff”9)-1/(Rcutoff”3));
% korekcija za pritisak
P_tail=16/3*pi* ro” 2% (2/ (3xRcutoff”9)-1/(Rcutoff~3));
maxx bin radial=250; % broj kutijica za radijalnu funk.
% velicina kutijica za radijalnu funk. raspodele
Delta_g=Lbox/ (2*maxx_bin_radial) ;
bin_radial=0:maxx bin_radial-1; % kutijice

% inicijalizacija radijalne funk. raspodele
g.radial=zeros (l,maxx bin_radial);

if (Rcutoff<l)

error ('upozorenje:Rcutoff<l’)

end

if (Nsteps<Nsample)

error (' upozorenje:Nsteps<Nsample’)

end

fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’program za racunanje termodinamickih
osobina argona pomocu molekulske
dinamike u NVE ansamblu \n’);

fprintf (1,’program koristi redukovane jedinicen \n’);
fprintf (1,’potencijalna energija se racuna
koristeci ograniceni i1 pomereni potencijal;
korekcija za veca rastojanja se dodaje na kraju \n’);
fprintf (1,’\n’);

fprintf (1,’Podaci o simulaciji \n’);



fprintf (1,'\n’);

fprintf (1,’Broj cestica u simulaciji je
$d.\n’,NParticles);

fprintf (1,’Gustina cestica Jje

$f = %f kg/m3.\n’,ro,1688*ro);

fprintf (1,’Temperatura je %f = %f K.\n’,T,T%119.91);
fprintf (1,’Ukupni broj koraka u simulaciji je
$d.\n’,Nsteps) ;

fprintf (1,’Broj koraka za uzorkovanje je %d.\n’,Nsample);
fprintf (1,’Duzina koraka u simulaciji je

$f = %f fs.\n’,dt,dt*2170);

fprintf (1,’Duzina sumulacione kutije Jje

$f = %f nm.\n’,Lbox,0.3405*Lbox) ;

fprintf (1,’Rastojanje iznad kojeg se ne racuna

sila je %f.\n’,Rcutoff);

fprintf (1,’Potencijalna energija na tom rastojanju
je %f.\n’,Ecutoff);

fprintf (1,’Korekcija za potencijalnu energiju po atomu
je %f£.\n’, Epot_tail);

fprintf (1,’Korekcija za pritisak je %f.\n’, P_tail);
%$%% definisati nizove koji ce se koristiti
coords=zeros (3,NParticles,Nsteps+l);

Velocities=zeros (3,NParticles,Nsteps);
Ekin=zeros (1, Nsteps);

Epot=zeros (1,Nsteps);

Virial=zeros(l,Nsteps);

% postavi atome na resetku

ni = ceil (NParticles” (1.0/3.0));

ncount = 0;
dx = Lbox/ni;
for ix = 1l:ni
for iy = 1l:ni
for iz = 1l:ni
ncount = ncount + 1;
if (ncount <= NParticles)
coords (1, ncount, 2) = dx*ix;
coords (2,ncount, 2) = dxx*iy;
coords (3, ncount, 2) = dx=*iz;
end
end
end
end

000

%$%% dati mali slucajan pomera]j svakom atomu

coords (:, :,2)=coords(:,:,2)-0.05%x(2rand(3,NParticles)-1);
coords (:, :,2)=coords (:, :,2)-Lbox* (coords (:, :,2)>Lbox) ;
coords (:, :,2)=coords(:, :,2)+Lbox* (coords (:, :,2)<0);

%$%% dati slucajne brzine iz Gausove raspodele

Velocities (:,:,1)=randn (3,NParticles,1);

[

% oduzeti ukupni moment (=brzina)

115
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Velocities (1, :,1)=Velocities(1l,:,1)—...
sum (Velocities (1, :,1))/NParticles;
Velocities (2, :,1)=Velocities(2,:,1)—...
sum (Velocities (2, :,1))/NParticles;
Velocities (3, :,1)=Velocities(3,:,1)—-...
sum (Velocities (3, :,1)) /NParticles;

[

% skalirati brzine cestica tako da ukupna kineticka
energija odgovara % zadato] temperaturi
Ukin0=0.5+sum(sum(Velocities (:, :,1).72));

scale=sqgrt (T (3xNParticles—3)/ (2+xUkin0)) ;
Velocities(:,:,1)=Velocities(:,:,1)*scale;

odrediti polozaj u prvom trenutku (uzimamo da se
cestice krecu po inerciji bez sila)

coords(:, :,1l)=coords(:,:,2)-Velocities(:,:,1)*dt;

if ((Nsteps—-Nsample+l)>2)
poc_uzorkovanje=Nsteps—-Nsample+l;

Nuzoraka=Nsample;

else

poc_uzorkovanje=2;

Nuzoraka=Nsteps-1;

end

for m=2:Nsteps

koordinate=coords(:, :,m) ;
starekoordinate=coords (:, :,m-1);
[PotEnergija,KinEnergija,Virijal, novekoordinate, ...
brzine, radial]=md (m, koordinate, starekoordinate, ...

%
%

NParticles, T,Ecutoff,Rcutoff, Lbox,dt,poc_.uzorkovanije, ...

bin_radial,maxx_bin_radial);

Epot (m)=PotEnergija;

Ekin (m)=KinEnergija;

Virial (m)=Virijal;

g.-radial=g_radial+radial;

coords (:, :,m+1l)=novekoordinate;
Velocities(:, :,m)=brzine;

end
Etot=Epot+Ekin;

if (poc_uzorkovanije>2)
Pomeraj_energije=sum(abs (( (Etot (Nsample+l)—...

Etot (Nsample+2:Nsteps) ) /Etot (Nsample+l))))

/ (Nsteps—Nsample-1) ;

else
Pomeraj_energije=sum(abs ( ((Etot (2)—-...
Etot (3:Nsteps)) /Etot (2))))/ (Nsteps—-2);

end

figure

plot (1:Nsteps, Epot/NParticles, 1:Nsteps, ...
Ekin/NParticles, 1:Nsteps,Etot/NParticles)
xlabel ('Broj koraka’);
ylabel (' Epot,Ekin,Etot po cestici’);
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legend (' Epot’,"Ekin’,"Etot’)
Etot_pocestici=sum(Etot (1,...
poc_uzorkovanje:Nsteps))/ (Nuzoraka*«NParticles) ;
Epot_pocestici=sum (Epot (1, ...
poc_uzorkovanje:Nsteps) )/ (NuzorakaxNParticles);
Ekin_pocestici=sum (Ekin (1, ...
poc_uzorkovanje:Nsteps) )/ (NuzorakaxNParticles);
Av_temperature=2«Ekin_pocesticix
NParticles/ (3xNParticles-3);
Av_pressure=roxAv_temperature+ (sum(Virial (1, ...
poc_uzorkovanje:Nsteps) ) /Nuzoraka) / (3+xLbox"3) ;
fprintf (1,'\n’ );
fprintf (1,’Rezultati simulacije \n’);

(17

fprintf "\n’ );
fprintf (1,’Srednja korigovana ukupna energija po
cestici je:%f = %f kJ/mol. \n’, Etot_pocestici+

Epot_tail, (Etot_pocestici+Epot_tail)«0.997);

fprintf (1,’Srednja korigovana potencijalna energija po
cestici je: %f = %f kJ/mol.\n’,

Epot_pocestici+Epot_tail, (Epot_pocestici+Epot_tail)*0.997);
fprintf (1,’Srednja kineticka energija po cestici je:...
$f = %f kJ/mol. \n’,Ekin_pocestici,Ekin_pocesticix0.997);
fprintf (1,’Srednja temperatura sistema je:...

$f = %f K. \n’,Av_temperature, Av_temperaturex120);
fprintf (1,’Srednji korigovani pritisak je:...
$f = %$f MPa. \n’,AV;pressure+P,tail,(AV;pressure+P,tail)*42);

fprintf (1,’Srednji relativni pomeraj ukupne
energije je:%f. \n’, Pomeraj_energije);

fprintf (1,’Ukupni impuls na kraju simulacije je:...
%e, %e, %e. \n’, sum(Velocities (1, :,Nsteps)), ...
sum (Velocities (2, :,Nsteps)),sum(Velocities (3, :,Nsteps)));
%$%% deo za radijalnu funkciju raspodele

g-radial (1)=g.radial (1) -NuzorakaxNParticles;
rr=(0.5:1: (maxx bin_radial-0.5)) «Delta_g;
g.rad_final=g.radial./ (Nuzoraka*NParticlesx*...
(4xpi/3*NParticles/ (Lbox"3) « (Delta_-g~3) *...
((1l:maxxbin_radial). " 3-(0:maxx bin_radial-1)."3)));
figure

plot (rr,g.rad_final)

xlabel ('r");

ylabel ("g(xr)’);

legend (' Radijalna funkcija raspodele’)

figure

plot (rr, -Av_temperaturexlog(g.rad_final))

xlabel ("r");

ylabel ("w(xr)’);

legend (' Potencijal srednje sile’)

fprintf (1,’Srednja potencijalna energija po cestici

izracunata koristeci radijalnu funk. raspodele je: %f.\n’,...
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trapz (rr, 8xpi*xroxg.rad_-final.xrr. 2.« (rr.” (-12)-rr. " (=-6))));
fprintf (1,’Srednji pritisak izracunat koristeci

radijalnu funk. raspodele je:%f.\n’,Av_temperaturexro+...
trapz (rr,32+pi* (ro”2) *g.rad_final.* (rr.” (-10)-0.5xrr." (=4))));
%$%% raspodela x-komponente brzine atoma

figure

vxbins=-4:0.1:4;

plot (vxbins, sum(histc(Velocities (1, :,Nsteps—Nsample+l:
Nsteps),vxbins), 3)/ (NsamplexNParticles)) ;

xlabel ("vx');

ylabel (! £(vx)');

legend (' Raspodela x-komponente brzine atoma’)

deo za racunanje autokorelacione funkcije

brzine i koeficijenta difuzije

maxt=750; % maksimalan broj koraka za autokor. funk.
maxt0=5000; % maksimalan broj koraka za pocetke uzorkovanija
freqt0=10; % frekvencija na kojoj se novi pocetak bira
tObrojac=0; % brojac pocetaka za uzorkovanje autokor. funk.
% niz koji sadrzi vremena pocetka uzorkovanja
tOvreme=zeros (1, maxt0);

% brzine cestica u pocecima uzorkovanija

vtO=zeros (3,NParticles,maxtO0);

% polozaji cestica u pocecima uzorkovanija

r2t0=zeros (3,NParticles, maxt0); vacf=zeros(3,NParticles,maxt);

[)

% autokorelaciona funkcija brzine

)

r2t=zeros (3,NParticles,maxt); % razlike polozaja cestica
% broj uzorkovanja u autokorelacionoj funkciji
brojacuzoraka=zeros (1l,maxt);
for vreme=poc_uzorkovanje:Nsteps;
if (mod(vreme, freqgt0)==0)
% indeks trenutnog pocetka tO0
t0indeks=mod (tObrojac,maxt0) +1;
tOvreme (t0indeks)=vreme;
tO0brojac=t0Obrojac+l;
vt0(:, :,t0indeks)=Velocities(:, :,vreme) ;
r2t0(:, :,t0indeks)=coords (:, :, vreme) ;
end
for j=l:min (tObrojac,maxtO)
korelaciono_vreme=vreme-tOvreme (J) +1;
if (korelaciono_vreme<=maxt)
brojacuzoraka (korelaciono_vreme)=...
brojacuzoraka (korelaciono_vreme) +1;
vacf (:, :,korelaciono_vreme)=vacf (:, :,
korelaciono_vreme) +Velocities (:, :,vreme) .xvt0(:, :, J);
r2t (:, :,korelaciono_vreme)=r2t (:, :,
korelaciono_vreme) + (coords (:, :,vreme)-xr2t0(:,:,3)) ."2;
end
end
end
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[

% suma po komponentama i cesticama
autokor=sum(sum(vacf, 1), 2)/NParticles;
% suma po komponentama 1 cesticama
autokor_r2=sum(sum(r2t, 1), 2) /NParticles;
z = size (autokor);
autokorelaciona=reshape (autokor, [z(2:end) 1]);
autokorelaciona_r2=reshape (autokor_r2, [z(2:end) 11);
autokorelaciona=autokorelaciona./brojacuzoraka;
autokorelaciona.r2=autokorelaciona.-r2./brojacuzoraka;
figure
plot (dt+ (0:maxt-1),autokorelaciona,dt* (0:maxt-1),0,’-b’)
xlabel (! Vreme’) ;
ylabel (/<v(0)v(t)>");
legend (" Autokorelaciona funkcija brzine’)
figure
plot (dt* (0:maxt-1),autokorelaciona.-r2,dt* (0:maxt-1),0,’-b")
xlabel (! Vreme’) ;
ylabel ("< (x (0)-r(t)) "2>");
legend ('’ Srednji kvadratni pomeraj atoma’)
koef_difuzije=trapz (dt* (0:maxt-1),autokorelaciona)/3;
koef_difuzije_r2=(autokorelaciona.-r2 (length (
autokorelaciona.r2))-autokorelaciona.r2 (length (
autokorelaciona.r2)/2))/ (6xdt* (maxt—1- (maxt-1)/2));
fprintf (1,’Koeficient difuzije izracunat koriscenjem
autokorelacione funkcije brzine: %e= %e cm2/s \n’, ...
koef_difuzije, koef_difuzijex
(0.3405+x1e-7) "2/ (2170x1e—-15));
fprintf (1, ’'Koeficient difuzije izracunat koriscenjem
srednjeg kvadratnog pomeraja atoma: %e= %$e cm2/s \n’,...
koef_ difuzije_r2,koef difuzije_r2x
(0.3405%x1e-7) "2/ (2170x1e-15));
%$%% vratiti cestice u kutiju
coordsPBC=zeros (3,NParticles,Nsteps+l);
for frame=1:Nsteps+l
coordsPBC(:, :, frame)=coords(:, :, frame)—...
Lboxxfloor (coords (:, :, frame) ./Lbox) ;
end
%$%% deo za pravljenje filma simulacije
writerObj = VideoWriter ('MDNVE.avi’);
open (writerObj);
figure
for j = poc_uzorkovanje:20:Nsteps
scatter3 (coordsPBC (1, :, j),coordsPBC(2,:,7]),
coordsPBC (3, :,j), ' MarkerkEdgeColor’,’'k’,
"MarkerFaceColor’, [0 .75 .757)
axis ([0, Lbox,0,Lbox,0,Lbox]); frame = getframe;
writeVideo (writerObij, frame) ;
end
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close (writerObj);

toc

function [PotEnergija,KinEnergija,Virijal, ...
novekoordinate,brzine, radial]=md (mm, koordinate, ...
starekoordinate,brojcestica, Temperatura, Ecutoff, Rcutoff, ...
Lbox,dt,poc_uzorkovanje,bin_radial,maxx bin_radial)
dx=ones (brojcestica, 1) *rkoordinate (1, :)—...
koordinate(l, :)’ xones (1, brojcestica);

dy=ones (brojcestica,l) xkoordinate (2, :)—...
koordinate (2, :)’ xones (1, brojcestica);

dz=ones (brojcestica,l) xkoordinate (3, :)—...
koordinate (3, :)’ xones (1, brojcestica);

% uslov periodicne granice

dx=dx-Lbox*round (dx./Lbox) ;

dy=dy-Lbox*round (dy./Lbox) ;

dz=dz-Lboxxround (dz./Lbox) ;

dr2=dx."2+dy." " 2+dz."2;
drm2=1./ (dr2+eye (brojcestica));

[)

% Proveriti da 1li je rastojanje izmedju cestica vece
o

% od granicnog rastojanja; ako Jje vece zameniti ga sa O
drm2 (drm2<1/ (Rcutoff~2))=0;

brojnula=sum (sum (drm2==0)) ;

drmé6=drm2. " 3;

drmé6 (logical (eye (brojcestica,brojcestica)))=0;
drm8=drm2."4;

drm8 (logical (eye (brojcestica,brojcestica)))=0;
ff=48xdrm8. * (drm6-0.5* ( eye (brojcestica,brojcestica)));

F(l,:)=sum(ff.*dx);
F(2,:)=sum(ff.xdy);
F(3,:)=sum(ff.*dz);
PotEnergija=sum (sum(triu(4«drm6.* (drmb6—. ..

ones (brojcestica,brojcestica)))))-(brojcesticax...
(brojcestica-1)/2-brojnula/2) xEcutoff;
Virijal=sum(sum(triu(48+drmb6.x (drm6-0.5%...

ones (brojcestica,brojcestica)))));

% odrediti nove koordinate i brzine cestica
novekoordinate=2+koordinate-starekoordinate+F«* (dt"2);
brzine= (novekoordinate-starekoordinate) / (2+dt) ;
KinEnergija=0.5xsum(sum(brzine."2));

if (mm<poc_uzorkovanije)

scale=sqgrt (Temperaturax (3xbrojcestica-3)/ (2«KinEnergija));

brzine=brzinexscale;
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novekoordinate=starekoordinate+brzinex2*dt;

KinEnergija=0.5xsum(sum(brzine. " 2));

radial=zeros (l,maxx_bin_radial);

else

000

%%% deo za radijalnu funkciju raspodele
dr=floor (sqrt (dr2) / (Lbox/ (2+xmaxx_bin_radial)));
radial=sum (histc (dr,bin_radial),2)’;

end
end

U ovom zadatku potrebno je izvrSiti simulacije osobina argona molekul-
skom dinamikom i naéi odgovore na sledeca pitanja:

a)

b)

c)

izbor pogodne duZine vremenskog koraka za reSavanje jednacina
kretanja je vazan problem u molekulskoj dinamici. U simulaciji di-
namike argona, Zelimo da korak bude Sto duZzi ali za dugacke korake
Verleov algoritam ne odrZava konstantnu ukupnu energiju. Utvrditi
kolika duzina koraka je pogodna za sledeCe pocetne parametre:
NParticles=50,T=1,0,ro=0,8 Nsample =8000,Nsteps
= 10000. Posmatrati srednji relativni pomeraj ukupne energije i
grafik zavisnosti ukupne energije od rednog broja koraka. Uzeti
vrednost koraka: 0,02, 0,01, 0,005, 0,002. Sta se desava sa ukup-
nom energijom kad je korak predugacak? Koji od navedenih duzina
koraka se moze preporuciti za simulacije dinamike argona? Zasto
Verleov algoritam viSe ne vazi za dugacke korake?

DzZonson i saradnici (ref. 16.) su izracunali pritisak argona na ra-
zli¢itim temperaturama i gustinama koriste¢i molekulsku dinamiku.
Da bi simularali dinamiku u NVT ansamblu, ti autori su skalirali
brzine atoma u svakom koraku (ranije smo spomenuli da ovakav
metod zapravo ne odgovara pravom NVT ansamblu). Njihova simu-
lacija je izvrSena u sistemu sa 864 atoma argona. Rastojanje iznad
kog nije raCunata sila je bilo 40. U tabeli 6.2 su sumirani pritisci
dobijeni u njihovoj simulaciji na temperaturi 7' = 1,2. IzvrSimo
simulacije sa programom predstavljenim u ovom zadatku i uporedi-
mo dobijeni pritisak sa vrednostima DZonsona i saradnika. U tu
svrhu potrebno je da koristimo prvi deo simulacije u kome se skali-
raju brzine atoma da bi se oCuvala kineticka energija i temperatura.
Koristiti parametre za simulaciju: NParticles =500, T = 1,2,
Nsample = 2000, Nsteps = 10, dt = 0,005 1 gustine ro = 0,5,
0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 0,95. Posle izvrSene simulacije koristiti naredbu
roxl.24mean (Virial (200:1990))/ (3+xLbox"3)+
P_tail da bi se izraCunao pritisak u simulaciji;

izvr§iti simulacije sa slede¢im parametrima: NParticles = 200,
T =1,0, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt = 0,005 ro =



122 RACUNARSKE SIMULACIJE

0,008, 0,8, 2,0. Razmotriti radijalnu funkciju i potencijal srednje
sile argona u ovim simulacijama;

d) izvrsiti simulaciju sa slede¢im parametrima: NParticles = 100,
T =0,8, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt = 0,005 ro =
0,8. Odrediti raspodelu x komponente brzine argona;

e) izraCunati koeficijent difuzije argona koristeéi sledeée parametre
u simulaciji: NParticles = 800, T = 0,76, Nsample = 3000,
Nsteps =4000, dt = 0,005 ro =0,85.
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6.1 Posto je rezultat bacanja novciéa slucajan dogadaj, to ¢e svako pokre-
tanje pograma dati drugaciji grafik. Jedan takav grafik zavisnosti frekvenci-
je pojavljivanja pisma od broja bacanja novcica prikazan je na slici 6.5. Sa
grafika se moze zakljuciti da je posle 50000 bacanja novcica frekvencija po-
javljivanja pisma veoma bliska vrednosti 0,5, Sto je oCekivano. Matematicka
osnova za ovakav razultat se zasniva na zakonu velikih brojeva koji tvrdi
da ¢e empirijska frekvencija pojavljivanja slucajne promenjive sa binom-
nom raspodelom konvergirati ka teorijskoj vrednosti verovatnoce u slucaju
velikog broja realizacija promenjive. Citaocu ostavljamo da izraluna vari-
jansu niza uzorak pomocu naredbe var i da je uporedi sa teorijskom
vrednoséu 0,25.

6.2 Slike 6.6 1 6.7 prikazuju tipi¢ne raspodele dobijene za zadate parame-
tre. U oba slucaja, broj ciklusa je dovoljno velik da se dobijene raspodele
Cestica dobro slazu sa teorijskom binomnom raspodelom. Verovatnoéa da
se Cestica nade u jednom odeljku jednaka je 0,2, a u ostalim odeljcima 0,8.
Za mali broj Cestica (prvi slucaj), raspodela Cestica je asimetricna. Srednji
broj Cestica u odredenom delu suda je (n) = Np = 4. Verovatnoca da se
nula Cestica nade u odredenom delu suda jednaka je (0,2)°%(0,8)%° = 0,012.
U slucaju velikog broja Cestica (drugi slucaj), raspodela broja Cestica se

123
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Slika 6.5: Frekvencija pojavljivanja pisma u zavisnosti od broja bacanja novcica.
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transformise u Gausovu raspodelu sa srednjom vredno§éu (n) = Np = 20.
U tom slucaju, verovatnoca da se nula Cestica nade u odredenom delu suda
jednaka je 2 x 10719,

Slika 6.6: Raspodele broja Cestica u jednom delu suda i teorijska izraCunata binomna
raspodela za broj Cestica: 20, broj odeljaka: 5 broj, ciklusa: 10000
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6.3 Tipican histogram dobijen pokretanjem programa je prikazan na slici
6.8. Sa slike se vidi da je maksimum raspodele verovatno¢e nalazenja 1 u
uzorcima u blizini vrednosti 0,3 Sto odgovara verovatno¢i da se vrednost 1
slucajne promenjive nade u populaciji. Raspodela srednje vrednosti uzorka
je uska, tj. najveca verovatnoca je da se srednja vrednost uzorka nade u in-
tervalu od 0,27 do 0,33 (> 98%). Slika 6.9 prikazuje histograme za razlicite
veliCine uzorka. Sa slike se moZe primetiti da je potrebno barem 1000 ele-
menata u uzorku da bi se obezbedila dovoljna preciznost za procenjivanje
verovatnoce. Prikazana simulacija pokazuje da je moguce koristiti jedan
mali uzorak za ispitivanje verovatnoce na velikoj populaciji. Matemati¢ko
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Slika 6.7: Raspodele broja Cestica u jednom delu suda i teorijska izraCunata binomna
raspodela za broj Cestica: 100, broj odeljaka: 5, broj ciklusa: 10000
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objasSnjenje ovakvog ponaSanja uzorka se nalazi u centralnoj grani¢noj teo-
remi koja tvrdi da raspodela uzoraka ima Gausovu raspodelu sa varijansom
koja zavisi od veli¢ine uzorka ali ne i od veli¢ine populacije.

Slika 6.8: Histogram verovatnoce nalaZenja vrednosti 1 sluajne promenjive u uzorcima za
parametre simulacije: broj elemenata u populaciji 100000, broj elemenata u uzorku 1500,

broj uzoraka 2000 i verovatnoca nalaZenja 1 u populaciji 0,3.
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6.4 Slika 6.10 prikazuje Bolcmanovu raspodelu verovatnoée za vibracione
nivoe dvoatomskog molekula ¢ije su vibracioni talasni brojevi w = 1000 1
300 cm™! na temperaturama 7' = 300 i 500 K. Na 300 K, samo osnovni
vibracioni nivo je popunjen za oscilator sa talasnim brojem w = 1000 cm ™.
U slu¢aju niZeg talasnog broja (w = 300 cm™!), prva Cetiri vibracioni nivo
su znacajnije zaposednuta. Sa povecanjem temperature na 500 K, prvi
pobudeni vibracioni nivo oscilatora sa viSom frekvencijom takode postaje

zaposednut, iako sa malom verovatnoom. U slucaju oscilatora sa nizom
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Slika 6.9: Histogram verovatnoce nalaZenja vrednosti 1 slu¢ajne promenjive u uzorcima za
parametre simulacije: broj elemenata u populaciji 100000, broj uzoraka 2000 i verovatnoca
nalaZenja 1 u populaciji 0,3: a) broj elemenata u uzorku 100, b) broj elemenata u uzorku
500, ¢) broj elemenata u uzorku 1000, d) broj elemenata u uzorku 2000, e) broj elemenata
u uzorku 3000.
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frekvencijom, prvih Sest vibracionih nivoa postaju zaposednuti. Slika 6.11
prikazuje Bolcmanovu raspodelu verovatnoée za rotacione nivoe dvoatom-
skog molekula &ije su rotacione konstante B = 10 i 1 cm~! na temperatu-
rama 7' = 3001500 K. U oba slucaja, najzaposednutiji rotacioni nivo nije os-
novni nivoa, nego pobudeni nivo vise energije. To je posledica €injenice da
statistiCka teZina rotacionih nivoa raste sa vrednoS¢u rotacionog kvantnog
broja. U slucaju rotora sa ve¢om vrednoS¢u rotacione konstante, prvih 10 do
15 rotacionih nivoa (u zavisnosti od temperature) su pobudeni. Smanjenjem
rotacione konstante mnogo veci broj rotacionih nivoa postaje dostupan.

6.5 Pokretanjem programa dobijena je vrednost broja 7 izraunata sa 1000,
10000, 100000, 1000000 1 10000000 tacaka: 3,17 £ 0,05, 3,15 £ 0,02, 3,144
£ 0,005, 3,139 + 0,002, 3,1407 £+ 0,0005. Vidimo da je viSe od milion
taCaka potrebno da bi greska odredivanja broja 7 bila manja od 0,001. Slika
6.12 prikazuje raspored 1000 ta¢aka koriS¢enih u simulaciji.

6.6 Tacna vrednost integrala iznosi 1/3. Vrednosti integrala dobijene kori-
S¢enjem Monte Karlo metode za 1000, 10000, 100000, 1000000 tacaka,
posle pokretanja programa su: 0,330 £ 0,009, 0,335 £ 0,003, 0,3332 +
0,0009, 0,3332 £ 0,0003. Vrednosti integrala dobijene koriSenjem Sim-
posonove metode za 1000, 10000, 100000, 1000000 tacaka su: 0,332335,
0,333233, 0,333323, 0,333332. Integral brze konvergira sa Simpsonovom
metodom. Konvergencija Monte Karlo metode se skalira kao ~ 1/ VN, N
je broj tacaka za integraciju.

6.7 Vrednosti integrala dobijene koris¢éenjem Monte Karlo metode za 1000,
10000, 100000, 1000000 tacaka, posle pokretanja pograma su: 1,06 4= 0,05,
0,99 £ 0,01, 1,001 £ 0,004, 0,998 £+ 0,001. Potrebno je uzeti visSe od 10000
taCaka da bi greSka Monte Karlo integracije bila manja od 0,01.

6.8 NumeriCka integracija na mreZi daje srednju vrednost (z?) jednaku pri-
blizno 0,39588. Posmatrajmo sada sliku 6.13 koja prikazuje grafik raspodele
funkcije ¢(z,y). Primetimo da je raspodela simetrina sa maksimumom
u (0,0). Da bi se Metropolisov Monte Karlo metod uspe$no primenio,
potrebno je da simulacija efikasno posecuje tacke u ravni proporcionalno
sa verovatnoéom ¢(z,y). U ovom zadatku najznacajnije taCke se nalaze
u oblasti od —2 do 2 duz x i y ose. Slika 6.14 prikazuje tacke koje si-
mulacija obilazi tokom 1000 koraka za razli¢ite vrednosti Sirine uniformne
raspodele. Za male vrednosti paramatra delta, kao Sto je vrednost 0,1,
simulacija neefikasno ispituje raspodelu verovatnoce ¢(x, y). Za prvih 1000
koraka, slika 6.14a pokazuje da je simulacija obilazila samo tacke u drugom
kvadrantu. Vredost (z?) u jednoj izvr§enoj simulaciji je iznosila 0,333.
Procenat prihvacenih tacaka je bio 97 % S§to znaci da su skoro sve tacke
prihvacene. PoveCanje parametra delta na vrednost 1 dovodi do mnogo
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Slika 6.10: Bolcmanova raspodela zaposednutosti vibracionih nivoa dvoatomskog
molekula: a) T = 300 K, w = 1000 cm™!, b) T = 500 K, w = 1000 cm™', ¢) T =
300K,w=2300cm™!,d)7T =500K, w=300cm!
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Bolcmanova raspodela zaposednutosti rotacionih nivoa dvoatomskog

molekula: a) T =300K, B=10cm™ %, b) T =500 K, B =10cm™', ¢) T = 300
K,B=1cm !,d)T=500K, B=1cm™!
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Slika 6.12: 1000 taCaka koris¢enih za ra
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Slika 6.13: Konturni grafik raspodele ¢(x,y). NajuZa konturna linija ima vrednost 0,9.

NajSira konturna linija ima vrednost 0,1.
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efikasnijeg uzorkovanja tacaka koje odgovaraju raspodeli ¢(x, y). Procenat
prihvacenih pomeraja je 77 %. Vrednost (z?) koja je dobijena pokretanjem
simulacije je 0,352. Taj broj je mnogo blizi vrednosti 0,39588 nego vre-
dnost dobijena sa malom pomerajima $to potvrduje da se funkcija q(z,y)
bolje uzorkuje u ovom slucaju. Uvecanje parametra delta na vrednost
5, dovodi do srednje vrednosti (x2>=0,405. Procenat prihvacenih tacaka
je tada 18 %. Sa slike 6.14c, vidi se da se raspodela ¢(z,y) veoma do-
bro uzorkuje. Velika vrednost parametra delta = 10, dovodi do toga
da se samo 5 % tacaka prihvata jer su pomeraji tako veliki da je obi¢no
vrednost funkcije ¢(z,y) u novoj tacki veoma mala. Jedna simulacija sa
ovom vredno$éu delta daje (r?)=0,433. Stoga, ovaj zadatak pokazuje da
je za Metropolisov Monte Karlo metod veoma bitan izbor odgovarajuceg
pomeraja za uzorkovanje nove tacke. Male vrednosti pomeraja dovode do
toga da se raspodele ne uzorkuju dovoljno dobro, a velike vrednosti pome-
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raja da se veliki broj tataka odbacuje tokom simulacije. Slika 6.15 prikazuje
tacke koja je simulacija posetila tokom 10000 koraka (vrednost delta je
bila 5). Sa slike se jasno primecuje da se funkcija ¢(x,y) dovoljno dobro
reprodukuje.

Slika 6.14: Tacke koje su bile posecene tokom simulacije. Ukupan broj tacaka je bio 1000.
Sirina uniformne raspodele delta: a) 0,1, b) 1, ¢) 5, d) 10.

2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :

1.5

1

05 |

yo

-0.5+

-1

-1.5+¢

-2

(al

2 45 1 05 0 05 1 15 2
2
15|
1 L
05!
y o - _
0.5
1L
5]
2




132 RESENJA ZADATAKA

Slika 6.15: Tacke koje su posecene tokom simulacije. Ukupan broj ispitivanih tacaka je
bio 10000. Sirina uniformne raspodele delta je 5.
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6.9.a Procenti prihvaéenih koraka iznose: 4%, 7%, 13%, 25%, 51%, 69% i
81%.

6.9.b 1000000 koraka za uravnoteZnjenje sistema je dovoljno da sistem
dosegne termodinamicku ravnotezu pod zadatim uslovima. Slike 6.1616.17
prikazuju fluktuacije potencijalne energije po atomu tokom uzorkovanja za
simulacije sa 200 1 300 atoma. Primecujemo da su fluktuacije stacionarne,
tj. da ne postoje znacajno razliCite fluktuacije potencijalne energije tokom
vremena. Trenutna srednja vrednost potencijalne energije po atomu tokom
uzorkovanja u simulacijama sa 200 i 300 atoma je prikazana na slikama
6.1816.19. Posle pocetnog veceg odstupanja, srednja vrednost potencijalne
energije ispoljava veoma male fluktuacije Sto takode sugeriSe da je sistem
dobro uravnoteZzen. Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne en-
ergije po atomu za simulacije sa 200 1 300 atoma je prikazana na slikama
6.20 1 6.21. U pocetku autokorelaciona funkcija eksponencijalno opada sa
brojem Monte Karlo koraka. Medutim, posle nekoliko stotina koraka ona
prikazuje sloZeniju vremensku zavisnost. Primecujemo da autokorelaciona
funkcija ne postaje jednaka nuli za veliki broj koraka jer je ukupan broj
tacaka koji je uzorkovan nedovoljan da bi se dobila dobra statistika. Pro-
gram racuna autokorelaciono vreme integrale¢i autokorelacionu funkciju.
Iz prilozenih slika 6.20 1 6.21 vidimo da ¢e vrednost integrala biti veca od
stvarnog korelacionog vremena, te stoga integraljena vrednost korelacione
funkcije predstavlja samo priblizno korelaciono vreme. Da bismo dobili
bolju procenu korelacionog vremena, integralili smo samo prvi deo korela-
cione funkcije u kome ona ekponencijalno opada a zatim smo reSili transce-
dentnu jednacinu da bismo nasli korelaciono vreme. Rezultati simulacija
sa razli¢itim brojem atoma su sumirani u tabeli 6.3. Iz dobijenih podatak
vidimo da pritisak i potencijalna energija po atomu konvergiraju sa 200
atoma. Primeéujemo da se njihove vrednosti izracunate sa 100 i 50 atoma ne
razlikuju znacajno od vrednosti dobijene u simulaciji sa 200 atoma. S druge
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strane, simulacija sa 20 atoma daje znacajno razliCite vrednosti potencijalne
energije i pritiska. Dakle, 20 atoma je premali broj Cestica za dobijanje bilo
kakvih kvantitativnih rezultata. Primecujemo da korelaciono vreme 7 do-
bijeno integracijom autokorelacione funkcije ne konvergira sa povecanjem
broja atoma. Ako iskoristimo samo prvi deo autokorelacione funkcije u
kome ona eksponencijalno opada, dobijene vrednosti korelacionog vremena
7" ispoljavaju konvergenciju sa pove¢anjem broja atoma. Isto tako, toplotni
kapacitet po Cestici ¢}, izraCunat sa 7' prikazuje konvergenciju sa brojem
atoma.

Slika 6.16: Potencijalna energija po atomu argona u zavisnosti od broja Monte Karlo ko-
raka. p=0,8,T =2,0, N =200
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Tabela 6.3: IzraCunata potencijalna energija po atomu v, pritisak P, korelaciono vreme
T i toplotni kapacitet po atomu cy. 7' i ¢}, su korelaciono vreme i toplotni kapacitet
odredeni koriS¢enjem samo pocetnog dela autokorelacione funkcije (videti tekst za detaljno
objasnjenje).

Broj Cestica 20 50 100 200 300
v —4,78 £0,01 —4,39+£0,01 —445+0,01 —4415+£0,007 —4,415+ 0,009
P 6,1 7.1 6,9 7,1 7,1
T 285 260 1063 1400 3669
7 139 264 573 1302 1472
cv 3,5 2,2 2,9 2,4 3,0

cy 2,5 2,2 2,3 2,3 2,1
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Slika 6.17: Potencijalna energija po atomu argona u zavisnosti od broja Monte Karlo ko-
raka. p=0,8, T =2,0, N =300
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Slika 6.18: Srednja vrednost potencijalne energije po atomu argona u zavisnosti od broja
Monte Karlo koraka. p =0,8, 7" = 2,0, N =200
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Slika 6.19: Srednja vrednost potencijalne energije po atomu argona u zavisnosti od broja

Monte Karlo koraka. p = 0,8, T'= 2,0, N = 300
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Slika 6.20: Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne energije po atomu

zavisnosti od broja Monte Karlo koraka. p = 0,8, T'= 2,0, N = 200
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Slika 6.21: Normirana autokorelaciona funkcija potencijalne energije po atomu argona u

zavisnosti od broja Monte Karlo koraka. p = 0,8, T'= 2,0, N = 300
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6.9.c Grafici zavisnosti izracunatih pritisaka i potencijalnih energija po ato-
mu od gustine zajedno sa podacima dobijenim u sumulaciji DZonsona 1
saradnika (ref. 16) su prikazani na slikama 6.22 1 6.23. Primecujemo da se
izraCunate vrednosti odli¢no slazu sa vrednostima koje su dobili DZonson 1
saradnici.

6.10.a Verleov algoritam ne vaZi za dugacke vremenske korake jer je on
izveden tako Sto je nekoliko prvih ¢lanova u Tajlorovom razvoju poloZaja
atoma zadrZano. Da bi razvoj sa malim brojem ¢lanova vaZzio, potrebno je
da vremenski korak bude dovoljno mali. Slika 6.24 prikazuje ukupnu, po-
tencijalnu 1 kinetiku energiju po atomu u zavisnosti od broja koraka u si-
mulaciji za razliite duzine vremenskog koraka. Sa slike se jasno primecuje
da korak duzine 0,02 ne oCuvava ukupnu energiju. Takode, mada manje
uoCljivo je da ukupna energija osciluje u simulaciji sa korakom duZine
0,01. Te oscilacije su mnogo manje u simulacijama sa duZinom koraka
0,005 1 0,002. Da bismo kvantitativno procenili fluktuacije ukupne en-
ergije, izracunati su srednji relativni pomeraji ukupne energije za razlicite
vremenske korake (tabela 6.4). Koraci duzine 0,005 i 0,002 daju relativne
pomeraje energije od 2,0 x 107%14,0 x 10~° respektivno. Prva vrednost je
ve¢ dovoljna da bi se smatralo da je ukupna energija oCuvana. Za simulacije
dinamike argona bi se stoga preporucio korak duzine 0,005 u redukovanim
jedinicama.
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Slika 6.22: Izracunat pritisak argona (kruZzi¢i) i vrednosti koje su dobili DZonson i sarad-
nici(zvezdice).
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Slika 6.23: Izracunate potencijalne energije po atomu argona (kruZzici) i vrednosti koje su

dobili DZonson i saradnici (zvezdice).
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Tabela 6.4: Srednji relativni pomeraj ukupne energije AF u zavisnosti od duZine vremen-
skog koraka At u redukovanim jedinicama za integraciju jednadina kretanja (p = 0,8, T' =
1,0, N =50).

At AFE
0,02 1,0 x1071
0,01 1,8x 1073
0,005 2,0 x 1074
0,002 4,0 x 107°

Slika 6.24: Ukupna, potencijalna i kineticka energija po atomu argona u zavisnosti od broja
koraka u simulaciji (p = 0,8, T' = 1,0, NV = 50). Duzina koraka za integraciju jednacina
kretanja iznosi: a) 0,02 b) 0,01 ¢) 0,005 d) 0,002.

e S
@ ®
2 3
g0 8.
B3 4 5
iy w
< 2 <
w w
g3 &
w w

-4

% 2000 4000 6000 8000 10000 ) : ‘ )

20, k200 0 2000 400 6000 8000 10000

2 2 - -

; WMMMW’MWMWWWW 2. d g ot
32 Epot 3 Epot

Ekin

g o ] &0
o o
= oy
2 £
w X
g 2 4o 1
T Mol 4
2 -3 (T ]
&

-4 4t

5 5

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

roj koraka roj koraka

6.10.b Grafik zavisnosti izraCunatih pritisaka od gustine zajedno sa podaci-
ma dobijenim u sumulaciji DZonsona 1 saradnika (ref. 16) je prikazan na
slici 6.25. IzraCunate vrednosti pritiska se odli¢no slaZzu sa vrednostima
dobijenim od strane DZonsona et al.

6.10.c Radijalna funkcija raspodele pojednostavljeno govoreéi predstavlja
relativnu verovatnou u odnosu na verovatnocu za idealni gas da se atom
nade na rastojanju r od drugog atoma koja se nalazi u koordinatnom poce-
tku. Integral radijalne funkcije raspodele od nula do rastojanja r je jed-
nak srednjem broju atoma koji se nalazi unutar sfere radijusa r sa cen-
trom u atomu smeStenom u koordinatnom pocetku. Posebno interesantan
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Slika 6.25: Izracunat pritisak argona(kruziéi) i vrednosti koje su dobili DZonson i saradnici
(zvezdice).
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Slika 6.26: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izracunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T'= 1,0 i p = 0,008. Dve konfiguracije atoma tokom
simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.27: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izraCunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T'= 1,0 i p = 0,8. Dve konfiguracije atoma tokom

simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.28: Radijalna funkcija raspodele (a) i potencijal srednje sile (b) izraCunate u sim-
ulaciji sa parametrima: N = 200, T'= 1,0 i p = 2,0. Dve konfiguracije atoma tokom
simulacije su prikazane na slikama (c) i (d).
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Slika 6.29: Raspodela x-komponente brzine argona dobijena u simulacijama sa
parametrima: Nparticle =100, T = 0,8, Nsample = 10000, Nsteps = 20000, dt
=0,005 ro =0,8
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slu¢aj se odnosi na povrSinu ispod prvog maksimuma radijalne funkcije
raspodele koja odgovara koordinacionom broju atoma argona. Zbog toga,
radijalna funkcija raspodele predstavlja znacajan izvor informacija o struk-
turi argona u odredenom termodinami¢kom stanju. Potencijal srednje sile
je energija koju je potrebno uloZziti da bi se dva atoma argona dovela sa
beskonacnog rastojanja na rastojanje r a koja je usrednjena na konfigu-
racije ostalih atoma. Slike 6.26, 6.27 1 6.28 prikazuju radijalnu funkciju
raspodele, potencijal srednje sile i dve konfiguracije atoma tokom simu-
lacije. Zbog periodi¢nih uslova, radijalna funkcija raspodele se odreduje
samo do rastojanja r = L/2. Argon se na gustini p = 0,008 i temper-
aturi 7' = 1,0 nalazi u gasnom stanju. U tom slucaju, radijalna funkcija
raspodele ima samo jedan maksimum koji se nalazi na rastojanju r ~ 1,
Sto odgovara rastojanju ispod kog potencijalna energija argona naglo raste
(slika 6.26). Na vecim rastojanjima ona brzo opada na jedini¢nu vrednost
Sto odgovara relativnoj gustini idealnog gasa. Nepostojanje viSe maksi-
muma u radijalnoj funkciji raspodele ukazuje da argon u gasnoj fazi nema
uredenost, tj ima strukturu idealnog gasa. Potencijal srednje sile je tada
veoma slican Lenard-DZonsovom potencijalu. To znaci da ostali atomi ne
uticu na interakciju dva izabrana atoma. Povecanje gustine sto puta dovodi
do promena u strukturi argona. Termodinamicko stanje p = 0,8, 7' = 1,0
odgovara tecnom stanju. U radijalnoj funkciji raspodele javljaju se dodatni
maksimumi na rastojanjima r ~ 2, 3, ... koji impliciraju uredenost argona
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na daljinu (slika 6.27). Na istim rastojanjima se javljaju minimumi u poten-
cijalu srednje sile. Dodatnim poveéanjem gustine na vrednost p = 2,0 dobija
se argon u ¢vrstom stanju. Kristalna struktura argona je vidljiva iz grafickog
prikaza konfiguracija atoma (slika 6.28). Radijalna funkcija raspodele tada
ima komplikovaniju strukturu koja oslikava strukturu kristalne resetke.

6.10.d Raspodela x komponente brzine atoma argona je prikazana na slici

6.29. Ona ima Gausovu zavisnost, tj. pretstavlja Maksvelovu raspodelu
brzina.

6.10.e Slika 6.30 prikazuju autokorelacionu funkciju brzine i srednji kvadratni
pomeraj atoma argona za temperaturu 7' = 0,76 i gustinu p = 0,85. Koefi-

cijent difuzije argona izracunat pomodéu ove parametre iznosi 1,86 x 1075 i
1,82 x107° cm?/s.

Slika 6.30: (a) Autokorelaciona funkcija brzine atoma argona za parametre 7" = 0,76 p =
0,85 (b) Srednji kvadratni pomeraj atoma argona za parametre 7' = 0,76 p = 0,85.
25 ‘ : : : ‘ ‘ ‘

\ (a)

21

.o

'l

0.5}

<v(0)v(t)>

0|

-0.5 : :
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
Vreme

0.8

0.6} (b)

Al A

0 05 1 15 2 25 3 35 4
Vreme



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

143

REFERENCE

. Lj. Kolar-Ani¢, Osnove statisticke termodinamike, Fakultet za fizicku

hemiju, Beograd, 2009.

H. B. Callen, Thermodynamics and an introduction to thermostatistics,
John Wiley and Sons, New York, 1985.

G. H. Wannier, Statistical physics, Dover Publications, New York, 1987.

. G. FE. Mazenko, Equilibrium statistical mechanics, John Wiley and Sons,

New York, 2000.

. P. Attard, Thermodynamics and statistical mechanics. Equilibrium by

entropy maximisation, Accademic Press, London, 2002.

. R. P. Feynman, Statistical mechanics. A set of lectures, Addison-Wesley

Publish Company, Menlo Park, 1972.

D. A. McQuarrie, Statistical mechanics, University Science Books,
Sausalito, 2000.

. T. L. Hill, An introduction to statistical mechanics, Addison-Wesley

Publish Company, Reading, 1962.

P. W. Atkins, Physical chemistry, Oxford University Press, Oxford,
1994

R. Kubo, Statistical mechanics. An advance course with problems and
solutions, North-Holland Physics Publishing, Amsterdam 1965.

D. Wu, D. Chandler, Solutions manual for introduction to modern sta-
tistical mechanics, Oxford University Press, New York, 1988.

D. Chandler, Introduction to modern statistical mechanics, Oxford Uni-
versity Press, New York, 1987.

K. Huang, Statistical mechanics, John Wiley and Sons, New York,
1987.

L. E. Reichl, A modern course in statistical physics, John Wiley and
Sons, New York, 1998.

N. G. van Kampen, Stochastic processes in physics and chemistry, El-
sevier, Amsterdam, 2007.

J. K. Johnson, J. A. Zollweg, K. E. Gubbins The Lennard-Jones equa-
tion of state revisited, Mol. Phys. 1993 78 591-618

B. S. Mili¢, S. M. Milosevi¢, Lj. S. Dobrosavljevi¢ Zbirka zadataka iz
teorijske fizike Statisticka fizika, NauCna knjiga, Beograd, 1979

D. Musicki Uvod u teorijsku fiziku II Statisticka fizika, 1zdavacko-
informativni centar studenata, Beograd, 1975





