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Teorijski uvod:

Linearni harmonijski oscilator (LHO) je pojam preko kojeg se veliki broj realnih sistema
sa slicnim ponaSanjem moZe opisati (bar priblizno u izvesnoj meri). Prou€avanje
ponasanja nekog fizitkog sistema u blizini stabilnog ravnoteznog polozaja moze se
svesti na racunanje jednaCina koje predstvljaju oscilacije harmonijskog oscilatora
(raCunanje se vrsi u limitu malih oscilacija). Rezultati koji se dobijaju za LHO najviSe se
primenjuju za oscilacije jezgara u molekulu ili oscilacije atoma ili jona u kristalnoj resetki.
LHO je jedan od retkih primera kvantnih sistema &ija se Sredingerova jednadina moze
egzaktno resiti.

Ukupna energija klasicnog LHO je zbir kineticke i potencijalne energije (T i U):

dx\? | kx?
1) E=T+U =E(—x) + 2
2 \dt 2

m — masa Cestice koja vrsi oscilacije
x — koordinata Cestice

k — konstanta sile

Kvantnomehanicki pristup odredivanja energije LHO

U kvantnoj mehanici se svakoj fiziCkoj veli€ini pripisuje odgovarajuci operator. Tako se
za energiju definiSe operator energije koji se naziva Hamiltonov operator ili Hamiltonijan

().

Ukupna energija LHO u kvantnoj mehanici se izvodi iz klasiénog izraza za energiju 1)
tako Sto se pravilom korespondencije odgovarajuéim klasiénim promenjivim pridruzi
kvatnomehanicki operator:

~ PZ  mw?X?

2) H=
2m 2

P, — operator koji odgovara impulse
X — pperator koji odgovara x koordinati ¢estice

Kvantnomehani¢ko izraCunavanje energije LHO svodi se na reSavanje jednacine
svojstvenih vrednosi (reSavanje svojstvenog problema hamiltonijana):

3) H|o)=E|e)



Jednacina svojstvenih vrednosti u koordinatnoj reprezentaciji posle uvodjenja

bezdimenzione konstante £ = ’%x je:

4) H__(fz_d_%—z

Kako je talasna funkcija normirana, f |<p(x)|2 dx = 1, jednacina prelazi u oblik:

5 -T2 1 £2.0(6) = Zp(©)

Jednacina (5) se moze reSiti pomoc¢u lestviCastin operatora (operatora spustanja i
podizanja a i atredom.

Odnosno uvodjenjem konstante &

e

1 d

9) at= [7(¢—%)
Komutator [a,a'| moZe se odrediti koristeci kanonske komutacione relacije i jednak je:
10) [a,aT] = aat —ata=1
Moze se definisati operator N koji je ermitski i koji komutira sa operatorom H:
11) N = ata

Takodje se moze definisati operator hamiltonijana preko operatora N:

12) A =ho (R +3)



Svojstvene vrednosti komutirajuéih operatora Ni H

Operatori N i H imaju zajednike svojstvene funkcije usled medjusobnog komutiranja.
Svojstvene vrednosti LHO su nedegenerisane i detaljan dokaz moze se pronaci u datoj
literaturi. Svojstvene vrednosti operatora N su skup celih nenegativni brojeva:

13) n=0,1,2,3,...

Moze se pokazati da je osnovno stanje LHO (n = 0) nedegenerisano, a iz toga izvesti
zakljuCak i da su ostali nivoi odnosno stanja koji se dobijaju pomoéu operatora
opdizanja takodje nedegenerisani.

Ako je n = 0 nedegenerisana svojstvena vrednost (odgovara joj samo jedno svojstveno
stanje), onda je n+l1 takodje nedegenerisana. lteracijom ¢e sve naredne vrednosti
2,3,4,... biti nedegenerisane.

Osnovno stanje, zan =0 je:

14) o (x) = (%)ie_m;

Svi svojstveni potprostori svakog od svojstvenih stanja LHO su jednodimenzioni pa se
mozZe pisati:

15) IV|n) =n|n)
16) H|n) =hw(n+%) | n)
17) E, = hw (n + %)
Jednacina 16) je svojstvena vrednost energije LHO koja zavisi od kvantnog broja n.
| n) — oznacava svojstveno stanje zajednicko za operatore N i A.

Delovanje operatora spuStanja i podizanja na stanje |n)

18)d|n) = vn|n—1)

19) at|n)= vn+1|n+1)



Svojstvena stanja operatora hamiltonijana

Ako se upotrebi jednacina 14) za talasnu funkciju i operator podizanja iz jednacine 9) u
koordinatnoj reprezentaciji dobija se sledeci izraz za svojstvenu funkciju LHO:

1 _1 a\n _&
20) (pn(f): WTC 4( _d_f) e 2
Izraz 20) moze se napisati u obliku:
21) () = (1" res L
) pnls) = N TR T

Definicija Ermitovog polinoma:

n. g2 d' _g2
22) H(§) = (=1)"e* oe™*

|zraz 21) preko Ermitovog polinoma ima sledeci oblik:

1 _1

62
23) Pu() = o= 16" 7 Hy()

Izraz 23) predstavlja svojstveno stanje hamiltonijana odnosno stanje LHO koje zavisi od
kvantnog broja n.
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Slika 1. a) prikaz energetskih nivoa i oblik svojstvenih funkcija LHO za dati energetski
nivo (n=0 do n=4), b) prikaz energetskih nivoa | kvadrata svojstvenih funkcija LHO takodje za
iste vrednosti n kao pod a).

Kvadrati svojstvenih funkcija |(pn($)|2 predstavljaju gustinu verovatno¢e nalaZenja
Cestice u datom stanju definisanom kvantnim brojem n. Kako kvantni broj n raste, moze
se videti da gustina verovatnoce raste oko amplitudnih polozaja a smanjuje se oko
ravnoteznog $to odgovara klasi¢nom slu€aju, slika 2.
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Slika 2. Gustina verovatnoce za klasi¢ni LHO



Podaci dobijeni iz programa:

Nakon pokretanja programa potrebo je uneti odgovaraju¢u vrednost za kvantni broj n
nakon Cega program izbacuje tri grafika. Grafik 1. na kome je prikazan Ermitov polinom
za zadato n, grafik 2. na kome je prikazana svojstvena funkcija za zadato n i grafik 3. na
kome je prikazana gustina verovatnoce nalazenja Cestice za zadato n. Program je
napravljen tako da se mogu uneti i vrednosti n koje su negativne i koje nisu celi brojevi i
tako da prikazuje grafike za te vrednosti da bi korisnik mogao da vidi koja stanja za LHO
ne postoje. Takodje program izbacuje i vreme koje je potrebno za prikaz grafika.
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