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Ïîãëàâ§å 1

Óâîä

Çàêîíè òåðìîäèíàìèêå, êàêî ñó åìïèðèjñêè

îäðå¢åíè, èçðàæàâàjó ïðèáëèæíî è âåðîâàòíî

ïîíàøà»å ñèñòåìà ñà âåëèêèì áðîjåì ÷åñòèöà,

èëè, ïðåöèçíèjå ðå÷åíî, îíè èçðàæàâàjó çàêîíå

ìåõàíèêå çà òàêâå ñèñòåìå îíàêî êàêî ñå ïîjàâ§ójó

áè£èìà êîjà íåìàjó ôèíî£ó ïåðöåïöèjå êîjà áè èì

îìîãó£èëà äà ïðîöåíå âåëè÷èíå êîjå ñå îäíîñå íà

ïîjåäèíà÷íå ÷åñòèöå, è êîjà íå ìîãó ïîíàâ§àòè

ñâîjå åêñïåðèìåíòå äîâî§íî ÷åñòî äà áè äîáèëà

áèëî êàêâå ðåçóëòàòå îñèì îíèõ íàjâåðîâàòíèjèõ.

�. Â. Ãèáñ

Òåðìîäèíàìèêà jå òåîðèjà êîjà ñå áàâè ïðîó÷àâà»åììàêðîñêîïñêèõ ïîñëåäèöà ìèêðîñêîïñêîã

êðåòà»à íà ðàâíîòåæíà ñòà»à ìàòåðèjå. �ó jå ìîãó£å ïðèìåíèòè íà îãðîìàí áðîj ðàçëè÷èòèõ

ñèñòåìà îä àãðåãàòíèõ ñòà»à, ñìåøà, õåìèjñêèõ ðåàêöèjà äî åëåêòðîìàãíåòíîã çðà÷å»à ïà ÷àê

è öðíèõ ðóïà. Òåðìîäèíàìèêà äàjå âåçó èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ, íàèçãëåä, íåïîâåçàíèõ îñîáèíà

ïîñìàòðàíîã ñèñòåìà êàî è îãðàíè÷å»à êîjå òå îñîáèíå òðåáà äà çàäîâî§å àëè íå äàjå íà÷èí

êàêî òå îñîáèíå ìîãó äà ñå îäðåäå, øòî ïðåäñòàâ§à çíà÷àjàí íåäîñòàòàê. Âðåäíîñòè îñîáèíà

ïîñìàòðàíîã ñèñòåìà ñå ìîãó äîáèòè åìïèðèjñêèì ïóòåì, òj. ìåðå»åì ó åêñïåðèìåíòó èëè

èçðà÷óíàòè ïðèìåíîì ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêå, øòî jå ïðåäìåò îâå ê»èãå. Ïîäñåòèìî ñå

äà jå jåäíà÷èíà ñòà»à ðàçðå¢åíîã ãàñà äîáèjåíà òàêî øòî jå óïîòðåá§åíî íåêîëèêî åìïèðèjñêèõ

çàêîíà (Áîjë-Ìàðèîòîâ, Ãåjë-Ëèñàêîâ è Øàðëîâ çàêîí) - »ó íèjå áèëî ìîãó£å èçâåñòè èç ñàìå

òåðìîäèíàìèêå.

Ñòàòèñòè÷êè ìåòîä ó ïðîó÷àâà»ó ìàòåðèjå ñå ïðâî ïîjàâèî ó îáëèêó êèíåòè÷êå òåîðèjå

êîjà jå òðåáàëî äà îïèøå îñîáèíå ðàçðå¢åíèõ ãàñîâà ïîìî£ó êðåòà»à äåëè£à ìàòåðèjå - àòîìà

è ìîëåêóëà, ïðå íåãî øòî jå ñàìî ïîñòîjà»å àòîìà áèëî îïøòå ïðèõâà£åíî. Ïðîáëåìè êîjè

ñó âå£ áèëè jàêî óî÷§èâè ó êàëîðèjñêîj òåîðèjè òîïëîòå ó âåçè ïðåòâàðà»à ìåõàíè÷êîã ðàäà

ó òîïëîòó ïîñòàëè ñó ðåøèâè ó êèíåòè÷êîj òåîðèjè. Îíà jå äàâàëà ïðåäâè¢à»à êîjà ñó ñå

ñëàãàëà ñà ìåðå»èìà øòî jå äàëî èíäèðåêòíó ïîäðøêó àòîìñêîj òåîðèjè. Èïàê, áèëî jå

ïîòðåáíî îäðå¢åíî âðåìå äà ñå èç êèíåòè÷êå òåîðèjå ñòâîðè ñòàòèñòè÷êà òåðìîäèíàìèêà ó
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Ñëèêà 1.1: Ìåøà»å êóòèjå ñà øåñò êóãëèöà.
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ñàäàø»åì îáëèêó çàõâà§ójó£è ðàäîâèìà Ìàêñâåëà, Áîëöìàíà, Ãèáñà, Ïëàíêà, Àjíøòàjíà è

ìíîãèõ äðóãèõ èñòðàæèâà÷à. Ìàêñâåë jå áèî ïðâè êîjè jå óâåî âåðîâàòíî£ó óìåñòî äåòà§íîã

ðàçìàòðà»à ìîëåêóëñêîã êðåòà»à ðàçðå¢åíîã ãàñà è jåäàí jå îä çà÷åòíèêà êèíåòè÷êå òåîðèjå.

Áîëöìàí jå íàñòàâèî ðàä íà êèíåòè÷êîj òåîðèjè ãàñîâà. Îí ñå áàâèî íà÷èíîì íà êîjè ñå

óñïîñòàâ§à ðàâíîòåæà ó ãàñó ïîìî£ó ìîëåêóëñêèõ ñóäàðà è ðàçëîãîì çàøòî ãàñ íå èçëàçè èç

ðàâíîòåæíîã ñòà»à jåäíîì êàä äîñïå ó »åãà. Åíòðîïèjó ãàñà jå ïîâåçàî ñà íàjâåðîâàòíèjèì

ìàêðîñòà»åì ïðåêî jåäíà÷èíå êîjà jå êàñíèjå íàçâàíà Áîëöàìàíîâà åíòðîïèjñêà ôîðìóëà.

Ãèáñ jå îñíèâà÷ ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêå ó ñàäàø»åì îáëèêó. �åãîâ ìåòîä àíñàìáëà jå

ïîïðàâèî íåäîñòàòêå ïðå¢àø»èõ ìåòîäà è äîâî§íî jå óíèâåðçàëàí äà ñå ïðèìåíè íà áèëî

êîjè ñèñòåì.

Èàêî ñòàòèñòè÷êà òåðìîäèíàìèêà ïðóæà óâèä ó òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå ìàòåðèjå

íà îñíîâó »åíå ìîëåêóëñêå ñòðóêòóðå, øòî îòâàðà ïóò çà øèðîê ñïåêòàð »åíå ïðàêòè÷íå

ïðèìåíå, îíà îáåçáå¢ójå ìíîãî âèøå îä ïðàêòè÷íèõ ðåçóëòàòà. Ó îâîj ê»èçè äà£åìî îäãîâîðå

íà ïèòà»à çàøòî ïîñòîjè ìàëè áðîj ìàêðîñêîïñêèõ âåëè÷èíà êîjå ìîæåìî äà ìåðèìî, êàêî

ìîæåìî ïîâåçàòè åíòðîïèjó ðàâíîòåæíîã ñòà»à è ìîëåêóëñêî êðåòà»å, çàøòî òåðìîäèíàìèêà

ó âåîìà ñïåöèjàëíèì ñëó÷àjåâèìà èìà ïîòåøêî£å äà ïðåäâèäè îñîáèíå ìàòåðèjå, çàøòî ìàòåðèjà

èìà ðàçëè÷èòå îñîáèíå íà íèñêèì è âèñîêèì òåìïåðàòóðàìà è íà ìíîãà äðóãà ïèòà»à. Ê§ó÷íî

çà ðàçóìåâà»å îâèõ ïèòà»à jå áèëî ñàçíà»å äà jå ìàòåìàòè÷êî îájàø»å»å âåçå èçìå¢ó ìèêðî

è ìàêðîñâåòà ìàòåìàòè÷êà âåðîâàòíî£à è äà ñå ïðîáëåìè êîjè íàñ èíòåðåñójó ìîãó ðåøèòè

ïîìî£ó ñòàòèñòè÷êîã ìîäåëà.

Êàêî áèñìî ñòåêëè øèðó ñëèêó î çíà÷àjó âåðîâàòíî£å ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè

è î ìèêðî è ìàêðîâåëè÷èíàìà ðàçìîòðèìî jåäíîñòàâàí ïðèìåð. Íåêà èìàìî êóòèjó è

N êóãëèöà ó »îj, ñëèêà 1.1. Ñâàêó êóãëèöó ìîæåìî îçíà÷èòè áðîjåì. Àêî êóòèjó äîáðî

ïðîìåøàìî, êîëèêî êóãëèöà £å ñå íà£è ó ëåâîj ïîëîâèíè êóòèjå? Èñêóñòâî íàì ãîâîðè äà òàj

áðîj K ìîæå äà ñå ìå»à îä jåäíîã äî äðóãîã èçâî¢å»à åêñïåðèìåíòà, àëè äà êàäà áðîj êóãëèöà

ïîñòàíå jàêî âåëèêè áðîj îíäà £å ïðèáëèæíî èçíîñèòè N/2 êóãëèöà ó ëåâîj ïîëîâèíè êóòèjå.

Áðîj êóãëèöàK ó ëåâîj ïîëîâèíè ïðåäñòàâ§à ìàêðîñêîïñêó îñîáèíó êîjà äåôèíèøåìàêðîñòà»å

ñèñòåìà. Äåòà§íè ðàñïîðåä ñâàêå êóãëèöå ïî ïîëîâèíàìà êóòèjå ïðåäñòàâ§à êîíôèãóðàöèjó

ñèñòåìà, òj. ìèêðîñòà»å ñèñòåìà. Íà ïðèìåð, ó ñëó÷àjó øåñò êóãëèöà ìèêðîñòà»å ñèñòåìà

ìîæå áèòè 1ë, 2ë, 3ä, 4ä, 5ä, 6ä, ãäå ñó ë è ä îçíàêå çà ëåâó è äåñíó ïîëîâèíó êóòèjå. Ó òîì

ñëó÷àjó, ìàêðîñòà»å ñèñòåì èçíîñèK = 2. Ïîøòî ñìî äîáðî èçìåøàëè êóãëèöå, ïîäjåäíàêî jå

âåðîâàòíî äà ñå êóãëèöà íà¢å ó ëåâîj è äåñíîj ïîëîâèíè êóòèjå, P (ë) = P (ä) = 1
2
. Âåðîâàòíî£à

ìèêðîñòà»à ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó èçíîñè P = 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
= 1

26
. Ó ñëó÷àjó N êóãëèöà,

âåðîâàòíî£à ìèêðîñòà»à jå P = 1
2N

è ñâà ìèêðîñòà»à èìàjó ïîäjåäíàêó âåðîâàòíî£ó.

Jåäíîì ìàêðîñòà»ó îäãîâàðà âèøå ìèêðîñòà»à jåð êóãëèöå èìàjó ðàçëè÷èòå îçíàêå.

2



Âåðîâàòíî£à jåäíîã ìàêðîñòà»à jå jåäíàêà çáèðó âåðîâàòíî£à ñâèõ ìèêðîñòà»à êîjå jîj îäãîâàðàjó.

Òèõ ìèêðîñòà»à èìà êîëèêî è íà÷èíà äà èçàáåðåìî K îä N êóãëèöà,
(
N
K

)
= N !

K!(N−K)!
,

øòî ïðåäñòàâ§à áèíîìíè êîåôèöèjåíò. Ïîøòî ñó ñâà ìèêðîñòà»à ïîäjåäíàêî âåðîâàòíà,

âåðîâàòíî£à ìàêðîñòà»à èçíîñè 1
2N

(
N
K

)
òàêî äà ñóøòèíñêè îíà çàâèñè ñàìî îä áèíîìíîã

êîåôèöèjåíòà. Âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà ñå ìîãó äîáèòè èç Ïàñêàëîâîã òðîóãëà (òàáåëà 1.1)

ó êîìå jå ñâàêè áðîj jåäíàê çáèðó äâà áðîjà èç ïðåäõîäíîã ðåäà èçíàä »åãà à èâèöå òðîóãëà

óâåê èìàjó âðåäíîñò jåäíàêó jåäèíèöè.

Òàáåëà 1.1: Ïàñêàëîâ òðîóãàî çà ïðâèõ ñåäàì ðåäîâà. k-òè åëåìåíò ó ñâàêîì ðåäó jå áèíîìíè

êîåôèöèjåíò
(
n
k

)
.

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

n = 4 1 4 6 4 1

n = 5 1 5 10 10 5 1

n = 6 1 6 15 20 15 6 1

Ïðèìåòèìî äà ñó íàjâå£å âðåäíîñòè áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà çà èçàáðàíè áðîj êóãëèöà

íàëàçå íà ñðåäèíè ñâàêîã ðåäà. Êàêî N ðàñòå, òèõ íåêîëèêî âðåäíîñòè £å áèòè çíà÷àjíå

äîê £å îñòàëå èìàòè çàíåìàð§èâå âðåäíîñòè ó îäíîñó íà »èõ. Ïîñëåäè÷íî, ïîñòîjà£å ìàëè

áðîj ìàêðîñòà»à êîjà èìàjó âåëèêó âåðîâàòíî£ó è âåëèêè áðîj ìàêðîñòà»à êîjà èìàjó ìàëó

âåðîâàòíî£ó. Ìîæå ñå ìàòåìàòè÷êè ïîêàçàòè äà ñå çà âåëèêî N , âåðîâàòíî£à ìàêðîñòà»à

ïðåòâàðà ó Ãàóñîâó ðàñïîäåëó jàêî ëîêàëèçîâàíå îêî âðåäíîñòè N/2 (âèäåòè ïðèìåð ó îäå§êó

Ñïåöèjàëíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå) øòî ïðåäñòàâ§à íàjâåðîâàòíèjå ìàêðîñòà»å è î÷åêèâàí áðîj

êóãëèöà ó ëåâîj ïîëîâèíè êóòèjå. Ó ãðàíè÷íîì ñëó÷àjó êàäà áðîj êóãëèöà òåæè áåñêîíà÷íîñòè,

ìàêðîñòà»å êîjå èìà âðåäíîñò N/2 ïîñòàjå òîëèêî âåðîâàòíî äà ñå îñòàëà ìîãó çàíåìàðèòè.

Ìàòåìàòè÷êè àïàðàò ïîòðåáàí çà òàj äîêàç ñå íàëàçè ó ñëåäå£à äâà ïîãëàâ§à.

Øòà òðåáà ðàçóìåòè èç îâîã ïðèìåðà? Çà ñâàêè ïîñìàòðàíè ñèñòåì ìîæåìî äåôèíèñàòè

ìèêðî è ìàêðîñòà»å. Jåäíîì ìàêðîñòà»ó îäãîâàðà âåëèêè áðîj ìèêðîñòà»à àëè íå çíàìî ó

êîì ìèêðîñòà»ó ñå íàëàçè ñèñòåì. Óîïøòå íèñìî óçèìàëè ó îáçèð äåòà§íî êðåòà»å

êóãëèöà òîêîì ìåøà»à, »èõîâå ïîëîæàjå è ñóäàðå íèòè íàì jå òà èíôîðìàöèjà

áèëà ïîçíàòà. Ñâå øòî ñìî çíàëè jå íà êîjè íà÷èí ìîæåìî ðàñïîðåäèòè êóãëèöå

ó äåëîâå êóòèjå è ïîäðàçóìåâàëè äà ñå ñâàêà êóãëèöà ìîæå ïîäjåäíàêî âåðîâàòíî

íà£è ó îáà äåëà. Èìàìî äâå âðñòå îñîáèíà: îíå êîjå çàâèñå îä ñâèõ êóãëèöà (íà ïðèìåð,

áðîj êóãëèöà ó ëåâîì äåëó êóòèjå) è îíå îñîáèíå êîjå íå çàâèñå îä ñâèõ êóãëèöà (íà ïðèìåð, äà

ëè £å êóãëèöà áðîj jåäàí áèòè ñà ëåâå ñòðàíå). Çà âåëèêè áðîj êóãëèöà, ïðâå îñîáèíå £å íàì

äàòè jåäíó âðåäíîñò óç çàíåìàð§èâà îäñòóïà»à, äîê äðóãå âðñòå îñîáèíà äàjó âåëèêè áðîj

ðàçëè÷èòèõ âðåäíîñòè êîjå èìàjó çíà÷àjía îäñòóïà»à. Ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå ïðèïàäàjó

ïðâîj âðñòè îñîáèíà.

Ê»èãà jå îðãàíèçîâàíà íà ñëåäå£è íà÷èí. Ïðâî ðàçìàòðàìî êîðèñíå ôóíêöèjå è àïðîêñèìàòèâíè

ìåòîä ïðåâîjíå òà÷êå êîjå £åìî ÷åñòî êîðèñòèòè ó íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà. Çàòèì jå äàò

êðàòêè ïðåãëåä îñíîâíèõ ïîjìîâà èç ìàòåìàòè÷êå âåðîâàòíî£å. Ñëåäå£å ïîãëàâ§å äîíîñè
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îñâðò íà òåðìîäèíàìèêó ïðåêî âàðèjàöèîíå ôîðìóëàöèjå äðóãîã çàêîíà òåðìîäèíàìèêå è

òåðìîäèíàìè÷êèõ ïîòåíöèjàëà. Ñëåäå£à òðè ïîãëàâ§à ðàçìàòðàjó ñòàòèñòè÷êå ìîäåëå çàóçåòîñòè

ìèêðîñòà»à. Ïîëàçèìî îä íàjjåäíîñòàâíèjåã Ìàêñâåëîâîã ìîäåëà ïðåêî Áîëöìàíîâîã ïðèñòóïà

äî Ãèáñîâîã ìåòîäà àíñàìáëà. Ó ñâàêîì ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó äàjåìî îñâðò íà ïðåòõîäíè

ìåòîä ñà ñòàíîâèøòà íîâèõ èäåjà êîjå èçëàæåìî. Ê»èãà ñå çàâðøàâà ïðèìåíîì Ãèáñîâîã

ìåòîäà íà èçàáðàíå ñèñòåìå. Ïðâî £å áèòè èçëîæåíè jåäíîñòàâíè ñèñòåìè êîjè ñå ðåøàâàjó

ïîìî£ó îëîâêå è ïàïèðà è ñëóæå íàì çà jåäíîñòàâíó ïðèìåíó è ïðîâåðó ñòàòèñòè÷êîã ìåòîäà.

Ïîñëåä»å ïîãëàâ§å ñå îäíîñè íà èíòåðàãójó£å ñèñòåìå ìîëåêóëà.
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Ïîãëàâ§å 2

Êîðèñíå ôóíêöèjå è àïðîêñèìàöèjå

Ñâà ìàòåìàòèêà jå ïîäå§åíà íà òðè îáàñòè:

êðèïòîãðàôèjà, õèäðîäèíàìèêà è íåáåñêà

ìåõàíèêà.

Â. È. Àðíîëä

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ðàçìàòðàìî àïðîêñèìàöèjå è ôóíêöèjå êîjå £åìî êàñíèjå ÷åñòî êîðèñòèòè

ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè. Ìåòîäà ïðåâîjíå òà÷êå ñëóæè äà àïðîêñèìèðàìî èíòåãðàëå ó

êîjèìà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà ñàäðæè ôóíêöèjó ñà ìàêñèìóìîì ó åêñïîíåíòó. Ôàêòîðèjåë

ñå ÷åñòî ïîjàâ§ójå ó êîìáèíàòîðíèì èçðàçèìà. Çà âåëèêå âðåäíîñòè àðãóìåíòà, îí ñå ìîæå

àïðîêñèìèðàòè ïîìî£ó Ñòèðëèíãîâå àïðîêñèìàöèjå. Ãàìà ôóíêöèjà jå ïîâåçàíà ñà ôàêòîðèjåëîì

è êîðèñòè ñå çà ðåøàâà»å îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà. Äåëòà è òåòà ôóíêöèjà íàì îìîãó£àâàjó äà

èçàáåðåìî âðåäíîñò íåêå ôóíêöèjå ó jåäíîj òà÷êè èëè ó íåêîj îáëàñòè. Íà êðàjó, ðàçìàòðàìî

îñîáèíå ëîïòå ó âèñîêîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó.

2.1 Ìåòîäà ïðåâîjíå òà÷êå

Ìåòîäà ïðåâîjíå òà÷êå ñå êîðèñòè çà àïðîêñèìàöèjó èíòåãðàëà êàäà ôóíêöèjà g(x)

ó èíòåãðàëó

I =

b∫
a

eg(x) dx (2.1)

èìà ìàêñèìóì íà èíòåðâàëó [a, b]. Òàäà £å åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà ó èíòåãðàëó jîø

âèøå èçðàçèòè òàj ìàêñèìóì ó îäíîñó íà äðóãå âðåäíîñòè (ñëèêà 2.1) òàêî äà £å ñêîðî ñâå

âðåäíîñòè ôóíêöèjå eg(x) áèòè êîíöåíòðèñàíå îêî ìàêñèìóìà g(x). Òî ìîæåìî èñêîðèñòèòè

äà ðàçâèjåìî g(x) ó Òåjëîðîâ ðåä îêî ìàêñèìóìà x0, g(x) = g(x0) +
1
2
g′′(x0) (x− x0)

2 + ... è

çàìåíèìî ó èíòåãðàë I,

I =

b∫
a

eg(x0)+
1
2
g′′(x0)(x−x0)

2+... dx ≈ eg(x0)

b∫
a

e
1
2
g′′(x0)(x−x0)

2

dx. (2.2)
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Ñëèêà 2.1: Ãðàôèöè ôóíêöèjà g(x) (êîjà èìà ìàêñèìóì ó òà÷êè x0) è eg(x).

a bx0
a bx0

y=g(x)

x

y g(x)
e

x

y
y=

Ñìåíîì y = x− x0 èíòåãðàë ïîñòàjå

I ≈ eg(x0)

b−x0∫
a−x0

e
1
2
g′′(x0)y2 dy. (2.3)

Ïîøòî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà öåíòðèðàíà îêî íóëå, ìîæåìî ãðàíèöå èíòåãðàöèjå ïðîøèðèòè

äî íåãàòèâíå è ïîçèòèâíå áåñêîíà÷íîñòè. g′′(x0) jå íåãàòèâíè áðîj jåð òà÷êà x0 îäãîâàðà

ìàêñèìóìó ôóíêöèjå g(x). Èíòåãðàë ñå ñâîäè íà èíòåãðàë Ãàóñîâå ôóíêöèjå

I ≈ eg(x0)

√
2π

|g′′(x0)|
. (2.4)

2.2 Ãàìà ôóíêöèjà

Ñâèìà íàì jå ïîçíàòà ôàêòîðèjåë ôóíêöèjà êîjà çà öåëè áðîj n èçíîñè n! = n · (n− 1) · (n−
2) · ... · 2 · 1. Òàêî jå íà ïðèìåð, 3! = 6, 1! = 1 àëè è 0! = 1. Ôàêòîðèjåë ôóíêöèjó ìîæåìî

óîïøòèòè íà ðåàëíå áðîjåâå ïîìî£ó ãàìà ôóíêöèjå. Çà ðåàëíè áðîj n, ãàìà ôóíêöèjà

jå äåôèíèñàíà ñëåäå£èì èíòåãðàëîì

Γ(n) =

∞∫
0

xn−1e−x dx. (2.5)

Âàæàí èäåíòèòåò çà ãàìà ôóíêöèjó jå

Γ(n+ 1) = n · Γ(n). (2.6)

Ïðèìåð Äîêàçàòè Γ(n+ 1) = n · Γ(n).

Ðåøå»å: Ãàìà ôóíêöèjà îä n+ 1 èçíîñè

Γ(n+ 1) =

∞∫
0

xne−x dx

Èíòåãðàë òðàíñôîðìèøåìî ïàðöèjàëíîì èíòåãðàöèjîì, u = xn, du = nxn−1dx, dv = e−xdx,
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v = −e−x,

Γ(n+ 1) = −xne−x

∣∣∣∣∞
0

+ n

∞∫
0

xn−1e−x dx = nΓ(n),

jåð jå ïðâè ÷ëàí jåäíàê íóëè.

Òàj èäåíòèòåò íàì îìîãó£ójå äà ïîâåæåìî ãàìà ôóíêöèjó ñà ôàêòîðèjåëîì òàêî øòî èçðàç

èòåðèðàìî, Γ(n) = (n− 1)!. Íà¢èìî ñàäà Γ(1
2
):

Γ

(
1

2

)
=

∞∫
0

x− 1
2 e−x dx (2.7)

øòî ñå ñìåíîì y =
√
x ñâîäè íà

Γ

(
1

2

)
= 2

∞∫
0

e−y2 dy =

∞∫
−∞

e−y2 dy =
√
π. (2.8)

Êîðèñòå£è èäåíòèòåò èç jåäíà÷èíå 2.6, äîáèjàìî ñëåäå£å ãàìà ôóíêöèjå

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
, (2.9)

Γ

(
5

2

)
=

3

2
Γ

(
3

2

)
=

3

2

1

2
Γ

(
1

2

)
=

3
√
π

4
. (2.10)

Ãàìà ôóíêöèjà ñå ÷åñòî êîðèñòè ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè äà ñå èçðà÷óíàjó èíòåãðàëè.

Ïðèìåð Íà£è âðåäíîñò èíòåãðàëà

I =

∞∫
0

x3e−2x dx

Ðåøå»å: Êîðèñòèìî ñìåíó y = 2x äà òðàíñôîðìèøåìî èíòåãðàë ó ãàìà ôóíêöèjó

I =
1

16

∞∫
0

y3e−y dy =
1

16
Γ (4) =

3

8
.

2.3 Ñòèðëèíãîâà àïðîêñèìàöèjà

Ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè íåðåòêî êîðèñòèìî âåëèêå áðîjåâå. �èõîâ ôàêòîðèjåë jå jîø

ìíîãî âå£è áðîj. Ñòèðëèíãîâà àïðîêñèìàöèjà îìîãó£ójå äà ñå ôàêòîðèjåë âåëèêîã

áðîjà N àïðîêñèìèðà,

lnN ! ≈ N lnN −N. (2.11)
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Ó äîêàçó îâå àïðîêñèìàöèjå êîðèñòè£åìî ìåòîäó ïðåâîjíå òà÷êå. Êîðèñòå£è ãàìà ôóíêöèjó,

ôàêòîðèjåë áðîjà N èçíîñè:

N ! =

∞∫
0

xNe−x dx =

∞∫
0

eN lnx−x dx. (2.12)

Ïîñìàòðàjó£è èíòåãðàëe ó jåäíà÷èíàìà 2.12 è 2.1, çàê§ó÷ójåìî äà jå g(x) = N lnx− x, g′(x) =
N
x
− 1 è g′′(x) = −N

x2 . Ìàêñèìóì ôóíêöèjå g(x) jå ó òà÷êè x0 = N , à âðåäíîñòè òå ôóíêöèjå è

»åí äðóãè èçâîä ñó g(x0) = N lnN −N è g′′(x0) = − 1
N
. Çàìåíîì ó jåäíà÷èíó 2.4 äîáèjàìî

N ! ≈ eN lnN−N

√
2π

1/N
. (2.13)

Ëîãàðèòàì òîã èçðàçà èçíîñè

lnN ! ≈ N lnN −N + ln
√
2πN. (2.14)

Òðå£è ÷ëàí ó àïðîêñèìàöèjè jå êîðåêöèjà âèøåã ðåäà êîjà ìíîãî ñïîðèjå ðàñòå îä ïðâà

äâà ÷ëàíà ñà óâå£à»åì N jåð îí ðàñòå êàî lnN äîê ïðâà äâà ÷ëàíà ðàñòó êàî N . Îâàêâî

àñèìïòîòñêî ðàçìàòðà»å ÷ëàíîâà £åìî ÷åñòî êîðèñòèòè ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè.

2.4 Äåëòà è òåòà ôóíêöèjà

(Äèðàêîâà) äåëòà ôóíêöèjà δ(x) óçèìà äâå âðåäíîñòè:

δ(x) =

{
∞ x = 0

0 x ̸= 0
(2.15)

Èàêî jå íàçèâàjó ôóíêöèjîì, äåëòà ôóíêöèjà çàïðàâî íèjå ôóíêöèjà jåð ôóíêöèjà ìîðà

ïðåñëèêàâàòè òà÷êó ó íåêó êîíà÷íó âðåäíîñò à íå áåñêîíà÷íîñò. Îíà ïðèïàäà óîïøòåíèì

ôóíêöèjàìà êîjå ñå çîâó äèñòðèáóöèjå è äîáèjà ñìèñàî ñàìî àêî ñå íà¢å ïîä èíòåãðàëîì:
∞∫

−∞

δ(x) dx = 1, (2.16)

∞∫
−∞

δ(x)f(x) dx = f(0), (2.17)

∞∫
−∞

δ(x− x0)f(x) dx = f(x0). (2.18)

Äåëòà ôóíêöèjà ìîæå äà ñå äîáèjå êàî ãðàíè÷íè ïðîöåñ ó êîìå ñå íåêà ôóíêöèjà jåäèíè÷íå

ïîâðøèíå ñóæàâà îêî íóëå (ñëèêà 2.2). Äåëòà ôóíêöèjà jå ñèìåòðè÷íà, δ(x) = δ(−x), δ(x −
x0) = δ(x0 − x). Àêî jå àðãóìåíò äåëòà ôóíêöèjå ñëîæåíà ôóíêöèjà îíäà âàæè jåäíàêîñò

δ(g(x)) =
∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
, (2.19)

ãäå ñó xi ðåøå»à jåäíà÷èíå g(x) = 0.
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Ñëèêà 2.2: Ãðàôèöè ïðàâîóãàîíå ôóíêöèjå êîjå ñå ñàæèìàjó îêî íóëå è êîíâåðãèðàjó êà äåëòà

ôóíêöèjè δ(x).

0 x

y

Ïðèìåð Ïîjåäíîñòàâèòè äåëòà ôóíêöèjó δ(x2 − x2
0).

Ðåøå»å: Íóëå jåäíà÷èíå x2 − x0 = 0 ñó x1 = x0 è x2 = −x0. Äåëòà ôóíêöèjà jå òàäà:

δ(x2 − x2
0) =

1

2|x0|
(δ(x− x0) + δ(x+ x0)) .

Ó ñëó÷àjó äåëòà ôóíêöèjå äåôèíèñàíå íà òðîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó δ(r⃗) = δ(x)δ(y)δ(z),

âàæå èçðàçè
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗) d3r = 1, (2.20)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗)f(r⃗) d3r = f (⃗0), (2.21)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗ − r⃗0)f(r⃗) d
3r = f(r⃗0). (2.22)

Ñëèêà 2.3: Ãðàôèê òåòà ôóíêöèjå.

0 x

y

0

1

y= (x)q

Êðîíåêåð äåëòà jå äèñêðåòíà âåðçèjà äåëòà ôóíêöèjå êîjà çàâèñè îä èíäåêñà i è j, δij = 1

çà i = j è δij = 0 çà i ̸= j.
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(Õåâèñàjäîâà) òåòà ôóíêöèjà θ(x) jå ôóíêöèjà äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà÷èí:

θ(x) =

{
0 x < 0

1 x ≥ 0
(2.23)

�åí ãðàôèê jå ïðèêàçàí íà ñëèöè 2.3. Îíà jå èíòåãðàë äåëòà ôóíêöèjå θ(x) =
x∫

−∞
δ(t) dt, òj.

δ(x) = dθ(x)
dx

.

Òåòà ôóíêöèjà jå ñïåöèjàëíè ñëó÷àj èíäèêàòîðñêå ôóíêöèjå êîjà ïðåñëèêàâà ïîäñêóï

A íà jåäèíèöó à ñâå îñòàëå åëåìåíòå íà íóëó,

I(A, x) =

{
1 x ∈ A

0 x /∈ A
(2.24)

Èíäèêàòîðñêó ôóíêöèjó ó îáëàñòè A ìîæåìî ïîâåçàòè ñà äåëòà ôóíêöèjîì

I(A, x⃗) =

∫
A

δ(x⃗− x⃗′)d3x′. (2.25)

2.5 Çàïðåìèíà N äèìåíçèîíàëíå ëîïòå

Âèñîêî äèìåíçèîíàëíè ïðîñòîðè èìàjó ðàçëè÷èòå îñîáèíå îä òðîäèìåíçèîíàëíèõ ïðîñòîðà.

Îíè ñó íàì ïîòðåáíè ó îâîj ê»èçè jåð £åìî ðàçìàòðàòè ïðîñòîðå ñòà»à îãðîìíîã áðîjà

÷åñòèöà. Èçâåäèìî ôîðìóëó çà çàïðåìèíó N -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå. Äà áè äîøëè äî »å,

ðàçìîòðèìî ñëó÷àjåâå äâîäèìåíçíèîíàëíå (êðóãà) è òðîäèìåíçèîíàëíå ëîïòå êîjè ñó íàì

ïîçíàòè. Ãåíåðàëèçàöèjîì £åìî äîáèòè èçðàç çà çàïðåìèíóN -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå. Îçíà÷èìî

ñà SN(R) è VN(R) ïîâðøèíó è çàïðåìèíóN -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå ïîëóïðå÷íèêàR. Ïîâðøèíà,

çàïðåìèíà è åëåìåíòàðíà çàïðåìèíà ó Äåêàðòîâèì è ñôåðíèì êîîðäèíàòàìà çà äâîäèìåíçíèîíàëíó,

òðîäèìåíçèîíàëíó è N -äèìåíçèîíàëíó ëîïòó ñó:

áðîj äèìåíçèjà SN(R) VN(R) åëåìåíò çàïðåìèíå

2 2πR = S2(1)R πR2 dxdy = rdrdθ = rdrdS2(1)

3 4πR2 = S3(1)R
2 4

3
πR3 dxdydz = r2drsinθdθdφ = r2drdS3(1)

N SN(1)R
N−1

R∫
0

SN(r) dr dx1dx2...dxN = rN−1drdSN(1)

Òàáåëà íàì ïîêàçójå äà ñå çàïðåìèíà N-äèìåíçèîíàëíå ëîïòå äîáèjà èíòåãðàöèjîì

èçðàçà çà ïîâðøèíó ëîïòå SN(R), à SN(R) ñàçíàjåìî èç èçðàçà çà ïîâðøèíó ëîïòå jåäèíè÷íîã

ïîëóïðå÷íèêà SN(1). Çàòî, íà¢èìî ïðâî SN(1) òàêî øòî £åìî èíòåãðàë

I =

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

e−(x2
1+x2

2+...+x2
N ) dx1dx2...dxN =

 ∞∫
−∞

e−x2

dx

N

= π
N
2 (2.26)

ðåøèòè êîðèñòå£è ñôåðíå êîîðäèíàòå (x2
1 + x2

2 + ...+ x2
N = r2) è ñìåíó r2 = t

I =

∞∫
0

e−r2rN−1 dr

∫
dSN(1) = SN(1)

∞∫
0

t
N−1

2 e−t dt

2
√
2
=

SN(1)

2
Γ

(
N

2

)
. (2.27)
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Íàëàçèìî äà jå SN(1) = 2π
N
2

Γ(N
2 )
, à èçðàç çà ïðîâðøèíó N -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå jå SN(R) =

2π
N
2 RN−1

Γ(N
2 )

. Èíòåãðàöèjîì äîáèjàìî çàïðåìèíó N -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå,

VN(R) =

R∫
0

SN(r) dr =
π

N
2 RN

Γ
(
N
2

)
N
2

=
π

N
2 RN

Γ
(
N
2
+ 1
) . (2.28)

Ïðèìåð Ïîêàçàòè äà jå çàïðåìèíà èçìå¢ó N -äèìåíçèîíàëíèõ ëîïòè ïîëóïðå÷íèêà R−δR

(δR jå ìàëî) è R è çàïðåìèíà N äèìåíçèîíàëíå ëîïòå ïîëóïðå÷íèêà R jåäíàêå êàäà

N → ∞.

R

R- Rd

Ñëèêà 2.4: N -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå ïîëóïðå÷íèêà R− δR è R.

Ðåøå»å: Òðåáà äà îäðåäèìî ãðàíè÷íó âðåäíîñò:

lim
N→∞

VN(R)− VN(R− δR)

VN(R)
= lim

N→∞

RN − (R− δR)N

RN

= lim
N→∞

1−
(
1− δR

R

)N

= 1.

Îâàj çàíèì»èâ ðàçóëòàò ïîêàçójå äà ñå ñêîðî ñâå òà÷êå óíóòðà N -äèìåíçèîíàëíå ëîïòå

íàëàçå íà èëè ó áëèçèíè »åíå ïîâðøèíå.
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Ïîãëàâ§å 3

Âåðîâàòíî£à

È îâî jå òàêî¢å âåðîâàòíî, êàî øòî êàæå Àãàòîí,

jåð jå âåðîâàòíî äà ñå ìíîãå ñòâàðè äîãà¢àjó

ïðîòèâíî âåðîâàòíî£è.

Ïîåòèêà, Àðèñòîòåë

Ìàêðîñêîïñêè ñèñòåìè êîjå ðàçìàòðàìî ñàñòîjå ñå îä âåëèêîã áðîjà ìîëåêóëà ÷èjå êðåòà»å

íå ìîæåìî äåòà§íî ðàçìàòðàòè çáîã íåïîçíàâà»à ïî÷åòíèõ óñëîâà è íåìîãó£íîñòè ðåøàâà»à

jåäíà÷èíà êðåòà»à çà ñâàêè ìîëåêóë. Ìàêðîñêîïñêå êîîðäèíàòå íàì îìîãó£ójó ñàìî îãðàíè÷åíå

èíôîðìàöèjå î ïî÷åòíèì óñëîâèìà çà êðåòà»å ìîëåêóëà jåð îãðîìàí áðîj ìèêðîñòà»à îäãîâàðà

jåäíîì ìàêðîñòà»ó. Âåðîâàòíî£à ïðåäñòàâ§à ìàòåìàòè÷êè jåçèê çà êâàíòèôèêàöèjó

íåèçâåñíîñòè è ñòîãà jå ïîãîäíà äà ïîâåæå ìèêðî è ìàêðîñòà»à. Ðàçìîòðèìî âåçó èçìå¢ó

âåðîâàòíî£å è ñòàòèñòèêå äàòó íà ñëèöè 3.1. Âåðîâàòíî£à ñå îäíîñè íà ñëåäå£å ïèòà»å: àêî

ïîçíàjåìî ïðîöåñ çà ñòâàðà»å ïîäàòàêà êàêâè ñó èñõîäè òîã ïðîöåñà? Ñòàòèñòèêà ñå

îäíîñè íà èíâåðçíè ïðîáëåì: àêî çíàìî ïîäàòêå âåçàíå çà íåêè ïðîöåñ, øòà ìîæåìî

äà çàê§ó÷èìî î ñàìîì ïðîöåñó?

Ñëèêà 3.1: Îäíîñ âåðîâàòíî£å è ñòàòèñòèêå.

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî ðàçìîòðèòè âåðîâàòíî£ó. Ïðâî £åìî îájàñíèòè ïîjàì äîãà¢àjà

âåçàí çà èñõîä åêñïåðèìåíòà. Ñâàêîì äîãà¢àjó ìîæåìî ïðèäðóæèòè âåðîâàòíî£ó. Ïîjàì

âåðîâàòíî£å ñå êàî è äðóãå èäåjå ìå»àî òîêîì âðåìåíà äîê íèjå äîáèî jàñíó ìàòåìàòè÷êó

ñèãóðíîñò. Ñâàêîì èñõîäó åêñïåðèìåíòà ñå ìîæå äîäåëèòè áðîj. Òî íàñ äîâîäè äî ïîjìà
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ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå êîjè èãðà öåíòðàëíó óëîãó ó òåîðèjè âåðîâàòíî£å. Íà êðàjó ðàçìàòðàìî

îñîáèíå ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ.

3.1 Ïîjàì äîãà¢àjà

Ïîñìàòðàjìî åêñïåðèìåíò ÷èjè èñõîä íå ìîæåìî ïðåäâèäåòè. Èàêî ñå åêñïåðèìåíò óâåê

îäèãðàâà ïîä óíàïðåä äåôèíèñàíèì óñëîâèìà èñõîäè åêñïåðèìåíòà ñó ñëó÷àjíè. Ìîðàìî

çíàòè óíàïðåä ñâå ìîãó£å èñõîäå åêñïåðèìåíòà jåð òåîðèjà âåðîâàòíî£å íå ìîæå äàòè ñêóï

ñâèõ èñõîäà åêñïåðèìåíàòà. Íà ïðèìåð, òåîðèjà âåðîâàòíî£å íå ìîæå äàòè îäãîâîð äà ëè

ïîñòîjè jîø íåêè èñõîä îñèì ïèñìà è ãëàâå êîä áàöà»à íîâ÷è£à.

Ñêóï ñâèõ ìîãó£èõ èñõîäà åêñïåðèìåíòà Ω ñå íàçèâà ñêóï (ïðîñòîð) èñõîäà (åëåìåíòàðíèõ

äîãà¢àjà, ñòà»à). Îí ìîæå ñàäðæàòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí áðîj åëåìåíàòà. Äîãà¢àjè

ñó ïîäñêóïîâè ñêóïà èñõîäà è ìîãó ñå ïîäåëèòè íà åëåìåíòàðíå (ñàäðæå jåäàí èñõîä) è

ñëîæåíå (ñàäðæå âèøå èñõîäà). Äîãà¢àj ñå äåñèî àêî ñå äåñèî áèëî êîjè »åãîâ èñõîä.

Ïîóçäàíè (ñèãóðíè) äîãà¢àj ñå îäèãðàâà íåèçáåæíî (÷èíè ãà ÷èòàâ ñêóï èñõîäà). Íåìîãó£è

äîãà¢àj ñå íå ìîæå ðåàëèçîâàòè ó åêñïåðèìåíòó (îäãîâàðà ìó ïðàçàí ñêóï Ø)

Íàâåäèìî íåêå åêñïåðèìåíòå, ïðîñòîðå óçîðàêà è ïðèìåðå äîãà¢àjà:

à) áàöà»å íîâ÷è£à, Ω = {P,G}, äîãà¢àj êîjè îäãîâàðà äîáèjà»ó ïèñìà {P}, ñâè äîãà¢àjè
{Ø, {P}, {G}, {P,G}};

á) áàöà»å äâà íîâ÷è£à, Ω = {PP, PG,GP,GG}, äîãà¢àj äà jå ó ïðâîì áàöà»ó ïàëî ïèñìî

{PG,PP};
â) áàöà»å êîöêèöå, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, äîãà¢àj je äîáèjà»å ïàðíîã áðîjà {2, 4, 6};
ã) ìåðå»å òåìïåðàòóðå íåêîã ñèñòåìà, Ω = [0,∞), äîãà¢àj äà jå òåìïåðàòóðà ó èíòåðâàëó

[100, 200];

ä) ìåðå»å ïîëîæàjà ÷åñòèöå ó òðîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó, Ω = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R},
äîãà¢àj jå äà ñå ÷åñòèöà íàëàçè ó x− y ðàâíè.

3.2 Àëãåáðà äîãà¢àjà

×åñòî ðàçìàòðàìî âèøå äîãà¢àjà, ñõîäíî òîìå íàñ èíòåðåñójó îäíîñè èçìå¢ó òèõ äîãà¢àjà.

Ïîøòî ñó äîãà¢àjè ïîäñêóïè ïðîñòîðà èñõîäà Ω, îïåðàöèjå íàä ñêóïîâèìà âàæå è çà äîãà¢àjå.

Àëãåáðà äîãà¢àjà jå ïàðòèòèâíè ñêóï (ñêóï êîjè ñàäðæè ñâå ïîäñêóïîâå) ïðîñòîðà èñõîäà,

P(Ω).

Àêî ñå äîãà¢àj A óâåê ðåàëèçójå êàäà ñå ðåàëèçójå äîãà¢àj B, ïèøåìî B ⊂ A, øòî çíà÷è

äà jå A ïîäñêóï îä B. Ñóïðîòíè äîãà¢àj (êîìïëåìåíò) äîãà¢àjó A jå A. Îí ñå ñàñòîjè

îä ñâèõ åëåìåíàòà ñêóïà Ω êîjè íå ïðèïàäàjó äîãà¢àjó A. Çà êîìïëåìåíò âàæå jåäíàêîñòè

A = A è Ø = Ω. Àêî jå A ⊂ B îíäà jå B ⊂ A.

Çáèð A + B äâà äîãà¢àjà A è B (óíèjà A ∪ B) jå äîãà¢àj êîjè ñå ðåàëèçójå àêî ñå äåñè

áàð jåäàí äîãà¢àj A èëè B. Çà çáèð äîãà¢àjà âàæå jåäíàêîñòè: A + A = A, A + A = Ω,

A+ B = B + A (êîìóòàòèâíîñò) è A+ (B + C) = (A+ B) + C (àñîöèjàòèâíîñò). Ïðèìåòèìî

äà ïðâà jåäíàêîñò íå âàæè àêî jå A áðîj, øòî ïîêàçójå äà îïåðàöèjå íàä äîãà¢àjèìà íå ìîðàjó

áèòè èñòå êàî çà áðîjåâå èàêî ñå îçíà÷àâàjó èñòèì ñèìáîëîì.
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Ïðîèçâîä AB äâà äîãà¢àjà A è B (ïðåñåê A∩B) jå äîãà¢àj êîjè ñå ðåàëèçójå àêî ñå äåñå è

A è B äîãà¢àjè. Çà ïðîèçâîä äîãà¢àjà âàæå jåäíàêîñòè: AB = BA (êîìóòàòèâíîñò), A(BC) =

(AB)C (àñîöèjàòèâíîñò), AA = A, AØ = Ø, AA = Ø è AΩ = A. Ó äèñòðèáóòèâíîì çàêîíó

A(B+C) = AB+AC ñàáèðà»å è ìíîæå»å ìîãó äà çàìåíå ðåäîñëåä, A+BC = (A+B)(A+C).

Ðàçëèêà A − B äâà äîãà¢àjà A è B jå äîãà¢àj êîjè ñàäðæè èñõîäå äîãà¢àjà A êîjè íå

ïðèïàäàjó äîãà¢àjó B. Âàæå jåäíàêîñòè: A−B = AB, A− A = Ø, A−Ø = A è Ø− A = Ø.

Äîãà¢àjè A1, A2, ... ñó óçàjàìíî èñê§ó÷èâè àêî jå AiAj = Ø çà i ̸= j. Âèäå£åìî äà

âåðîâàòíî£ó çáèðà óçàjàìíî èñê§ó÷èâèõ äîãà¢àjà ëàêî ìîæåìî äà îäðåäèìî. Áðîj åëåìåíàòà

ñêóïà A îçíà÷àâàìî ñà |A|.

Ïðèìåð Äîêàçàòè äå Ìîðãàíîâå çàêîíå: A+B = A B è AB = A + B. Îâè çàêîíè ñó

êîðèñíè äà ïîâåæó ïðîèçâîä è çáèð äîãà¢àjà ïðåêî êîïëåìåíòà. Êîðèñòå ñå äà áè ñå

ñëîæåíè èçðàçè ñâåëè íà ïðîñòèjå.

Ðåøå»å: Êîðèñòèìî ïðàâèëî äà àêî âàæè A ∈ B è B ∈ A îíäà jå A = B. Äîêàæèìî

ïðâî äà jå äîãà¢àj ñà ëåâå ñòðàíå èçðàçà A+B = A B ïîäñêóï äîãà¢àjà ñà äåñíå ñòðàíå

à êàñíèjå îáðíóòî äà jå äîãà¢àj ñà äåñíå ñòðàíå èçðàçà ïîäñêóï äîãà¢àjà ñà ëåâå ñòðàíå.

Àêî jå x ∈ A+B ⇒ x ̸∈ A + B ⇒ x ̸∈ A è x ̸∈ B ⇒ x ∈ A è x ∈ B ⇒ x ∈ A B. Ñà äðóãå

ñòðàíå, àêî jå y ∈ A B ⇒ y ∈ A è x ∈ B ⇒ y ̸∈ A è y ̸∈ B ⇒ y ̸∈ A + B ⇒ y ∈ A+B.

Ñëè÷íî ñå äîêàçójå è äðóãà jåäíàêîñò.

Ïðèìåð Ðàçëîæèòè äîãà¢àjå A+B è A+B +C íà äîãà¢àjå êîjè ñó óçàjàìíî èñê§ó÷èâè.

Ðåøå»å: A+B = A+(B−A) = A+BA = A(B+B)+BA = AB+AB+BA. A+B+C =

A+ (B − A) + (C − (A+B)) = A+BA+ C(A+B) = A+BA+ CAB.

Ïðèìåð Òðè ñòóäåíòà ïîëàæó èñïèò. Àêî äîãà¢àjè A, B è C îäãîâàðàjó èñõîäó äà ñó

ñòóäåíòè ïîëîæèëè èñïèò, èçðàçèòè ñëåäå£å äîãà¢àjå ïðåêî »èõ: à) íè jåäàí ñòóäåíò íèjå

ïîëîæèî, á) ïîëîæèî jå ñàìî ïðâè ñòóäåíò, â) ïîëîæèî jå ñàìî jåäàí ñòóäåíò, ã) ïîëîæèî

jå ìàêàð jåäàí ñòóäåíò, ä) ïîëîæèëà ñó äâà ñòóäåíòà, ¢) ïîëîæèëà ñó íàjâèøå äâà ñòóäåíòà

è å) ïîëîæèëà ñó íàjìà»å äâà ñòóäåíòà.

Ðåøå»å: à) ABC, á) ABC, â) ABC +ABC +ABC, ã) A+B+C, ä) ABC +ABC +ABC,

¢) äîãà¢àj èçíîñè à)+â)+ä), å) äîãà¢àj èçíîñè ä)+ABC.

3.3 Êëàñè÷íà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å

Ïðèìåòèìî äà ñå ñâè äîãà¢àjè âåçàíè çà íåêè åêñïåðèìåíò íå ðåàëèçójó ïîäjåäíàêî ÷åñòî, íåêè

ñó âåðîâàòíèjè îä äðóãèõ. Òî íàñ äîâîäè äî ïèòà»à øòà jå âåðîâàòíî£à è êàêî äà îäðåäèìî

âåðîâàòíî£ó íåêîã äîãà¢àjà. Èñòîðèjñêè ïðâè ïðèñòóï êîjèì jå äåôèíèñàíà âåðîâàòíî£à
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íàçèâà ñå êëàñè÷íà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å. Îíà ñå îäíîñè íà åêñïåðèìåíòå ñà êîíà÷íèì

áðîjåì èñõîäà êîjè ñó ïîäjåäíàêî ìîãó£è. Òàäà jå âåðîâàòíî£à äîãà¢à A jåäíàêà

P (A) =
|A|
|Ω|

(3.1)

ãäå ñó |A| è |Ω| áðîjåâè åëåìåíòàðíèõ äîãà¢àjà ó A è Ω. Åëåìåíòàðíè äîãà¢àjè êîjè îäãîâàðàjó

A ñå íàçèâàjó ïîâî§íè äîãà¢àjè çà A. |A| è |Ω| ñå ìîãó îäðåäèòè êîìáèíàòîðíèì ìåòîäàìà.

Îâàêî äåôèíèñàíà âåðîâàòíî£à çàäîâî§àâà òðè óñëîâà:

1. çà ñâàêè äîãà¢àj A âàæè P (A) ≥ 0 jåð |A| è |Ω| íå ìîãó áèòè íåãàòèâíè áðîjàâè;
2. çà ïîóçäàí äîãà¢àj Ω âàæè P (Ω) = 1 P (Ω) = |Ω|

|Ω| = 1;

3. àêî ñå äîãà¢àj A ðàçëàæå íà èñê§ó÷èâå äîãà¢àjå A1 è A2, îíäà âàæè P (A1 + A2) =

P (A1) + P (A2) jåð jå

P (A) =
|A|
|Ω|

=
|A1|+ |A2|

|Ω|
=

|A1|
|Ω|

+
|A2|
|Ω|

= P (A1) + P (A2). (3.2)

Ïðèìåð Îäðåäèòè âåðîâàòíî£ó çà ïîjàâó ïàðíîã áðîjà ó áàöà»ó êîöêèöå.

Ðåøå»å: Äîãà¢àj A äà ñå äîáèjå ïàðíè áðîj ñàñòîjè ñå îä òðè åëåìåíòàðíà äîãà¢àjà A2,

A4 è A6 äà ñå äîáèjó áðîjåâè 2, 4 è 6, A = A2 + A4 + A6. Òàäà jå âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà A

jåäíàêà

P (A) =
|A|
|Ω|

=
3

6
=

1

2
.

Ïðèìåð Ó óðíè ñå íàëàçè N êóãëèöà îä êîjèõ ñó b áåëå à îñòàëå ñó öðíå. Íà ñëó÷àjàí

íà÷èí èçâó÷åíî jå n (n < N) êóãëèöà. Íà£è âåðîâàòíî£ó äà ó n èçâó÷åíèõ êóãëèöà áóäå

x áåëèõ.

Ðåøå»å: Óêóïàí áðîj íà÷èíà äà èçâó÷åìî n îä N êóãëèöà jå |Ω| =
(
N
n

)
. Áðîj íà÷èíà äà

èçâó÷åìî x áåëèõ êóãëèöà èç óðíå ñà b áåëèõ êóãëèöà jå
(
b
x

)
à äà èçâó÷åìî n − x öðíèõ

êóãëèöà îä N−b öðíèõ êóãëèöà ó óðíè jå
(
N−b
n−x

)
. Óêóïàí áðîj ïîâî§íèõ èñõîäà çà äîãà¢àj

A jåäíàê jå ïðîèçâîäó îâèõ áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà. Òàäà jå âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà A

jåäíàêà:

P (A) =
|A|
|Ω|

=

(
b
x

)(
N−b
n−x

)(
N
n

)
Ïðèìåð Îäðåäèòè áðîj íà÷èíà äà ñå ðàñïîäåëèN ê»èãà íà r ðàçëè÷èòèõ ïîëèöà (íà ñâàêîj

ïîëèöè áè£å Ni ê»èãå) áåç îáçèðà íà ïîðåäàê íà ïîëèöàìà. Íà i-òîj ïîëèöè ïîñòîjè gi
ïðåãðàäà. Ðàçìîòðèòè ñëåäå£å ñëó÷àjåâå:

à) ê»èãå ñó ðàçëè÷èòå;

á) ê»èãå ñó èñòå, íåìà îãðàíè÷å»à ó ïîãëåäó áðîjà ê»èãà ïî ïðåãðàäàìà;

â) ê»èãå ñó èñòå, íàjâèøå jåäíà ê»èãà ìîæå äà ñòàíå ó ïðåãðàäó (gi ≥ Ni).
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Ðåøå»å: à) ïîñòîjè N ! íà÷èíà äà ïîñòàâèìî ê»èãå íà ïîëèöå. Íà ïðâîj ïîëèöè ñå

íàëàçè N1 ê»èãà, íà äðóãîj N2 ê»èãà, ... íà r-òîj ïîëèöè Nr ê»èãà. Ïîøòî ðàñïîðåä íà

ñâàêîj ïîëèöè íèjå âàæàí, òðåáà N ! ïîäåëèòè ñà N1!N2!...Nr!. Òèìå äîáèjàìî ìóëòèíîìíè

êîåôèöèjåíò (
N

N1 N2 ... Nr

)
=

N

N1!N2!...Nr!
(3.3)

êîjè ïðåäñòàâ§à óîïøòåíè áèíîìíè êîåôèöèjåíò êàäà N îájåêàòà òðåáà äà ïîäåëèìî ó

r ãðóïà à ïîðåäàê ó »èìà íèjå áèòàí. Íà ñâàêîj ïîëèöè ìîæåìî ïîðå¢àòè ê»èãå ïî

ïðåãðàäàìà íà gNi
i íà÷èíà. Ñòîãà jå óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ ðàñïîðåäà:

|Ω| = N !
r∏

i=1

gNi
i

Ni!
. (3.4)

á) ðàçìîòðèìî ïðâî ðàçìåøòà»å Ni ê»èãà èçìå¢ó gi ïðåãðàäà. Ïðåäñòàâèìî ê»èãå

è ïðåãðàäå ïðàâîóãàîíèöèìà è ëèíèjàìà, êàî íà ñëèöè. Áðîj ðàñïîðåäà jå åêâèâàëåíòàí

ðàçìåøòà»ó gi− 1 öðòå èçìå¢ó Ni ê»èãå, òj. èçáîðó gi− 1 ëîêàöèjå îä Ni+ gi− 1 óêóïíîã

áðîjà ëîêàöèjà: (
Ni + gi − 1

gi − 1

)
=

(Ni + gi − 1)!

(gi − 1)!(Ni)!
. (3.5)

Êàäà èìàìî r ïîëèöà, óêóïàí áðîj ðàñïîðåäà jå

|Ω| =
r∏

i=1

(Ni + gi − 1)!

(gi − 1)!(Ni)!
. (3.6)

Ñëèêà 3.2: Ðàñïîäåëà ê»èãà èçìå¢ó ïðåãðàäà.

â) ðàçìîòðèìî áðîj ïîñòàâ§à»à Ni ê»èãà ó gi ïðåãðàäà êàäà ìîæå äà ñòàíå íàjâèøå

jåäíà ê»èãà ó ïðåãðàäó. Òàj áðîj jå jåäíàê èçáîðó Ni ïðåãðàäà ñà jåäíîì ê»èãîì è gi−Ni

ïðåãðàäà áåç ê»èãå (
gi
Ni

)
=

gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (3.7)

Óêóïàí áðîj ðàçìåøòà»à ê»èãà çà ñâå ïîëèöå jå

|Ω| =
r∏

i=1

gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (3.8)

3.4 Ãåîìåòðèjñêà âåðîâàòíî£à

Êëàñè÷íó äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å ìîæåìî óîïøòèòè íà ïðîñòîð ñòà»à ñà íåïðåáðîjèâî áåñêîíà÷íî

èñõîäà. Èñõîä åêñïåðèìåíòà jå ñëó÷àjàí ïîëîæàj òà÷êå ó íåêîj îáëàñòè Ω è èíòåðåñójå

íàñ âåðîâàòíî£à äà ñå òà òà÷êà íàëàçè ó èçàáðàíîì äåëó òå îáëàñòè A. Ðåöèìî,

áèðàìî íà ñëó÷àjàí íà÷èí òà÷êó íà íåêîì èíòåðâàëó ðåàëíå îñå è èíòåðåñójå íàñ âåðîâàòíî£à

äà ñå îíà íà¢å ó èçàáðàíîì èíòåðâàëó èëè áèðàìî íà ñëó÷àjàí íà÷èí òà÷êó ó íåêîj îáëàñòè ó
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ðàâíè è æåëèìî äà çíàìî âåðîâàòíî£ó äà ñå îíà íà¢å ó ïîäñêóïó òå îáëàñòè. Ïîä ïðåòïîñòàâêîì

äà jå ïîäjåäíàêî âåðîâàòíî äà ñå áèëî êîjà òà÷êà ó îáëàñòè Ω èçàáåðå, îíäà jå âåðîâàòíî£à

äà ñëó÷àjíà òà÷êà ó îáëàñòè Ω ïðèïàäà îáëàñòè A

P (A) =
m(A)

m(Ω)
, (3.9)

ãäå m ïðåäñòàâ§à ìåðó (äóæèíà, ïîâðøèíà, çàïðåìèíà) îáëàñòè. Êàñíèjå £åìî çà ñëó÷àjíó

ïðîìå»èâó êîjà îäãîâàðà êîîðäèíàòàìà èçàáðàíå òà÷êå ðå£è äà èìà óíèôîðìíó ãóñòèíó

ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å.

Ïðèìåð Êîëèêà jå âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ó êâàäðàòó jåäèíè÷íå ñòðàíèöå

ïðèïàäà óïèñàíîì êðóãó?

W

A

x

y

Ñëèêà 3.3: Óïèñàíè êðóã (îáëàñò A) ó êâàäðàò jåäèíè÷íå ñòðàíèöå (îáëàñò Ω).

Ðåøå»å: Ìåðà îáëàñòè Ω è A èçíîñå 1 è π/4. Ñòîãà jå âåðîâàòíî£à P = π/4.

Êëàñè÷íà è ãåîìåòðèjñêà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å ó ñåáè ñàäðæå ïîjàì ïîäjåäíàêî ìîãó£èõ,

òj. ïîäjåäíàêî âåðîâàòíèõ èñõîäà åêñïåðèìåíòà. Ñòîãà îíå âå£ ñàäðæå ó ñåáè ïîjàì âåðîâàòíî£å

è íå ìîãó ñå êîðèñòèòè êàî äåôèíèöèjå âåðîâàòíî£å.

3.5 Ñòàòèñòè÷êà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å

Ðàçìîòðèìî ñàäà àëòåðíàòèâíó äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å. Àêî ñå ó n èçâî¢å»à åêñïåðèìåíàòà

äîãà¢àj A äåñèî m ïóòà îíäà jå ðåëàòèâíà ôðåêâåíöèjà äåøàâà»à äîãà¢àjà A jåäíàêà

fr(A) =
m

n
. (3.10)

Ó ðàçëè÷èòèì íèçîâèìà ïîíàâ§à»à åêñïåðèìåíòà ñà âåëèêèì âðåäíîñòèìà n ïðèìå£ójå ñå

äà fr(A) áóäå ïðèáëèæíî èñòî ïðè ÷åìó ñó îäñòóïà»à ìà»à øòî jå n âå£å. Ñòàòèñòè÷êà

(åìïèðèjñêà) âåðîâàòíî£à äîãà¢àjàA jå áðîj îêî êîãà âàðèðà ðåëàòèâíà ôðåêâåíöèjà. Íåçíàòíî

âàðèðà»å ðåëàòèâíå ôðåêâåíöèjå ó âåëèêîì áðîjó åêñïåðèìåíàòà íàçèâà ñå ñòàáèëíîñò ôðåêâåíöèjå.

Îâàêî äåôèíèñàíà âåðîâàòíî£à çàäîâî§àâà èñòå óñëîâå êàî è êëàñè÷íà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å:

1. çà ñâàêè äîãà¢àj A, »åãîâà âåðîâàòíî£à jå íåíåãàòèâíà P (A) ≥ 0 jåð jå óâåê m
n
≥ 0;

2. çà ïîóçäàí äîãà¢àj Ω âàæè P (Ω) = 1 jåð jå òàäà m = n;

3. àêî ñå äîãà¢àj A ðàçëàæå íà èñê§ó÷èâå äîãà¢àjå A1 è A2 îíäà jå âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà

A jåäíàêà çáèðó âåðoâàòíî£à äîãà¢àjà A1 è A2, P (A) = P (A1+A2) =
m1+m2

n
= P (A1)+P (A2).
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Îâàêî äåôèíèñàíà âåðîâàòíî£à èìà åìïèðèjñêó óòåìå§åíîñò àëè íèjå ìàòåìàòè÷êè ðèãîðîçíà

jåð íåïîñòîjè ãðàíè÷íà âðåäíîñò lim
n→∞

m
n
= a. Äà áè îíà ïîñòîjàëà ïîòðåáíî jå äà çà ïðîèçâî§íî

ε > 0 ïîñòîjè áðîj n0 òàêî äà êàäà jå n > n0 áóäå èñïó»åíî |m
n
− a| < 0. Òàj óñëîâ

íèjå çàïðàâî èñïó»åí jåð m èìà ñëó÷àjíè êàðàêòåð è èàêî çíàìî äà £å m
n
è£è ó ãðàíè÷íó

âðåäíîñò íå çíàìî ïîñëå êîëèêî ðåàëèçàöèjà åêñïåðèìåíòà £å îíà áèòè äîñåãíóòà. Ìîæå

ñå ðåöèìî äåñèòè äà ñå ïîñëå ïðâèõ n0 ðåàëèçàöèjà óîïøòå íå îäèãðà äîãà¢àj A ìàäà jå

òî ìàëî âåðîâàòíî. Îíî øòî ìîæåìî òâðäèòè jå äà ñå ôðåêâåíöèjà äîãà¢àjà ïðèáëèæàâà

âðåäíîñòè ñà âèñîêîì âåðîâàòíî£îì lim
n→∞

P (|m
n
− a| < ε) → 1. Òàêâà êîíâåðãåíöèjà ñå íàçèâà

êîíâåðãåíöèjà ó âåðîâàòíî£è àëè îíà ó ñåáè âå£ ñàäðæè ïîjàì âåðîâàòíî£å è íå ìîæå ñå

êîðèñòèòè çà äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å. Èïàê, êîðèñíî jå èíòåðïðåòèðàòè âåðîâàòíî£ó

êàî ðåëàòèâíó ôðåêâåíöèjó ïîjàâ§èâà»à äîãà¢àjà.

3.6 Àêñèîìàòñêà äåôèíèöèjà âåðîâàòíî£å

Ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå âåðîâàòíî£å äàjó èñòå óñëîâå êîjå âåðîâàòíî£à òðåáà äà çàäîâî§è

áåç îáçèðà íà êîíòåêñò ó êîìå ñó íàñòàëå. Çáîã òîãà, ìîæåìî èñêîðèñòèòè òå óñëîâå è äàòè

àêñèîìàòñêó äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å êîjà jå àïñòðàêòíà è íèjå âåçàíà çà »åíó èíòåðïðåòàöèjó.

Çàêîí âåðîâàòíî£å äîäå§ójå ñâàêîì äîãà¢àjó A âåðîâàòíî£ó P (A) êîjà jå ðåàëàí áðîj è

çàäîâî§àâà òðè óñëîâà:

1. (íåíåãàòèâíîñò) çà ñâàêè äîãà¢àj A jå èñïó»åíî P (A) ≥ 0;

2. (íîðìàëèçàöèjà) çà ïîóçäàí äîãà¢àj Ω âàæè P (Ω) = 1;

3. (àäèòèâíîñò) àêî ñå äîãà¢àj A ðàçëàæå íà èñê§ó÷èâå äîãà¢àjå A1 è A2, îíäà jå P (A) =

P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2). Èñòè óñëîâ âàæè çà êîíà÷àí áðîj äîãà¢àjà A1, A2, ..., An. Ó

ñëó÷àjó íàjâèøå ïðåáðîjèâîã ñêóïà äîãà¢àjà êîjè ñó óçàjàìíî èñê§ó÷èâè ïîòðåáíî jå äîäàòè

àêñèîìó 3': P

(
∞∑
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai).

Íàâåäèìî äîäàòíå îñîáèíå âåðîâàòíî£å:

à) P (Ø) = 0;

á) àêî jå A ⊆ B, îíäà jå P (A) ≤ P (B);

â) âåðîâàòíî£à jå îãðàíè÷åíà èçìå¢ó 0 è 1, 0 ≤ P (A) ≤ 1;

ã) âåðîâàòíî£à çáèðà äîãà¢àjà èçíîñè P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Äîêàæèìî ïîñëåä»ó îñîáèíó òàêî øòî £åìî ðàñòàâèòè çáèð äîãà¢àjà A + B íà äîãà¢àjå

êîjè ñå ìå¢óñîáíî èñê§ó÷ójó. �èõîâà âåðîâàòíî£à jå jåäíàêà çáèðó âåðîâàòíî£à èñê§ó÷èâèõ

äîãà¢àjà

P (A+B) = P (A+ (B − A)) = P (A+BA) = P (A(B +B) +BA) = P (AB + AB +BA)

= P (AB) + P (AB) + P (BA) = P (AB) + P (AB) + P (BA) + P (AB)− P (AB)

= P (A) + P (B)− P (AB).

(3.11)

Ó ñëó÷àjó òðè äîãà¢àjà A, B è C, ôîðìóëà çà âåðîâàòíî£ó çáèðà äîãà¢àjà ïîñòàjå

P (A+B + C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC). (3.12)
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Îâàj èçðàç äîáèjàìî êàäà çàìåíèìî A+B = D. Òàäà jå

P (A+B + C) = P (D + C) = P (D) + P (C)− P (DC) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P ((A+B)C)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC +BC)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ACBC)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC).

(3.13)

Ôîðìóëà çà çáèð äîãà¢àjà ñàäðæè âåðîâàòíî£ó ïðîèçâîäà äîãà¢àjà. Êàêî áè »ó îäðåäèëè

ïîòðåáíî jå äà ïðåòõîäíî îájàñíèìî ïîjàì óñëîâíå âåðîâàòíî£å.

3.7 Óñëîâíà âåðîâàòíî£à

Íåêà jå èçâðøåí íåêè åêñïåðèìåíò è ðàçìîòðèìî äâà äîãà¢àjà ïîâåçàíà ñà òèì åêñïåðèìåíòîì.

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å, äà ëè âåðîâàòíî£à äà ñå äåñèî jåäàí äîãà¢àj óòè÷å íà äåøàâà»å

äðóãîã äîãà¢àjà? Òî jå ïîñåáíî çíà÷àjíî jåð ÷åñòî íåìàìî ñâå èíôîðìàöèjå î åêñïåðèìåíòó

íåãî ñàìî çíàìî äà ñå îäèãðàî íåêè äîãà¢àj. Äàêëå, èíòåðåñójå íàñ äà îäðåäèìî âåðîâàòíî£ó

äîãà¢àjà A ïîä óñëîâîì äà ñå îäèãðàî äðóãè äîãà¢àj B. Òî ïèòà»å èìà ñìèñëà ñàìî àêî ïðåñåê

äîãà¢àjà A è B íèjå ïðàçàí ñêóï. Òàêâó óñëîâíó âåðîâàòíî£ó îçíà÷èìî ñà P (A|B).

Ïðèìåð Ó óðíè ñå íàëàçè 5 áåëèõ è 10 öðíèõ êóãëèöà. Àêî èçâó÷åìî äâå êóãëèöå jåäíó

çà äðóãîì áåç âðà£à»à êóãëèöà, èçðà÷óíàòè âåðîâàòíî£ó äà îáå êóãëèöå áóäó áåëå.

Ðåøå»å: Íåêà jå äîãà¢àj A äà ïðâà èçâó÷åíà êóãëèöà áóäå áåëà. Òàäà jå P (A) = 5/15 =

1/3. Íåêà jå B äîãà¢àj äà äðóãà èçâó÷åíà êóãëèöà áóäå áåëà. Èçâëà÷å»åì ïðâå êóãëèöå,

ìè ñìî ïðîìåíèëè ïðîñòîð èñõîäà jåð ñìî ñìà»èëè áðîj áåëèõ êóãëèöà. Ñàäà jå îñòàëî

4 áåëå êóãëèöå. Ñòîãà jå óñëîâíà âåðîâàòíî£à P (B|A) = 4/14 = 2/7. Âåðîâàòíî£à äà

ñìî èçâóêëè äâå áåëå êóãëèöå îäjåäíîì jå P (AB) =
(
5
2

)
/
(
15
2

)
= 2/21. Ïðèìåòèìî äà âàæè

jåäíàêîñò P (AB) = P (B|A)P (A).

Ïðèìåð Áèðàìî íà ñëó÷àjàí íà÷èí òà÷êó ó êâàäðàòó ïîâðøèíå m. Ó êâàäðàòó ñå íàëàçå

êðóãîâè A è B êîjè ñå ñåêó. Ïîâðøèíå êðóãîâà A è B è »èõîâîã ïðåñåêà AB ñó a, b è c.

Îäðåäèòè âåðîâàòíî£å: à) äà àêî jå èçàáðàíà òà÷êà ó êðóãó A, îíäà ñå îíà òàêî¢å íàëàçè

è ó êðóãó B, á) äà àêî jå èçàáðàíà òà÷êà ó êðóãó B, îíäà ñå îíà òàêî¢å íàëàçè è ó êðóãó

A.
m

a

b

c

A

B
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Ñëèêà 3.4: Êðóãîâè A è B ó êâàäðàòó ïîâðøèíå m. Ïîâðøèíå êðóãîâà A è B è »èõîâîã

ïðåñåêà AB ñó a, b è c.

Ðåøå»å: Âåðîâàòíî£å äà èçàáðàíà òà÷êà ïðèïàäà êðóãîâèìà A, B è ïðåñåêó AB ñó:

P (A) = a/m, P (B) = b/m è P (AB) = c/m. à) âåðîâàòíî£à äà èçàáðàíà òà÷êà ïðèïàäà

êðóãó B àêî çíàìî äà jå ó êðóãó A jå

P (B|A) = c

a
=

c
m
a
m

=
P (AB)

P (A)

á) âåðîâàòíî£à äà èçàáðàíà òà÷êà ïðèïàäà êðóãó A àêî çíàìî äà jå ó êðóãó B jå

P (A|B) =
c

b
=

c
m
b
m

=
P (AB)

P (B)
.

Èç îâîã ïðèìåðà ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà ôîðìóëà çà ðà÷óíà»å óñëîâíå âåðîâàòíî£å

äîãà¢àjà A ïîä óñëîâîì äà ñå îäèãðàî äîãà¢àj B èçíîñè

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
. (3.14)

Îíà jå äåôèíèñàíà ñàìî àêî jå äîãà¢àj B îñòâàðèâ, P (B) ̸= 0.

Óñëîâíà âåðîâàòíî£à òàêî¢å çàäîâî§àâà òðè àêñèîìå âåðîâàòíî£å. Óñëîâ ïîçèòèâíîñòè jå

èñïó»åí jåð jå P (AB) ≥ 0, óñëîâ íîðìàëèçàöèjå jå òàêî¢å èñïó»åí

P (Ω|B) =
P (ΩB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1. (3.15)

Ïðèìåòèìî äà âàæè

P (B|B) =
P (BB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1 (3.16)

øòî íàì ãîâîðè äà óñëîâíà âåðîâàòíî£à äåôèíèøå çàêîí âåðîâàòíî£å íà ñêóïó B à îñòàëå

èñõîäå èç B ìîæåìî îäáàöèòè. Çà äâà èñê§ó÷èâà äîãà¢àjà A1 è A2, èñïó»åíà jå àäèòèâíîñò

âåðîâàòíî£à

P (A1 + A2|B) =
P ((A1 + A2)B)

P (B)
=

P (A1B + A2B)

P (B)

=
P (A1B) + P (A2B)

P (B)
= P (A1|B) + P (A2|B).

(3.17)

Óñëîâíà âåðîâàòíî£à ñå ìîæå èñêîðèñòèòè äà ñå îäðåäè âåðîâàòíî£à ïðîèçâîäà P (AB)

äâà äîãà¢àjà A è B

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B). (3.18)

Îâà ôîðìóëà ñå ìîæå óîïøòèòè íà âåðîâàòíî£ó ïðîèçâîäà âèøå äîãà¢àjà. Ó ñëó÷àjó òðè

äîãà¢àjà A, B è C ôîðìóëó ìîæåìî èçâåñòè òàêî øòî óçìåìî äà jå AB = D. Òàäà jå

P (ABC) = P (DC) = P (D)P (C|D) = P (AB)P (C|AB) = P (A)P (B|A)P (C|AB). (3.19)
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Àêî äîãà¢àj B íåìà óòèöàjà íà äåøàâà»å äîãà¢àjà A, óñëîâíà âåðîâàòíî£à jå P (A|B) =

P (A). Òàäà ñå êàæå äà ñó äîãà¢àjè A è B íåçàâèñíè. Èç ôîðìóëå 3.14 ñëåäè

P (AB) = P (A)P (B). (3.20)

Äàêëå, âåðîâàòíî£à ïðîèçâîäà äâà íåçàâèñíà äîãà¢àjà jåäíàêà jå ïðîèçâîäó »èõîâèõ âåðîâàòíî£à.

Àêî ñó äîãà¢àjè A è B ñà ïîçèòèâíèì âåðîâàòíî£àìà íåçàâèñíè, îíè ñå îíäà íå èñê§ó÷ójó

òj. ïîñòîjè íàjìà»å jåäàí çàjåäíè÷è åëåìåíò. Àêî íå áè ïîñòîjàî çàjåäíè÷êè åëåìåíò, îíäà áè

áèëî èñïó»åíî P (AB) = P (Ø) = 0 øòî jå íåìîãó£å jåð A è B èìàjó ïîçèòèâíå âåðîâàòíî£å.

Îáðíóòî àêî ñå A è B èñê§ó÷ójó îíè ñó çàâèñíè, P (AB) = 0 = P (A)P (B|A) ⇒ P (B|A) = 0

øòî çíà÷è äà A çàâèñè îä B. Òðè äîãà¢àjà A, B è C ñó íåçàâèñíè àêî âàæè íåçàâèñíîñò çà

ïàðîâå è òðîjêå äîãà¢àjà: P (AB) = P (A)P (B), P (BC) = P (B)P (C), P (AC) = P (A)P (C) è

P (ABC) = P (A)P (B)P (C).

Ïðèìåð Âåðîâàòíî£à äà ñå ðàñïàäíå jåäíà C-H âåçà ó ìîëåêóëó CH4 òîêîì âðåìåíà T

óñëåä àïñîðïöèjå óëòðà§óáè÷àñòîã çðà÷å»à jå p. Îäðåäèòè âåðîâàòíî£ó äà ñå ó äàòîì

âðåìåíñêîì èíòåðâàëó ðàñïàäíå ìàêàð jåäíà C-H âåçà àêî ñó ðàñïàäè âåçà íåçàâèñíè

äîãà¢àjè.

Ðåøå»å: Ïîñòîjå ÷åòèðè C-H âåçå ó ìîëåêóëó CH4. Íåêà ñó äîãà¢àjè äà ñå âåçå ðàñïàäíó

A1, A2, A3 è A4. Òàäà jå âåðîâàòíî£à äà ñå ðàñïàäíå ìàêàð jåäíà âåçà

P (A1 + A2 + A3 + A4) = 1− P (A1 + A2 + A3 + A4) = 1− P (A1 A2 A3 A4 )

= 1− P (A1)P (A2)P (A3)P (A4 ) = 1−
4∏

i=1

(1− P (Ai))

= 1− (1− p)4.

Ó ïðâîì ðåäó ñìî êîðèñòèëè Äå Ìîðãàíîâ çàêîí à ó äðóãîì ðåäó ñìî êîðèñòèëè äà àêî

ñó äîãà¢àjè íåçàâèñíè îíäà ñó »èõîâè êîìïëåìåíòè òàêî¢å íåçàâèñíè.

3.8 Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà

Èñõîäè åêñïåðèìåíòà ÷åñòî íèñó áðîjåâè. Èçâëà÷å»å êàðàòà èç øïèëà äàjå èñõîäå êîjè ñå

îïèñójó íàçèâîì êàðòå è áîjîì. Ðåàëèçàöèjà áàöà»à íîâ÷è£à ñå îïèñójå ñòðàíîì íîâ÷è£à.

Îâàêâè ðàçëè÷èòè íà÷èíè îïèñà èñõîäà íèñó ïîâî§íè çà àíàëèçó åêñïåðèìåíòà. Ïîãîäíèjå

jå êîðèñòèòè áðîjåâå. Ó ñëó÷àjó áàöà»à íîâ÷è£à ìîæåìî êîðèñòèòè áðîjåâå 0 è 1 (èëè

áèëî êîjè äðóãè ïàð áðîjåâà) äà îïèøåìî èñõîäå. Êàäà áàöàìî íîâ÷è£ n ≥ 2 ïóòà, èñõîäå

åêñïåðèìåíòà ìîæåìî áðîj÷àíî îïèñàòè íà âèøå íà÷èíà: áðîjåì äîáèjåíèõ ãëàâà, ðàçëèêîì

áðîjåâà äîáèjåíèõ ãëàâà è ïèñàìà, áðîjåì áàöà»à íîâ÷è£à äî ïîjàâå ïðâå ãëàâå, ... Ñà

äðóãå ñòðàíå, èñõîäè ôèçè÷êîõåìèjñêèõ ìåðå»à ñó îáè÷íî áðîjåâè. Îíî øòî ìîæå äà íàñ

èíòåðåñójå ïîðåä òèõ áðîjåâà ñó è »èõîâå ôóíêöèjå. Äàêëå, íà ìíîãî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà

ìîæåìî íóìåðè÷êè îïèñàòè èñõîäå jåäíîã åêñïåðèìåíòà.

Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X ïîâåçójå ïðîñòîð èñõîäà ñà áðîjåâèìà. Îíà jå ôóíêöèjà

X : Ω → R êîjà äîäå§ójå ðåàëàí áðîj X(ω) ñâàêîì èñõîäó åêñïåðèìåíòà ω. ×åñòî ñå ó
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ïðèìåíàìà ïðîñòîð èñõîäà âèøå íå ñïîìè»å è ðàäè ñå äèðåêòíî ñà ñëó÷àjíîì ïðîìå»èâîì

èàêî jå ïðîñòîð èñõîäà óâåê ïðèñóòàí ó ïîçàäèíè.

Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà è âåðîâàòíî£à ñó äåôèíèñàíå íà ïðîñòîðó èñõîäà àëè ïîñòîjè ðàçëèêà

èçìå¢ó »èõ. Âåðîâàòíî£à P jå ôóíêöèjà äîãà¢àjà (ïîäñêóïîâè Ω) P : P(Ω) → R, äîê jå

ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X ôóíêöèjà òà÷àêà (åëåìåíòàðíèõ äîãà¢àjà) X : Ω → R. Ïîñòàâ§à

ñå ïèòà»å êàêî ïîâåçàòè âåðîâàòíî£ó è ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó îäíîñíî íà£è âåðîâàòíî£ó äà

ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà óçèìà îäðå¢åíå âðåäíîñòè. Ðàçìîòðèìî èíâåðçíó ôóíêöèjó äåôèíèñàíó

íà ïîäñêóïó A ðåàëíå îñå: X−1(A) = {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}. Îíà âðà£à èñõîäå åêñïåðèìåíòà êîjå
ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà ïðåñëèêàâà íà ïîäñêóï A. Òàäà jå âåðîâàòíî£à P (x ∈ A) = P (X−1(A)) =

P ({ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}).
Êàêî áèñìî èçáåãëè îäðå¢èâà»å âåðîâàòíî£å çà ñâå ïîäñêóïîâå íà ðåàëíîj îñè óâåäèìî

ïîjàìôóíêöèjå ðàñïîäåëå (âåðîâàòíî£å), F (x), èç êîjå ìîæåìî äîáèòè ñâå îñîáèíå âåðîâàòíî£å

çà ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó. Îíà jå ôóíêöèjà êîjà ïðåñëèêàâà ðåàëíå áðîjåâå íà èíòåðâàë [0, 1] è

ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó äà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X èìà âðåäíîñò ìà»ó îä x,

F (x) = P (X ≤ x). (3.21)

Íà¢èìî âåðîâàòíî£ó äà ñå X íà¢å íà èíòåðâàëó (a, b]. Îçíà÷èìî ñà A, B è C äîãà¢àjå

X ≤ a, X ≤ b è a < X ≤ b. Òàäà jå B = A + C, A è C ñó ìå¢óñîáíî èñê§ó÷èâè äîãà¢àjè.

Ñòîãà jå P (B) = P (A) + P (C), òj. P (C) = P (B)− P (A). Èç îâîãà èçâîäèìî

P (a < X ≤ b) = P (X ≤ b)− P (X ≤ a) = F (b)− F (a). (3.22)

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå, F (x), çàäîâî§àâà ñëåäå£å óñëîâå:

1. Óçèìà âðåäíîñòè èçìå¢ó 0 è 1, 0 ≤ F (x) ≤ 1.

2. Ãðàíè÷íå âðåäíîñòè ó áåñêîíà÷íîñòè ñó lim
x→−∞

F (x) = 0 è lim
x→∞

F (x) = 1.

3. F (x) jå íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà jåð âàæè F (x + ε) − F (x) = P (x < X ≤ x + ε) ≥ 0 çà

ε > 0.

4. F (x) jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ñà äåñíå ñòðàíå, lim
ε→0

F (x+ ε) = F (x).

Îâè óñëîâè íàì ãîâîðå äà jå F (x) íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà îä 0 äî 1 óç ìîãó£íîñò ïîñòîjà»à

ïðåêèäà ó íåêèì òà÷êàìà. Ñâàêà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó çáèðà òðè

÷ëàíà, F (x) = a1F1(x)+a2F2(x)+a3F3(x), ãäå ñó a1, a2 è a3 êîåôèöèjåíòè óç óñëîâ a1+a2+a3 =

1. F1(x) îäãîâàðà äèñêðåòíîj ôóíêöèjè ðàñïîäåëå ñà êîíà÷íèì èëè ïðåáðîjèâî áåñêîíà÷íèì

áðîjåì ïðåêèäà. F2(x) jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå êîjà jå äèôåðåíöèjàáèëíà ó ñêîðî

ñâèì òà÷êàìà. F3(x) ïðåäñòàâ§à ñèíãóëàðíó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå êîjà èìà èçâîäå jåäíàêå

íóëè àêî ïîñòîjå. Òàj ÷ëàí jå ïàòîëîøêè è ðåòêî ñå ïîjàâ§ójå ó ïðèìåíàìà. Îí îäãîâàðà

íåïðåêèäíèì ôóíêöèjàìà êîjå íèñó ñêîðî ñâóäà äèôåðåíöèjàáèëíå.

Ðàçìîòðèìî ïðâî (jåäíîäèìåíçèîíàëíó, óíèâàðèjàíòíó) ôóíêöèjó ðàñïîäåëå ïîâåçàíó ñà

äèñêðåòíîì ñëó÷àjíîì ïðîìå»èâîì êîjà óçèìà âðåäíîñòè ó ïðåáðîjèâî ìíîãî òà÷àêà xi,

ñëèêà 3.5. Îíà èìà ñêîêîâå pi ó òà÷êàìà xi è íå ìå»à âðåäíîñòè èçìå¢ó òèõ òà÷àêà. Ïîøòî

jå P (a < X ≤ b) = F (b)−F (a) îíäà jå âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjàíà ïðîìå»èâà óçèìà âðåäíîñòè

íà èíòåðâàëèìà êîjè íå ñàäðæå ïðåêèäå jåäíàêa íóëè. Ñêîêîâè ôóíêöèjå F (x) ó òà÷êàìà

xi ïðåäñòàâ§àjó âåðîâàòíî£ó êîjà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà óçèìà ó òà÷êàìà xi, P (X = xi) = pi.

Ñêóï ïàðîâà {(xi, pi)} íàçèâà ñå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X. Áðîjåâè pi
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Ñëèêà 3.5: à) Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è á) ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å óíèâàðèjàíòíå äèñêðåòíå

ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.
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a) б)

óçèìàjó âðåäíîñòè èçìå¢ó 0 è 1 à »èõîâ çáèð jå jåäíàê jåäèíèöè. F (x) ñå äîáèjà èç âåðîâàòíî£à

pi ïðåêî èçðàçà

F (x) =
∑
i,xi≤x

pi =
∑
i

piθ(xi − x). (3.23)

Ñëèêà 3.6: Ïðåëàçàê äèñêðåòíå ó íåïðåêèäíó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå êàäà áðîj ïðåêèäà ïîñòàíå

íåïðåáðîjèâî áåñêîíà÷àí.

1

F

x0

Øòà ñå äåøàâà êàäà áðîj âðåäíîñòè n êîjå óçèìà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà ðàñòå? Òàäà jå

áðîj ïðåêèäà ôóíêöèjå F (x) âå£è àëè ñêîêîâè ñó ìà»è ïà ñå ó ãðàíè÷íîì ñëó÷àjó êàäà áðîj

ïðåêèäà ïîñòàíå íåïðåáðîjèâî áåñêîíà÷àí ñòåïåíàñòà ôóíêöèjà ïðåòâàðà ó íåïðåêèäíó, ñëèêà

3.6. Òàêâà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå îäãîâàðà íåïðåêèäíîj ñëó÷àjíîj ïðîìå»èâîj. Ïîøòî

âåðîâàòíî£à íà èíòåðâàëó (a, b] èçíîñè P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a), çà a = b äîáèjàìî

P (a < X ≤ a) = P (X = a) = 0. Äàêëå, âåðîâàòíî£à äà ñå ðåàëèçójå íåêà òà÷êà ó åêñïåðèìåíòó

ó êîìå ïîñìàòðàìî íåïðåêèäíó ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó jå jåäíàêà íóëè. Òî íå çíà÷è äà íèêàäà

òà òà÷êà íå£å áèòè ðåàëèçîâàíà íåãî çíà÷è äà ñå ó âåëèêîì áðîjó ïîíàâ§à»à åêñïåðèìåíòà

îíà ïîjàâ§èâàòè jàêî ðåòêî (íàñóïðîò ñëó÷àjà äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå ó êîìå àêî jå

âåðîâàòíî£à íåêå âðåäíîñòè jåäíàêà íóëè òà âðåäíîñò ñå íèêàäà íå£å ðåàëèçîâàòè).

Âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíà íåïðåêèäíà ïðîìå»èâà X óçèìà âðåäíîñòè íà èíòåðâàëó ∆x

jåäíàêà jå P (x < X ≤ x + ∆x) = F (x + ∆x) − F (x). Èñêîðèñòèìî òàj èçðàç äà äåôèíèøåìî
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ãóñòèíó ðàñïîäåëå (âåðîâàòíî£å)

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x+∆x)

∆x
=

F (x+∆x)− F (x)

∆x
=

dF (x)

dx
. (3.24)

f(x) jå âåðîâàòíî£à ïî jåäèíèöè âåëè÷èíå X. Êàêî áè äîáèëè âåðîâàòíî£ó äà ñëó÷àjíà

ïðîìå»èâà óçèìà âðåäíîñò íà ìàëîì èíòåðâàëó ∆x, ïîòðåáíî jå äà ïîìíîæèìî ãóñòèíó

ðàñïîäåëå ñà èíòåðâàëîì ∆x, f(x)∆x. Âåðîâàòíî£à íà êîíà÷íîì èíòåðâàëó (a, b] èçíîñè

P (a < X ≤ b) =

b∫
a

f(x) dx. (3.25)

Ôóíêöèjó ðàñïîäåëå äîáèjàìî èíòåãðàëå£è ãóñòèíó ðàñïîäåëå

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx. (3.26)

Óñëîâå êîjå çàäîâî§àâà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñó äà jå íîðìàëèçîâàíà íà jåäèíèöó è äà jå íåíåãàòèâíà

ôóíêöèjà (f(x) ≥ 0). Êîðèñòå£è äåëòà ôóíêöèjó ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ãóñòèíó ðàñïîäåëå çà

äèñêðåòíó ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó ó îáëèêó f(x) =
∑
i

piδ(x− xi).

Ïðèìåð Íîâ÷è£ ñå áàöà äâà ïóòà. Íà£è ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå

âåðîâàòíî£å çà ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó êîjà jå jåäíàêà áðîjó äîáèjåíèõ ãëàâà.

Ðåøå»å: Åëåìåíòàðíè äîãà¢àjè ω, âðåäíîñò ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X(ω) è âåðîâàòíî£à

åëåìåíòàðíèõ äîãà¢àjà P (ω) ñó äàòè ó ñëåäå£îj òàáåëè:

ω GG PG GP PP

X(ω) 2 1 1 0

P (ω) 1
4

1
4

1
4

1
4

Ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å è ôóíêöèjà ðàñïîäåëå èçíîñå:

X =

{
0 1 2
1
4

1
2

1
4

}

F (x) =


0 x < 0
1
4

0 ≤ x < 1
3
4

1 ≤ x < 2

1 x ≥ 2
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1

F

0 x

p

x0

a) б)

1 2 1 2

1
4

3
4

1
2

1
4

Ñëèêà 3.7: à) Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è á) ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å çà ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó

êîjà jå jåäíàêà áðîjó äîáèjåíèõ ãëàâà ó äâà áàöà»à íîâ÷è£à.

Ïðèìåð Íåïðåêèäíà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X jå äåôèíèñàíà íà èíòåðâàëó [0, 1] è èìà

ãóñòèíó ðàñïîäåëå f(x) = x. Íîðìàëèçîâàòè ãóñòèíó è íà£è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå.

Ðåøå»å: Êàêî áè íîðìàëèçîâàëè ãóñòèíó ðàñïîäåëå, ïîìíîæèìî jå ñà C. Òàäà jå
1∫
0

Cf(x) dx =

1, tj. C = 2 è f(x) = 2x. Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå èçíîñè F (x) =
x∫
0

f(t) dt = x2.

1

F

0 x

p

x0

a) б)

1 1

1

2

Ñëèêà 3.8: à) Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è á) ãóñòèíà ðàñïîäåëå çà ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó X èç

ïðèìåðà.

3.9 Ñëó÷àjíè âåêòîðè

N ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ ïðåäñòàâ§àjó ñëó÷àjíè âåêòîð ó N -äèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó.

Ðàçìîòðèìî çáîã jåäíîñòàâíîñòè äâîäèìåíçèîíàëíó (áèâàðèjàíòíó) ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó (X, Y ).

Çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå jå òàäà

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) (3.27)

è îíà ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó ïðîèçâîäà äîãà¢àjà X ≤ x è Y ≤ y øòî îäãîâàðà âåðîâàòíî£è

äà ñå ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ó ðàâíè íàëàçè ëåâî è èñïîä òà÷êå (x, y) ó ðàâíè (ñëèêà 3.9).

Âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíà òà÷êà (X, Y ) ëåæè ó ïðàâîóãàîíèêó a < X ≤ b,c < Y ≤ d (ñëèêà

3.9) èçíîñè

P (a < X ≤ b, c < Y ≤ d) = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c). (3.28)
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F (x, y) çàäîâî§àâà èñòå óñëîâå êàî è óíèâàðèjàíòíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå: îíà jå íåîïàäàjó£à

ôóíêöèjà ïî êîîðäèíàòàìà x è y, ãðàíè÷íå âðåäíîñòè èçíîñå F (x,−∞) = F (−∞, y) = F (−∞,−∞) =

0 è F (∞,∞) = 1.

Ñëèêà 3.9: à) Îçíà÷åíà jå îáëàñò ó êîjîj ëåæè ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ñà âåðîâàòíî£îì

F (x, y). á) Âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ëåæè ó îçíà÷åíîj îáëàñòè èçíîñè F (b, d)−
F (b, c)− F (a, d) + F (a, c).

c

y

0 x

a)

a

d

y

0 xb

(x,y)

б)

Çà äâå äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y , áèâàðèjàíòíà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å jå ñêóï

òðîjêè {xi, yi, pij = P (X = xi, Y = yi)}, ãäå ñó xi è yi âðåäíîñòè X è Y à pij âåðîâàòíî£à ó

òèì òà÷êàìà çà êîjó âàæå óñëîâè: 0 ≤ pij ≤ 1 è
∑
i

∑
j

pij = 1. Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå jå jåäíàêà

F (x, y) =
∑
i,xi≤x

∑
j,yi≤y

pij. (3.29)

Ñëèêà 3.10: Îçíà÷åíà jå îáëàñò D ó êîjîj jå âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ïàäíå ó

»ó èçíîñè F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y).

y

x

y+ yD

y

0 xx+ xD

D

Íåïðåêèäíè äâîäèìåíçèîíàëíè ñëó÷àjíè âåêòîð (X, Y ) ñå îïèñójå ãóñòèíîì ðàñïîäåëå

f(x, y). Äî »å äîëàçèìî íà ñëåäå£è íà÷èí. Àêî èçàáåðåìî òà÷êó (x, y) ó ðàâíè, îíäà

âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ïàäíå ó ïðaâîóãàîíèê D ñà òåìåíèìà (x, y), (x +

∆x, y),(x, y +∆y) è (x+∆x, y +∆y) èçíîñè

P ((x, y) ∈ D) = F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y), (3.30)

ñëèêà 3.10. Çàjåäíè÷êà ãóñòèíà ðàñïîäåëå jåäíàêà jå

f(x, y) = lim
∆x→0
∆y→0

P ((x, y) ∈ D)

∆x∆y

=
F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y)

∆x∆y
=

∂2F (x, y)

∂x∂y
.

(3.31)
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Ãóñòèíà ðàñïîäåëå çàäîâî§àâà óñëîâå: f(x, y) ≥ 0 è
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f(x, y) dx dy = 1. Ôóíêöèjó

ðàñïîäåëå ìîæåìî èçðà÷óíàòè èç ãóñòèíå ïðåêî ñëåäå£åã èçðàçà

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(u, v) du dv. (3.32)

Âåðîâàòíî£à äà ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà íàëàçè ó îáëàñòè A jå jåäíàêà

P ((x, y) ∈ A) =

∫∫
A

f(x, y) dx dy. (3.33)

Ïðèìåð Áàöàjó ñå äâà íîâ÷è£à. X è Y ñó áðîjåâè ãëàâà íà ïðâîì è äðóãîì íîâ÷è£ó.

Îäðåäèòè ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå.

Ðåøå»å: Åëåìåíòàðíè äîãà¢àjè ω, âðåäíîñò ñëó÷àjíîã âåêòîðà (X, Y ) è âåðîâàòíî£à

åëåìåíòàðíèõ äîãà¢àjà P (ω) ñó äàòè ó ñëåäå£îj òàáåëè:

ω GG PG GP PP

(X, Y ) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

P (ω) 1
4

1
4

1
4

1
4

Ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å èçíîñè:

X

pij 0 1

Y 0 1
4

1
4

1 1
4

1
4

F (x, y) =



0 −∞ < x < 0, −∞ < y < 0

x > 0, y < 0

x < 0, y > 0
1
4

0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1
1
2

x ≥ 1, 0 ≤ y < 1

0 ≤ x < 1, y ≥ 1

1 x ≥ 1, y ≥ 1
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1

y

0 x1

p

1
4

1
4

1
4

1
4

1

y

0

x1

1
2

1
1
2

1
4

0

0

0

a) б)

F(x,y)

Ñëèêà 3.11: à) Ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å è á) ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíîã âåêòîðà (X, Y )

èç ïðèìåðà.

Ïðèìåð Íà£è ãóñòèíó ðàñïîäåëå è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå äâîäèìåíçèîíàëíîã ñëó÷àjíîã

âåêòîðà êîjè èìà ðàâíîìåðíó ðàñïîäåëó íà êâàäðàòó 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Îäðåäèòè

âåðîâàòíî£å: à) P (X > 1/10, Y > 1/5), á) P (X < 1/2), â) P (X < Y ).

Ðåøå»å:

Ãóñòèíà ðàñïîäåëå èçíîñè

f(x, y) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0 îñòàëî

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñå äîáèjà èíòåãðàöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå ïî ðàçëè÷èòèì îáëàñòèìà

íà ñëèöè.

1

y

0 x1

I II

III IV

(u,v)

(u,v)

Ñëèêà 3.12: Îáëàñòè ó êîjèìà ñå îäðå¢ójå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå èç ïðèìåðà.

Îáëàñò I: F (u, v) =

u∫
0

dx

v∫
0

dy = uv

Îáëàñò II: F (u, v) =

1∫
0

dx

v∫
0

dy = v
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Îáëàñò III: F (u, v) =

u∫
0

dx

1∫
0

dy = u

Îáëàñò IV: F (u, v) =

1∫
0

dx

1∫
0

dy = 1

F (x, y) =



0 −∞ < x < 0, −∞ < y < 0

x > 0, y < 0

x < 0, y > 0

xy 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1

x x ≥ 1, 0 ≤ y < 1

y 0 ≤ x < 1, y ≥ 1

1 x ≥ 1, y ≥ 1

à) P (X > 1/10, Y > 1/5) =
1∫

0,1

dx
1∫

0,2

dy = 0.72, á) P (X < 1/2) =
0,5∫
0

dx
1∫
0

dy = 0.5, â)

P (X < Y ) =
1∫
0

dy
1∫
y

dx = 0, 5

3.10 Óñëîâíà ðàñïîäåëà

Ðàçìîòðèìî ïðâîìàðãèíàëíå ðàñïîäåëå. Òî ñó ðàñïîäåëå ïîjåäèíà÷íèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ

çà äîâîäèìåíçèîíàëíè ñëó÷àjíè âåêòîð èëè ðàñïîäåëå áèëî êîã ïîäñêóïà ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ

êàäà jå äèìåíçèjà âåêòîðà âå£à îä äâà. Ïîñìàòðàjìî äâîäèìåíçèîíàëíè ñëó÷àjíè âåêòîð

(X, Y ). Çà äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå ÷èjà jå çàjåäíè÷êà ðàñïîäåëà pij, ìàðãèíàëíå

ðàñïîäåëå èçíîñå:

P (X = xi) = pi =
m∑
j=1

pij, i = 1, 2, ..., n, (3.34)

P (Y = yi) = pj =
n∑

i=1

pij, j = 1, 2, ...,m. (3.35)

�èõ äîáèjàìî òàêî øòî ó òàáåëè ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ñàáåðåìî ñâå åëåìåíòå jåäíå êîëîíå

èëè ðåäà à ðàçóëòàòå ìîæåìî íàïèñàòè íà ìàðãèíè (îòóäà ïîòè÷å èìå ðàñïîäåëå).

Çà íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå, ìàðãèíàëíå ãóñòèíå ñå äîáèjàjó òàêî øòî ñå ïîñìàòðàjó

âðåäíîñòè ôóíêöèjå ðàñïîäåëå çà x → ∞ èëè y → ∞. Çà y → ∞ äîáèjàìî

FX(x) = F (x,∞) = P (X ≤ x, Y ≤ ∞) = P (X ≤ x) =

x∫
−∞

du

∞∫
−∞

f(u, v) dv. (3.36)
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Ìàðãèíàëíà ãóñòèíà ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X jå

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y) dy (3.37)

jåð jå

FX(x) =

x∫
−∞

fX(u) du. (3.38)

Ñëè÷íî, çà x → ∞ äîáèjàìî

FY (y) = F (∞, y) = P (X ≤ ∞, Y ≤ y) = P (Y ≤ y) =

y∫
−∞

dv

∞∫
−∞

f(u, v) du (3.39)

à ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå Y jå

fY (y) =

∞∫
−∞

f(x, y) dx (3.40)

jåð jå

FY (y) =

y∫
−∞

fY (v) dv. (3.41)

Ðàíèjå ñìî ïîêàçàëè äà âåðîâàòíî£à ïðîèçâîäà äâà äîãà¢àjà íèjå óâåê jåäíàêà ïðîèçâîäó

»èõîâèõ âåðîâàòíî£à jåð äîãà¢àjè ìîãó áèòè çàâèñíè. Çáîã òîãà ñìî äåôèíèñàëè óñëîâíó

âåðîâàòíî£ó êîjó ñàä êîðèñòèìî äà îïèøåìî çàâèñíîñò ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£à ó ñëó÷àjó âèøå

ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ. Íàèìå, âåðîâàòíî£å äà íåêà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà óçèìà âðåäíîñòè

ìîãó çàâèñèòè îä âðåäíîñòè äðóãå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå. Çà äâå äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

X è Y , óñëîâíà ðàñïîäåëà P (Y = yj|X = xi) çà ïðîìå»èâó Y , êàäà íàì jå âðåäíîñò X

ïîçíàòà, jåäíàêà jå

P (Y = yj|X = xi) =
P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)
=

pij
pi

. (3.42)

P (X = xi|Y = yj) jå óñëîâíà ðàñïîäåëà ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X çà ïîçíàòó âðåäíîñò ñëó÷àjíå

ïðîìå»èâå Y . Îíà ñå îäðå¢ójå ïðåêî ñëåäå£åã èçðàçà

P (X = xi|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
pj

. (3.43)

Ó ñëó÷àjó íåïðåêèäíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ X è Y , ðàçìîòðèìî äîãà¢àjå äà îíå óçèìàjó

âðåäíîñò íà íåêîì èíòåðâàëó. Óî÷èìî åëåìåíòàðíè ïðàâîóãàîíèê A ñà ñòðàíèöàìà dx è

dy îêî òà÷êå (x, y), ñëèêà 3.13. Âåðîâàòíî£à äà èçàáðàíà òà÷êà ïàäíå ó îáëàñò A èçíîñè

P ((x, y) ∈ A) = P (x < X ≤ x + dx, y < Y ≤ y + dy) = f(x, y)dxdy. Îâäå èìàìî äâà äîãà¢àjà

E1 è E2 êîjè îäãîâàðàjó äà òà÷êà ïàäíå ó ïîjàñå A1, x < X ≤ x + dx è A2, y < Y ≤ y + dy.

Êîðèñòå£è ôîðìóëó çà ïðîèçâîä äâà äîãà¢àjà äîáèjàìî:

f(x, y)dxdy = P (x < X ≤ x+ dx)P (y < Y ≤ y + dy|x < X ≤ x+ dx)

= P (y < Y ≤ y + dy)P (x < X ≤ x+ dx|y < Y ≤ y + dy),
(3.44)
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Ñëèêà 3.13: Îáëàñòè A, A1 è A2.

y

x

y+dy

y

0 xx+dx

A A

A
1

2

f(x, y)dxdy = fX(x)dxf(y|x)dy = fY (y)dyf(x|y)dx. (3.45)

Óñëîâíå ãóñòèíå èçíîñå

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
(3.46)

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
. (3.47)

Òðåáà íàïîìåíóòè äà jå óñëîâíà ãóñòèíà f(y|x) ôóíêöèjà y à x jå ïàðàìåòàð ðàñïîäåëå.

Äâå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y ñó íåçàâèñíå àêî jå f(x|y) = fX(x) è f(y|x) = fY (y)

(çà íåïðåêèäíå ïðîìå»èâå) èëè P (X = xi|Y = yj) = P (X = xi) è P (Y = yj|X = xi) =

P (Y = yj) (çà äèñêðåòíå ïðîìå»èâå). Ó òîì ñëó÷àjó jå f(x, y) = fX(x)fY (y)(çà íåïðåêèäíå

ïðîìå»èâå) èëè pij = pipj (çà äèñêðåòíå ïðîìå»èâå). Òàêî¢å âàæè ôàêòîðèçàöèjà ôóíêöèjå

ðàñïîäåëå F (x, y) = FX(x)FY (y). Íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå íàì ó ìíîãîìå îëàêøàâàjó

èçðà÷óíàâà»å îñîáèíà ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ øòî £åìî óáðçî âèäåòè.

Ïðèìåð Ïîëîæàj òà÷êå ó äâîäèìåíçèîíàëíîì ïðîñòîðó (X, Y ) jåäíàêî jå âåðîâàòàí óíóòðà

à) êâàäðàòà ñòðàíèöå a; á) êðóãà ïîëóïðå÷íèêà a öåíòðèðàíèõ ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó.

Îäðåäèìî ìàðãèíàëíå è óñëîâíå ðàñïîäåëå ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ X è Y . Äà ëè ñó

ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y íåçàâèñíå?

Ðåøå»å: à)
y

0 x

a
2

a
2

a
2

a
2

-

-

Ñëèêà 3.14: Êâàäðàò ñòðàíèöå a.
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Ãóñòèíà áèâaðèjàòíå ðàñïîäåëå èçíîñè

f(x, y) =

{
1
a2

|x| ≤ a
2
, |y| ≤ a

2

0 îñòàëî

Ìàðãèíàëíå ðàñïîäåëå ñó

fX(x) =


1
a2

a
2∫

−a
2

dy = 1
a

|x| ≤ a
2

0 îñòàëî

fY (y) =


1
a2

a
2∫

−a
2

dx = 1
a

|y| ≤ a
2

0 îñòàëî

Óñëîâíå ðàñïîäåëå jåäíàêå ñó

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{
1
a

|y| ≤ a
2

0 îñòàëî

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=

{
1
a

|x| ≤ a
2

0 îñòàëî

f(x, y) = fX(x)fY (y), ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y ñó íåçàâèñíå.

á)
y

0 x

a

a

aa-

-

Ñëèêà 3.15: Êðóã ïîëóïðå÷íèêà a.

Ãóñòèíà áèâaðèjàòíå ðàñïîäåëå èçíîñè

f(x, y) =

{
1

πa2
x2 + y2 ≤ a2

0 îñòàëî

Ìàðãèíàëíå ðàñïîäåëå ñó

fX(x) =


1

πa2

√
a2−x2∫

−
√
a2−x2

dy = 2
√
a2−x2

πa2
|x| ≤ a

0 îñòàëî
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fY (y) =


1

πa2

√
a2−y2∫

−
√

a2−y2

dx =
2
√

a2−y2

πa2
|y| ≤ a

0 îñòàëî

Óñëîâíå ðàñïîäåëå jåäíàêå ñó

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{
1

2
√
a2−x2 |y| ≤ a

0 îñòàëî

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=


1

2
√

a2−y2
|x| ≤ a

0 îñòàëî

fX(x)fY (y) =
4
√

(a2−x2)(a2−y2)

π2a4
̸= f(x, y), ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y ñó çàâèñíå.

3.11 Áðîj÷àíå êàðàêòåðèñòèêå ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å

×åñòî íå çíàìî èëè íå ìîæåìî äà îäðåäèìî (ãóñòèíó) ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

íåãî ìîæåìî îäðåäèòè ñàìî íåêîëèêî áðîjåâà êîjè êàðàêòåðèøó òó ðàñïîäåëó. Òè áðîjåâè

ñå ìîãó ïîäåëèòè ó äâå ãðóïå: îíè êîjè îïèñójó öåíòàð íàãîìèëàâà»à âðåäíîñòè ñëè÷àjíå

ïðîìå»èâå è îíè êîjè îïèñójó îïñåã ðàñòóðà»à âðåäíîñòè îêî òà÷êå íàãîìèëàâà»à.

Ìîä jå íàjâåðîâàòíèjà âðåäíîñò ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå (îíà âðåäíîñò çà êîjó (ãóñòèíà)

ðàñïîäåëå èìà ìàêñèìóì). Ïîñòîjå óíèìîäàëíå (jåäàí ìàêñèìóì) è ìóëòèìîäàëíå (âèøå

ìàêñèìóìà) ðàñïîäåëå, ñëèêà 3.16.

Ñëèêà 3.16: à) Óíèìîäàëíà è á) ìóëòèìîäàëíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå.

f

x

f

x

a) б)

1 2 3x x x x
mod mod mod mod

Ñðåä»à (î÷åêèâàíà) âðåäíîñò ⟨X⟩ ñëó÷àjíå ïðîìå»èâåX ïðåäñòàâ§à òà÷êó íàãîìèëàâà»à

âðåäíîñòè X êîjà íå ìîðà îäãîâàðàòè ìîäó ðàñïîäåëå. Îíà ñå èçðà÷óíàâà íà ñëåäå£è íà÷èí:

⟨X⟩ =


n∑

i=1

xipi äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

xf(x) dx íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.48)

Ó ñòàòèñòèöè ñå ìîæå ïîêàçàòè äà àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà âåëèêîã áðîjà óçîðàêà êîíâåðãèðà ó

âåðîâàòíî£è êà ñðåä»îj âðåäíîñòè ðàñïîäåëå.
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Ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà óâåê ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàî ñðåä»à âðåäíîñò óñëîâíå ðàñïîäåëå,

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y) dy =

∞∫
−∞

f(x|y)fY (y) dy = ⟨f(x|y)⟩Y , (3.49)

ãäå jå óñëîâíà ðàñïîäåëà f(x|y) = δ(x− y)

Ñðåä»à âðåäíîñò jå ñïåöèjàëíè ñëó÷àj k-òîã ìîìåíòà îêî êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà

(îáè÷íîã ìîìåíòà) çà k = 1. Çà îñòàëå âðåäíîñòè k, îáè÷íè ìîìåíòè èçíîñå

mk = ⟨Xk⟩ =


n∑

i=1

xk
i pi äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

xkf(x) dx íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.50)

Äåôèíèöèjó îáè÷íîã ìîìåíòà ìîæåìî óîïøòèòè íà ñëó÷àjíè âåêòîð (X, Y ):

mkl = ⟨XkY l⟩ =


n∑

i=1

m∑
j=1

xk
i y

l
jpij äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xkylf(x, y) dx dy íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.51)

Ó ñëó÷àjó k = 0 èëè l = 0 ìîìåíòè ñå ðåäóêójó íà ìîìåíò ìàðãèíàëíå ðàñïîäåëå çà ïðîìå»èâå

Y è X.

Îñîáèíå ñðåä»å âðåäíîñòè ñó (C jå êîíñòàíòà):

1. ⟨C⟩ = 0

2. ⟨CX⟩ = C⟨X⟩
3. ⟨X1 +X2⟩ = ⟨X1⟩+ ⟨X2⟩
4. ⟨X1X2⟩ = ⟨X1⟩⟨X2⟩ àêî ñó X1 è X2 íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.

Ðàñòóðà»å âðåäíîñòè ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå îêî ñðåä»å âðåäíîñòè jå äàòî k-òèì öåíòðàëíèì

ìîìåíòîì:

µk = ⟨(δX)k⟩ = ⟨(X − ⟨X⟩)k⟩ =


n∑

i=1

(xi − ⟨X⟩)kpi äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

(x− ⟨X⟩)kf(x) dx íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.52)

Äðóãè öåíòðàëíè ìîìåíò ñå íàçèâà âàðèjàíñà (äèñïåðçèjà) è jåäíàê jå î÷åêèâà»ó êâàäðàòà

ãðåøêå (ôëóêòóàöèjå) δX = X − ⟨X⟩,

var(X) = µ2 = ⟨(δX)2⟩ = ⟨(X − ⟨X⟩)2⟩ = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 (3.53)

òj. µ2 = m2 − m2
1 = σ2, σ jå ñòàíäàðäíî îäñòóïà»å. Ñëè÷íå ðåëàöèjå ïîñòîjå èçìå¢ó

öåíòðàëíèõ è îáè÷íèõ ìîìåíàòà âèøåã ðåäà.

Çà ñëó÷àjíè âåêòîð (X, Y ), ìîæåìî äåôèíèñàòè öåíòðàëíå ìîìåíòå

µkl = ⟨(X − ⟨X⟩)k(Y − ⟨Y ⟩)l⟩. (3.54)
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Êîâàðèjàíñà jå ìîìåíò

cov(X, Y ) = µ11 = ⟨(X − ⟨X⟩)(Y − ⟨Y ⟩)⟩ = ⟨XY ⟩ − ⟨X⟩⟨Y ⟩. (3.55)

Êîðåëàöèjà äâå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X è Y ñå äåôèíèøå

ρXY =
cov(X, Y )√
var(X)var(Y)

. (3.56)

Îíà ïîêàçójå ñòåïåí ëèíåàðíå çàâèñíîñòè ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ X è Y . Óçèìà âðåäíîñòè

−1 ≤ ρXY ≤ 1, òàêî äà âðåäíîñòè 1 è −1 îäãîâàðàjó ïîòïóíîj ëèíåàðíîj çàâèñíîñòè è

àíòèçàâèñíîñòè, äîê âðåäíîñò 0 îäãîâàðà îäñóñòâó ëèíåàðíå çàâèñíîñòè (ìîãó£å jå äà ïîñòîjè

íåëèíåàðíà çàâèñíîñò).

Ïðèìåð Ñëó÷àjíà òà÷êà jå ðàâíîìåðíî ðàñïîðå¢åíà íà à) êðóãó, á) ëîïòè ïîëóïðå÷íèêà a.

Íà£è ñðåä»ó âðåäíîñò ðàñòîjà»à òà÷êå îä öåíòðà. Êîëèêî îíà èçíîñè êàäà áðîj äèìåíçèjà

èäå ó áåñêîíà÷íîñò?

Ðåøå»å: a) Ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå òà÷êå ó êðóãó jå:

f(x, y) =

{
1

a2π
x2 + y2 ≤ a2

0 îñòàëî

y

0 x

(x,y)

a

a

Ñëèêà 3.17: Ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ó êðóãó ïîëóïðå÷íèêà a.

Ðàñòîjà»å òà÷êå îä öåíòðà jå R =
√

x2 + y2. Ñðåä»à âðåäíîñò ðàñòîjà»à èçíîñè:

⟨R⟩ =
∫∫
êðóã

√
x2 + y2f(x, y) dx dy =

∫∫
êðóã

r
1

a2π
rsinθ dr dθ

=
1

a2π

2π∫
0

sinθ dθ

a∫
0

r2 dr =
2a

3
.

Îâäå ñìî èñêîðèñòèëè ïîëàðíå êîîðäèíàòå äà ðåøèìî èíòåãðàë.
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á) Ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå òà÷êå ó ëîïòè èçíîñè:

f(x, y, z) =


1

4
3
πa3

x2 + y2 + z2 ≤ a2

0 îñòàëî

y

0 x

(x,y,z)

a

a

z

a

Ñëèêà 3.18: Ñëó÷àjíî èçàáðàíà òà÷êà ó ëîïòè ïîëóïðå÷íèêà a.

Ðàñòîjà»å òà÷êå îä öåíòðà ëîïòå jåäíàêî jå R =
√
x2 + y2 + z2, à ñðåä»à âðåäíîñò

ðàñòîjà»à jå:

⟨R⟩ =
∫∫∫
ëîïòà

√
x2 + y2 + z2f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
ëîïòà

r
1

4
3
πa3

r2sinθ dr dθ dφ

=
1

4
3
πa3

2π∫
0

dφ

π∫
0

sinθ dθ

a∫
0

r3 dr =
3a

4
.

Èíòåãðàë ñìî ðåøèëè êîðèñòå£è ñôåðíå êîîðäèíàòå. Íèjå òåøêî óî÷èòè äà jå çà n-

äèìåíçèîíàëíó ëîïòó, ñðåä»å ðàñòîjà»å òà÷êå îä öåíòðà ëîïòå ⟨R⟩ = na
n+1

, øòî äàjå

ãðàíè÷íó âðåäíîñò lim
n→∞

⟨R⟩ = a. Îâàj ðàçóëòàò, äà jå ñðåä»å ðàñòîjà»å íàñóìè÷íî èçàáðàíå

òà÷êå ñà óíèôîðìíîì ãóñòèíîì ðàñïîäåëå ó n-äèìåíçèîíàëíîj ëîïòè jåäíàêî ïîëóïðå÷íèêó

ëîïòå óêàçójå äà ñå ñêîðî ñâå òà÷êå íàëàçå íà ïîâðøè ëîïòå êàî øòî ñìî äîáèëè ðàçìàòðàjó£è

ïðèìåð ó âåçè çàïðåìèíå ëîïòå.

3.12 Òðàíñôîðìàöèjà ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà Y = g(X) ñå íàçèâà òðàíñôîðìàöèjîì ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X, ãäå

jå g íåêà ôóíêöèjà. Èíòåðåñójå íàñ äà îäðåäèìî ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å çà Y . Ó äèñêðåòíîì

ñëó÷àjó, ðàñïîäåëà jå äàòà ñëåäå£èì èçðàçîì:

P (Y = yi) = P (g(X) = yi) = P ({x|g(x) = yi}) = P (x ∈ g−1(yi)). (3.57)

Äàêëå, ïîòðåáíî jå íà£è ñâå âðåäíîñòè x êîjå ôóíêöèjà g ïðåñëèêàâà ó âðåäíîñò yi è ñàáðàòè

»èõîâå âåðîâàòíî£å. Ó ñëó÷àjó íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X, ïîñòîjå òðè êîðàêà çà

íàëàæå»å ãóñòèíå ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå Y :

1. çà ñâàêî y íà£è ñêóï Ay = {x|g(x) ≤ y}, ñëèêà 3.19,
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2. íà£è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P ({x|g(x) ≤ y}) =∫
Ay

f(x) dx,

3. ãóñòèíà ðàñïîäåëå èçíîñè fY (y) =
dFY (y)

dy
.

Ñëèêà 3.19: Ó ïðâîì êîðàêó òðàíñôîðìàöèjå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå, ïîòðåáíî jå íà£è ñêóïîâå

Ay jåð ôóíêöèjà íå ìîðà áèòè ìîíîòîíà.

y

x

g(x)

Êàäà jå g ìîíîòîíî ðàñòó£à èëè îïàäàjó£à ôóíêöèjà (ñëèêà 3.20), îíäà jå

FY (y) = P (g(X) ≤ y) =

{
P (X ≤ g−1(y)) = FX(g

−1(y)) ðàñòó£à

P (X ≥ g−1(y)) = 1− FX(g
−1(y)) îïàäàjó£à.

Ñòîãà jå ãóñòèíà ðàñïîäåëå

fY (y) =

{
f(g−1(y))dg

−1(y)
dy

ðàñòó£à

−f(g−1(y))dg
−1(y)
dy

îïàäàjó£à.

Îâà äâà ñëó÷àjà ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè ïðåêî jåäíå jåäíà÷èíå:

fY (y) = f(g−1(y))

∣∣∣∣dg−1(y)

dy

∣∣∣∣ = fX(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ . (3.58)

Èçðàç çà òðàíñôîðìàöèjó ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå ñå ìîæå äîáèòè ïîìî£ó äåëòà ôóíêöèjå.

Èñêîðèñòèìî jåäíà÷èíó 3.49 êîjà ïðåäñòàâ§à ìàðãèíàëíó ðàñïîäåëó êàî ñðåä»ó âðåäíîñò

óñëîâíå ðàñïîäåëå. Ó ñëó÷àjó òðàíôîðìàöèjå ïðîìå»èâå, óñëîâíà ðàñïîäåëà èçíîñè f(y|x) =
δ(y − g(x)). Òàäà jå òðàíñôîðìèñàíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå

fY (y) =

b∫
a

fX(x)δ(y − g(x)) dx, (3.59)

Ñëèêà 3.20: à) Ìîíîòîíî ðàñòó£à è á) ìîíîòîíî îïàäàjó£à ôóíêöèjà g(x).

y

0 x

y

0 x

y y

x x

y=g(x)
y=g(x)

a) б)
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ãäå ñó ãðàíèöå èíòåãðàöèjå îäðå¢åíå ãðàíèöàìà èíòåðâàëà íà êîjåì jå X äåôèíèñàíà. Òàäà ñó

ãðàíèöå íà êîjèìà jå äåôèíèñàíà Y îäðå¢ójó èç íåjåäíàêîñòè a < g−1(y) < b. Àêî èñêîðèñòèìî

èçðàç çà äåëòà ôóíêöèjó ñà ñëîæåíèì àðãóìåíòîì 2.19, äîáèjàìî:

fY (y) =

∫
fX(x)

∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
dx =

∑
i

fX(xi)∣∣ dy
dx
(xi)

∣∣ , (3.60)

ãäå ñó xi ðåøå»à jåäíà÷èíå g(x) = y.

Ðàçìîòðèìî äâîäèìåíçèîíàëíè ñëó÷àj. Æåëèìî äà òðàíñôîðìèøåìî ñëó÷àjíè âåêòîð

(X1, X2) íà âåêòîð (Y1, Y2) ïîìî£ó áèjåêòèâíå òðàíñôîðìàöèjå Y1 = g1(X1, X2) è Y2 = g2(X1, X2)

÷èjà jå äåòåðìèíàíòà jàêîáèjàíà |J |. Òàäà jå òðàíñôîðìèñàíà áèâàðèjàòíà ðàñïîäåëà äàòà

èçðàçîì:

f(y1, y2) = f(x1, x2)|J | = f(g−1
1 (y1, y2), g

−1
2 (y1, y2))

∣∣∣∣∂(x1, x2)

∂(y1, y2)

∣∣∣∣ . (3.61)

Ïðèìåð Íåêà jå äàòà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ñëó÷àjàíå ïðîìå»èâå X,

X =

{
−2 −1 0 1 2
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5
.

}
Íà£è ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å çà Y = X2.

Ðåøå»å: Ðàçìîòðèìî êîjå âðåäíîñòè óçèìà Y :

xi −2 −1 0 1 2

yi 4 1 0 1 4

pi
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

Ïîòðåáíî jå ñàáðàòè ñâå âåðîâàòíî£å êîjå ñó ïîâåçàíå ñà èñòîì âðåäíîø£ó yi

Y =

{
0 1 4
1
5

2
5

2
5

}

Ïðèìåð Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X èìà ãóñòèíó ðàñïîäåëå fX(x) =
1√
2π
e−x2

íà îïñåãó −∞ <

x < ∞. Îäðåäèòè ãóñòèíó ðàñïîäåëå çà Y = X2.

Ðåøå»å: Ôóíêöèjà y = x2 íèjå ìîíîòîíà íà −∞ < x < ∞. Ay = {x|x2 ≤ y}, òàêî äà ñó
âðåäíîñòè x îãðàíè÷åíå íà −√

y ≤ x ≤ √
y çà ñâàêî y > 0. Ó îêâèðó òèõ âðåäíîñòè òðåáà

èíòåãðàëèòè ãóñòèíó ðàñïîäåëå fX(x),

FY (y) =

√
y∫

−√
y

1√
2π

e−x2

dx = FX(
√
y)− FX(−

√
y).
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y

0 x-

y=x
2

y

y

y
1
2

1
2

Ñëèêà 3.21: Ôóíêöèjà y = x2.

Îâàj èíòåãðàë íåìà àíàëèòè÷êè îáëèê è çàòî êîðèñòèìî ôóíêöèjó FX(x). Èçâîäå òå

ôóíêöèjå äàjå ãóñòèíó òðàíñôîðìèñàíå ðàñïîäåëå:

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

fX(
√
y)

2
√
y

−
fX(−

√
y)

−2
√
y

=
e−y

√
2πy

, (3.62)

çà y > 0.

Ðåøèìî ñàäà îâàj ïðèìåð êîðèñòå£è äåëòà ôóíêöèjó. Ïîòðåáíà ñó íàì ðåøå»à jåäíà÷èíå

y = x2, êîjà èçíîñå y =
√
x è y = −

√
x. Èçâîä

∣∣ dy
dx

∣∣ jå jåäíàê 2x. Ãóñòèíà òðàíñôîðìèñàíå

ðàñïîäåëå ñå äîáèjà èç jåäíà÷èíå 3.60:

fY (y) =
1√
2π

(
e−y

2
√
y
+

e−y

2
√
y

)
=

e−y

√
2πy

. (3.63)

Ðàñïîäåëà jå äåôèíèñàíà íà èíòåðâàëó −∞ <
√
y < ∞, òj. y > 0.

Ïîñòîjè âàæíà ïîñëåäèöà òðàíñôîðìàöèjå íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå. Ïîøòî ãóñòèíà

ðàñïîäåëå òðàíñôîðìèñàíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå ñàäðæè äåòåðìèíàíòó Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå,

òî îíà íå ìîðà äà èìà èñòè ìàòåìàòè÷êè îáëèê êàî îðèãèíàëíà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà. Òàêî

àêî òðàíñôîðìèøåìî óíèôèðìíó ãóñòèíó ðàñïîäåëó íåëèíåðàíîì òðàñôîðìàöèjîì, äîáèjàìî

ãóñòèíó ðàñïîäåëå êîjà íèjå óíèôîðìíà. Óíèôîðìíà ðàñïîäåëà ïî ôðåêâåíöèjàìà íèjå óíèôîðìíà

ðàñïîäåëà ïî òàëàñíîj äóæèíè. Ó âåîìà ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó, ìîæå ñå äåñèòè äà jå äåòåðìèíàíòà

Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà jåäíàêà jåäèíèöè è òàäà òðàíñôîðìàöèjà íå ìå»à

ðàñïîäåëó. Òî ñå äåøàâà ñà êîîðäèíàòàìà è èìïóëñèìà ó ðàçëè÷èòèì âðåìåíñêèì òðåíóöèìà

ó Õàìèëòîíîâîj ìåõàíèöè øòî jå áèëî ïðåñóäíî çà ðàçâîj ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêå.

Àêî jå Y = g(X) òðàíñôîðìàöèjà ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå X îíäà jå

⟨Y ⟩ = ⟨g(X)⟩ =


n∑

i=1

g(xi)pi äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

g(x)f(x) dx íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.64)

Îâà òåîðåìà íàì îìîãó£ójå äà îäðåäèìî ñðåä»ó âðåäíîñò òðàíñôîðìèñàíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

òàêî øòî £åìî èçáåãíóòè îäðå¢èâà»å ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå Y . Òàêî¢å, ìîæåìî
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îäðåäèòè î÷åêèâàíó âðåäíîñò çà òðàíñôîðìàöèjó Z = g(X, Y ):

⟨Z⟩ = ⟨g(X, Y )⟩ =


n∑

i=1

m∑
j=1

g(xi, yj)pij äèñêðåòíè ñëó÷àj

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(x, y)f(x, y) dx dy íåïðåêèäíè ñëó÷àj
(3.65)

Îâó ñðåä»ó âðåäíîñò £åìî ó÷åñòàëî êîðèñòèòè ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè.

3.13 Ñïåöèjàëíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

Ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðàçëè÷èòèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ. Èïàê, ó ïðèìåíàìà ñå ÷åñòî

íàèëàçè íà íåêîëèêî ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ ÷èjå îñîáèíå jå ïîæå§íî çíàòè. Ðàçìîòðèìî

ïðâî äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.

Äèñêðåòíà óíèôîðìíà ðàñïîäåëà èìà èñòå âåðîâàòíî£å çà ñâå âðåäíîñòè ñëó÷àjíå

ïðîìå»èâå X. Çà äàòè öåî áðîj n, ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å èçíîñè

P (X = x) =
1

n
, (3.66)

çà x = 1, 2, ..., n. Ñðåä»à âðåäíîñòè è âàðèjàíñà ðàñïîäåëå ñó n+1
2

è n2−1
12

. Ïðèìåð ñëó÷àjíå

ïðîìå»èâå ñà äèñêðåòíîì óíèôîðìíîì ðàñïîäåëîì jå ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà êîjà îäãîâàðà

äîáèjåíîì áðîjó ó áàöà»ó êîöêèöå.

Áåðíóëèjåâà ðàñïîäåëà ñå ïîjàâ§ójå ó åêñïåðèìåíòó ñà äâà äîãà¢àjà (íåêè äîãà¢àj ñå

îäèãðàî èëè ñå íèjå îäèãðàî). Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà X óçèìà âðåäíîñòè 1 àêî ñå äîãà¢àj

îäèãðàî ñà âåðîâàòíî£îì p è 0 àêî ñå íèjå îäèãðàî ñà âåðîâàòíî£îì 1−p, 0 ≤ p ≤ 1. Ðàñïîäåëà

âåðîâàòíî£å Áåðíóëèjåâå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå èçíîñè

P (X = x) = px(1− p)1−x, (3.67)

x = 0, 1. Ñðåä»à âðåäíîñòè è âàðèjàíñà ðàñïîäåëå ñó p è p(1 − p). Ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà

ïîâåçàíà ñà ðåàëèçàöèjîì äîãà¢àjà ó êîìå áàöà»å êîöêèöå äàjå áðîj âå£è îä ÷åòèðè èìà

Áåðíóëèjåâó ðàñïîäåëó.

Áèíîìíà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ñå îäíîñè íà ñëó÷àj ïîíàâ§à»à åêñïåðèìåíòà ñà äâà

äîãà¢àjà n ïóòà, à ðåàëèçàöèjå åêñïåðèìåíòà ñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå. Òàäà jå ñëó÷àjíà

ïðîìå»èâà X êîjà áðîjè ðåàëèçàöèjå åêñïåðèìåíòà ó êîìå ñå äîãà¢àj îäèãðàî jåäíàêà çáèðó

Áåðíóëèjåâèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ Xi çà ñâàêî èçâî¢å»å åêñïåðèìåíòà, X = X1+X2+ ...+

Xn. Ïîøòî ïîñòîjè
(
n
x

)
íà÷èíà äà ñå ïîçèòèâíî ðåàëèçójå x åêñïåðèìåíàòà îä n, ðàñïîäåëà

âåðîâàòíî£å çà áèíîìíó ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó X èçíîñè

P (X = x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, (3.68)

x = 0, 1, 2, ..., n. Ñðåä»à âðåäíîñò è âàðèjàíñà áèíîìíå ðàñïîäåëå ìîãó ñå äîáèòè èç çáèðà

Áåðíóëèjåâèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ êîjå ñó íåçàâèñíå. Ñðåä»à âðåäíîñò èçíîñè np, à âàðèjàíñà

jå jåäíàêà np(1− p). Ïðèìåð áèíîìíå ðàñïîäåëå jå ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà êîjà jå jåäíàêà áðîjó

äîáèjåíèõ áðîjåâà âå£èõ îä ÷åòèðè ó äåñåò áàöà»à êîöêèöå.
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Ìóëòèíîìíà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å jå ìóëòèâàðèjàòíà âåðçèjà áèíîìíå ðàñïîäåëå. Îíà

îäãîâàðà ñëó÷àjíîì âåêòîðóX = (X1, X2, ..., Xm) îä êîjèõ k-òà êîìïîíåíòà ïðåäñòàâ§à ñëó÷àjíó

ïðîìå»èâó êîjà áðîjè ðåàëèçèöèjå äîãà¢àjà Ak êîjè ñå îäèãðàî ñà âåðîâàòíî£îì pk. Äîãà¢àjè

ñó ìå¢óñîáíî èñê§ó÷èâè è ÷èíå ïîòïóí ïðîñòîð ñòà»à. Ó ñâàêîj ðåàëèçàöèjè åêñïåðèìåíòà,

àêî ñå äîãà¢àj Ak îäèãðàî, Xk ñå óâå£àâà çà jåäèíèöó. Àêî ñå ó n íåçàâèñíèõ ðåàëèçàöèjà

åêñïåðèìåíòà äîãà¢àj Ak îäèãðàî xk ïóòà, îíäà jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å jåäíàêà

P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xm = xm) =

(
n

x1 x2 ... xm

)
px1
1 px2

2 ...pxm
m (3.69)

óç óñëîâ x1 + x2 + ... + xm = n. Ìàðãèíàëíå ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£à çà ñâàêó êîìïîíåíòó ñó

áèíîìíå ðàñïîäåëå øòî çíà÷è äà jå ñðåä»à âðåäíîñò ñâàêå êîìïîíåíòå jåäíàêà npi, à âàðèjàíñà

èçíîñè npi(1−pi). Ïðèìåð ìóëòèíîìíå ðàñïîäåëå jå ñëó÷àjíà ïðîìè»èâà êîjà áðîjè èçâó÷åíå

áåëå, öðíå è ïëàâå êóãëèöà èç êóòèjå ñà ïî äåñåò áåëèõ è öðíèõ è ïåò ïëàâèõ êóãëèöà. Ó

ñâàêîì èçâëà÷å»ó óçèìà ñå jåäíà êóãëèöà è îäìàõ âðà£à ó êóòèjó, à åêñïåðèìåíò ñå ïîíàâ§à

äâàäåñåò ïóòà.

Ãåîìåòðèjñêà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å îïèñójå áðîj ðåàëèçàöèjà åêñïåðèìåíòà äî ïðâå

ïîjàâå æå§åíîã äîãà¢àjà. Àêî jå p âåðîâàòíî£à äà ñå äîãà¢àj îäèãðà, à 1− p äà ñå íå îäèãðà

è àêî ñó ðåàëèçàöèjå åêñïåðèìåíòà íåçàâèñíå, îíäà jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å

P (X = x) = p(1− p)x−1, (3.70)

x = 0, 1, 2, .... Ñðåä»à âðåäíîñòè è âàðèjàíñà ðàñïîäåëå ñó 1
p
è 1−p

p2
. Ïðèìåð ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå

ñà ãåîìåòðèjñêîì ðàñïîäåëîì jå áðîj áàöà»à êîöêèöå äî ïðâå ïîjàâå áðîjà øåñò.

Ïóàñîíîâa ðàñïîäåëa âåðîâàòíî£å ñà ïàðàìåòðîì λ > 0 èçíîñè

P (X = x) = e−λλ
x

x!
, (3.71)

x = 0, 1, 2, .... Ñðåä»à âðåäíîñò è âàðèjàíñà èìàjó èñòó âðåäíîñò jåäíàêó ïàðàìåòðó λ. Îíà

ñå êîðèñòè äà îïèøå áðîj ñëó÷àjíèõ äîãà¢àjà êîjè ñå îäèãðàâàjó ó íåêîì èíòåðâàëó âðåìåíà àêî

ñó äîãà¢àjè îäèãðàâàjó êîíñòàíòíîì áðçèíîì è âðåìåíñêè íåçàâèñíî îä ïðåòõîäíîã îäèãðàâà»à.

Ìîæå ñå êîðèñòèòè è çà áðîjà»å ðåòêèõ äîãà¢àjà ó íåêîì ïðîñòîðó. Íà ïðèìåð, áðîj ðàäèîàêòèâíèõ

÷åñòèöà êîjå ñòèæó íà äåòåêòîð ó íåêîì èíòåðâàëó âðåìåíà èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó.

Ðàçìîòðèìî òàêî¢å è òðè íåïðåêèäíå ãóñòèíå ðàñïîäåëå.

Óíèôîðìíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå jå äåôèíèñàíà íà èíòåðâàëó [a, b] è èçíîñè

f(x) =
1

b− a
. (3.72)

Ñðåä»à âðåäíîñòè è âàðèjàíñà ðàñïîäåëå ñó a+b
2

è (b−a)2

12
. �åíà ìóëòèâàðèjàíòíà âåðçèjà çà

n-äèìåíçèîíàëíè ñëó÷àjíè âåêòîð (X1, X2, ..., Xn) äåôèíèñàí ó îáëàñòè A jåäíàêà jå

f(x1, x2, ..., xn) =
1

ìåðà îáëàñòè À
. (3.73)

Âå£ ñìî ñå ñðåëè ñà óíèôîðìíîì ãóñòèíîì äåôèíèñàíîì íà êâàäðàòó èëè êðóãó.
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Åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà çà ïàðàìåòàð λ > 0 èìà îáëèê

f(x) =
1

λ
e−

x
λ , (3.74)

x > 0. Îíà îïèñójå âðåìå ÷åêà»à èçìå¢ó ðåòêèõ äîãà¢àjà ÷èjè áðîj ó íåêîì èíòåðâàëó jå

îïèñàí Ïîàñîíîâîì ðàñïîäåëîì, ðåöèìî âðåìå ÷åêà»à èçìå¢ó îãëàøàâà»à Ãàjãåðîâîã áðîjà÷à.

Ñðåä»à âðåäíîñòè è âàðèjàíñà ðàñïîäåëå ñó 1
λ
è 1

λ2 .

Ãàóñîâà (íîðìàëíà) ðàñïîäåëà èìà ãóñòèíó ðàñïîäåëå jåäíàêó

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−m1)

2

2σ2 , (3.75)

−∞ < x < ∞. m1 è σ ñó ñðåä»à âðåäíîñò è ñòàíäàðäíî îäñòóïà»å ðàñïîäåëå. Îíà ñå âåîìà

÷åñòî ïîjàâ§ójå ó ïðèìåíàìà è çàòî jå ïðîçâàíà íîðìàëíà ðàñïîäåëà.

Ïîä îäðå¢åíèì ãðàíè÷íèì óñëîâèìà, ðàñïîäåëå íåêèõ ñïåöèjàëíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ

ñå ìîãó ïðåòâîðèòè ó ðàñïîäåëå íåêèõ äðóãèõ ñïåöèjàëíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ.

Ïðèìåð Ñóä çàïðåìèíå V ñàäðæè N ìîëåêóëà èäåàëíîã ãàñà. Èçàáðàíè ìàëè äåî òå

çàïðåìèíå v ñàäðæè n ìîëåêóëà. à) Íà£è ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å P (X = n), á) ïîêàçàòè

äà êàäà ñó N è V âåëèêè, îíäà P (X = n) ïîñòàjå jåäíàêî Ïóàñîíîâîj ðàñïîäåëè, â)

ïîêàçàòè äà êàäà ñó N è n âåëèêè, îíäà P (X = n) ïîñòàjå ïðèáëèæíî jåäíàêî Ãàóñîâîj

ðàñïîäåëè.

Ðåøå»å: à) Âåðîâàòíî£à äà ñå jåäàí ìîëåêóë íà¢å ó çàïðåìèíè v èçíîñè p = v/V . Ñâàêè

ìîëåêóë ìîæå àëè è íå ìîðà áèòè ó çàïðåìèíè v. Ïîøòî jå ãàñ èäåàëàí, âåðîâàòíî£à äà ñå

íåêè ìîëåêóë íà¢å ó çàïðåìèíè v íå çàâèñè îä îñòàëèõ ìîëåêóëà. Ñòîãà jå áðîj ìîëåêóëà

ó çàïðåìèíè v äàò áèíîìíîì ðàñïîäåëîì P (X = n) =
(
N
n

)
pn(1− p)N−n.

V

v

Ñëèêà 3.22: Îáëàñò çàïðåìèíå v ó ñóäó çàïðåìèíå V .

á) Àêî jå V âåëèêî, îíäà jå p = v/V ìàëî, òj. jàêî jå ìàëà âåðîâàòíî£à äà ñå íåêè

ìîëåêóë íà¢å ó çàïðåìèíè v. Ïðîèçâîä âåëèêîã N è ìàëîã p jå áðîj λ = Np. Èç òîã

èçðàçà äîáèjàìî p = λ/N è

P (X = n) =
N !

n!(N − n)!

(
λ

N

)n(
1− λ

N

)N−n

=
N(N − 1)...(N − n+ 1)

n!

λn

Nn

(
1− λ

N

)N (
1− λ

N

)−n

.
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Ðàçìîòðèìî øòà ñå äåøàâà êàäà N → ∞

lim
N→∞

N(N − 1)...(N − n+ 1)

Nn
= 1,

lim
N→∞

(
1− λ

N

)N

= e−λ,

lim
N→∞

(
1− λ

N

)−n

= 1.

Ñòîãà jå P (X = n) = λn

n!
e−λ. Ïðèìåòèìî äà jå λ = Np ñðåä»à âðåäíîñò áèíîìíå ðàñïîäåëå.

V

v

Ñëèêà 3.23: Îáëàñò âåîìà ìàëå çàïðåìèíå v ó ñóäó çàïðåìèíå V .

â) Óïîòðåá§àâàìî Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó çà ôàêòîðèjåë lnN ! ≈ N lnN − N , òj.

N ! ≈ eN lnN−N . �åãîâîì çàìåíîì ó áèíîìíó ðàñïîäåëó äîáèjàìî

P (X = n) = eN lnN−N−(N−n)ln(N−n)+N−n+nlnn+n+nlnp+(N−n)ln(1−p) = eg(N),

g(n) = N lnN − (N − n)ln(N − n)− nlnn+ nlnp+ (N − n)ln(1− p).

Èñêîðèñòèìî êàî ó àïðîêñèìàöèjè ïðåâîjíå òà÷êå äà ðàçâèjåìî ôóíêöèjó g(n) ó Òåjëîðîâ

ðåä îêî ìàêñèìóìà. Ïðâè èçâîä jåäíàê jå g′(n) = ln(N − n) − lnn + lnp − ln(1 − p).

Ìàêñèìóì ñå íàëàçè ó òà÷êè n0 = Np. Äðóãè èçâîä èçíîñè g′′(n) = −N
n(N−n)

. Çàìåíîì

Òåjëîðîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå g(n) íàëàçèìî

P (X = n) = eg(x0)+
1
2
g′′(x0)(n0−n)2+... ≈ Ce−

(Np−n)2

2Np(1−p) . (3.76)

Òà ðàñïîäåëà îäãîâàðà Ãàóñîâîj ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó Np è ñòàíäàðäíèì îäñòóïà»åì√
Np(1− p) (èñòå êàî êîä áèíîìíå ðàñïîäåëå). Îâàj ðåçóëòàò äà ñå áèíîìíà ðàñïîäåëà

çà âåëèêî N ïðåòâàðà ó Ãàóñîâó ñå ñïîìè»å ó ïðèìåðó ó Óâîäó ãäå ñìî ðàçìàòðàëè áðîj

êóãëèöà ó ëåâîì äåëó êóòèjå.
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Ïîãëàâ§å 4

Òåðìîäèíàìèêà

Ìàøèíå êîjå íå äîáèjàjó ñâîjå êðåòà»å îä òîïëîòå

... ìîãó ñå ïðîó÷àâàòè ÷àê è äî »èõîâèõ

íàjñèòíèjèõ äåòà§à ïîìî£ó ìåõàíè÷êå òåîðèjå. ...

Ñëè÷íà òåîðèjà jå î÷èãëåäíî ïîòðåáíà çà òîïëîòíå

ìàøèíå. Èìà£åìî jå òåê êàäà çàêîíè ôèçèêå

áóäó äîâî§íî ïðîøèðåíè, äîâî§íî óîïøòåíè, äà

óíàïðåä ó÷èíå ïîçíàòèì ñâå åôåêòå òîïëîòå êîjà

äåëójå íà îäðå¢åíè íà÷èí íà áèëî êîjå òåëî.

Í. Ë. Ñ. Êàðíî

4.1 Òåðìîäèíàìè÷êà ðàâíîòåæà

Ñâàêè ìàêðîñêîïñêè (òåðìîäèíàìè÷êè) ñèñòåì ïðåïóøòåí ñàì ñåáè áåç ñïî§íèõ ïîáóäà

£å ïîñëå èçâåñíîã âðåìåíà äî£è ó (òåðìîäèíàìè÷êî) ðàâíîòåæíî ñòà»å. Òåðìîäèíàìè÷êà

ðàâíîòåæà îáóõâàòà ïîðåä ìåõàíè÷êå (îäñóñòâî ìàêðîñêîïñêîã êðåòà»à) è òîïëîòíó (îäñóñòâî

ïðåíîñà òîïëîòå) è õåìèjñêó (îäñóñòâî ïðåíîñà õåìèjñêèõ âðñòà) ðàâíîòåæó. Ðàâíîòåæíî

ñòà»å íå çàâèñè îä íà÷èíà íà êîjè jå ñèñòåì äîøàî äî »åãà è »åãîâå îñîáèíå íå çàâèñå îä

âðåìåíà. Îâà äðóãà îñîáèíà ðàâíîòåæíîã ñòà»à jå ïîâåçàíà ñà ðåëàêñàöèîíèì ïðîöåñèìà

îäãîâîðíèì çà äîñòèçà»å ðàâíîòåæå. Îíè ñå ìîãó îäèãðàâàòè íà ðàçëè÷èòèì âðåìåíñêèì

ñêàëàìà. Îáè÷íî ñå áðçè ðåëàêñàöèîíè ïðîöåñè äîãà¢àjó íà âðåìåíèìà êîjà ñó ìíîãî êðà£à îä

âðåìåíà ìàêðîñêîïñêîã ìåðå»à, τ . Òàäà ñå ñèñòåì ïîíàøà êàî äà jå ó ðàâíîòåæè èàêî ïîñòîjå

ñïîðè ïðîöåñè êîjè jîø íèñó ïî÷åëè äà ñå îäèãðàâàjó jåð ñó »èõîâà âðåìåíà îäèãðàâà»à

ìíîãî âå£à îä τ . Òî íàì óêàçójå äà ðàâíîòåæíå îñîáèíå ñèñòåìà ìîãó çàâèñèòè èìïëèöèòíî

îä âðåìåíà ìåðå»à τ èàêî ñå îíî íå ïîjàâ§ójå åêñïëèöèòíî ó òåðìîäèíàìèöè.

Íàâåäèìî íåêîëèêî ïðèìåðà ñèñòåìà è »èõîâèõ ðåëàêñàöèîíèõ ïðîöåñà. Àêî ñèïàìî

òîïëó âîäó ó øî§ó ìîæåìî ïðèìåòèòè äà èìàìî íåêîëèêî ðåëàêñàöèîíèõ ïðîöåñà: õëà¢å»å

âîäå íà ñîáíó òåìïåðàòóðó (τðåë ∼ 1 ñàò), èñïàðàâà»å âîäå (τðåë ∼ 1 äàí) è èñïàðàâà»å øî§å

(τðåë ≫ 1 ãîäèíà). Jàñíî jå äà âðåìå ìåðå»à ìàêðîñêîïñêèõ îñîáèíà òîã ñèñòåìà îäðå¢ójå

êîjà ðàâíîòåæíà èëè íåðàâíîòåæíà ñòà»à ïðîó÷àâàìî. Äðóãè ïðèìåð ñå îäíîñè íà êîìàä
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ðóäå óðàíèjóìà. Îäðå¢åíè èçîòîïè óðàíèjóìà ñå ðàñïàäàjó íà äðóãå åëåìåíòå ñà âðåìåíîì

ïîëóðàñïàäà îä íåêîëèêî ìèëèîíà ãîäèíà. Àêî âðøèìî ìåðå»à íà ñêàëàìà êîjå ñó ìíîãî

êðà£å, ñèñòåì £å ñå ïîíàøàòè êàî äà jå ó ðàâíîòåæè. Áëîê êàòðàíà íà êðà£èì âðåìåíñêèì

ñêàëàìà ðåàãójå êàî ÷âðñòî åëàñòè÷íî òåëî à íà äóæèì ñêàëàìà êàî òå÷íîñò. Îñîáèíå ñòàêëà

jîø âèøå çàâèñå îä âðåìåíà ó îäíîñó íà ïðåòõîäíå ïðèìåðå. Êîíâåðçèjà îðòî è ïàðà âîäîíèêà

èç jåäíîã ó äðóãè îáëèê jå âåîìà ñïîðà áåç ïðèñóñòâà êàòàëèçàòîðà è ìåðå»å òîïëîòíîã

êàïàöèòåòà »èõîâå ñìåøå çàâèñå îä òîãà äà ëè jåñòå èëè íèjå ïðèñóòàí êàòàëèçàòîð. Èïàê,

çà íàjâå£è áðîj ñèñòåìà, áðçè ðåëàêñàöèîíè ïðîöåñè ñó jàêî áðçè à ñïîðè jàêî ñïîðè òàêî äà

÷åñòî ìîæåìî çàáîðàâèòè íà ïðîáëåìå âåçàíå çà âðåìå ìåðà»å ìàêðîñêîïñêèõ îñîáèíà.

Ìàêðîñêîïñêè ñèñòåì ñå ñàñòîjè îä îãðîìíîã áðîjà ÷åñòèöà. Òå ÷åñòèöå ìîãó áèòè ñëîæåíå

÷åñòèöå êàî øòî ñó àòîìè è ìîëåêóëè, åëåìåíòàðíå ÷åñòèöå êàî øòî ñó åëåêòðîíè è ôîòîíè

èëè êîëåêòèâíå îñöèëàöèjå è êâàçè ÷åñòèöå êàî øòî ñó ôîíîíè, øóï§èíå è åëåêòðîíè ó

ìåòàëèìà. ×åñòèöå ñèñòåìà ñå íåïðåêèäíî êðå£ó è ñóäàðàjó ìå¢óñîáíî èàêî ìàêðîñêîïèñêè

ñèñòåì èçãëåäà ñòàòè÷íî ó ìàêðîñâåòó. Êðåòà»å ÷åñòèöà äîâîäè äî âåîìà ìàëèõ ôëóêòóàöèjà

ìàêðîñêîïñêèõ îñîáèíà êîjå ñå ìîãó îïàçèòè ñàìî óðå¢àjèìà âèñîêå ðåçîëóöèjå. Jàñíî jå äà

âåëèêè áðîj ÷åñòèöà çàõòåâà âåëèêè áðîj ìèêðîêîîðäèíàòà çà îïèñ »èõîâîã êðåòà»à.

Òåðìîäèíàìè÷êà ðàâíîòåæà jå îïèñàíà ìàëèì áðîjåììàêðîñêîïñêèõ (òåðìîäèíàìè÷êèõ)

êîîðäèíàòà. Òî çàïðàâî íèjå òâð¢å»å íåãî ïðåòïîñòàâêà jåð »èõîâ áðîj íàì íå ìîðà óâåê

áèòè ïîçíàò. Êàî øòî ñìî âèäåëè, »èõîâ áðîj ìîæå çàâèñèòè îä âðåìåíà ìåðå»à τ . Äà ëè

êîðèñòèìî äîâî§íî êîîðäèíàòà çà îïèñ ðàâíîòåæå ìîæåìî óòâðäèòè ñàìî ïîìî£ó åêñïåðèìåíòà.

Àêî ñà èçàáðàíèì ñêóïîì ìàêðîñêîïñêèõ êîîðäèíàòà ìîæåìî ïðåäâèäåòè ïîíàøà»å ñèñòåìà

ó åêñïåðèìåíòó, îíäà jå òàj áðîj äîâî§àí.

Ìàëè áðîj ìàêðîñêîïñêèõ êîîðäèíàòà ïîòè÷å îä òîãà øòî ñó ìàêðîñêîïñêà ìåðå»à ãðóáà

ó îäíîñó íà ïðîñòîðíå è âðåìåíñêå ñêàëå íà êîjèìà ñå êðå£ó ÷åñòèöå ñèñòåìà. Ìàêðîñêîïñêà

ìåðå»à äàjó ñëèêó óñðåä»åíîã ìèêðîñêîïñêîã êðåòà»à è ñàìî ìàëè áðîj êîìáèíàöèjà

ìèêðîêîîðäèíàòà ìîæå áèòè ìàêðîñêîïñêè îïàæåí. Ðàçëèêà ó áðîjó ìèêðî è ìàêðîêîîðäèíàòà

íà äîçâî§àâà ïðåäâè¢à»à ñâèõ ìàêðîñêîïñêèõ îñîáèíà ñèñòåìà ïîä ïðîèçâî§íèì óñëîâèìà

íåãî òåðìîäèíàìèêà îáåçáå¢ójå ñàìî ðàçìàòðà»å ðàâíîòåæíèõ (ñòàòè÷êèõ) ñòà»à ñèñòåìà.

Äðóãå ìàêðîñêîïñêå òåîðèjå êàî øòî ñó ìåõàíèêà, òåîðèjà åëàñòè÷íîñòè, åëåêòðîñòàòèêà

è ìàãíåòîñòàòèêà òàêî¢å ïðîó÷àâàjó ìàêðîñêîïñêå êîîðäèíàòå. Òå êîîðäèíàòå êàî øòî ñó

åíåðãèjà, çàïðåìèíà, ïîëàðèçàöèjà è áðîj ìîëîâà ñó ïîâåçàíå ñà çàêîíèìà î÷óâà»à îäðå¢åíèõ

âåëè÷èíà. Îíî øòî ñó íàì äðóãå ìàêðîñêîïñêå òåîðèjå ïîêàçàëå jå äà ñå åíåðãèjà ìîæå

ïðåíåòè ïðîìåíîì ìàêðîñêîïñêèõ êîîðäèíàòà. Åíåðãèjà ïðåíåòàìåõàíè÷êèì êîîðäèíàòàìà

(çàïðåìèíà è ïîâðøèíà çà ôëóèäå, çà ÷âðñòà òåëà ïîñòîjå äîäàòíå êîîðäèíàòå ó ñëó÷àjåâèìà

êàäà jå äåôîðìàöèjà òåëà ðàçëè÷èòà çà ðàçëè÷èòå ïðàâöå äåëîâà»à ñèëå) ñå íàçèâà ìåõàíè÷êè

ðàä. Åíåðãèjà ïðåíåòà åëåêòðè÷íèì è ìàãíåòíèì êîîðäèíàòàìà (ïîëàðèçàöèja, ìàãíåòèçàöèjà)

ñå íàçèâà åëåêòðè÷íè è ìàãíåòíè ðàä. Õåìèjñêè ðàä jå ïðåíåòà åíåðãèjà ïðîìåíîì áðîjà

ìîëîâà õåìèjñêèõ âðñòà. Òåðìîäèíàìèêà ñå, ñà äðóãå ñòðàíå, áàâè ìàêðîñêîïñêèì

ïîñëåäèöàìà ìèêðîñêîïñêèõ êîîðäèíàòà (è ñà »èì âåçàíèì ìèêðîñêîïñêèì êðåòà»åì)

êîjå ñå íå ïîjàâ§ójó åêñïëèöèòíî ó îïèñó ìàêðîñòà»à óñëåä ïðåëàñêà ñà ìèêðî íà

ìàêðîñâåò. Ãëàâíà îñîáèíà ìèêðîñêîïñêèõ êîîðäèíàòà jå äà ìîãó äà ñêëàäèøòå åíåðãèjó.

Ïðåíîñ åíåðãèjå ïðåêî »èõ ñå íàçèâà òîïëîòà, à ìàêðîñêîïñêà êîîðäèíàòà êîjà îäãîâàðà
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Ñëèêà 4.1: Îñíîâíè ïðîáëåì òåðìîäèíàìèêå ñå îäíîñè íà íàëàæå»å ðàâíîòåæíîã ñòà»à

ñèñòåìà ïîñëå óêëà»à»à óíóòðàø»èõ îãðàíè÷å»à èçìå¢ó äåëîâà ñèñòåìà.

N

EE E’ E’

N N’ N’

V V
V’ V’

21

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

òîïëîòè ñå íàçèâà åíòðîïèjà. Ðàäè ïîòïóíîã îïèñà ìàêðîñòà»à òðåáà óçåòè ñâå êîîðäèíàòå

êîjå óòè÷ó íà ïðîìåíó åíåðãèjå ñèñòåìà.

Ñâå ìàêðîêîîðäèíàòå ñó åêñòåíçèâíå (àäèòèâíå) âåëè÷èíå. Çáèð »èõîâèõ âðåäíîñòè X1

è X2 ó ñèñòåìèìà 1 è 2 êîjè èíòåðàãójó jåäíàê jå âðåäíîñòè X çà óêóïàí ñèñòåì. Ó ñëó÷àjó

åíåðãèjå ïîñòîjè è ÷ëàí X12 çáîã èíòåðàêöèjå äâà ñèñòåìà êîjè çàâèñè îä ïîâðøèíå êîíòàêòà

ñèñòåìà. Ïîøòî jå îí ìíîãî ìà»è îä X1 èëè X2 êîjè çàâèñå îä çàïðåìèíå ñèñòåìà, îí ñå

çàíåìàðójå.

Èíòåðàêöèjà èçìå¢ó ñèñòåìà ó òåðìîäèíàìèöè ñå îäâèjà ïðåêî çèäîâà êîjè îãðàíè÷àâàjó

èëè äîïóøòàjó ðàçìåíó åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà: àäèjàáàòñêè (íåäîïóøòàjó ðàçìåíó åíåðãèjå),

äèjàòåðìàëíè (äîïóøòàjó ðàçìåíó åíåðãèjå), ïîêðåòíè (äîïóøòàjó ðàçìåíó çàïðåìèíå),

ïîëóïðîïóñòèâè çèäîâè êîjè äîïóøòàjó ðàçìåíó ñàìî íåêèõ ÷åñòèöà à äðóãå ÷åñòèöå íå

ïðîïóøòàjó.

Ìíîãè ïðîáëåìè òåðìîäèíàìèêå ñå ìîãó ñâåñòè íà ñëåäå£è ïîjåäíîñòàâ»åíè ïðîáëåì êîjè

íàçèâàìî îñíîâíè ïðîáëåì òåðìîäèíàìèêå. Îí ñå îäíîñè íà îäðå¢èâà»å ðàâíîòåæíîã

ñòà»à ñëîæåíîã ñèñòåìà ÷èjèì äåëîâèìà jå äîïóøòåíî äà èíòåðàãójó: àêî çíàìî ðàâíîòåæíî

ñòà»å ñëîæåíîã ñèñòåìà, îäðåäèòè íîâî ðàâíîòåæíî ñòà»å ñèñòåìà ïîñëå óêëà»à»à óíóòðàø»èõ

îãðàíè÷å»à èçìå¢ó äåëîâà ñèñòåìà. Ðåöèìî, àêî èìàìî èçîëîâàí ñèñòåì êîjè jå ïîäå§åí

àäèjàáàòñêèì çèäîì íà äâà äåëà 1 è 2 è ÷èjå êîîðäèíàòå çíàìîX
(1)′

0 , X
(1)′

1 , ..., X
(1)′
r èX

(2)′

0 , X
(2)′

1 , ..., X
(2)′
r ,

ïîòðåáíî jå íà£è êîîðäèíàòå ñèñòåìà X
(1)
0 , X

(1)
1 , ..., X

(1)
r è X

(2)
0 , X

(2)
1 , ..., X

(2)
r êàäà àäèjàáàòñêè

çèä ïîñòàíå äèjàòåðìàëàí èëè äèjàòåðìàëàí è ïîêðåòàí èëè äèjàòåðìàëàí è ïî÷íå äà ïðîïóøòà

îäðå¢åíå ÷åñòèöå, ñëèêà 4.1. Òàäà £å äî£è äî ðàçìåíå åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà èçìå¢ó äåëîâà

ñèñòåìà øòî £å ðåçóëòîâàòè íîâèì âðåäíîñòèìà êîîðäèíàòà ñèñòåìà ó ðàâíîòåæè. Íàçîâèìî

ñâàêè ìîãó£è ñêóï êîîðäèíàòà êîjå îïèñójó ðàâíîòåæíà ñòà»à ñèñòåìà âèðòóåëíèì ñòà»èìà

ñèñòåìà. Îíäà ñå ðåøå»å ïðîáëåìà ñâîäè íà íàëàæå»å ñòâàðíîã ðàâíîòåæíîã ñòà»à

ìå¢ó ñâèì âèðòóåëíèì ðàâíîòåæíèì ñòà»èìà. Ïðèìåòèìî äà òåðìîäèíàìèêà îáåçáå¢ójå

ñàìî jåäíî ðàâíîòåæíî ñòà»å ñèñòåìà. Èïàê, íåïðåñòàíî ìèêðîñêîïñêî êðåòà»å ÷åñòèöà

äîâîäè äî òîãà äà ñèñòåì ìîæå äà ó íåêèì òðåíóöèìà áóäå è ó äðóãèì âèðòóåëíèì ñòà»èìà.

Çà ñêîðî ñâå ñèñòåìå, òà äðóãà äîñòóïíà âèðòóåëíà ñòà»à ñó âåîìà áëèñêà jåð ñó ôëóêòóàöèjå

âåîìà ìàëå. Çàòî òåðìîäèíàìèêà äàjå èñïðàâíå ðåçóëòàòå ó ñìèñëó äà ñó îäñòóïà»à îä »èõ

çàíåìàð§èâà. Jåäèíè èçóçåòàê jå ó áëèçèíè ôàçíèõ ïðåëàçà äðóãîã ðåäà êàäà âå£è

áðîj âèðòåëíèõ ñòà»à ïîñòàíå äîñòóïàí. Ñòàòèñòè÷êà òåðìîäèíàìèêà £å òàäà äàòè

êîðåêòàí îïèñ îñîáèíà òèõ ñèñòåìà çà ðàçëèêó îä òåðìîäèíàìèêå.
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4.2 Ðåøå»å îñíîâíîã ïðîáëåìà òåðìîäèíàìèêå

Çà ñâà ðàâíîòåæíà ñòà»à íåêîã ñèñòåìà ìîæåìî ïîñòóëèðàòè äà ïîñòîjè åíòðîïèjà êàî ôóíêöèjà

óíóòðàø»å åíåðãèjå E è îñòàëèõ ìàêðîêîîðäèíàòà X1, X2, ..., Xr, S = S(E,X1, X2, ..., Xr). Òà

jåäíà÷èíà ñå çîâå îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè.

Àêî íàì jå îíà ïîçíàòà, ñâå òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå ìîæåìî îäðåäèòè èç »å.

Òåðìîäèíàìèêà íå äàjå íà÷èí êàêî äà îäðåäèìî îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó

íåãî íàìå£å óñëîâå êîjå îíà òðåáà äà çàäîâî§è. Îíà ñå ìîæå îäðåäèòè èíäèðåêòíî

ïóòåì åêñïåðèìåíòà èëè èçðà÷óíàòè êîðèø£å»åì ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêå. Óñëîâè êîjå

òðåáà äà èñïóíè îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà ñó:

1. S jå àäèòèâíà ôóíêöèjà ñâîjèõ äåëîâà. Òî çíà÷è äà jå îíà è õîìîãåíà ôóíêöèjà ïðâîã

ðåäà, λS = S(λE, λX1, λX2, ..., λXr)

2. S jå ìîíîòîíî ðàñòó£à ôóíêöèjà åíåðãèjå,
(
∂S
∂E

)
Xi

> 0

3. êàäà jå
(
∂E
∂S

)
Xi

= 0, ñëåäè S = 0

Îâà òðè óñëîâà ñó çàïðàâî ïðåôîðìóëèñàíà ïîçíàòà ïðàâèëà òåðìîäèíàìèêå: åíòðîïèjà

jå åêñòåíçèâíà âåëè÷èíà, òåìïåðàòóðà jå ïîçèòèâíà âåëè÷èíà è òðå£è çàêîí òåðìîäèíàìèêå.

Íåêå îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå, êàî øòî jå jåäíà÷èíà çà èäåàëíè ãàñ, íå çàäîâî§àâàjó

òðå£è óñëîâ jåð îíå îïèñójó ñèñòåì íà âèøèì òåìïåðàòóðàìà íà êîjèìà ñå ìàòåðèjà ïîíàøà

äðóãà÷èjå íåãî íà íèæèì òåìïåðàòóðàìà. Áåç îáçèðà íà òî, îíå ñó èñïðàâíå ó îäðå¢åíîì

îïñåãó òåìïåðàòóðà. Àêî èçðàçèìî åíåðãèjó êàî ôóíêöèjó åíòðîïèjå è îñòàëèõ ìàêðîêîîðäèíàòà,

äîáèjàìî îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjèE = E(S,X1, X2, ..., Xr)

Ïðèìåð Äà ëè S = A(NV E)
1
3 ìîæå áèòè îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà íåêîã

ñèñòåìà? N jå áðîj ìîëîâà, V jå çàïðåìèíà ñèñòåìà à A jå êîíñòàíòà.

Ðåøå»å: Ïðîâåðèìî äà ëè S õîìîãåíà ôóíêöèjà ïðâîã ðåäà

S(λE, λV, λN) = A(λNλV λE)
1
3 = λS.

Óñëîâ jå èñïó»åí. Äðóãè óñëîâ(
∂S

∂E

)
N,V

= A(NV )
1
3
1

3
E− 2

3 > 0

jå çàäîâî§åí. Çà ïðîâåðó òðå£åã óñëîâà èçðàçèìî åíåðãèjó, E = S3

A3NV
. Òàäà jå(

∂E

∂S

)
N,V

=
3S2

A3NV
= 0

çà S = 0, øòî çíà÷è äà jå è òàj óñëîâ èñïó»åí. Ïðåäëîæåíà jåäíà÷èíà ìîæå áèòè îñíîâíà

òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà çà íåêè ñèñòåì.

Îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à ïîâðø ó òåðìîäèíàìè÷êîì êîíôèãóðàöèîíîì

ïðîñòîðó îäðå¢åíîã êîîðäèíàòàìà S,E,X1, X2, ..., Xr. Êðèâà íà òîj ïðîâðøè ïðåäñòàâ§à

òåðìîäèíàìè÷êè ïðîöåñ ó êîìå ñèñòåì ïðåëàçè èç jåäíîã ó äðóãî ðàâíîòåæíî ñòà»å. Òàêàâ
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èäåàëèçîâàí ïðîöåñ ñå íàçèâà êâàçèñòàòè÷êè ïðîöåñ. Èäåàëèçàöèjà ïîòè÷å îä òîãà øòî

êàäà ñèñòåì èçà¢å èç jåäíîã ðàâíîòåæíîã ñòà»à, ïîòðåáíî jå îäðå¢åíî âðåìå äà ñå ðåëàêñèðà

ó ñëåäå£å ðàâíîòåæíî ñòà»å. Ðàíèjå ñìî ðåêëè äà jå çà âå£èíó ñèñòåìà òî âðåìå âåîìà êðàòêî

è èçíîñè äåëè£ ñåêóíäå. Çà êâàçèñòàòè÷êå ïðîöåñå âàæè äà jå ïðîìåíà òîïëîòå d̄Q = TdS è

ìåõàíè÷êè ðàä øèðå»à d̄Wk = −PdV .

Âðàòèìî ñå ñàäà íà îñíîâíè òåðìîäèíàìè÷êè ïðîáëåì. Êàäà óêëîíèìî íåêî îãðàíè÷å»å ó

ñèñòåìó, âèðòóåëíà ðàâíîòåæíà ñòà»à êîjà ñó äîñòóïíà ñèñòåìó ÷èíå ïîäñêóï íà ïîâðøè

S = S(E,X1, X2, ..., Xr). Íîâî ðàâíîòåæíî ñòà»å êîjå ïðåäñòàâ§à jåäíó òà÷êó ó òîì ïîäñêóïó

íàëàçèìî ïîìî£ó äðóãîã çàêîíà òåðìîäèíàìèêå ôîðìóëèñàíîã íà âàðèjàöèîíè íà÷èí:

âðåäíîñòè ìàêðîêîîðäèíàòà èçîëîâàíîã ñèñòåìà ó ðàâíîòåæè

êîjå íèñó óñëîâ§åíå ñó îíå êîjå ìàêñèìàëèçójó åíòðîïèjó çà

äàòó óêóïíó åíåðãèjó.

Äàêëå, íîâî ðàâíîòåæíî ñòà»å íàêîí óê§à»à»à îãðàíè÷å»à ó ñèñòåìó ìîðà èìàòè ìàêñèìàëíó

åíòðîïèjó. Òàj óñëîâ ó äèôåðåíöèjàëíîì îáëèêó îäãîâàðà jåäíàêîñòèìà dS = 0 è d2S < 0, óç

óñëîâ î÷óâà»à óêóïíå åíåðãèjå ñèñòåìà, dE = 0. Çà êîíà÷íå ïðîìåíå åíòðîïèjå óâåê âàæè

∆S ≥ 0. Ñëè÷àí ïðèíöèï ñå ìîæå ôîðìóëèñàòè çà îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó

ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè, E = E(S,X1, X2, ..., Xr):

îä ñâèõ âèðòóåëíèõ ñòà»à, ðàâíîòåæíî ñòà»å èìà ìèíèìàëíó

åíåðãèjó óç óñëîâ êîíñòàíòå åíòðîïèjå ñèñòåìà.

Ìèíèìàëíà åíåðãèjà ðàâíîòåæíîã ñòà»à îäãîâàðà jåäíàêîñòèìà dE = 0 è d2E > 0,

óç óñëîâ dS = 0. Êîíà÷íå ïðîìåíå åíåðãèjå ñó äàòå óñëîâîì ∆E ≤ 0. Äåëójå ïîìàëî

èçíåíà¢ójó£å äà ñå èñòî ðàâíîòåæíî ñòà»å ìîæå äîáèòè ïîìî£ó ïðèíöèïà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà

ðàçëè÷èòèõ ôóíêöèjà. Íàâåø£åìî jåäàí ïðèìåð ãäå îáà ïðèíöèïà äîâîäå äî èñòîã ðåçóëòàòà:

êðóã jå ôèãóðà ó ðàâíè êîjà èìà ìàêñèìàëíó ïîâðøèíó çà äàòè îáèì àëè è ìèíèìàëíè îáèì

çà äàòó ïîâðøèíó.

4.3 Jåäíà÷èíå ñòà»à

Jåäíà÷èíå ñòà»à ñó ïðâè èçâîäè îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå. Ðàäè jåäíîñòàâíîñòè,

ðàçìîòðèìî ôëóèä êîjè èìà îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè

E = E(S, V,N). Òàäà ñó òåìïåðàòóðå T , ïðèòèñàê P è õåìèjñêè ïîòåíöèjàë µ äàòè ñëåäå£è

jåäíà÷èíàìà

T =

(
∂E

∂S

)
V,N

= T (S, V,N) (4.1)

P =

(
∂E

∂V

)
S,N

= P (S, V,N) (4.2)

µ =

(
∂E

∂N

)
S,V

= µ(S, V,N). (4.3)

Óâåäèìî îçíàêó Pi = ∂E
∂Xi

çà îïøòó jåäíà÷èíó ñòà»à ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè. Pi ñå

íàçèâàjó òåðìîäèíàìè÷êèì ñèëàìà jåð ïðåäñòàâ§àjó èçâîä åíåðãèjå ïî êîîðäèíàòè (ñëè÷íî
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êàî ìåõàíè÷êå ñèëå êîjå ñó èçâîäè ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå ïî êîîðäèíàòè). Òàêî¢å ñå íàçèâàjó

èíòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà jåð ñó õîìîãåíå ôóíêöèjå íóëòîã ðåäà, Pi = Pi(λS, λV, λN). Êîìáèíójó£è

òðè jåäíà÷èíå ñòà»à äîáèjà äèôåðåíöèjàë óíóòðàø»å åíåðãèjå

dU = TdS − PdV + µdN. (4.4)

Jåäíà÷èíå ñòà»à çà îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè

S = S(E, V,N) ñó

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
(E, V,N) (4.5)

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

=
P

T
(E, V,N) (4.6)

µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
E,V

=
µ

T
(E, V,N) (4.7)

Äèôåðåíöèjàë åíòðîïèjå èçíîñè

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN. (4.8)

Êîðèñòè£åìî îçíàêó çà èíòåíçèâíå âåëè÷èíå ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè Fi =
∂S
∂Xi

.

Ïðèìåð Íà£è jåäíà÷èíå ñòà»à çà îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó E = AS3

NV
. A jå

êîíñòàíòà.

Ðåøå»å: Jåäíà÷èíå ñòà»à ñó T = 3AS2

NV
, P = AS3

NV 2 è µ = − AS3

N2V
.

Èñêîðèñòèìî jåäíà÷èíå ñòà»à äà ðåøèìî îñíîâíè òåðìîäèíàìè÷êè ïðîáëåì çà äâà ñèñòåìà

1 è 2 êîjè ìîãó äà ðàçìå»ójó åíåðãèjó, ñëèêà 4.2. Ñèñòåìè ñó ðàçäâîjåíè àäèjàáàòñêèì çèäîì

êîjè ïîñòàíå äèjàòåðìàëàí. Ñèñòåìè ìîãó äà ðàçìå»ójó åíåðãèjó àëè íå è äðóãå åêñòåíçèâíå

âåëè÷èíå. Ïîøòî jå óêóïíè ñèñòåì èçîëîâàí, ðàçëè÷èòà âèðòóåëíà ñòà»à îáóõâàòàjó åíåðãèjå

ñèñòåìà E1 è E2, óç óñëîâ

E = E1 + E2. (4.9)

Äèôåðåíöèjàë óñëîâà êîíñòàíòíå åíåðãèjå èçíîñè dE1 + dE2 = 0, øòî äàjå dE1 = −dE2.

Óêóïíà åíòðîïèjà ñèñòåìà S = S1 + S2 ìîðà èìàòè ìàêñèìóì çà íîâî ðàâíîòåæíî ñòà»å êîjå

íàñòàjå êàäà çèä ïîñòàíå äèjàòåðìàëàí. Óñëîâ ìàêñèìóìà åíòðîïèjå ó ðàâíîòåæíîì ñòà»ó

äàjå jåäíàêîñò

dS =

(
∂S1

∂E1

)
V1,N1

dE1 +

(
∂S2

∂E2

)
V2,N2

dE2 = 0. (4.10)

Êîðèñòå£è jåäíà÷èíå ñòà»à è âåçó èçìå¢ó äèôåðåíöèjàëà åíåðãèjà ñèñòåìà íàëàçèìî

dS =

(
1

T1

− 1

T2

)
dE1 = 0 (4.11)
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1

T1

(E1, V1, N1) =
1

T2

(E2, V2, N2). (4.12)

Îâà jåäíà÷èíà óç jåäíà÷èíó çà î÷óâà»å åíåðãèjå, jåäíà÷èíà 4.9, ÷èíè ñèñòåì îä äâå jåäíà÷èíå

ñà äâå íåïîçíàòå êîjè ñå ëàêî ðåøàâà. Ïðèìåòèìî äà ñå óñëîâ ðàâíîòåæå ñâîäè äà òåìïåðàòóðå

ó îáà ñèñòåìà áóäó jåäíàêå.

Ñëèêà 4.2: Äâà ñèñòåìà êîjè ðàçìå»ójó åíåðãèjó.

N EE NV V
21 1 1 22

Ïðèìåð Äâà ñèñòåìà èìàjó ñëåäå£å jåäíà÷èíå ñòà»à: 1
T1

= 3R
2

N1

E1
è 1

T2
= 5R

2
N2

E2
, R jå

êîíñòàíòà. Ìîëñêè áðîjåâè ïðâîã è äðóãîã ñèñòåìà 2 è 3 à óêóïíà åíåðãèjà èçíîñè

E = 2500 J . Íà£è åíåðãèjå ñèñòåìà àêî îíè ìîãó äà ðàçìå»ójó åíåðãèjó ìå¢óñîáíî.

Ðåøå»å: Èìàìî äâå jåäíà÷èíå, 1
T1
(E1) =

1
T2
(E2) è E1 + E2 = 2500. �èõîâèì ðåøàâà»åì

äîáèjàìî E1 = 714 J è E2 = 1786 J .

Èíòåíçèâíå âåëè÷èíå íèñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå. Âåçà èçìå¢ó »èõ jå äàòà Ãèáñ-Äèjåìîâîì

jåäíà÷èíîì ó äèôåðåíöèjàëíîì îáëèêó. Êàêî áè èçâåëè òó jåäíà÷èíó ïðâî äîêàæèìî

Îjëåðîâó òåîðåìó î õîìîãåíèì ôóíêöèjàìà. Õîìîãåíå ôóíêöèjå n-òîã ðåäà f(x1, x2) çàäîâî§àâàjó

óñëîâ

f(λx1, λx2) = λnf(x1, x2). (4.13)

çà áèëî êîjå λ. Èçâîä ïî λ äàjå

∂f

∂(λx1)
x1 +

∂f

∂(λx2)
x2 = nλ(n−1)f(x1, x2). (4.14)

Ïîøòî jåäíà÷èíà âàæè çà áèëî êîjå λ, çàìåíîì λ = 1 äîáèjàìî

∂f

∂x1

x1 +
∂f

∂x2

x2 = nf(x1, x2). (4.15)

Çà õîìîãåíå ôóíêöèjå ïðâîã ðåäà n = 1 êàî øòî ñó óíóòðàø»à åíåðãèjà è åíòðîïèjà

ïðèìåíîì Îjëåðîâå òåîðåìå î õîìîãåíèì ôóíêöèjàìà äîëàçèìî äî èçðàçà

E =
∑
i

PiXi = TS − PV + µN (4.16)

S =
∑
i

FiXi =
1

T
E +

P

T
V − µ

T
N. (4.17)

Äèôåðåíöèðà»åì îâèõ jåäíà÷èíà äîáèjàìî Ãèáñ-Äèjåìîâå jåäíà÷èíå

SdT − V dP +Ndµ = 0 (4.18)
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Ed

(
1

T

)
+ V d

(
P

T

)
−Nd

(µ
T

)
= 0. (4.19)

Ãèáñ-Äèjåìîâà jåäíà÷èía ïîêàçójå äà óâåê jåäíó èíòåíçèâíó âåëè÷èíó ìîæåìî äà èçðàçèìî

ïðåêî îñòàëèõ. Çàòî ó ñèñòåìó íå ìîæåìî ñëîáîäíî äà ïîäåøàâàìî òåìïåðàòóðó, ïðèòèñàê è

õåìèjñêè ïîòåíöèjàë íåãî ñàìî äâå âåëè÷èíå à òðå£è £å çàâèñèòè îä »èõ. Çà jåäíîêîìïîíåíòíè

ôëóèä, áðîj íåçàâèñíèõ èíòåíçèâíèõ âåëè÷èíà jå äâà øòî ïðåäñòàâ§à áðîj òåðìîäèíàìè÷êèõ

ñòåïåíè ñëîáîäå ñèñòåìà.

Îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà ñå ìîæå äîáèòè äèðåêòíîì èíòåãðàöèjîì »åíîã äèôåðåíöèjàëíîã

îáëèêà èëè îäðå¢èâà»åì jåäíà÷èíà ñòà»à ïóòåì Ãèáñ-Äèjåìîâå jåäíà÷èíå è íàêíàäíèì êîðèø£å»åì

Îjëåðîâå òåîðåìå î õîìîãåíèì ôóíêöèjàìà. Ïðâè íà÷èí jå ëàêøè çà îäðå¢èâà»å îñíîâíå

òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå.

Ïðèìåð Íà£è îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó çà èäåàëíè ãàñ àêî îí çàäîâî§àâà

jåäíà÷èíå PV = NRT è U = cNRT , ãäå jå c êîíñòàíòà.

Ðåøå»å: Ïîøòî èìàìî jåäíà÷èíå çà çàïðåìèíó è óíóòðàø»ó åíåðãèjó, íà¢èìî îñíîâíó

òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè. Òðàíñôîðìèøèìî äàòå jåäíà÷èíå

òàêî äà ñå ïîjàâå ìîëàðíå âåëè÷èíå,

1

T
=

cNR

U
=

cR

u

P

T
=

NR

V
=

R

v
.

Äèôåðåíöèjàë ìîëàðíå åíòðîïèjå èçíîñè

ds =
1

T
du+

P

T
dv =

cR

u
du+

R

v
dv

à »åíîì èíòåãðàöèjîì äîáèjàìî

s = s0 + cRln
u

u0

+Rln
v

v0
,

ãäå ñó s0, u0 è v0 êîíñòàíòå èíòåãðàöèjå. Àêî ïðå¢åìî ñà ìîëàðíèõ íà åêñòåíçèâíå

âåëè÷èíå íàëàçèìî äà jå åíòðîïèjà jåäíàêà

S = Ns0 +NRln

((
U

Nu0

)c
V

Nv0

)
.

Êàäà áóäåìî îäðå¢èâàëè åíòðîïèjó ïðåêî ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà íà£è£åìî âðåäíîñòè

êîíñòàíòè c, s0, u0 è v0.

Äðóãè èçâîäè îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ñó ïîâåçàíè ñà êîåôèöèjåíòèìà êîjè

îïèñójó îäçèâ ñèñòåìà íà ñïî§àø»ó ïîáóäó. Òè êîåôèöèjåíòè êàî øòî jå òîïëîòíè êàïàöèòåò

ñó îä âåëèêå âàæíîñòè jåð ñå îíè îáè÷íî åêñïåðèìåíòàëíî îäðå¢ójó è äàjó èíôîðìàöèjå î

îñîáèíàìà ñèñòåìà. Jåäàí îä çíà÷àjíèõ óñïåõà òåðìîäèíàìèêå jå áèî ó òîìå øòî jå ïîêàçàíî äà

íèñó ñâè êîåôèöèjåíòè íåçàâèñíè íåãî çà jåäíîêîìïîíåíòíè ôëóèä ïîñòîjå ñàìî òðè íåçàâèñíà
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òåðìîäèíàìè÷êà èçâîäà. Îñòàëè èçâîäè ñå ìîãó ðåäóêîâàòè íà òà òðè ïîìî£ó ïðàâèëà çà

ïàðöèjàëíå èçâîäå è êîðèø£å»åì òåðìîäèíàìè÷êèõ ðåëàöèjà. Îáè÷íî ñå èçèìàjó ñëåäå£è

êîåôèöèjåíòè: ìîëàðíè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïðè êîíñòàíòíîì ïðèòèñêó cp, èçîòåðìñêà êîìïðåñèáèëíîñò

κT è êîåôèöèjåíò òîïëîòíîã øèðå»à α

cp =
1

N

(
∂E

∂T

)
P,N

(4.20)

κT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

(4.21)

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
P,N

(4.22)

Ïðèìåð Jåäàí îä óñëîâà êîjè ìîðà äà çàäîâî§è åíòðîïèjà jå äà jå ìîíîòîíî ðàñòó£à

ôóíêöèjà åíåðãèjå. Ïîñòîjå äâà íà÷èíà äà åíòðîïèjà ðàñòå, íà êîíêàâíè èëè êîíâåêñíè

íà÷èí. Ïîñìàòðàjìî äâà èñòîâåíòíà ñèñòåìà êîjà ñó îäâîjåíà àäèjàáàòñêèì çèäîì êàî íà

ñëèöè 4.2. Ðàçìîòðèòè øòà ñå äåøàâà ñà ñèñòåìèìà àêî ïðåíåñåìî ∆E åíåðãèjå èç jåäíîã

ó äðóãè ñèñòåì çà ñëó÷àj êîíêàâíå è êîíâåêñíå åíòðîïèjå.

Ðåøå»å: Îâàj çàäàòàê jå âåçàí çà ñòàáèëíîñò ñèñòåìà ó îäíîñó íà ôëóêòóàöèjå. Àêî

óêëîíèìî∆E åíåðãèjå è ïðåíåñåìî ó äðóãè ñèñòåì óêóïíà åíòðîïèjà ñå ìå»à ñà 2S(E, V,N)

íà S(E +∆E, V,N)+S(E−∆E, V,N). Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå åíòðîïèjà êîíêàâíà

èëè êîíâåêñíà, óêóïíà ïðîìåíà åíòðîïèjå jå íåãàòèâíà èëè ïîçèòèâíà. Àêî çèä èçìå¢ó

ñèñòåìà ïîñòàíå äèjàáàòñêè, ó ñëó÷àjó êîíêàâíå åíòðîïèjå ñâàêè ïîêóøàj ïðåíîñà åíåðãèjå

ñà jåäíîã íà äðóãè ñèñòåì £å ñìà»èâàòè åíòðîïèjó è íå£å áèòè ìîãó£ øòî îäãîâàðà

ñòàáèëíîì ñèñòåìó, äîê £å ó ñëó÷àjó êîíâåêñíå åíòðîïèjå äî£è äî ñïîíòàíîã ïðåíîñà

åíåðãèjå è ñòâàðà»à íåõîìîãåíîñòè øòî îäãîâàðà íåñòàáèëíîì ñèñòåìó. Àêî ðàçâèjåìî

ëåâó ñòðàíó óñëîâà çà ñòàáèëàí ñèñòåìà S(E+∆E, V,N)+S(E−∆E, V,N) ≤ 2S(E, V,N)

ó Òåjëîðîâ ðåä äî íà ÷ëàí ïî (∆E)2 íàëàçèìî óñëîâ ñòàáèëíîñòè ó äèôåðåíöèjàëíîì

îáëèêó (
∂2S

∂E2

)
V,N

≤ 0.

Îâàj óñëîâ ñå ñâîäè íà ïîçèòèâíîñò òîïëîòíîã êàïàöèòåòà ïî êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè.

− 1

T 2Cv

≤ 0,

Cv ≥ 0.

Ñëè÷íè óñëîâè ñòàáèëíîñòè âàæå çà îñòàëå åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå àëè è çà ìåøîâèòå

÷ëàíîâå óñëåä êîîïåðàòèâíå ïðîìåíå åíåðãèjå è çàïðåìèíå ñèñòåìà íà ïðèìåð. Óñëîâè

ñòàáèëíîñòè äàêëå íàìå£ó îãðàíè÷å»å íà êîåôèöèjåíòå êîjè îïèñójó îäçèâ ñèñòåìà íà

ñïî§àø»ó ïîáóäó. Îâè óñëîâè ñó äèðåêíî îäãîâîðíè çà Ëå Øàòå§îâ ïðèíöèï: ãëàâíè

êðèòåðèjóì ñòàáèëíîñòè ñèñòåìà jå äà ñâàêà ôëóêòóàöèjà êîjà íàñòàíå ó ñèñòåìó è îäâåäå
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ñèñòåì ó âèðòóåëíî ðàâíîòåæíî ñòà»å èíäóêójå ïðîöåñ êîjè £å ïîâðàòèòè ñèñòåì ó ïî÷åòíî

ðàâíîòåæíî ñòà»å.

S

EE- ED E+ ED

S(E)

S(E- E)D

S(E+ E)D

0,5( )S(E- E)+S(E+ E)D D

S

E E- ED E+ ED

S(E)

S(E- E)D

S(E+ E)D

0,5(S(E- E)+S(E+ E))D D

E E

a) б)

Ñëèêà 4.3: Óêóïíà ïðîìåíà åíòðîïèjå óñëåä ïðåíîñà åíåðãèjå èçìå¢ó ñèñòåìà jå à)

íåãàòèâíà çà êîíêàâíó è á) ïîçèòèâíà çà êîíâåêñíó åíòðîïèjó.

4.4 Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà

×åñòî ñå ó òåðìîäèíàìèöè ñóñðå£åìî ñà ñèñòåìèìà êîjå íàçèâàìî ðåçåðâîàðèìà. Îíè èíòåðàãójó

ñà ñèñòåìîì îä èíòåðåñà òàêî øòî ðàçìå»ójó åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå ñà »èìà ïðåêî çèäîâà.

�èõîâà îñîáèíà äà ñêëàäèøòå ìíîãî âå£ó êîëè÷èíó åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà îä ñèñòåìà äîâîäè

äî òîãà äà îíè íàìå£ó ñèñòåìó æå§åíå âðåäíîñòè èíòåíçèâíèõ âåëè÷èíà ïîâåçàíèì ñà òèì

åêñòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà. Ðåçåðâîàðè êîjè ñëóæå çà îäðæàâà»å æå§åíå òåìïåðàòóðå, ïðèòèñêà

è õåìèjñêîã ïîòåíöèjàëà ñå íàçèâàjó òåðìîñòàòè, áàðîñòàòè, îäíîñíî ÷åñòè÷íè ðåçåðâîàðè.

×åñòî íàì íèñó ïîçíàòå jåäíà÷èíå ñòà»à ðåçåðâîàðà íåãî ñàìî »èõîâå âðåäíîñòè èíòåíçèâíèõ

âåëè÷èíà êîjå ìîæåìî äà êîíòðîëèøåìî. Ïðàêòè÷íè ðàçëîã çà êîðèø£å»å ðåçåðâîàðà jå òî

øòî ìîæåìî ìíîãî ëàêøå äà êîíòðîëèøåìî âðåäíîñòè èíòåíçèâíèõ âåëè÷èíà îä åíåðãèjå èëè

åíòðîïèjå.

Îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà jåäíà÷èíà ó åíòðîïèjñêîj èëè åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè çàâèñè

îä åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà äîê ñå èíòåíçèâíå ïîjàâ§ójó êàî »èõîâè èçâîäè. Áèëî áè ïîæå§íî

äà ïîñòîjè ôóíêöèjà êîjà áè çàâèñèëà îä èíòåíçèâíèõ ïàðàìåòàðà ñèñòåìà êîjå ìîæåìî ïîäåñèòè

ïîìî£ó ðåçåðâîàðà à èìàëà áè èñòà âàðèjàöèîíà ñâîjñòâà ó ïîãëåäó òåðìîäèíàìè÷êå ðàâíîòåæå

êàî åíåðãèjà èëè åíòðîïèjà. Òàêâà ôóíêöèjà áè íàì îìîãó£èëà äà íå ðàçìàòðàìî åêñòåíçèâíå

ïàðàìåòðå ñèñòåìà êîjå îí ðàçìå»ójå ñà ðåçåðâîàðîì. Òèìå ìîæåìî ñìà»èòè áðîj jåäíà÷èíà

ïîòðåáíèõ çà ðàçìàòðà»å ðàâíîòåæå. Ìàòåìàòè÷êè àñïåêò ïðîáëåìà ñå ìîæå ôîðìóëèñàòè íà

ñëåäå£è íà÷èí. Àêî jå äàòà ôóíêöèjà f = f(x0, x1, ..., xr) ïîòðåáíî jå íà£è íîâó ôóíêöèjó êîjà

£å óìåñòî xi êîðèñòèòè pi =
∂f
∂xi

êàî íåçàâèñíó ïðîìå»èâó à èñòîâðåìåíî ñà÷óâàòè îäðå¢åíå

îñîáèíå ôóíêöèjå f . Ðåøå»å òîã ïðîáëåìà äàòî jå Ëåæàíäðîâîì òðàíñôîðìàöèjîì.

Ðàçìîòðèìî ïðâî Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó ôóíêöèjå jåäíå ïðîìå»èâå f = f(x).

Íàãèá òàíãåíòíå ó íåêîj òà÷êè äàò jå ïðâèì èçâîäîì

p =
df

dx
. (4.23)

Òàíãåíòà íèjå jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà ñàìî íàãèáîì íåãî jå ïîòðåáàí è îäñå÷àê íà y îñè, g, äà

áè jåäíîçíà÷íî îäðåäèëè òàíãåíòó. Îíî øòî æåëèìî jå äà çàìåíèìî êðèâó y = f(x) ñà
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Ñëèêà 4.4: à) Äóàëíîñò ãåîìåòðèjå òà÷êå è ãåîìåòðèjå ëèíèjå: y = f(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè

êàî ñêóï òà÷àêà èëè êàî ñêóï ïðàâèõ êîjå ñó òàíãåíòå íà y = f(x). á) Òàíãåíòà íà êðèâó

y = f(x) jå jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà êîåôèöèjåíòîì ïðàâöà p = tgα è îäñå÷êîì g(p).

y

x

y

x

y=f(x)

f(x)

g(p)

0 x

a

a) б)

òàíãåíòàìà íà òó êðèâó êîjå èìàjó êîåôèöèjåíò ïðàâöà p è îäñå÷àê g(p), ñëèêà 4.4.

Òî jå ìîãó£å çáîã äóàëíîñòè èçìå¢ó ãåîìåòðèjå òà÷êå è ãåîìåòðèjå ëèíèjå. Äî Ëåæàíäðîâå

òðàíñôîðìàöèjå ôóíêöèjå f = f(x) äîëàçèìî íà ñëåäå£è íà÷èí. Èçâîä ôóíêöèjå f = f(x) ó

òà÷êè x jåäíàê jå òàíãåíñó óãëà α

p = tgα =
f(x)− g(p)

x− 0
. (4.24)

Èç îâå jåäíà÷èíå íàëàçèìî

g(p) = f(x)− px (4.25)

øòî ïðåäñòàâ§à Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó ôóíêöèjå f = f(x). Ñà äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè

èìàìî x êîjå òðåáà åëèìèíèñàòè ïðåêî p. Èç jåäíà÷èíå 4.23 èçðàçèìî x êàî ôóíêöèjó îä p è

çàìåíèìî ó f = f(x). Òàêî äîáèjàìî ôóíêöèjó

g(p) = f(x(p))− px(p). (4.26)

Èíâåðçíà Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjàôóíêöèjå g(p) èçíîñè f = f(x). Äèôåðåíöèðà»åì

jåäíà÷èíå 4.26 äîáèjàìî

dg = df − pdx− xdp = −xdp. (4.27)

Èçðàçèìî x,

x(p) = −dg

dp
. (4.28)

Èç îâå jåäíà÷èíå íà¢åìî p êàî ôóíêöèjó îä x è çàìåíèìî ó g(p). Îðèãèíàëíó ôóíêöèjó

íàëàçèìî èç èçðàçà

f(x) = g(p(x)) + p(x)x. (4.29)

Ïðèìåð Íà£è Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó ôóíêöèjå f(x) = AeBx, à çàòèì è »åíó

èíâåðçíó òðàíñôîðìàöèjó. A è B ñó êîíñòàíòå.

Ðåøå»å: Íà¢èìî èçâîä ôóíêöèjå f(x),

p =
df

dx
= ABeBx.
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Èç »åãà èçðàçèìî x êàî ôóíêöèjó îä p,

x =
1

B
ln

p

AB
.

Çàìåíîì ó f(x) íàëàçèìî f(p) = p
B
. Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà èçíîñè

g(p) = f(p)− px(p) =
p

B
− p

B
ln

p

AB
.

Îäðåäèìî èíâåðçíó Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó êîðèñòå£è jåäíà÷èíó

x(p) = −dg

dp
=

1

B
ln

p

AB
.

Èç »å íàëàçèìî äà jå p(x) = ABeBx è g(x) = AeBx − ABxeBx. Çàìåíîì äîáèjàìî f(x) =

g(x) + p(x)x = AeBx, øòî îäãîâàðà îðèãèíàëíîj ôóíêöèjè.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ôóíêöèjó äâå ïðîìå»èâå f = f(x, y). Îíà ïðåäñòàâ§à ïîâðø ó òðîäèìåíçèîíàëíîì

ïðîñòîðó îäðå¢åíîì x, y è z êîîðäèíàòàìà. Óìåñòî òàíãåíòå, ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî òàíãåòíó

ðàâàí íà ïîâðø îäðå¢åíîì ôóíêöèjîì f = f(x, y) êîjà èìà ïðåñåê ñà z îñîì ó òà÷êè g è

íàãèáèìà p è q íà z − x è z − y ðàâíè. Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà ôóíêöèjå f = f(x, y)

èçíîñè:

g(p, q) = f(x(p, q), y(p, q))− p · x(p, q)− q · y(p, q). (4.30)

Ôóíêöèjå x(p, q) è y(p, q) äîáèjàìî èç jåäíà÷èíà

p =

(
∂f

∂x

)
y

(4.31)

q =

(
∂f

∂y

)
x

. (4.32)

Äî èíâåðçíå òðàíñôîðìàöèjå äîëàçèìî êîðèñòå£è äèôåðåíöèjàë jåäíà÷èíå 4.30,

dg = df − pdx− xdp− qdy − ydq = −xdp− ydq. (4.33)

x(p, q) è y(p, q) ñó îíäà jåäíàêè

x = −
(
∂g

∂p

)
q

, (4.34)

y = −
(
∂g

∂q

)
p

. (4.35)

Èç îâå äâå jåäíà÷èíà ìîæåìî èçðàçèòè p è q êàî ôóíêöèjå îä x è y. Òàäà jå èíâåðçíà

Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà

f(x, y) = g(p(x, y), q(x, y)) + p(x, y) · x+ q(x, y) · y. (4.36)

×åñòî íèjå ïîòðåáíî äà ñå òðàíñôîðìèøó ñâå ïðîìå»èâå íåêå ôóíêöèjå íåãî jå äîâî§íî äà

òðàíñôîðìèøåìî ïîäñêóï ïðîìå»èâèõ. Ðàçìîòðèìî ïîíîâî ôóíêöèjó f = f(x, y). Æåëèìî
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äà òðàíñôîðìèøåìî ïðîìå»èâó x àëè íå è y. Èç jåäíà÷èíå p(x, y) =
(
∂f
∂x

)
y
íàëàçèìî x =

x(p, y). Ïàðöèjàëíà Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà jå òàäà

g(p, y) = f(x(p, y), y)− p · x(p, y). (4.37)

Îíà jå ôóíêöèjà îä p àëè è îä y, êàî øòî ñìî æåëåëè.

Èíâåðçíà Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà ñå íàëàçè êîðèñòå£è äèôåðåíöèjàë jåäíà÷èíå 4.37,

dg = df − pdx− xdp = qdy − xdp. Èç îâå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå

x = −
(
∂g

∂p

)
y

, (4.38)

q =

(
∂g

∂y

)
p

(4.39)

Ïðèìåòèìî äà jå q jåäíàêî èçâîäó g ïî y êàî è ó ñëó÷àjó îðèãèíàëíå ôóíêöèjå àëè ñàäà

óç êîíñòàíòíó âðåäíîñò p. Èç jåäíà÷èíå 4.38 èçðàçèìî p êàî ôóíêöèjó îä x è y. Òàäà jå

f(x, y) = g(p(x, y), y) + p(x, y) · x.

4.5 Òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàëè

(Ïàðöèjàëíå) Ëåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå

ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè íàçèâàjó ñå òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàëè. Îíè ñó

çàïðàâî ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå jåð èìàjó äèìåíçèjå åíåðãèjå. Ðàçìîòðèìî ñàäà òåðìîäèíàìè÷êå

ïîòåíöèjàëå íà ïðèìåðó ôëóèäà ñà îñíîâíîì òåðìîäèíàìè÷êîì jåäíà÷èíîì E = E(S, V,N):

ïîòåíöèjàë çàìå»åíå Ëåæàíäðîâà äèôåðåíöèjàëíè

ïðîìå»èâå òðàíñôîðìàöèjà îáëèê

Õåëìõîëöîâ S → T F = U − TS dF = −SdT − pdV + µdN

F (T, V,N) F = −PV + µN

åíòàëïèjà V → P H = U + PV dH = TdS + V dP + µdN

H(S, P,N) H = TS + µN

Ãèáñîâ S, V → T, P G = U − TS + PV dG = −SdT + V dP + µdN

G(T, P, µ) G = µN

âåëèêè êàíîíñêè S,N → T, µ Ω = U − TS − µN dΩ = −SdT − PdV −Ndµ

Ω(T, V, µ) Ω = −PV

Íå ìîæåìî òðàíñôîðìèñàòè ñâå åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå jåð áè òàäà òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàë

áèî jåäíàê íóëè, íèòè ñó ñâå èíòåíçèâíå âåëè÷èíå ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå. Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà

íàì îìîãó£àâà äà ïîñìàòðàìî îñíîâíó òåðìîäèíàìè÷êó jåäíà÷èíó ó åíòàëïèjñêîj, Õåëìîëöîâîj,

Ãèáñîâîj, âåëèêîj êàíîíñêîj, ... ðåïðåçåíòàöèjè à íå ñàìî ó åíåðãèjñêîj èëè åíòðîïèjñêîj

ðåïðåçåíòàöèjè.
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Ïðèìåð Íà£è Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë çà èäåàëíè ãàñ àêî jå îñíîâíà òåðìîäèíàìè÷êà

jåäíà÷èíà ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè ó ìîëàðíîì îáëèêó

s = s0 + cRln
u

u0

+Rln
v

v0
,

Ðåøå»å: Ïðåáàöèìî îñíîâíó jåäíà÷èíó ó åíåðãèjñêó ðåïðåçåíòàöèjó

u = u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR .

Ìîëàðíè Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë ñå äîáèjà Ëåæàíäðîâîì òðàíñôîðìàöèjîì ó êîjîj ñìî

çàìåíèëè åíòðîïèjó òåìïåðàòóðîì. Òåìïåðàòóðà jå èçâîä åíåðãèjå ïî åíòðîïèjè,

T =

(
∂u

∂s

)
v

= u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR

1

cR
=

u

cR
.

Èç îâîã èçðàçà íàëàçèìî óíóòðàø»ó åíåðãèjó êàî ôóíêöèjó òåìïåðàòóðå, u = cRT .

Îíî øòî íàì jå jîø ïîòðåáíî jå åíòðîïèjà êàî ôóíêöèjà òåìïåðàòóðå. Òî äîáèjàìî èç

jåäíàêîñòè

cRT = u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR ,

s = s0 + cRln

(
cRT

u0

(
v

v0

) 1
c

)
.

Ìîëàðíè Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë jå jåäíàê

f = u− Ts = cRT − cRT ln

(
cRT

u0

(
v

v0

) 1
c

)
− Ts0

a Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë je òàäà

F = cNRT − cNRT ln

(
cRT

u0

(
V

Nv0

) 1
c

)
−NTs0

Ðàçìîòðèìî äåòà§íèjå çíà÷àj òåðìîäèíàìè÷êèõ ïîòåíöèjàëà íà ïðèìåðó Õåëìõîöîâîã

ïîòåíöèjàëà. Îíè íàì îìîãó£ójó äà ñå óñðåñðåäèìî íà ïðîìåíå ó ñèñòåìó è äà íå ðàçìàòðàìî

ïðîìåíå åíåðãèjå èëè åíòðîïèjå ðåçåðâîàðà. Àêî jå ñèñòåì ó ðàâíîòåæè ñà òåðìîñòàòîì íà

òåìïåðàòóðè T r, îíäà ñó óñëîâè ðàâíîòåæå âåçàíè çà ãëîáàëíè ñèñòåì (ðåçåðâîàð+ñèñòåì)

êîjè jå èçîëîâàí

d(U + U r) = 0 (4.40)

d2(U + U r) = d2U > 0 (4.41)

óç óñëîâ î÷óâà»à óêóïíå åíòðîïèjå d(S + Sr) = 0. Äðóãè äèôåðåíöèjàë åíåðãèjå ðåçåðâîàðà

jå jåäíàê íóëè jåð ñàäðæè ÷ëàíîâå ∂2Ur

∂Xr
i ∂X

r
j
êîjè ñå ñêàëèðàjó ñà áðîjåì ìîëîâà êàî 1

Nr (áðîj

ìîëîâà ðåçåðâîàðà jå îãðîìàí). Ïðîìåíà åíåðãèjå ðåçåâîàðà íàñòàjå óñëåä ïðåíîñà òîïëîòå
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íà ðåçåðâîàð, dU r = T rdSr = −T rdS (êîðèñòèëè ñìî óñëîâ dS = −dSr). Ñòîãà jå d(U +U r) =

dU − T rdS = d(U − T rS) = 0. Òàêî¢å âàæè d2(U − T rS) = d2(U−T rS)
dS2 dS2 = d2U

dS2 dS
2 = d2U > 0.

Äàêëå, ìîæåìî äåôèíèñàòè Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë F = U − TS êîjè £å èìàòè ìèíóìóì ó

ðàâíîòåæíîì ñòà»ó óç óñëîâ T = T r.

Ñèñòåì êàäà âðøè ðàä òðîøè äåî åíåðãèjå è íà ïðåíîñ òîïëîòå íà ðåçåðâîàð, −dU =

d̄Wk+d̄Q, øòî ïîâå£àâà óêóïíó åíòðîïèjó ãëîáàëíîã ñèñòåìà. (Ðåâåðçèáèëíè) ðàä êîjè ñèñòåì

èçâðøè ïîä îâèì óñëîâèìà jåäíàê jå ñìà»å»ó Õåëìõîëöîâîã ïîòåíöèjàëà d̄Wk = −dU − d̄Q =

−dU + T rdS = −d(U − T rS) = −dF .

Óîïøòèìî ïðåòõîäíà çàïàæà»à íà ïðîèçâî§íè òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàë. Îçíà÷èìî

ñà E[P1, P2, ...] Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó åíåðãèjñêîj

ðåïðåçåíòàöèjè ó êîjîj ñìî åêñòåçèâíå âåëè÷èíåX1, X2, ... çàìåíèëè ñà èíòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà

P1, P2, .... Âàðèjàöèîíè ïðèíöèï çà òåðìîäèíàìè÷êå ïîòåíöèjàëå òàäà ãëàñè:

àêî jå ñèñòåì ó êîíòàêòó ñà ðåçåðâîàðèìà ñà èíòåíçèâíèì

âåëè÷èíàìà P r
1 , P

r
2 , ... îíäà ñó ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè

êîîðäèíàòà ñèñòåìà êîjå íèñó îãðàíè÷åíå îíå êîjå ìèíèìèçójó

òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàë E[P1, P2, ...] çà âðåäíîñòè

P1 = P r
1 , P2 = P r

2 , ....

Äàêëå, óñëîâ ðàâíîòåæå ó äèôåðåíöèjàëíîì îáëèêó ñå ñâîäè íà jåäíà÷èíå E[P r
1 , P

r
2 , ...] =

0 è d2E[P r
1 , P

r
2 , ...] > 0. Êîíà÷íå ïðîìåíå òåðìîäèíàìè÷êè ïîòåíöèjàëa ñó äàòå óñëîâîì

∆E[P r
1 , P

r
2 , ...] ≤ 0.

Ðåâåðçèáèëíè ðàä êîjè èçâðøè ñèñòåì ó êîíòàêòó ñà ðåçåðâîàðèìà jåäíàê

jå ñìå»å»ó îäãîâàðàjó£åã òåðìîäèíàìè÷êîã ïîòåíöèjàëà. Çàòî ñå òåðìîäèíàìè÷êè

ïîòåíöèjàëè íàçèâàjó ñëîáîäíèì åíåðãèjàìà jåð jå »èõîâà ïðîìåíà jåäíàêà äîñòóïíîì ðàäó

ïîä óñëîâèìà êîíñòàíòíèõ èíòåíçèâíèõ âåëè÷èíà ðåçåðâîàðà.

Ïðèìåð Ðàçìîòðèòè ðàâíîòåæíî ñòà»å äâà ñóäà óðî»åíà ó òîïëîòíè ðåçåðâîàð òåìïåðàòóðå

T r. Ñóäîâè ñó ðàçäâîjåíè ïîêðåòíèì çèäîì.

T

1 2

r

V V

Ñëèêà 4.5: Äâà ñóäà óðà»åíà ó òîïëîòíè ðåçåðâîàð, ðàçäâîjåíà ïîêðåòíèì çèäîì.

Ðåøå»å: Ðàçìîòðèìî ïðâî ðåøå»å ïðèìåðà ïîìî£ó Õåëìõîöîâîã ïîòåíöèjàëà. Ñóäîâè ñå

íàëàçå íà òåìïåðàòóðè T r è íå ìîãó äà ìå»àjó áðîj ìîëîâà ìîëåêóëà. Âèðòóåëíà ñòà»à

êîjà ñèñòåì ìîæå äà èçàáåðå ñå îäëèêójó ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà çàïðåìèíàìà ñóäîâà

V1 è V2. Óêóïíà çàïðåìèíà îáà ñóäà ñå íå ìå»à, òàêî äà âàæè

V1 + V2 = V (ïðâà jåäíà÷èíà)
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òj. ó äèôåðåíöèjàëíîì îáëèêó, dV1 = −dV2. Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë îáà ñóäà jå ìèíèìàëàí

ó ðàâíîòåæè,

dF = dF1 + dF2 =
∂F

∂V1

dV1 +
∂F

∂V2

dV2 = −P1dV1 − P2dV2 = 0.

Êîðèñòå£è óñëîâ çà ïðîìåíå çàïðåìèíà äîáèjàìî (−P1 + P2)dV1 = 0 øòî äàjå

P1(T
r, V1, N1) = P2(T

r, V2, N2) (äðóãà jåäíà÷èíà).

Ïðîáëåì ñå ñâîäè íà ðåøàâà»å äâå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå V1 è V2.

Îâàj ïðîáëåì ñå ìîæå ðåøèòè ó åíåðãèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè. Òàäà èñòî âàæè óñëîâ

ìåõàíè÷êå ðàâíîòåæå P1(S1, V1, N1) = P2(S2, V2, N2) àëè ïðèòèñàê ó ñóäîâàìà çàâèñè îä

åíòðîïèjå êîjà íàì íèjå ïîçíàòà. �ó ìîæåìî íà£è èç jåäíà÷èíà çà òîïëîòíó ðàâíîòåæó

ñóäîâà T1(S1, V1, N1) = T r è T2(S2, V2, N2) = T r. Íà îâàj íà÷èí, äîáèjàìî ñèñòåì îä ÷åòèðè

jåäíà÷èíå è ÷åòèðè íåïîçíàòå V1, V2, S1, S2, øòî jå òåæå ðåøèòè îä ïðåòõîäíîã ïðèñòóïà,

à äîäàòíå jåäíà÷èíå íàì ìîæäà íèñó íè ïîçíàòå.

Ðàçìîòðèìî Ëåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó åíòðîïèjñêîj

ðåïðåçåíòàöèjè, òj. òåðìîäèíàìè÷êå ïîòåíöèjàëå ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè

ïîòåíöèjàë çàìå»åíå Ëåæàíäðîâà

ïðîìå»èâå òðàíñôîðìàöèjà

S[ 1
T
] E → 1

T
S[ 1

T
] = S − 1

T
E = −F

T

S[P
T
] V → P

T
S[P

T
] = S − P

T
V

S[ 1
T
, P
T
] E, V → 1

T
, P
T

S[ 1
T
, P
T
] = S − 1

T
E − P

T
V = −G

T

S[ 1
T
, µ
T
] E,N → 1

T
, µ
T

S[ 1
T
, µ
T
] = S − 1

T
E + µ

T
N = −Ω

T

Îâàêî äåôèíèñàíè ïîòåíöèjàëè íåìàjó âåëèêó ïðèìåíó ó òåðìîäèíàìèöè àëè èìàjó îãðîìàí

çíà÷àj ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè. Îíè ñó äèðåêòíî ïîâåçàíè ñà ïàðòèöèîíèì ôóíêöèjàìà.
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Ïîãëàâ§å 5

Ìàêñåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà

Èëè, ó êðàòêèì öðòàìà, àêî jå òîïëîòà êðåòà»å

êîíà÷íèõ äåëîâà ìàòåðèjå è àêî ìîæåìî

ïðèìåíèòè àëàòå íà òå äåëîâå ìàòåðèjå êàêî

áèñìî èõ îáðà¢èâàëè îäâîjåíî, îíäà ìîæåìî

èñêîðèñòèòè ðàçëè÷èòî êðåòà»å ðàçëè÷èòèõ

äåëîâà äà áèñìî âðàòèëè jåäíîëèêî òîïàî ñèñòåì

íà íåjåäíàêå òåìïåðàòóðå èëè íà êðåòà»å âåëèêèõ

ìàñà. Ñàìî øòî íå ìîæåìî, jåð íèñìî äîâî§íî

ïàìåòíè çà òàêî íåøòî.

�. Ê. Ìàêñâåë

Íàjjåäíîñòàâíèjè ìîëåêóëñêè ñèñòåì çà ïðîó÷àâà»å jå ðàçðå¢åíè ãàñ. Îí ñå èñòðàæèâàî

ñàäà âå£ ó äàâíîì XIX âåêó ïðå íåãî øòî jå áèëî äèðåêòíèõ åêñïåðèìåíòàëíèõ äîêàçà î

ïîñòîjà»ó ìîëåêóëà íåãî ñå ñàìî ñïåêóëèñàëî î àòîìñêîj è ìîëåêóëñêîj ïðèðîäè ìàòåðèjå.

Òàäà jå êîðèø£åíà ìîëåêóëñêà õèïîòåçà êîjà òâðäè äà ñâàêà ìàêðîñêîïñêà çàïðåìèíà ñàäðæè

îãðîìàí áðîj ìîëåêóëà. Ó ðàçðå¢åíîì ãàñó, óêóïíà çàïðåìèíà ìîëåêóëà jå ìíîãî ìà»à îä

çàïðåìèíå ñóäà. Ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå ñó ñàìî âàæíå òîêîì êðàòêîã âðåìåíà ñóäàðà

è ìîãó ñå çàíåìàðèòè ó îñòàëèì òðåíóöèìà. Ñðåä»å âðåìå ñóäàðà jå ìíîãî ìà»å îä âðåìåíà

èçìå¢ó ñóäàðà. Îâå ïðåòïîñòàâêå íàì ñóãåðèøó äà ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå íåìàjó âàæíó

óëîãó ó îñîáèíàìà ðàçðå¢åíèõ ãàñîâà. Èïàê, ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà äîâîäå äî ðàçìåíå

êèíåòè÷êå åíåðãèjå ìîëåêóëà øòî jå ïðåñóäíî çà óñïîñòàâ§à»å òåðìîäèíàìè÷êå ðàâíîòåæå.

Jåäíîì êàäà ñå òåðìîäèíàìè÷êà ðàâíîòåæà äîñòèãíå, ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà íå

ìîãó äà jå èçìåíå.

Ìàêñâåë jå áèî ìå¢ó ïðâèìà êîjè jå ñõâàòèî äà ñâè ìîëåêóëè ðàçðå¢åíîã ãàñà íåìàjó

èñòå áðçèíå íåãî íåêè èìàjó ìà»å à íåêè âå£å áðçèíå êîjå ñå ñóäàðèìà ðàçìå»ójó. Îí jå

ïðåäëîæèî ïðâè ñòàòèñòè÷êè ìîäåë ó ôèçèöè êîjè ñå îäíîñèî íà áðçèíå ìîëåêóëà ðàçðå¢åíîã

ãàñà. Äðóãèì ðå÷èìà, áðçèíà ìîëåêóëà ïîñòàjå ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà êîjîj îäãîâàðà ãóñòèíà

ðàñïîäåëå áðçèíà ïîâåçàíà ñà »îì. Áðçèíà íåêîã îäðå¢åíîã ìîëåêóëà jå ðåàëèçàöèjà òå

ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.

Ïîñìàòðàìî ïðîñòîð áðçèíà êîjåã ÷èíå òðè êîìïîíåíòå áðçèíå vx, vy, vz. Íåêè ìîëåêóëè
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£å èìàòè âå£å áðçèíå, íåêè ìà»å, à ïðàâöè âåêòîðà áðçèíà ìîëåêóëà òàêî¢å ìîãó áèòè

ðàçëè÷èòè. Íåêà jå óêóïàí áðîj ìîëåêóëà N , à áðîj ìîëåêóëà ÷èjå ñó êîìïîíåíòå áðçèíå

ó îïñåãó vx, vy, vz è vx + ∆vx, vy + ∆vy, vz + ∆vz jåäíàê jå ∆N . Òàäà je ïðåìà ñòàòèñòè÷êîj

äåôèíèöèjè âåðîâàòíî£å, âåðîâàòíî£à P (∆vx∆vy∆vz) äà ìîëåêóë èìà áðçèíó ó ïîñìàòðàíîì

èíòåðâàëó áðçèíà

P (∆vx∆vy∆vz) =
∆N

N
. (5.1)

Ïðåëàçå£è ñà êîíà÷íèõ èíòåðâàëà íà áåñêîíà÷íî ìàëå èíòåðâàëå áðçèíà äîáèjàìo ãóñòèíó

ðàñïîäåëå áðçèíà êîðèñòå£è jåäíà÷èíó 3.31,

f(v⃗) = f(vx, vy, vz) = lim
∆vx→0
∆vy→0
∆vz→0

1

N

∆N

∆vx∆vy∆vz
=

1

N

dN

dvxdvydvz
. (5.2)

Îíà ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó ïî jåäèíèöè çàïðåìèíå ó ïðîñòîðó áðçèíà. Êàêî áè íàøàî

ìàòåìàòè÷êè îáëèê òå ôóíêöèjå, Ìàêñâåë jå óçåî ó îáçèð äâå ôèçè÷êå ïðåòïîñòàâêå:

1. ìîëåêóëñêå áðçèíå ñó èçîòðîïíå ó îäñóñòâó ñïî§íèõ ñèëà;

2. êîìïîíåíòå áðçèíå ñó íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.

Ïðâà ïðåòïîñòàâêà ñå îäíîñè íà íåïîñòîjà»å ïðåôåðåíöèjàëíîã ïðàâöà áðçèíà. Äðóãà

ïðåòïîñòàâêà òâðäè äà âðåäíîñò áðçèíå äóæ jåäíå îñå íå óòè÷å íà âðåäíîñòè áðçèíà äóæ

äðóãå îñå. Íà ïðèìåð, àêî ìîëåêóë èìà âåëèêó áðçèíó äóæ jåäíå îñå, íå ìîðà äà jå èìà è äóæ

äðóãå îñå. Èç îâå äâå ïðåòïîñòàâêå ïðîèçèëàçè äà ñó ìîëåêóëè ðàâíîòåæíîã ðàçðå¢åíîã ãàñà

ó ìèêðîñêîïñêèì ñòà»èìà êîjå ñó ñòàòèñòè÷êè íàjìà»å îðãàíèçîâàíà, òj. íàjâèøå õàîòè÷íà.

Ìàðãèíàëíå ãóñòèíå ðàñïîäåëå áðçèíà ñó fx(vx), fy(vy) è fz(vz). Ïîøòî ñó êîìïîíåíòå

áðçèíå íåçàâèñíå (äðóãà ïðåòïîñòàâêà), âàæè f(vx, vy, vz) = fx(vx)fy(vy)fz(vz). Èç ïðâå ïðåòïîñòàâêå

ñëåäè äà ñâå êîìïîíåíòå áðçèíà èìàjó èñòå ðàñïîäåëå jåð íå ìîæå ðàñïîäåëà jåäíå êîìïîíåíòå

áðçèíå äà ñå ðàçëèêójå îä ðàñïîäåëå äðóãå êîìïîíåíòå áðçèíå, f(vx, vy, vz) = fx(vx)fx(vy)fx(vz).

Òàêî¢å ñëåäè äà jå f(vx, vy, vz) = f(v2x + v2y + v2z) jåð ãóñòèíà ðàñïîäåëà áðçèíå íå çàâèñè îä

ïðàâöà áðçèíå íåãî îä èíòåçèòåòà. Çàòî jå èñïó»åíà jåäíàêîñò

f(v2x + v2y + v2z) = fx(vx)fx(vy)fx(vz). (5.3)

Ðåøå»å îâå ôóíêöèîíàëíå jåäíà÷èíå jå jåäèíî ìîãó£å çà åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå jåð çà

»èõ âàæè ea
2+b2 = ea

2
eb

2
. Ñòîãà jå fx(vx) = Ae±Bv2x . Ìîæåìî óçåòè ñàìî çíàê ìèíóñ jåð fx(vx)

òðåáà äà áóäå íîðìèðàíà ôóíêöèjà (çíàê ïëóñ äàjå ôóíêöèjó êîjà èäå ó áåñêîíà÷íîñò è íå

ìîæå ñå íîðìèðàòè):

1 =

∞∫
−∞

Ae−Bv2xdvx = A

√
π

B
, (5.4)

èç ÷åãà ñëåäè A =
√

B
π
è f(v⃗) =

(
B
π

) 3
2 e−Bv2x .

Ó öè§ó îäðå¢èâà»à êîíñòàíòå B, ïîòðåáíî jå äà íà¢åìî èçðàç êîjè ïîâåçójå òåìïåðàòóðó

ãàñà è ñðåä»ó êâàäðàòíó áðçèíó ìîëåêóëà. Ó âåçè ñà òèì, ðàçìîòðèìî ìàëó ïîâðøèíó

∆A íà çèäó ñóäà ó îäíîñó íà êîjó ñå åëàñòè÷íî îäáèjàjó ìîëåêóëè ãàñà, ñëèêà 5.1. Íåêà
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Ñëèêà 5.1: Ñàìî ìîëåêóëè êîjè ñå íàëàçå óíóòðà öèëèíäðà ìîãó äà ñå ðåôëåêòójó î ïîâðøèíó

∆A.

DA

v tD

v

x

x

v

vx

vx

vy

vy

jå òà ïîâðøèíà íîðìàëíà íà x îñó. Jåäàí ìîëåêóë ãóáè ñàìî x êîìïîíåíòó èìïóëñà óñëåä

ðåôëåêñèjå î ïîâðøèíó ñóäà. Ïðîìåíà èìïóëñà êîjó îñå£à ïîâðøèíà ñóäà èçíîñè ∆p = 2px =

2mvx. Áðîj ìîëåêóëà êîjè ñå òîêîì âðåìåíà∆t îäáèjó îä òå ïîâðøèíå jåäíàê jå áðîjó ìîëåêóëà

êîjè ñå »îj ìîãó ïðèáëèæèòè òîêîì èñòîã âðåìåíñêîã èíòåðâàëà. Àêî jå áðîj÷àíà ãóñòèíà

ìîëåêóëà n, îíäà jå áðîj ìîëåêóëà êîjè ñå ñóäàðå ñà ïîâðøèíîì òîêîì âðåìåíà ∆t jåäíàê

nvx∆t∆A. Íåìàjó ñâè ìîëåêóëè èñòó áðçèíó, è çàòî òðåáà óñðåä»èòè áðçèíå óç óñëîâ äà

jå vx > 0 jåð íàñ èíòåðåñójó ñàìî ìîëåêóëè êîjè ñå ïðèáëèæàâàjó ïîâðøè à íå îíè êîjè ñå

óäà§àâàjó. Óêóïíà ïðîìåíà èìïóëñà ïî âðåìåíó ∆t è ïîâðøèíè ∆A jåäíàê jå ïðèòèñêó ãàñà

íà çèä ñóäà

P =

∫
vx>0

2mvxnvxf(v⃗) d
3v = mn

∫
v2xf(v⃗) d

3v = mn⟨v2x⟩ =
mn⟨v2⟩

3
. (5.5)

Îâäå ñìî óçåëè äà jå fx(vx) ñèìåòðè÷íà ãóñòèíà ðàñïîäåëå îêî íóëå è äà ñó ãóñòèíå ðàñïîäåëå

âåðîâàòíî£à ïî êîìïîíåíòàìà èñòîâåòíå. Ïîøòî jå çà ðàçðå¢åíè ãàñ jåäíà÷èíà ñòà»à P =

nkT , ñëåäè äà jå ⟨v2⟩ = 3kT
m

(øòî äàjå ñðåä»ó êèíåòè÷êó åíåðãèjó ìîëåêóëà m⟨v2⟩
2

= 3
2
kT ).

Èñêîðèñòèìî îâàj óñëîâ çà ñðåä»ó êâàäðàòíó áðçèíó äà íà¢åìî êîíñòàíòó B ó ãóñòèíè

ðàñïîäåëå áðçèíà:

3kT

m
=

∫
v2f(v⃗) d3v =

(
B

π

) 3
2
∫

e−Bv2 d3v =

(
B

π

) 3
2

∞∫
0

e−Bv2v44π dv. (5.6)

Èíòåãðàë ñå ðåøàâà ñìåíîì x = Bv2 êîjà ñâîäè èíòåãðàë íà ãàìà ôóíêöèjó. Íàëàçèìî äà jå

B = m
2kT

, a ãóñòèíà ðàñïîäåë áðçèíà èçíîñè:

f(vx, vy, vz) =
( m

2πkT

) 3
2
e−

m(v2x+v2y+v2z)

2kT . (5.7)

Ñâàêà êîìïîíåíòà áðçèíå èìà Ãàóñîâó ðàñïîäåëó ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó jåäíàêó íóëè è

âàðèjàíñîì kT
m
(ñëèêà 5.2):

fx(vx) =
( m

2πkT

) 1
2
e−

mv2x
2kT . (5.8)

Ãóñòèíó ðàñïîäåëå èíòåíçèòåòà áðçèíå äîáèjàìî òðàíñôîðìàöèjîì Äåêàðòîâèõ vx, vy, vz
íà ñôåðíå êîîðäèíàòå v, θ, φ, ñëèêà 5.3:

vx = vsinθcosφ
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Ñëèêà 5.2: Ãóñòèíà ðàñïîäåëå x êîìïîíåíòå áðçèíå ìîëåêóëà.

f (v )

x0 v

xx

Ñëèêà 5.3: Äåêàðòîâå vx, vy, vz è ñôåðíå v, θ, φ êîìïîíåíòå áðçèíå ìîëåêóëà.

y

x

z

q

f

v

v

v

v

vy = vsinθsinφ

vz = vcosθ

Òðàíñôîðìèñàíó ãóñòèíó ðàñïîäåëå f(v, θ, φ) ìîæåìî äîáèòè êîðèñòå£è jåäíà÷èíó 3.61 è

äåòåðìèíàíòó Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà |J | = v2sinθ. Ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà

ïî v ñå äîáèjà èíòåãðàëå£è θ è φ êîîðäèíàòå, ñëèêà 5.4:

f(v) = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT . (5.9)

Ñëèêà 5.4: Ãóñòèíà ðàñïîäåëå èíòåíçèòåòà áðçèíå ìîëåêóëà çà äâå ðàçëè÷èòå òåìïåðàòóðå.

f(v)

0 v

T

T >

1

2 T1

Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà jå åêñïåðèìåíòàëíî ïîòâð¢åíà ó åêñïåðèìåíòèìà ñà ìîëåêóëñêèì

ñíîïîâèìà è ñåëåêòîðèìà áðçèíà. Ïîêàçàíî jå äà îíà íå çàâèñè îä âðñòå ìîëåêóëà êîðèø£åíèõ

ó åêñïåðèìåíòó è íèjåäíà äðóãà ðàñïîäåëà íèjå íèêàä îïàæåíà.
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Ïðèìåð à) Èçâåñòè ãóñòèíó ðàñïîäåëå èíòåíçèòåòà áðçèíå f(v) ïîëàçå£è îä f(vx, vy, vz).

á) Çàøòî ãóñòèíà ðàñïîäåëà ñâàêå êîìïîíåíòå áðçèíå fx(vx) èìà ìàêñèìóì çà áðçèíó

jåäíàêó íóëè à ðàñïîäåëà f(v) èìà ó òîj òà÷êè âðåäíîñò jåäíàêó íóëè?

Ðåøå»å: à) Ïðâî òðàíñôîðìèøèìî ãóñòèíó ðàñïîäåëå áðçèíà èç Äåêàðòîâèõ ó ñôåðíå

êîîðäèíàòå. Äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà èçíîñè |J | = v2sinθ.

Ãóñòèíà ðàñïîäåëå áðçèíà ó ñôåðíèì êîîðäèíàòàìà jå òàäà

f(v, θ, φ) = f(vx, vy, vz)|J | =
( m

2πkT

) 3
2
e−

mv2

2kT v2sinθ.

Ìàðãèíàëíó ðàñïîäåëó çà èíòåíçèòåò áðçèíå íàëàçèìî èíòåãðàöèjîì ïî óãëîâèìà

f(v) =

2π∫
0

dφ

π∫
0

f(v, θ, φ) dθ = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT .

á) Òî ñå äåøàâà çáîã äåòåðìèíàíòå Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå Äåêàðòîâèõ íà ñôåðíå

êîîðäèíàòå êîjà çà v = 0 èìà âðåäíîñò jåäíàêó íóëè. Äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå

jå îäíîñ åëåìåíòàðíèõ çàïðåìèíà ó Äåêàðòîâèì è ñôåðíèì êîîîðäèíàòàìà è îíà ðàñòå

∼ v2 ñà ïîâå£à»åì v. Ïîøòî jå v2 = v2x+v2y+v2z , øòî jå v âå£å, òî ïîñòîjè âèøå ðàçëè÷èòèõ

êîìáèíàöèjà âðåäíîñòè vx, vy, vz êîjå £å äàòè èñòó âðåäíîñò v. Çà v = 0 èìàìî ñàìî jåäíó

êîìáèíàöèjó. Îâàj çàê§ó÷àê £å íàì êàñíèjå áèòè îä êîðèñòè çà ðàçìàòðà»å îñîáèíà

âèñîêîäèìåçèîíàëíèõ ïðîñòîðà.

Ïðèìåð Íà£è ìîä ðàñïîäåëå èíòåíçèòåòà áðçèíå è ñðåä»ó áðçèíó ìîëåêóëà.

Ðåøå»å: Ìîä ðàñïîäåëå ñå äîáèjà èç èçðàçà

df(v)

dv
= 4π

( m

2πkT

) 3
2
(
2ve−

mv2

2kT − v2e−
mv2

2kT
mv

kT

)
= 0.

Ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå íàëàçèìî ìîä ãóñòèíå ðàñïîäåëå, vìîä =
√

2kT
m
.

Ñðåä»à áðçèíà ìîëåêóëà jå jåäíàêà

⟨v⟩ =
∞∫
0

vf(v) dv = 4π
( m

2πkT

) 3
2

∞∫
0

v3e−
mv2

2kT dv.

Èíòåãðàë ñå ðåøàâà ñìåíîì x = mv2

2kT
êîjà òðàíñôîðìèøå èíòåãðàë ó ãàìà ôóíêöèjó.

Íàëàçèìî äà jå ñðåä»à áðçèíà ìîëåêóëà ⟨v⟩ =
√

8kT
πm
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Ïðèìåð Òðàíñôîðìèñàòè Ìàêñâåëîâó ðàñïîäåëó èíòåíçèòåòà áðçèíà ó ðàñïîäåëó êèíåòè÷êèõ

åíåðãèjà ìîëåêóëà.

Ðåøå»å: Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà èíòåíçèòåòà áðçèíà èçíîñè

f(v) = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT .

Æåëèìî äà òðàñôîðìèøåìî ñëó÷àjíó ïðîìå»èâó v ó ε = mv2

2
ïîìî£ó jåäíà÷èíå 3.58.

Íàëàçèìî äà jå òðàíñôîðìèñàíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìå»åâå ε:

f(ε) =
2

√
π(kT )

3
2

√
εe−

ε
kT .
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Ïîãëàâ§å 6

Ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå

...ñèñòåì... êàäà ñå îñòàâè ñàì çà ñåáå, áðçî ïðåëàçè

ó íåóðå¢åíî, íàjâåðîâàòíèjå ñòà»å

Ë. Áîëöìàí

Ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå jå ìåòîä êîjè ñå ìîæå ïðèìåíèòè íà ñèñòåì íåèíòåðàãójó£èõ

ìîëåêóëà (èëè óîïøòåíèjå ãîâîðå£è ÷åñòèöà) êîjè íàçèâàìî èäåàëíè ãàñ. Ìå¢óìîëåêóëñêå

èíòåðàêöèjå ñó óâåê ïðèñóòíå àëè ìîæåìî ñìàòðàòè äà jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà óñëåä èíòåðàêöèjà

ìîëåêóëà ðàçðå¢åíîã ãàñà ìíîãî ìà»à îä êèíåòè÷êå òå ñå ñòîãà ìîæå çàíåìàðèòè. Çàòî

ñå ðàçðå¢åíè ãàñ ìîæå ïîèñòîâåòèòè ñà èäåàëíèì ãàñîì. Ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå

ïðåäñòàâ§à óîïøòåíèjè ìåòîä îä ìåòîäà êîjè jå ïðèìåíèî Ìàêñâåë íà ðàñïîäåëó áðçèíà jåð

óçèìà ó îáçèð è êîîðäèíàòå ìîëåêóëà ïà ñå ìîæå óïîòðåáèòè çà îäðå¢èâà»å îñîáèíà ñèñòåìà

ìîëåêóëà ñà ðàçëè÷èòèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå (íå ñàìî òðàíñëàöèîíèì), ìîëåêóëà ó ñïî§àø»åì

ïî§ó àëè è íà êâàíòíå ñèñòåìå è ñèñòåìå èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà. Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà

ñå äîáèjà êàî ñïåöèjàëíè ñëó÷àj ìåòîäà íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå. Òàj ìåòîä jå ïðâè óïîòðåáèî

Áîëöìàí íà êëàñè÷íå ñèñòåìå ìîëåêóëà à êàñíèjå jå ïðèìå»åí íà èäåíòè÷íå ÷åñòèöå.

Ñëèêà 6.1: Ïîäåëà ïðîñòîðà áðçèíà ìîëåêóëà íà £åëèjå. Ðàäè jåäíîñòàâíîñòè ïðèêàçàíå ñó

ñàìî äâå îñå îä òðè. Ìîëåêóëè ñó ïðèêàçàíè ñôåðàìà.

xv x
v + vD

x

yv

y
v + vD

y
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Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà âàæè çà ðàçðå¢åíå ãàñîâå áåç îáçèðà íà âðñòó ìîëåêóëà øòî

óêàçójå äà îíà èìà óíèâåðçàëíè êàðàêòåð. Èàêî åëàñòè÷íè ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà äîâîäå äî

ïðåíîñà êèíåòè÷êå åíåðãèjå èçìå¢ó ìîëåêóëà, åêñïåðèìåíòàëíî ñå ïîêàçàëî äà îíè íå ìå»àjó

Ìàêñâåëîâó ðàñïîäåëó áðçèíà - áðîj ìîëåêóëà êîjè èìàjó áðçèíó ó îäðå¢åíîì èíòåðâàëó jå

óâåê åêñïåðèìåíòàëíî îäðå¢åí òàêî äà jå ó ñàãëàñíîñòè ñà Ìàêñâåëîâîì ðàñïîäåëîì. Òî

çíà÷è äà ðàñïîäåëó ìîæåìî èçâåñòè áåç óçèìà»à ó ðàçìàòðà»å ìå¢óìîëåêóëñêèõ

èíòåðàêöèjà è ñóäàðà ðàçìàòðàjó£è ñàìî áðîj ìîëåêóëà êîjè èìà áðçèíå ó íåêîì

îïñåãó. Ïðîáëåì îäðå¢èâà»à îñîáèíà ñèñòåìà ìîëåêóëà ñå îíäà ñâîäè íà ñòàòèñòèêó

ìèêðîñòà»à óìåñòî íà ïðîó÷àâà»à ìîëåêóëñêèõ ñóäàðà êàî ó êèíåòè÷êîj òåîðèjè.

Çà ðàçëèêó îä Ìàêñâåëà êîjè jå ïîñòàâèî ôèçè÷êè çàñíîâàíå õèïîòåçå ó âåçè îñîáèíà ãèñòèíå

ðàñïîäåëå áðçèíà ìîëåêóëà, Áîëöìàí jå çàñíîâàî ñâîj ïðèíöèï íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå

(ìàêðîñòà»à) íà a priori ðàñïîäåëè âåðîâàòíî£å ñòà»à ìîëåêóëà êîjà jå óíàïðåä äàòà, à ÷èjà

ñå âåðîäîñòîjíîñò ìîæå ïîòâðäèòè èíäèðåêòíî êðîç ñëàãà»å åêñïåðèìåíòàëíèõ ðåçóëòàòà è

òåîðèjñêèõ ïðåäâè¢à»à.

Êàäà ñìî ðàçìàòðàëè Ìàêñâåëîâó ðàñïîäåëó, èíòåðåñîâàî íàñ jå áðîj ìîëåêóëà ó åëåìåíòó

çàïðåìèíå ïðîñòîðà áðçèíà èçìå¢ó êîìïîíåíòè áðçèíà vx, vy, vz è vx+∆vx, vy+∆vy, vz+∆vz.

Íàçîâèìî òàj åëåìåíò çàïðåìèíå £åëèjîì è ïîñìàòðàjìî ñâå £åëèjå ó ïðîñòîðó áðçèíà è

áðîjåâå ìîëåêóëà ó ñâàêîj £åëèjè, ñëèêà 6.1. Áðîj ìîëåêóëà ó i-òîj £åëèjè çà Ìàêñâåëîâó

ðàñïîäåëó fM èçíîñè Ni ≈ NfM(vx, vy, vz)∆vx∆vy∆vz. Áîëöìàí jå òàêî¢å ðàçìàòðàî è äðóãå

ðàñïîäåëå áðçèíà (äðóãà ìàêðîñòà»à) êîjå äàjó äðóãà÷èjå ïîïó»åíîñòè £åëèjà. Îí jå ñâàêîj

ðàñïîäåëè áðçèíà äîäåëèî âåðîâàòíî£ó ïðîïîðöèîíàëíó áðîjó íà÷èíà íà êîjè ìîæåìî ïåðìóòîâàòè

ìîëåêóëå ïî £åëèjàìà òàêî äà ñå »èõîâ áðîj ïî £åëèjàìà íå ìå»à. Ñâàêà òàêâà ïåðìóòàöèjà

ìîëåêóëà ïðåäñòàâ§à jåäíî ìèêðîñòà»å ÷èòàâîã ñèñòåìà ìîëåêóëà êîjå îäãîâàðà îäðå¢åíîì

ìàêðîñòà»ó. Ïîøòî ñóäàðè íà ñëó÷àjàí íà÷èí ìå»àjó ìèêðîñòà»å ñèñòåìà ìîëåêóëà, òî

óêàçójå äà jå áðîj ìèêðîñòà»à êîjà îäãîâàðàjó Ìàêñâåëîâîj ðàñïîäåëè áðçèíà ìíîãî âå£è

îä áðîjà ìèêðîñòà»à îñòàëèõ ðàñïîäåëà jåð îñòàëå ðàñïîäåëå áðçèíà íèñìî íèêàä îïàçèëè

ó åêñïåðèìåíòèìà. Óïðàâî íà òîj ÷è»åíèöè ñå çàñíèâà ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå

jåð îí íå óçèìà ó îáçèð îñòàëå ðàñïîäåëå è òèìå ìàòåìàòè÷êè ïîjåäíîñòàâ§ójå îäðå¢èâà»å

ñðåä»èõ âðåäíîñòè. Óìåñòî ðà÷óíà»à ñðåä»å âðåäíîñòè ïî ñâèì ðàñïîäåëàìà êîjå ñó ìîãó£å,

ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå ñå îãðàíè÷àâà ñàìî íà íàjâåðîâàòíèjó ðàñïîäåëó è »åí áðîj

ìèêðîñòà»à. Áîëöìàí jå ïðåäëîæèî äà jå åíòðîïèjà ìàêðîñòà»à ïðîïîðöèîíàëíà ëîãàðèòìó

áðîjà îäãîâàðàjó£èõ ìèêðîñòà»à ñèñòåìà. Ïîøòî jå ìàêðîñêîïñêî ðàâíîòåæíî ñòà»å íàjâåðîâàòíèjå

è ñà íàjâå£èì áðîjåì ñòà»à, òî jå »åãîâà åíòðîïèjà ìàêñèìàëíà ó îäíîñó íà ñâà äðóãà

ìîãó£à ìàêðîñòà»à øòî jå ó ñàãëàñíîñòè ñà ïðèíöèïîì ìàêñèìàëíå åíòðîïèjå. Ðàçìîòðèìî

äåòà§íèjå ó ñëåäå£åì îäå§êó ñòàòèñòèêó ïîïó»åíîñòè £åëèjà ìîëåêóëèìà è »åíó âåçó ñà

ìàêðîñòà»èìà.

6.1 Áîëöìàíîâà ðàñïîäåëà

Ïîñìàòðàjìî èçîëîâàíè èäåàëíè ñèñòåì ìîëåêóëà (èäåàëíè ãàñ) êîjè ñàäðæè N ìîëåêóëà

ó ñóäó çàïðåìèíå V . Óêóïíà åíåðãèjà ñèñòåìà ìîëåêóëà èçíîñè E è îíà jå î÷óâàíà òîêîì

âðåìåíà jåð ñó ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà è èçìå¢ó ìîëåêóëà è çèäîâà ñóäà åëàñòè÷íè. Ìîëåêóëè
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ñó ñëîæåíå ÷åñòèöå êîjå ñå ñàñòîjå îä àòîìñêèõ jåçãàðà è åëåêòðîíà. Ãåíåðàëíî, ìîëåêóë

èìà n ñòåïåíè ñëîáîäå (êîîðäèíàòà êîjå ìîãó ñëîáîäíî äà ñå ìå»àjó). Ïðîñòîð ñòà»à

jåäíîã ìîëåêóëà ÷èíå ñâå »åãîâå êîîðäèíàòå (ñòåïåíè ñëîáîäå) è èìïóëñè, x1, ..., xn, p1, ..., pn
(çàøòî jå áî§å êîðèñòèòè èìïóëñå ó îäíîñó íà áðçèíå áè£å jàñíèjå ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó).

Ðàäè êîíöèçíîñòè, íåêàä £åìî êîðèñòèòè ñêðà£åíå îçíàêå xn, pn óìåñòî x1, ..., xn, p1, ..., pn.

Ïîòðåáíî jå ïðèìåòèòè äà ñâàêîj êîîðäèíàòè îäãîâàðà jåäàí èìïóëñ.

Êðåòà»à íåêèõ ñòåïåíà ñëîáîäå (òðàíñëàöèîíèõ è ðîòàöèîíèõ) ñå ìîæå îïèñàòè ïîìî£ó

êëàñè÷íå ìåõàíèêå à çà íåêå ñòåïåíå ñëîáîäå òðåáà äà êîðèñòèìî êâàíòíó ìåõàíèêó (âèáðàöèîíå

è åëåêòðîíñêå). Äåòà§íèjå £åìî î òîìå ãîâîðèòè ó íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà. Ó ñëó÷àjó ñàìî

òðàíñëàöèîíèõ ñòåïåíè ñëîáîäå ìîëåêóëà, ïðîñòîð ñòà»à ìîëåêóëà ÷èíå òðè êîîðäèíàòå è

òðè èìïóëñà, x, y, z, px, py, pz. Åíåðãèjà jåäíîã ìîëåêóëà ε(xn, pn) ìîæå çàâèñèòè îä »åãîâèõ

êîîðäèíàòà è èìïóëñà ó íàjîïøòèjåì ñëó÷àjó.

Èçäåëèìî ÷èòàâ ïðîñòîð ñòà»à jåäíîã ìîëåêóëà íà £åëèjå ó îïñåçèìà èçìå¢ó x1, ..., xn, p1, ..., pn

è x1 +∆x1, ..., xn +∆xn, p1 +∆p1, ..., pn +∆pn ÷èjà çàïðåìèíà èçíîñè ∆ω =
n∏

i=1

∆xi∆pi, ñëèêà

6.2. Ïîäðàçóìåâàjìî äà ñó £åëèjå ìàëå è îçíà÷èìî èõ ðåäíèì áðîjåâèìà. Íåêà óêóïíî èìàìî

K £åëèjà, êàñíèjå £åìî óçåòè äà jå òàj áðîj áåñêîíà÷àí. Ïðîñòîð ñòà»à jåäíîã ìîëåêóëà jå

îãðàíè÷åí óêóïíîì çàïðåìèíîì è åíåðãèjîì ñèñòåìà. Ñðåä»à åíåðãèjà è áðîj ìîëåêóëà êîjè

ñå íàëàçè ó k-òîj £åëèjè èçíîñè εk è nk.

Ñëèêà 6.2: Ïîäåëà ïðîñòîðà ñòà»à ìîëåêóëà íà £åëèjå. Ðàäè jåäíîñòàâíîñòè ïðèêàçàíå ñó

ñàìî äâå îñå. Ìîëåêóëè ñó ïðèêàçàíè ñôåðàìà.

i
x

i
x + xD i

i
p

ip + pD
i

Ñâè áðîjåâè ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà n1, ...nK äåôèíèøó ðàñïîäåëó (ïîäåëó) ìîëåêóëà ó

ïðîñòîðó ñòà»à ìîëåêóëà øòî îäãîâàðà jåäíîì ìàêðîñòà»ó ñèñòåìà, ñëèêà 6.5. Íàçîâèìî

áðîjåâå ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà áðîjåâèìà çàóçåòîñòè £åëèjå. Ìîæåìî çàìèñëèòè ðàçëè÷èòå

ðàñïîäåëå ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè nk, àëè áðîjåâè çàóçåòîñòè £åëèjà íå ìîãó ñëîáîäíî äà

ñå ìå»àjó íåãî ïîñòîjå äâà óñëîâà êîjè îíè ìîðàjó äà çàäîâî§å. Ïðâè ñå îäíîñè íà óêóïàí

áðîj ìîëåêóëà

N =
K∑
k

nk, (6.1)
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à äðóãè íà óêóïíó åíåðãèjó

E =
∑
k

εknk. (6.2)

Ïðîñòîð ìèêðîñòà»à ñèñòåìà ìîëåêóëà (ôàçíè ïðîñòîð) ÷èíå ñâå êîîðäèíàòå

è èìïóëñè ñâèõ ìîëåêóëà. Ðàçìåíà äâà ìîëåêóëà èç ðàçëè÷èòèõ £åëèjà íå ìå»à áðîjåâå

çàóçåòîñòè £åëèjà àëè ìå»à ìèêðîñòà»å ñèñòåìà (ñëèêà 6.3) jåð ñìàòðàìî äà ìîëåêóëå ìîæåìî

ðàçëèêîâàòè. Ñòîãà èìàìî

W (n1, ...nK) =
N !

n1!n2!n3!...nK !
(6.3)

ðàçëè÷èòèõ ìèêðîñòà»à ñèñòåìà êîjà îäãîâàðàjó jåäíîj ðàñïîäåëè n1, ..., nK ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà.

Óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à äîñòóïàí ñèñòåìó jåäíàê jå

G(E) =
∑
n1

...
∑
nK

W (n1, ...nK) (6.4)

ãäå ñóìå èäó ïî ñâèì ìîãó£èì âðåäíîñòèìà áðîjåâà çàóçåòîñòè £åëèjà êîjè çàäîâî§àâàjó äâà

óñëîâà 6.1 è 6.2 .

Ñëèêà 6.3: Ðàçìåíà äâà ìîëåêóëà 1 è 2 èç ðàçëè÷èòèõ £åëèjà à) íå ìå»à áðîjåâå çàóçåòîñòè

£åëèjà àëè á) ìå»à ìèêðîñòà»å ñèñòåìà ìîëåêóëà jåð îíî çàâèñè îä îçíàêà ìîëåêóëà.

i
x’

i
x’’

(2,1)

i
x’

i
x’ + x’D

i
p’

i
p’ + p’D

i

i i
x’’

i
x’’ + x’’D i

i
p’’

i
p’’ + p’’D

i

1

2 (1,2)

б)a)

Ñòàòèñòè÷êà ïðåòïîñòàâêà êîjó jå Áîëöìàí êîðèñòèî jå äà ñó ñâà äîñòóïíà

ìèêðîñòà»à ñèñòåìà ìîëåêóëà ïîäjåäíàêî âåðîâàòíà (ïðèíöèï a priori âåðîâàòíî£à,

âåðîâàòíî£å êîjå óçèìàìî áåç ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à). Òî jå ñàãëàñíî ñà Ìàêñâåëîâîì

ïðåòïîñòàâêîì äà ñó ñòà»à ìîëåêóëà ìàêñèìàëíî õàîòè÷íà. Ïîøòî ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà

íàñóìè÷íî ìå»àjó ìèêðîñòà»à ÷èòàâîã ñèñòåìà ìîëåêóëà, òî ñå ðàçëè÷èòà ìèêðîñòà»à ïîäjåäíàêî

÷åñòî çàïîñåäàjó. Âåðîâàòíî£à jåäíîã ìèêðîñòà»à ñèñòåìà èçíîñè,

P (E) =
1

G(E)
(6.5)

à jåäíîã ìàêðîñòà»à êîjå îäãîâàðà ðàñïîäåëè áðîjåâà ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà n1, ..., nK jåäíàêà

jå

P (n1, ..., nK) =
W (n1, ..., nK)

G(E)
=

W (n1, ..., nK)∑
n1

...
∑
nK

W (n1, ...nK)
. (6.6)
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Ïîäñåòèìî ñå äà áðîjåâè çàóçåòîñòè íèñó ñëîáîäíè íåãî îãðàíè÷åíè óñëîâèìà 6.1 è 6.2. Äàêëå,

øòî jå âå£à âðåäíîñò W (n1, ..., nK), òî jå âå£à âåðîâàòíî£à ìàêðîñòà»à. Çàòî ñå W (n1, ..., nK)

íàçèâà è ñòàòèñòè÷êà òåæèíà ìàêðîñòà»à.

Ñðåä»ó çàóçåòîñò jåäíå £åëèjå ìîæåìî îäðåäèòè òàêî øòî óñðåä»èìî çàóçåòîñòè òå £åëèjå

ïî ñâèì ìàêðîñòà»èìà

⟨nk⟩ =
∑
n1

...
∑
nK

nkP (n1, ..., nK) =

∑
n1

...
∑
nK

nkW (n1, ..., nK)∑
n1

...
∑
nK

W (n1, ...nK)
, (6.7)

óç óñëîâå 6.1 è 6.2.

Îäðå¢èâà»å ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ìàêðîñòà»à P (n1, ..., nK) jå ìàòåìàòè÷êè çàõòåâàí

ïðîöåñ jåð ïîñòîjå äâà óñëîâà êîjå áðîjåâè n1, ..., nK òðåáà äà çàäîâî§å. Êàäà áè ïîñòîjàî

ñàìî óñëîâ çà óêóïíè áðîj ìîëåêóëà, îíäà áè ðàñïîäåëà áèëà ìóëòèíîìíà. Çáîã óñëîâà çà

óêóïíó åíåðãèjó, ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å P (n1, ..., nK) íå ìîæå äà ñå îäðåäè åëåìåíòàðíèì

ìàòåìàòè÷êèì ìåòîäàìà. Èïàê, ïîñòîjè ðàçëîã çàøòî íå ìîðàìî äà îäðåäèìî ðàñïîäåëó

íåãî ñàìî ìîä ðàñïîäåëå. Çáîã îãðîìíîã áðîjà ìîëåêóëà, èñïîñòàâ§à ñå äà jåäíîj

ðàñïîäåëè ñ1, ..., ñK îäãîâàðà óáåä§èâî íàjâå£è áðîj ìèêðîñòà»à, òj. îíà jå íàjâåðîâàòíèjà

(òî jå ìîä ðàñïîäåëå P (n1, ..., nK)). Òà ðàñïîäåëà îäãîâàðà ðàâíîòåæíîì ìàêðîñòà»ó

ñèñòåìà. Äðóãå ðàñïîäåëå (ìàêðîñòà»à) èìàjó ìíîãî ìà»ó âåðîâàòíî£ó è »èõ ìîæåìî

çàíåìàðèòè, ñëèêà 6.4. Îíå îäãîâàðàjó íåðàâíîòåæíèì è âèðòóåëíè ðàâíîòåæíèì ìàêðîñòà»èìà

(íà ïðèìåð, ñâè ìîëåêóëè ñå íàëàçå ó jåäíîj ïîëîâèíè ñóäà èëè ñâè ìîëåêóëè èìàjó áðçèíå ó

èñòîì ïðàâöó). Ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå ñå çàñíèâà íà íàëàæå»ó ðàñïîäåëå (ñ1, ..., ñK)

ïóòåì ìàêñèìàëèçàöèjå áðîjà ñòà»à W (n1, ..., nK). Òàäà ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å P (n1, ..., nK)

ìîæåìî àïðîêñèìèðàòè ñà »åíîì íàjâåðîâàòíèjîì âðåäíîø£ó P (ñ1, ..., ñK) à ñðåä»à çàóçåòîñò

íåêå £åëèjå ïîñòàjå »åíà íàjâåðîâàòíèjà çàóçåòîñò, ⟨nk⟩ ≈ ñk.

Ïðåìà ïðèíöèïó ìàêñèìóìà åíòðîïèjå, ìàêðîñòà»å êîjå îäãîâàðà òåðìîäèíàìè÷êîj ðàâíîòåæè

èìà íàjâå£ó åíòðîïèjó. Ïîøòî ðàâíîòåæíî ñòà»å èìà íàjâå£è áðîj ìèêðîñòà»à êîjå ìó

îäãîâàðàjó, îíäà ìîðà ïîñòîjàòè ìîíîòîíà çàâèñíîñò èçìå¢ó áðîjà ìèêðîñòà»à jåäíîã ìàêðîñòà»à

è »åãîâå åíòðîïèjå. Áîëöìàí jå ïðåäëîæèî äà åíòðîïèjà ìàêðîñòà»à çàâèñè îä

ëîãàðèòìà áðîjà ìèêðîñòà»à

S = klnW (6.8)

ãäå jå k Áîëöìàíîâà êîíñòàíòà. Çàïðàâî Áîëöìàí jå êîðèñòèî ïðîïîðöèîíàëíîñò åíòðîïèjå

è ëîãàðèòìà áðîjà ìèêðîñòà»à à êîíñòàíòó ïðîïîðöèîíàëíîñòè íèjå íèêàä îäðåäèî. Êîíñòàíòó

k jå ïðâè îäðåäèî Ïëàíê è ñóãåðèñàî jå äà ñå çîâå Áîëöìàíîâà êîíñòàíòà êàî óñïîìåíà íà

Áîëöìàíà. Åíòðîïèjà ðàâíîòåæíîã ìàêðîñòà»à èçíîñè

S = klnW (ñ1, ..., ñK) (6.9)

Ïîñëåäèöà îâå ôîðìóëå jå äà çàêîíè òåðìîäèíàìèêå íèñó äåòåðìèíèñòè÷êè íåãî

èìàjó ñòàòèñòè÷êó îñíîâó, òj. îíè ñó ñàìî jàêî âåðîâàòíè. Òåðìîäèíàìèêà çàïðàâî

äàjå íàjâåðîâàòíèjå âðåäíîñòè ìàêðîñêîïñêèõ âåëè÷èíà (ìîäîâå ðàñïîäåëà ìàêðîñêîïñêèõ

âåëè÷èíà). Ó ñêîðî ñâèì ñëó÷àjåâèìà, íàjâåðîâàòíèjà âðåäíîñò jå òîëèêî äîìèíàíòíà äà

îäãîâàðà è ñðåä»îj âðåäíîñòè ðàñïîäåëå. Èïàê, ó åêñòðåìíèì ñëó÷àjåâèìà ó áëèçèíè ôàçíîã
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Ñëèêà 6.4: Øåìàòñêè ïðèêàç ïðîñòîðà ñòà»à èçîëîâàíîã ñèñòåìà ìîëåêóëà ïîäå§åíîã íà

ìàêðîñòà»à. Ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà íàñóìè÷íî ìå»àjó ìèêðîñòà»à êîjà ñó ïîäjåäíàêî

âåðîâàòíà. Çáîã îãðîìíîã áðîjà ìèêðîñòà»à êîjå ïðèïàäàjó ðàâíîòåæíîì ìàêðîñòà»ó, äðóãà

ìàêðîñòà»à èìàjó jàêî ìàëó âåðîâàòíî£ó äà áóäó îïàæåíà ó åêñïåðèìåíòó. È îáðíóòî,

àêî ñèñòåì ïóñòèìî äà ñå êðå£å èç íåêîã ìàëî âåðîâàòíîã ìàêðîñòà»à, îí £å çàâðøè ó

íàjâåðîâàòíèjåì ìàêðîñòà»ó.

равнотежно макростање

ïðåëàçà äðóãîã ðåäà, äåøàâà ñå äà íàjâåðîâàòíèjà âðåäíîñò íå îäãîâàðà ñðåä»îj âðåäíîñòè è

òàäà òåðìîäèíàìèêà íå äàjå èñïðàâíå îäãîâîðå íà îñîáèíå ìàòåðèjå íåãî jå ïîòðåáíî êîðèñòèòè

ìåòîäå ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêå êîjè £åìî ðàçìîòðèòè ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó.

Ëîãàðèòàìñêà çàâèñíîñò åíòðîïèjå îä áðîjà ìèêðîñòà»à äîâîäè äî àäèòèâíîñòè åíòðîïèjå

çà ñëîæåíè ñèñòåì. Ïîñìàòðàjìî èçîëîâàíè ñèñòåì êîjè ñå ñàñòîjè îä äâà ïîäñèñòåìà ðàçäâîjåíà

äèjàáàòñêèì çèäîì ó òîïëîòíîj ðàâíîòåæè. Ïîäñèñòåìè ó ðàâíîòåæíîì ìàêðîñòà»ó èìàjó

åíåðãèjå Ẽ1 è Ẽ2. Çáîã ñëàáå èíòåðàêöèjå èçìå¢ó ïîäñèñòåìà, óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à ñèñòåìà

ó ðàâíîòåæíîì ìàêðîñòà»ó jåäíàê jå ïðîèçâîäó áðîjà ìèêðîñòà»à ïîjåäèíà÷íèõ ïîäñèñòåìà

ïðè »èõîâèì ðàâíîòåæíèì åíåðãèjàìà, W = W1(Ẽ1)W2(Ẽ2). Òàäà jå åíòðîïèjà ñèñòåìà

àäèòèâíà ïî ñâîjèì äåëîâèìà S = klnW = klnW1(Ẽ1) + klnW2(Ẽ2) = S1(Ẽ1) + S1(Ẽ1).

Íà¢èìî ñàäà íàjâåðîâàòíèjó ðàñïîäåëó (ñ1, ..., ñK) çà ìîëåêóëå. Ïîòðåáíî jå ìàêñèìàëèçîâàòè

W (n1, ..., nK)øòî îäãîâàðà ìàêñèìàëèçîâà»ó åíòðîïèjå (áåç Áîëöìàíîâå êîíñòàíòå) lnW (n1, ..., nK)

(êîðèñòèòèìî Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó),

lnW (n1, ..., nK) = N lnN −N −
K∑
k=1

nklnnk +
K∑
k=1

nk (6.10)

Çáîã äâà óñëîâà çà óêóïíó åíåðãèjó è áðîj ìîëåêóëà, ïîòðåáíî jå äà êîðèñòèìî ìåòîä Ëàãðàíæåâèõ

íåîäðå¢åíèõ ìíîæèòå§à êàêî áè îäðåäèëè ìàêñèìóì. Ëàãðàíæåâà ôóíêöèjà èçíîñè

L = lnW (n1, ..., nK)− α

(
K∑
k=1

nk −N

)
− β

(
K∑
k=1

εknk − E

)
, (6.11)

ãäå ñó α è β íåîäðå¢åíè Ëàãðàíæåâè ìíîæèòå§è. Ìàêñèìóì ôóíêöèjå L äîáèjàìî èç jåäíà÷èíå:

∂L
∂nj

= −lnnj − nj
1

nj

+ 1− α− εjβ = 0. (6.12)
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Íàjâåðîâàòíèjè áðîj ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà èçíîñè (âðàòèìî ñå ïîíîâî íà èíäåê k)

ñk = e−α−βεk = Ce−βεk , (6.13)

ãäå jå C êîíñòàíòà. Èñêîðèñòèìî óñëîâ çà óêóïàí áðîj ìîëåêóëà

N =
K∑
k=1

ñk = C
K∑
k=1

e−βεk (6.14)

äà äîáèjåìî ðåëàöèjó êîjó íàçèâàìî Áîëöìàíîâà ðàñïîäåëà ìîëåêóëà ïî åíåðãèjàìà

ñk

N
=

e−βεk

∞∑
k=1

e−βεk

. (6.15)

Îâäå ñìî ãîð»ó ãðàíèöó ó ñóìè çàìèíèëè ñà áåñêîíà÷íîø£ó. Èàêî åíåðãèjà íåêîã ìîëåêóëà

íå ìîæå áèòè áåñêîíà÷íà, çàìåíà ãðàíèöà íàì ìîæå ìàòåìàòè÷êè îëàêøàòè äà íà¢åìî ñóìå à

ñóøòèíñêè íå ìå»à ðåçóëòàò çáîã åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå ó ñóìè. Áîëöìàíîâà ðàñïîäåëà

ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó ó ñìèñëó ñòàòèñòè÷êå äåôèíèöèjå äà ñå ìîëåêóë íà¢å ó £åëèjè ÷èjà

jå åíåðãèjà εk. Ñóìà ó èìåíèîöó ñå íàçèâà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà (ñóìà ñòà»à):

q =
∞∑
k=1

e−βεk . (6.16)

Íà¢èìî âðåäíîñò Ëàãðàíæåâîã ìíîæèòå§à β êîðèñòå£è Áîëöìàíîâó åíòðîïèjñêó ôîðìóëó:

S = klnW (ñ1, ..., ñK) = k(N lnN −
K∑
k=1

ñklnñk) = kN lnN − k
K∑
k=1

ñkln

(
Ne−βεk

q

)

= kN lnN − k
K∑
k=1

ñklnN + k
K∑
k=1

ñklnq + k
K∑
k=1

ñkβεk

= kN lnN − kN lnN + kN lnq + kβE = kN lnq + kβE.

(6.17)

Èçâîä îâå jåäíà÷èíå ïî åíåðãèjè äàjå(
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
=

kN

q

(
∂q

∂E

)
V,N

+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

=
kN

q

K∑
k=1

e−βεk

(
−εk

(
∂β

∂E

)
V,N

)
+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= −kN

q

(
∂β

∂E

)
V,N

K∑
k=1

εke
−βεk + kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= −kN

q

(
∂β

∂E

)
V,N

K∑
k=1

εk
ñkq

N
+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= kβ.

(6.18)

Îäàâäå ëàêî îäðå¢ójåìî âðåäíîñò Ëàãðàíæåâîã ìíîæèòå§à,

β =
1

kT
. (6.19)
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Ïðåòõîäíî ñìî íàøëè èç jåäíà÷èíå 6.17 äà åíòðîïèjà íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå èçíîñè

S = kN lnq +
E

T
. (6.20)

Èç òåðìîäèíàìèêå çíàìî äà jå Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë jåäíàê F = E−TS. Çàìåíîì ïðåòõîäíîã

èçðàçà çà åíòðîïèjó äîáèjàìî Õåëìîëöîâ ïîòåíöèjàë

F = −kTN lnq. (6.21)

Îâà jå âàæàí ðåçóëòàò jåð íàì ïîêàçójå äà ðà÷óíà»åì ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà jåäàí ìîëåêóë q

äîëàçèìî äî Õåëìõîëöîã ïîòåíöèjàëà, òj. îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó Õåëìõîëöîâîj

ðåïðåçåíòàöèjè.

Êàêî áè îäðåäèëè ãóñòèíå ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ó ïðîñòîðó ìîëåêóëà, ïîòðåáíî jå äà

ïðå¢åìî ñà äèñêðåòíèõ £åëèjà íà íåïðåêèäíè ïðîñòîð ñòà»à jåäíîã ìîëåêóëà. Àêî ñå ó k-

òîj £åëèjè çàïðåìèíå ∆ω îêî êîîðäèíàòà xn, pn íàëàçå ñk ìîëåêóëà îíäà ãóñòèíà ðàñïîäåëå

íàëàæå»à ìîëåêóëà ó òîj £åëèjè èçíîñè (êîðèñòèìî ñòàòèñòè÷êó äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å)

f(xn, pn) ≈ ñk

N∆ω
=

e−βε(xn,pn)

q∆ω
(6.22)

Ñðåä»à âðåäíîñò íåêå ôèçè÷êå âåëè÷èíå A = A(xn, pn) êîjà çàâèñè îä êîîðäèíàòà è èìïóëñà

ìîëåêóëà jåäíàêà jå

⟨A⟩ =
∫

...

∫
A(xn, pn)f(xn, pn) dω =

∫
...
∫
A(xn, pn)e−βε(xn,pn) dω∫
...
∫
e−βε(xn,pn) dω

(6.23)

Ïðèìåð Èçâåñòè Ìàêñâåëó ðàñïîäåëó áðçèíà èç Áîëöìàíîâå ðàñïîäåëå.

Ðåøå»å: Îãðàíè÷èìî ñå íà ìîëåêóë êîjè èìà ñàìî òðàíñëàöèîíå ñòåïåíå ñëîáîäå. �åãîâà

åíåðãèjà èçíîñè ε =
p2x+p2y+p2z

2m
. Ãóñòèíà ðàñïîäåëå ó ïðîñòîðó èìïóëñà jåäíîã ìîëåêóëà

èçíîñè

f(px, py, pz) =
e−

β(p2x+p2y+p2z)

2m

q∆px∆py∆pz
= Ce−

(p2x+p2y+p2z)

2mkT .

Êîíñòàíòà C ñå îäðå¢ójå èç óñëîâà íîðìàëèçàöèjå è èçíîñè C = (2πmkT )−
3
2 . Ìàêñâåëîâà

ðàñïîäåëà áðçèíà ñå äîáèjà òðàíñôîðìàöèjîì px = mvx, py = mvy è pz = mvz.

Ó îâîì ïðèìåðó åíåðãèjà ìîëåêóëà íå çàâèñè îä êîîðäèíàòà òàêî äà íå ìîðàìî ïðîñòîðíå

êîîðäèíàòå äà äåëèìî íà £åëèjå, òj. èìàìî ñàìî jåäíó £åëèjó êîjà îäãîâàðà çàïðåìèíè

(∆x∆y∆z = V ). Òàäà jå çàïðåìèíà £åëèjå ó ïðîñòîðó ñòà»à ìîëåêóëà

∆ω = ∆x∆y∆z∆px∆py∆pz = V∆px∆py∆pz. (6.24)

Íàøëè ñìî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó äà êîíñòàíòà C èçíîñè

C =
1

q∆px∆py∆pz
=

1

(2πmkT )
3
2

. (6.25)
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èç êîjå íàëàçèìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó çà òðàíñëàöèîíî êðåòà»å ìîëåêóëà

q =
V (2πmkT )

3
2

∆ω
. (6.26)

Îâàj ðåçóëòàò óêàçójå äà ñå ó ñëó÷àjó êëàñè÷íèõ ñòåïåíè ñëîáîäå ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

èçðà÷óíàâà êàî èíòåãðàë ïî ñâèì êîîðäèíàòàìà è èìïóëñèìà ìîëåêóëà ïîäå§åíà çàïðåìèíîì

£åëèjå:

q =
1

∆ω

∫
e−βε{xi,pi}dω. (6.27)

Ïðèìåòèìî äà ∆ω ñêðà£ójå jåäèíèöå ó êîjèìà jå èíòåãðàë èçðàæåí òàêî äà jå ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà áåçäèìåíçèîíàëíà âåëè÷èíà. Äðóãî, êîíñòàíòà ∆ω íå óòè÷å íà òåðìîäèíàìè÷êå

âåëè÷èíå jåð ñå ìîæå ïîjàâèòè êàî äîïðèíîñ »èìà ó îáëèêó ln∆ω à óâåê ñå ìåðå ðåëàòèâíå

âåëè÷èíå ó îäíîñó íà íåêó ðåôåðåíòíó âðåäíîñò. Ðàçâîjåì êâàíòíå ìåõàíèêå ïðåäëîæåíî jå

äà åëåìåíòàðíà çàïðåìèíà ïðîñòîðà ñòà»à ìîëåêóëà èçíîñè hn, ãäå jå n áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå

ìîëåêóëà. Ãðóáî îájàø»å»å çà èçáîð Ïëàíêîâå êîíñòàíòå çà çàïðåìèíó åëåìåíòàðíå £åëèjå

çà jåäàí ñòåïåí ñëîáîäå jå òî øòî íåîäðå¢åíîñò ïðîèçâîäà êîîðäèíàòå è èìïóëñà èçíîñè

ïðèáëèæíî h. Êîðèñòå£è òó âðåäíîñò çà çàïðåìèíó £åëèjå äîáèjàìî èçðàç çà ïàðòèöèîíó

ôóíêöèjó:

q =
1

hn

∫
e−βε{xi,pi}dω. (6.28)

Çà ìîëåêóë ñà ñàìî òðàíñëàöèîíèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå, áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå èçíîñè òðè è

òàäà jå ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jåäíàêà

q = V

(
2πmkT

h2

) 3
2

. (6.29)

Ïîìî£ó jåäíà÷èíå 6.21 íàëàçèìî Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë

F = −3

2
kTN ln

(
2πmkT

h2

)
− kTN lnV. (6.30)

Ïðèìå£ójåìî äà Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë íèjå õîìîãåíà ôóíêöèjà ïðâîã ðåäà øòî óêàçójå äà jå

äîáèjåíè èçðàç íåòà÷àí. Îí ñå ðàçëèêójå îä èñïðàâíîã èçðàçà çà −kTN lnN − kTN = kT lnN !

Ïîøòî jå Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë ïîâåçàí ñà åíòðîïèjîì à îíà ñà áðîjåì ñòà»à, ìîðà ïîñòîjàòè

ïðîáëåì ó âåçè áðîjà êëàñè÷íèõ ñòà»à çà òðàíñëàöèîíå ñòåïåíå ñëîáîäå. Ad hoc ðåøå»å

ïðîáëåìà jå ïðâè ïðåäëîæèî Ãèáñ àëè ïðàâî ðàçðåøå»å ïðîáëåìà jå âåçàíî çà èäåíòè÷íå

÷åñòèöå.

Ïðèìåð Îäðåäèòè äîïðèíîñ ñðåä»îj åíåðãèjè ìîëåêóëà êâàäðàòíîã ÷ëàíà ïî êîîðäèíàòè

èëè èìïóëñó Ay2 (êàî øòî ñó p2x
2m
, L2

x

2Ix
èëè 1

2
kx2) êîjè ñå íàëàçè ó èçðàçó çà åíåðãèjó.

Ðåøå»å: Ãóñòèíà ðàñïîäåëå çà êîîðäèíàòó y èçíîñè

f(y) =
e−βAy2

q∆y
= Ce−

Ay2

kT .
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Êîíñòàíòà C ñå äîáèjà èç íîðìàëèçàöèjå f(y),

C =

√
A

πkT
.

Äîïðèíîñ êâàäðàòíîã ÷ëàíà ïî y ñðåä»îj åíåðãèjè ìîëåêóëà èçíîñè

⟨εy⟩ =
∞∫

−∞

Ay2f(y) dy =

√
A

πkT

∞∫
−∞

Ay2e−
Ay2

kT dy =
kT

2
.

Äàêëå,Áîëöìàíîâà ðàñïîäåëà ïîêàçójå äà êàäà ïîñòîjè ìîãó£íîñò äà ñå åíåðãèjà

ñêëàäèøòè ó ðàçëè÷èòèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå, îíà £å áèòè ó êëàñè÷íîj ôèçèöè

ïîäjåäíàêî ïîäå§åíà ïî »èìà áåç îáçèðà íà »èõîâó ïðèðîäó. Åêñïåðèìåíòàëíè

ðåçóëòàòè ñó ïîêàçàëè äà îâàêàâ çàê§ó÷àê íèjå èñïðàâàí çà ñâå ñòåïåíå ñëîáîäå.

Òî jå äîâåëî äî ñòâàðà»à êâàíòíå òåîðèjå êîjå jå äàëà îájàø»å»å çàøòî ñó íåêè

ñòåïåíè ñëîáîäå óñïàâàíè, òj. íèñó ïîáó¢åíè.

Ïðèìåð Îäðåäèòè ñðåä»ó åíåðãèjó ìîëåêóëà ó ïðèñóñòâó ãðàâèòàöèîíîã ïî§à àêî îíà

çàâèñè îä z êîîðäèíàòå.

Ðåøå»å: Åíåðãèjà ìîëåêóëà ó ãðàâèòàöèîíîì ïî§ó èçíîñè ε = mgz. Ãóñòèíà ðàñïîäåëå

çà z êîîðäèíàòó jåäíàêà jå

f(z) =
e−βmgz

q∆z
= Ce−

mgz
kT .

Èç íîðìàëèçàöèjå f(z) íàëàçèìî

C =
mg

kT
.

Äîïðèíîñ ãðàâèòàöèîíîã ïî§à ñðåä»îj åíåðãèjè ìîëåêóëà èçíîñè

⟨ε⟩ =
∞∫
0

mgzf(z) dz = kT.

Èíòåðåñàíòàí ðåçóëòàò jå äà ãðàâèòàöèîíî ïî§å ïîâå£àâà ìîëàðíè òîïëîòíè êàïàöèòåò

èäåàëíîã ãàñà çà R.

Ïðèìåð Ïîñìàòðàjìî àäèjàáàòñêè ñóä êîjè jå ïîäå§åí çèäîì íà äâà jåäíàêà äåëà. Àêî ñå

ó ïðâîì äåëó ñóäà íàëàçè jåäàí ìîë èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà à ó äðóãîì äåëó ñóäà íåìà

ìîëåêóëà, èçðà÷óíàòè ïðîìåíó åíòðîïèjå êàäà ñå çèä óêëîíè.

Ðåøå»å: Îçíà÷èìî ñà 1 è 2 ðàâíîòåæíà ìàêðîñòà»à êàäà ñó ìîëåêóëè ñàìî ó jåäíîì äåëó

ñóäà è êàäà ñó ìîëåêóëè ó öåëîì ñóäó. Òàäà jå ïðîìåíà åíòðîïèjå óñëåä àäèjàáàòñêîã
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øèðå»à ãàñà

∆S = S2 − S1 = klnW2 − klnW1 = kln
W2

W1

.

Äîïðèíîñ èìïóëñà ìîëåêóëà óêóïíîì áðîjó ìèêðîñòà»à jå jåäíàê çà îáà ìàêðîñòà»à.

Çà äðóãî ìàêðîñòà»å èìàìî äâå £åëèjå ó ôèçè÷êîì ïðîñòîðó (ìîëåêóë ñå ìîæå íà£è ó

jåäíîì èëè äðóãîì äåëó ñóäà), äîê çà ïðâî ìàêðîñòà»å èìàìî ñàìî jåäíó £åëèjó (ìîëåêóë

ñå íàëàçè ó jåäíîì äåëó ñóäà). Óêóïàí áðîj ðàçìåøòà»à jåäíîã ìîëà ìîëåêóëà íà äâå

£åëèjå jå 2NA . Ñòîãà jå

∆S = kln2NA = Rln2.

Âåðîâàòíî£à äà ñå êîjèì ñëó÷àjåì ìîëåêóëè ñàìè ñïîíòàíî ñàáèjó ó ïîëîâèíó ñóäà àêî

çàóçèìàjó öåî ñóä jå 2−NA .

Ñëèêà 6.5: Ðàñïîäåëà ìîëåêóëà ïî åíåðãèjñêèì íèâîèìà çà äâà ìàêðîñòà»à ñèñòåìà.

e

Çà íåêå ñòåïåíå ñëîáîäå ìîëåêóëà ìîðàìî óçåòè ó îáçèð äà ñó êâàíòîâàíè. Êâàíòíè

ñèñòåìè íåìàjó ïðîñòîð ñòà»à êîjè ñå ñàñòîjè îä êîîðäèíàòà è èìïóëñà íåãî »èõîâ ïðîñòîð

ñòà»à ñàäðæè äèñêðåòíà ñòà»à îäðå¢åíå åíåðãèjå. Òî jå çàïðàâî ïðåäíîñò jåð ñìî äîñàä

ìîðàëè äà äèñêðåòèçójåìî ïðîñòîð ñòà»à jåäíîã ìîëåêóëà íà £åëèjå äà áè ìîãëè ïðèìåíèòè

êîìáèíàòîðíå ìåòîäå çà îäðå¢èâà»å íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå. Ó ñëó÷àjó êâàíòîâàíèõ ñòåïåíè

ñëîáîäå ìîëåêóëà ðàçìîòðèìî áðîj ìîëåêóëà ïî åíåðãèjñêèì íèâîèìà áåç äåãåíåðàöèjå (ñëó÷àj

äåãåíåðàöèjå ñå íàëàçè ó ñëåäå£åì îäå§êó), ñëèêà 6.5. Ïðåòõîäíî èçâåäåíå jåäíà÷èíå âàæå çà

íàjâåðîâàòíèjó ìàêðîñêîïñêó ðàñïîäåëó ìîëåêóëà ïî åíåðãèjñêèì íèâîèìà (jåäíà÷èíà 6.15)

è ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó (jåäíà÷èíà 6.16) êîjà ó ñåáè ñàäðæå ñóìó ïî åíåðãèjñêèì íèâîèìà.

Îâèì ñìî ïîêàçàëè äà òàëàñíè àñïåêò êâàíòíå òåîðèjå êîjè jå îäãîâîðàí çà äèñêðåòíå

åíåðãèjñêå íèâîå íå ìå»à Áîëöìàíîâó ðàñïîäåëó. Äðóãè àñïåêò êâàíòíå òåîðèjå

êîjå ñå îäíîñè íà ñèìåòðèjå óñëåä èäåíòè÷íîñòè ÷åñòèöà äîâîäè äî ïðîìåíå Áîëöìàíîâå

ðàñïîäåëå.
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6.2 Ôåðìè-Äèðàêîâà è Áîçå-Àjíøòàjíîâà ðàñïîäåëà

Ñâå åëåìåíòàðíå ÷åñòèöå (åëåêòðîíè, ôîòîíè, ...) ñó èäåíòè÷íå ÷åñòèöå è íå ïîñòîjè íà÷èí

äà ðàñïîçíàìî äâå èäåíòè÷íå ÷åñòèöå. Ñèñòåìè åëåìåíòàðíèõ ÷åñòèöà êîjè jàêî èíòåðàãójó,

êàî øòî ñó íóêëåîíè, àòîìè èëè ìîëåêóëè, ñå òàêî¢å ïîíàøàjó êàî èäåíòè÷íå ÷åñòèöå. Íåìîãó£íîñò

ïðåïîçíàâà»à ÷åñòèöà ñå äèðåêòíî îäðàæàâà íà »èõîâà ìèêðîñòà»à. Èàêî ñìî äîñàä ðàçìàòðàëè

ìèêðîñòà»à ìîëåêóëà, òî jå áèëî ñâå ó îêâèðó êëàñè÷íå ôèçèêå ó êîjîj ñìî èçìåíîì êîîðäèíàòà

è èìïóëñà ÷åñòèöà äîáèjàëè íîâî ñòà»å (íèñó èñòà ìèêðîñòà»à ó êîì je ïðâè ìîëåêóë ó

ïîëîæàjó r⃗ ′ ñà èìïóëñîì p⃗ ′ à äðóãè ó r⃗ ′′ ñà èìïóëñîì p⃗ ′′ è ó êîì je ïðâè ìîëåêóë ó ïîëîæàjó r⃗ ′′

ñà èìïóëñîì p⃗ ′′ à äðóãè ó r⃗ ′ ñà èìïóëñîì p⃗ ′, ñëèêà 6.3). Çàòî ñìî ñìàòðàëè (ó îêâèðó êëàñè÷íå

ôèçèêå) äà ñå ñâè ìîëåêóëè èñòå âðñòå çàïðàâî ïîíàøàjó êàî äà ñó ðàçëè÷èòè. Òî ìîðàìî

äà èñïðàâèìî jåð ìîãó£íîñò äà ðàçëèêójåìî ÷åñòèöå äîâîäè äî ïðîãðåøíîã áðîjà ìèêðîñòà»à

øòî ðåçóëòèðà íåêîðåêòíèì òåðìîäèíàìè÷êèì èçðàçîì çà Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë, øòî ñìî

ïðåòõîäíî ïîêàçàëè.

Èäåíòè÷íå ÷åñòèöå ñå ïðåìà »èõîâîj âðåäíîñòè ñïèíà ìîãó ïîäåëèòè íàôåðìèîíå (÷åñòèöå

ñà ïîëóöåëèì ñïèíîì, s = 1
2
,3
2
, 5
2
, ...) è áîçîíå (÷åñòèöå ñà öåëèì ñïèíîì, s = 0, 1, 2, ...). Ïðàâå

åëåìåíòàðíå ÷åñòèöå êîjå èìàjó ìàñó ñó ôåðìèîíè à îíå áåç ìàñå ñó áîçîíè. Ñèñòåìè ÷åñòèöà

êîjè jàêî èíòåðàãójó ñàñòàâ§åíè îä ôåðìèîíà ìîãó áèòè ôåðìèîíè èëè áîçîíè ó çàâèñíîñòè

îä òîãà äà ëè jå áðîj ôåðìèîíà íåïàðàí èëè ïàðàí. Ïðèìåðè ôåðìèîíà ñó åëåêòðîí, êâàðê,

ïðîòîí, íåóòðîí, àòîì äåóòåðèjóìà, à áîçîíà ñó ôîòîí è àòîì âîäîíèêà.

Jåäíî÷åñòè÷íî ñòà»å (îðáèòàëà) jå êâàíòíî ñòà»å jåäíå ÷åñòèöå. Jåäíî÷åñòè÷íà ñòà»à

ìîæåìî èñêîðèñòèòè äà ôîðìèðàìî âèøå÷åñòè÷íî ñòà»å çà ñèñòåì ÷åñòèöà. Áðîj ÷åñòèöà

ni ó i-òîì jåäíî÷åñòè÷íîì ñòà»ó åíåðãèjå εi ïðåäñòàâ§à áðîj çàóçåòîñòè (ïîïó»åíîñòè) òîã

ñòà»à. ×åñòî îäðå¢åíè áðîj jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à èìà èñòó åíåðãèjó. Òàäà ñå îíà íàçèâàjó

äåãåíåðèñàíèì ñòà»èìà. Ó òîì ñëó÷àjó, jåäíî÷åñòè÷íîì åíåðãèjñêîì íèâîó åíåðãèjå εi îäãîâàðà

gi jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à.

Íàjâèøå jåäàí ôåðìèîí ìîæå äà ñå ñìåñòè ó jåäíî jåäíî÷åñòè÷íî ñòà»å äîê çà áîçîíå íåìà

òàêâîã îãðàíè÷å»à. Ñòîãà çà ôåðìèîíå, ni óçèìà ñàìî âðåäíîñòè 0 è 1 à çà áîçîíå äîïóøòåíå

âðåäíîñòè ñó 0, 1, 2, 3, ... Ñâè áðîjåâè çàóçàòîñòè jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à (n1, n2, n3, ...) ïîòïóíî

îäðå¢ójó âèøå÷åñòè÷íî ñòà»å (ìèêðîñòà»å ñèñòåìà). Èäåíòè÷íîñò ÷åñòèöà óòè÷å íà

ìèêðîñòà»å ñèñòåìà ÷åñòèöà òàêî øòî íèjå áèòíà îçíàêà ÷åñòèöå êîjà ñå íàëàçè ó

íåêîì jåäíî÷åñòè÷íîì ñòà»ó íåãî ñàìî áðîj ÷åñòèöà ïî jåäíî÷åñòè÷íèì ñòà»èìà

(ïîäñåòèìî ñå íà ïðèìåð äà íàñ jå èíòåðåñîâàî áðîj åëåêòðîíà ïî îðáèòàëàìà àòîìà àëè íå

è ñàìå îçíàêå åëåêòðîíà). Çàìåíîì ïîëîæàjà è ñïèíà äâå èäåíòè÷íå ÷åñòèöå äîáèjàìî èñòî

ìèêðîñòà»å çà áîçîíå èëè èñòî ñòà»å ñà çíàêîì ìèíóñ çà ôåðìèîíå. Ó ñëó÷àjó ñèñòåìà

ñàñòàâ§åíèõ îä áîçîíà è ôåðìèîíà èñòî âàæè çà çàìåíó èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà ïî àðãóìåíòèìà

òàëàñíå ôóíêöèjå ñèñòåìà ÷åñòèöà. Èàêî ñâå ÷åñòèöå ìîæåìî ïîäåëèòè íà áîçîíå è ôåðìèîíå,

ðàäè ïîâåçèâà»à ñà ïðåòõîäíèì îäå§êîì, íàçîâèìî èçìèø§åíå ÷åñòèöå êîjå ìîæåìî ðàçëèêîâàòè

áîëöîíèìà. Âàæíà ðàçëèêà èçìå¢ó áîçîíå è ôåðìèîíà ñà jåäíå ñòðàíå è áîëöîíà ñà äðóãå

ñòðàíå jå äà ñâà ìèêðîñòà»à áîëöîíà íàñòàëà ïåðìóòàöèjàìà »èõîâèõ jåäíî÷åñòè÷íèõ

ñòà»à îäãîâàðàjó ñàìî jåäíîì ìèêðîñòà»ó èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà.
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Ïðèìåð Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì îä òðè ÷åñòèöå êîjå íåèíòåðàãójó à ÷èjå ñó åíåðãèjå ε = iC,

ãäå jå êâàíòíè áðîj i = 1, 2, 3, ... à C jå åíåðãèjñêà êîíñòàíòà. Íà£è áðîj ìèêðîñòà»à òîã

ñèñòåìà ñà åíåðãèjîì E = 9C àêî ñó ÷åñòèöå áîëöîíè, áîçîíè è ôåðìèîíè.

Ðåøå»å: Àêî ÷åñòèöå íåèíòåðàãójó âàæè E = ε1 + ε2 + ε3 = C(i1 + i2 + i3), ãäå ñó εj è

ij åíåðãèjà è êâàíòíè áðîj j-òe ÷åñòèöå. Ðàçìîòðèìî áðîj ðàçëè÷èòèõ ìèêðîñòà»à êîjà

íàñòàjó ïðåðàñïîäåëîì ÷åñòèöà:

êâàíòíè áðîjåâè áðîj ñòà»à

i1 i2 i3 áîëöîíè ôåðìèîíè áîçîíè

7 1 1 3 0 1

6 2 1 6 1 1

5 3 1 6 1 1

5 2 2 3 0 1

4 4 1 3 0 1

4 3 2 6 1 1

3 3 3 1 0 1

Ïîêàæèìî ðàñïîäåëó ÷åñòèöà ïî jåäíî÷åñòè÷íèì íèâîèìà çà òðè ñëó÷àjà (êîðèñòèìî

ñëîâà A, B, C çà áîëöîíå êîjå ìîæåìî ðàçëèêîâàòè è A çà ôåðìèîíå è áîçîíå êîjå íå

ìîæåìî ðàçëèêîâàòè; jåäíî÷åñòè÷íè íèâîè ñó ïîðå¢àíè ïî åíåðãèjàìà îä äîëå êà ãîðå):

ñëó÷àj i1 ̸= i2 ̸= i3 (íà ïðèìåð, i1 = 6, i2 = 2, i3 = 1)

áîëöîíè áîçîíè ôåðìèîíè

C B C A B A A A

B C A C A B A A

A A B B C C A A

ñëó÷àj ñëó÷àj i1 = i2 ̸= i3 (íà ïðèìåð, i1 = 4, i2 = 4, i3 = 1)

áîëöîíè áîçîíè ôåðìèîíè

C À B A 0

ÀB BC AC AA

ñëó÷àj ñëó÷àj i1 = i2 = i3 (i3 = 6, i2 = 3, i3 = 3)

áîëöîíè áîçîíè ôåðìèîíè

ÀBC AAA 0

Óêóïíè áðîj ìèêðîñòà»à çà áîëöîíå, ôåðìèîíå è áîçîíå jå 28, 3 è 7.

Ðàçëè÷èòè îãðàíè÷å»à ó âåçè ðàçìåøòà»à áîëöîíà, áîçîíà è ôåðìèîíà ïî

jåäíî÷åñòè÷íèì ñòà»èìà äîâîäå äî òðè ñòàòèñòèêå âåçàíå çà »èõ: Áîëöìàíîâå,

Áîçå-Àjíøòàjíîâå (BA) è Ôåðìè-Äèðàêîâå (FD). Íàïîìåíèìî äà ó âåîìà ñïåöèjàëíèì

ñèñòåìèìà ïîñòîjå è íåêå äðóãå åãçîòè÷íå ñòàòèñòèêå. Ðàçìîòðèìî ïîíîâî èçîëîâàíè èäåàëíè

ãàñ ÷åñòèöà åíåðãèjå E êîjè ñàäðæè N ÷åñòèöà ó ñóäó çàïðåìèíå V . Çà ðàçëèêó îä ñëó÷àjà

êàäà ñìî ðàçìàòðàëè Áîëöìàíîâó ðàñïîäåëó, îâäå íå ìîæåìî äà ïîñìàòðàìî ïîïó»åíîñò
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jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à jåð ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà îíå ñàäðæå âåîìà ìàëè áðîj ÷åñòèöà (ïîíåêàä

ìàêñèìàëíî jåäíó) è ñòîãà íèjå ìîãó£å ïðèìåíèòè Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó. Îëàêøàâàjó£à

îêîëíîñò jå äà jå ðàçìàê èçìå¢ó åíåðãèjà jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à âåîìà ìàëè çà ÷åñòèöå èäåàëíîã

ãàñà. Çîìåðôåëä jå ïðåäëîæèî äà ãðóïèøåìî jåäíî÷åñòè÷íà ñòà»à ó K £åëèjà òàêî äà k-òà

£åëèjà ñàäðæè gk (gk ≫ 1) åíåðãèjñêè áëèñêèõ jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à ÷èjà jå ñðåä»à åíåðãèjà

εk è ó »îj ñå íàëàçè nk ÷åñòèöà, ñëèêà 6.6. Èçìåíà èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà èçìå¢ó £åëèjà íå

ìå»à ìèêðîñòà»å ñèñòåìà çà ðàçëèêó îä èçìåíà ó îêâèðó jåäíå £åëèjå.

Ñëèêà 6.6: Ãðóïèñà»å jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à ïî £åëèjàìà.
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Èñêîðèñòèìî ðàíèjè ïðèìåð èç âåðîâàòíî£å ó âåçè ðàçìåøòà»à ê»èãà íà ïîëèöàìà ñà

ïðåãðàäàìà äà íà¢åìî áðîj ìèêðîñòà»à êîjè îäãîâàðà jåäíîj ðàñïîäåëè ÷åñòèöà ïî £åëèjàìà

(n1, ..., nK). Ïîëèöå ñó ñàäà £åëèjå à ïðåãðàäå ñó jåäíî÷åñòè÷íà ñòà»à ó îêâèðó £åëèjå.

Ó ñëó÷àjó ôåðìèîíà, nk ÷åñòèöà ñå ìîæå ðàçìåñòèòè íà gk jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à íà

gk!

nk!(gk − nk)!
(6.31)

íà÷èíà. Ïîøòî ðàçìåíà ÷åñòèöà èçìå¢ó £åëèjà íå äîâîäè äî íîâîã ìèêðîñòà»à, óêóïàí áðîj

ìèêðîñòà»à çà ðàñïîäåëó (n1, ..., nK) èçíîñè

WFD =
K∏
k=0

gk!

nk!(gk − nk)!
. (6.32)

Ó ñëó÷àjó áîçîíà, áðîj ìèêðîñòà»à óñëåä ðàçìåøòà»à ÷åñòèöà ó îêâèðó k-òå £åëèjå jåäíàê

jå
(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
. (6.33)

Óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à áîçîíà çà ðàñïîäåëó (n1, ..., nK) äîáèjàìî ìíîæå£è áðîjåâå ìèêðîñòà»à

çà ñâàêó £åëèjó

WBA =
K∏
k=0

(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
. (6.34)
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Ðàçìîòðèìî è òðå£è ñëó÷àj õèïîòåòè÷êèõ ÷åñòèöà áîëöîíà. Óêóïàí áðîj »èõîâèõ ìèêðîñòà»à

çà ðàñïîäåëó (n1, ..., nK) ïî £åëèjàìà èçíîñè

W ′
B = N !

K∏
k=0

gnk
k

nk!
. (6.35)

Òî jå èñòè èçðàç êàî øòî ñìî ðàíèjå êîðèñòèëè çà ðàñïîäåëó ìîëåêóëà ïî åíåðãèjñêèì íèâîèìà

ñàìî øòî ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî gk jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à ïî £åëèjè.

Èç ñëåäå£èõ íåjåäíàêîñòè

(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
=

(gk + nk − 1)(gk + nk − 2)...(gk + 1)gk
nk!

>
gnk
k

nk!
(6.36)

gk!

nk!(gk − nk)!
=

gk(gk − 1)...(gk − nk + 1)

nk!
<

gnk
k

nk!
(6.37)

ïðèìå£ójåìî äà óâåê âàæè WBA >
W ′

B

N !
> WFD. Ó ñëó÷àjó íåäåãåíåðèñàíîã ãàñà, êàäà

jå áðîj jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à ìíîãî âå£è îä áðîjà ÷åñòèöà ó £åëèjè, gk ≫ nk, áðîj

ìèêðîñòà»à ñèñòåìà íå çàâèñè îä òîãà äà ëè ñó ÷åñòèöå áîçîíè èëè ôåðìèîíè è

jåäíàê jå áðîjó ñòà»à áîëöîíà ïîäå§åíîã ñà N !

WBA ≈ WFD ≈ W ′
B

N !
. (6.38)

Îâàj çàê§ó÷àê íàì îìîãó£ójå äà îäðåäèìî òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå ñèñòåìà ÷åñòèöà íå óëàçå£è

ó òî äà ëè ñó áîçîíè èëè ôåðìèîíè çà ñëó÷àj íåäåãåíåðèñàíîã ãàñà. Äîâî§íî jå äà íà¢åìî

áðîj (êëàñè÷íèõ èëè êâàíòíèõ) ñòà»à ðàçëè÷èòèõ ÷åñòèöà (áîëöîíà) è äà ãà ïîäåëèìî ñà N !.

Çàòî £åìî äåôèíèñàòè êîðåêòàí áðîj ñòà»à áîëöîíà

WB =
W ′

B

N !
. (6.39)

Íåäåãåíåðèñàíè ãàñ jå çàïðàâíî óáåä§èâî íàj÷åø£è ñëó÷àj ñà êîjèì £åìî ñå ñóñðåòàòè. Îáðíóòè

ñëó÷àj êàäà jå áðîj ÷åñòèöà jåäíàê èëè ìíîãî âå£è îä áðîjà ñòà»à ó £åëèjè íàçèâà ñå jàêî

äåãåíåðèñàíè ãàñ. Óçìå¢ó íåäåãåíåðèñàíîã è äåãåíåðèñàíîã ãàñà íàëàçè ñå ñëó÷àj ñëàáî

äåãåíåðèñàíîã ãàñà êàäà åôåêòè èäåíòè÷íîñòè ÷åñòèöà ïîñòàjó ïðèìåòíè àëè íèñó äîìèíàíòíè

êàî êîä äåãåíåðèñàíîã ãàñà.

Íàjâåðîâàòíèjà ðàñïîäåëà (ñ1, ..., ñK) ñå äîáèjà ìàêñèìàëèçàöèjîì åíòðîïèjå òj. ëîãàðèòìà

áðîjà ìèêðîñòà»à (áåç Áîëöàìíîâå êîíñòàíòå) óç óñëîâå çà óêóïíè áðîj ÷åñòèöà N =
K∑
k=1

nk è

åíåðãèjó E =
K∑
k=1

εknk ïîìî£ó Ëàãðàíæåâå ôóíêöèjå. Êîðèñòå£è Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó

íàëàçèìî (èñêîðèñòèìî óñëîâ äà jå gk ≫ 1 ó ñëó÷àjó Áîçå-Àjíøòàjíîâå ñòàòèñòèêå è êîðèãîâàí

áðîj ìèêðîñòà»à áîëöîíà)

lnWB =
K∑
k=1

(nklngk − nklnnk + nk) , (6.40)
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Ñëèêà 6.7: à) Òîïëîòà ïðåíåòà ñèñòåìó ìå»à çàóçåòîñò jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à àëè íå è »èõîâå

âðåäíîñòè åíåðãèjà, á) ìåõàíè÷êè ðàä êîjè jå èçâðøåí íàä ñèñòåìîì íå ìå»à çàóçåòîñò

jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à àëè ìå»à »èõîâå âðåäíîñòè åíåðãèjà.

a) б)

lnWFD =
K∑
k=1

(gklngk − nklnnk − (gk − nk)ln(gk − nk)) , (6.41)

lnWBA =
K∑
k=1

((gk + nk)ln(gk + nk)− nklnnk − gklngk) . (6.42)

Äèôåðåíöèjàëè îâèõ èçðàçà ñó

dlnWB =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

)
dnk, (6.43)

dlnWFD =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

− 1

)
dnk, (6.44)

dlnWBA =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

+ 1

)
dnk. (6.45)

Ñâà òðè äèôåðåíöèjàëà áðîjà ìèêðîñòà»à ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè jåäíèì èçðàçîì

dlnWFD/BA/B =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

∓ 1(0)

)
dnk. (6.46)

äèôåðåíöèjàëè óñëîâà çà áðîj ÷åñòèöà è åíåðãèjó èçíîñå
K∑
k=1

dnk = 0 è
K∑
k=1

εkdnk = 0. Êîìáèíójó£è

jåäíà÷èíó 6.46 ñà äèôåðåíöèjàëèìà óêóïíîã áðîjà ÷åñòèöà è óêóïíå åíåðãèjå äîáèjàìî äèôåðåíöèjàëíè

îáëèê Ëàãðàíæåâå ôóíêöèjå

dL = dlnW − α

K∑
k=1

dnk − β

K∑
k=1

εkdnk =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

∓ 1(0)− α− βεk

)
dnk (6.47)

Èç óñëîâà ìàêñèìóìà ∂L
∂nk

= 0 íàëàçèìî íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå ÷åñòèöà ïî £åëèjàìà êîjå

íàçèâàìî Ôåðìè-Äèðàêîâà, Áîçå-Àjíøòàjíîâà è Áîëöìàíîâà ðàñïîäåëà

ñk FD/BA/B =
gk

eα+βεk ± 1(0)
. (6.48)
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Âðåäíîñòè +1, −1 è 0 ó èìåíèîöó îäãîâàðàjó Ôåðìè-Äèðàêîâîj, Áîçå-Àjíøòàjíîâîj, îäíîñíî

Áîëöìàíîâîj ðàñïîäåëè.

Íà¢èìî Ëàãðàíæåâå ìíîæèòå§å α è β. Çàìåíîì íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå ó äèôåðåíöèjàë

ëîãàðèòìà áðîj ìèêðîñòà»à (jåäíà÷èíà 6.46) äîáèjàìî

dlnW = α

K∑
k=1

dñk + β
K∑
k=1

εkdñk = αdN + β
K∑
k=1

εkdñk (6.49)

øòî âàæè çà ñâå ñòàòèñòèêå. Ïðèìåòèìî òàêî¢å äà äèôåðåíöèjàë óêóïíå åíåðãèjå ñèñòåìà

÷åñòèöà E =
K∑
k=1

εkñk èçíîñè dE =
K∑
k=1

εkdñk +
K∑
k=1

ñkdεk. Ïîøòî jå ïðîìåíà åíåðãèjå ñèñòåìà

÷åñòèöà jåäíàêà çáèðó ðàäà Wk è òîïëîòå Q òî jå åëåìåíòàðíè ðàä d̄Wk =
K∑
k=1

ñkdεk à òîïëîòà

d̄Q =
K∑
k=1

εkdñk jåð jå ðàä ïîâåçàí ñà ïðîìåíîì âðåäíîñòè jåäíî÷åñòè÷íèõ åíåðãèjñêèõ íèâîà

(ïóòåì ïðîìåíå çàïðåìèíå) à òîïëîòà ñà ïðîìåíîì áðîjà ÷åñòèöà ïî £åëèjàìà, ñëèêà 6.7.

Ñëèêà 6.8: Ôåðìè-Äèðàêîâà (FD), Áîçå-Àjíøòàjíîâà (BA) è Áîëöìàíîâà (B) ðàñïîäåëà

çàóçåòîñòè jåäíî÷åñòè÷íîã ñòà»à. Ñòðåëèöîì jå ïðèêàçàíà âðåäíîñò òîïëîòíå åíåðãèjå kT .

FD

BA

B

n
i

e
m i

~

0

1

2

3

kT

Òîïëîòó d̄Q ìîæåìî çàìåíèòè ó èçðàç 6.49 øòî äàjå

dlnW = αdN + βd̄Q. (6.50)

Êàäà ñå ìå»à áðîj ÷åñòèöà ó ñèñòåìó, ïðîìåíà áðîjà ñòà»à èçíîñè

dlnW =
dS

k
= βTdS. (6.51)

Èç îâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî β = 1
kT
. Ëàãðàíæåâ ìíîæèòå§ α íàëàçèìî êîðèñòå£è Õåëìõîëöîâ

ïîòåíöèjàë F = E − TS. Äèôåðåíöèjàëíè îáëèê Õåëìõîëöîâîã ïîòåíöèjàëà èçíîñè dF =
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dE − TdS − SdT . Ìíîæå£è jåäíà÷èíó 6.49 ñà kT äîëàçèìî äî èçðàçà

kTdlnW = TdS = kTαdN + kTβ(dE − d̄Wk). (6.52)

Çàìåíîì TdS ó dF äîáèjàìî dF = dE − kTαdN − kTβdE − kTβd̄Wk − SdT = −kTαdN −
d̄Wk − SdT êîjè êîðèñòèìî äà íà¢åìî õåìèjñêè ïîòåíöèjàë

µ =

(
∂F

∂N

)
V,T

= −kTα, (6.53)

à èç »åãà Ëàíãðàæåâ íåîäðå¢åíè ìíîæèòå§ α = − µ
kT
. Çàìåíîì Ëàãðàíæåâèõ ìíîæèòå§à ó

jåäíà÷èíó 6.48 äîëàçèìî äî Ôåðìè-Äèðàêîâå, Áîçå-Àjíøòàjíîâå è Áîëöìàíîâå ðàñïîäåëå

ñk FD/BA/B =
gk

e
εk−µ

kT ± 1(0)
. (6.54)

Îíå ñó ïðèêàçàíå íà ñëèöè 6.8.

Ïðèìåð Îäðåäèòè åíòðîïèjó èäåàëíîã ãàñà áîëöîíà, áîçîíà è ôåðìèîíà êîðèñòå£è Áîëöìàíîâó

åíòðîïèjñêó ôîðìóëó è íàjâåðîâàòíèjó ðàñïîäåëó.

Ðåøå»å: Êîðèñòå£è áðîj ìèêðîñòà»à íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå (jåäíà÷èíå 6.40, 6.41 è

6.42) íàëàçèìî åíòðîïèjó èäåàëíîã ãàñà

S = klnW =


k
∑
j

ñj

(
ln
(

gj
ñj

)
+ 1
)

áîëöîíè

k
∑
j

(
ñjln

(
gj
ñj

+ 1
)
+ gjln

(
1 +

ñj

gj

))
áîçîíè

k
∑
j

(
ñjln

(
gj
ñj

− 1
)
− gjln

(
1− ñj

gj

))
ôåðìèîíè

Çàìåíîì íàjâåðîâàòíèjå çàóçåòîñòè jåäíî÷åñòè÷íîã ñòà»à, jåäíà÷èíà 6.54, äîáèjàìî åíòðîïèjó

êàî ôóíêöèjó jåäíî÷åñòè÷íèõ åíåðãèjà

S =


keβµ

∑
j

gje
−βεj(β(εj − µ) + 1) áîëöîíè

k
∑
j

gj

(
β(εj−µ)

1−e−β(εj−µ) − ln
(
eβ(εj−µ) − 1

))
áîçîíè

k
∑
j

gj

(
β(µ−εj)

1+e−β(εj−µ) + ln
(
eβ(εj−µ) + 1

))
ôåðìèîíè

Êàäà áóäåìî ðàçìàòðàëè ãóñòèíó jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à èäåàëíîã ãàñà, ïðèìåíè£åìî îâàj

èçðàç äà îäðåäèìî åíòðîïèjó èäåàëíîã ãàñà áîëöîíà.
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Ïîãëàâ§å 7

Ìåòîä àíñàìáëà

... Íèêàäà íèñàì óïîçíàî Âèëàðäa Ãèáñà; ìîæäà,

äà ñàì ãà óïîçíàî, ñòàâèî áèõ ãà ïîðåä Ëîðåíöà.

A. Àjíøòàjí ãîäèíó äàíà ïðåä ñâîjó ñìðò íà

ïèòà»å êî jå íàjìî£íèjè ìèñëèëàö êîãà jå

ïîçíàâàî.

Ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå jå ïîêàçàî äà ñå îñîáèíå ðàâíîòåæíèõ òåðìîäèíàìè÷êèõ

ñòà»à èäåàëíèõ ñèñòåìà ìîãó îäðåäèòè áåç äåòà§íîã ðàçìàòðà»à êðåòà»à ìîëåêóëà ñàìî

óçèìàjó£è ó îáçèð ñòàòèñòèêó ìîëåêóëà ïî äåëîâèìà ïðîñòîðà ñòà»à jåäíîã ìîëåêóëà. Ñòàòèñòèêà

ìîëåêóëà ñå ïðèðîäíî îñëî»àëà íà îãðîìàí áðîj ìîëåêóëà êîjè ïîñòîjè ó ãàñó è ìîëåêóëñêå

ñóäàðå êîjè äîâîäå äî ðàçìåíà áðçèíà ìîëåêóëà è ïðåðàñïîäåëå ìîëåêóëà ïî £åëèjàìà. Ïðèíöèïè

íà êîjèìà ñå çàñíèâà ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå ñó ïîñëóæèëè çà ðàçâîj óîïøòåíèjåã

ñòàòèñòè÷êîã ìåòîäà êîjè jå ïðåäëîæèî Ãèáñ. Òàj ìåòîä jå ïîïðàâèî ñâå íåäîñòàòêå ìåòîäà

íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå êîjå ñó îãðàíè÷àâàëå »åãîâó ïðèìåíó. Îí ñå ìîæå ïðèìåíèòè íà

ñèñòåì èíòåðàãójó£èõ ìîëåêóëà, óçèìà ó îáçèð ñâà ìèêðîñòà»à ñèñòåìà ñàãëàñíà ñà ìàêðîñêîïñêèì

ãðàíè÷íèì óñëîâèìà à íå ñàìî îíà êîjà ïðèïàäàjó íàjâåðîâàòíèjîj ðàñïîäåëè è ìîæå äà ñå

ïðèìåíè íà ñèñòåì êîjè èíòåðàãójå ñà ðåçåðâîàðîì. Çà ðàçëèêó îä ìåòîäà íàjâåðîâàòíèjå

ðàñïîäåëå, Ãèáñîâ ñòàòèñòè÷êè ìåòîä, êîjè jå îí íàçâàî ìåòîä àíñàìáëà, ñå çàñíèâà

íà âåðîâàòíî£è äà ñå ñèñòåì íà¢å ó îäðå¢åíîì äåëó ôàçíîã ïðîñòîðà (èëè âèøå÷åñòè÷íîì

ñòà»ó çà êâàíòíå ñèñòåìå). Ãèáñ jå çàìèñëèî ñòàòèñòè÷êó òåðìîäèíàìèêó êàî

ñòàòèñòèêó êîëåêöèjå îãðîìíîã áðîjà ìàêðîñêîïñêè èñòîâåòíèõ àëè ìèêðîñêîïñêè

ðàçëè÷èòèõ ñèñòåìà ïî àíàëîãèjè ñà Áîëöàíîâîì ñòàòèñòèêîì ìîëåêóëà. Òàj ôèêòèâíè

ñêóï ñèñòåìà ìîëåêóëà jå íàçâàî àíñàìáë ó ñìèñëó äà jå âåðîâàòíî£à äà ñå ñèñòåì íà¢å ó

îäðå¢åíîì äåëó ôàçíîã ïðîñòîðà jåäíàêà áðîjó ÷ëàíîâà àíñàìáëà ó òîj çàïðåìèíè ôàçíîã

ïðîñòîðà ïîäå§åí ñà óêóïíèì áðîjåì ÷ëàíîâà àíñàìáëà êîjè ìîæå áèòè ïðîèçâî§íî âåëèêè.

Äðóãè íà÷èí íà êîjè ìîæåìî èíòåðïðåòèðàòè âåðîâàòíî£ó ñå çàñíèâà íà îãðàíè÷åíîj

èíôîðìàöèjè î êðåòà»ó ìîëåêóëà óñëåä íåïîçíàâà»à ïî÷åòíèõ ìèêðîñêîïñêèõ

óñëîâà jåð ñó íàì ïîçíàòå ñàìî ìàêðîêîîðäèíàòå ñèñòåìà òîêîì èçâî¢å»à åêñïåðèìåíòà.

Ñóøòèíñêè, âåðîâàòíî£à jå ñàìî ïîãîäàí ìàòåìàòè÷êè íà÷èí êîjè íàì îìîãó£ójå äà ðàçìàòðàìî

ñèñòåìå ñà âåëèêèì áðîjåì ìîëåêóëà èàêî ó åêñïåðèìåíòó ïîñìàòðàìî ñàìî jåäàí ñèñòåì
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ìîëåêóëà ñà äîáðî äåôèíèñàíèì êîîðäèíàòàìà è èìïóëñèìà ìîëåêóëà ó êëàñè÷íîì ñëó÷àjó.

Êàêî áè óê§ó÷èî ñâà ìèêðîñòà»à ñèñòåìà ìîëåêóëà êîjè èíòåðàãójó, ìåòîä àíñàìáëà jå ìîðàî

äà ñå îñëîíè íà îïøòå îñîáèíå êðåòà»à ñèñòåìà ìîëåêóëà ó ôàçíîì ïðîñòîðó çàñíîâàíå

íà Õàìèëòîíîâîj âåðçèjè ìåõàíèêå. Çà ðàçëèêó îä ìåòîäà íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå êîjè

ðàçìàòðà ñàìî íàjâåðîâàòíèjó ðàñïîäåëó, ìåòîä àíñàìáëà óðà÷óíàâà ñâå ðàñïîäåëå ó ñêëàäó

ñà ìàêðîñêîïñêèì óñëîâèìà òàêî äà ñå äîáèjà ñðåä»à ðàñïîäåëà èëè ñðåä»à âðåäíîñò íåêå

ôèçè÷êå âåëè÷èíå. Ðàçëè÷èòà ìàêðîñêîïñêà îãðàíè÷å»à êîjà ñó íàìåòíóòà ñèñòåìó îäãîâàðàjó

ðàçëè÷èòèì ãóñòèíàìà ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ó ôàçíîì ïðîñòîðó, òj. ó Ãèáñîâîj ôîðìóëàöèjè

ðàçëè÷èòèì àíñàáëèìà. Ñðåä»å âðåäíîñòè ôèçè÷êèõ âåëè÷èíà çà ðàçëè÷èòå àíñàìáëå áè£å

jåäíàêå ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè êàäà N → ∞, V → ∞ a îäíîñ N
V
jå êîíñòàíòàí. Òî jå

ïîñëåäèöà âèñîêå äèìåíçèîíàëíîñòè ïðîñòîðà ñòà»à ìîëåêóëà. Çáîã òîãà, ìîæåìî ïðèìåíèòè

áèëî êîjè àíñàìáë çà îäðå¢èâà»å òåðìîäèíàìè÷êèõ âåëè÷èíà àëè ñå èñïîñòàâ§à

ñå äà ñó íåêè àíàñàìáëè ìàòåìàòè÷êè jåäíîñòàâíèjè çà ïðèìåíó îä äðóãèõ.

7.1 Õàìèëòîíîâà ìåõàíèêà

Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó êîðèñòèëè ñìî ïîjìîâå jåäíî÷åñòè÷íîã è âèøå÷åñòè÷íîã êëàñè÷íîã

ñòà»à. Ðàçìîòðèìî ñàäà äåòà§íèjå ïîjàì ñòà»a ñèñòåìà ó îêâèðó êëàñè÷íå ìåõàíèêå. Ñòà»å

ñèñòåìà ìîëåêóëà ìîðà ñàäðæàòè ñâå èíôîðìàöèjå íåîïõîäíå çà îäðå¢èâà»å îñîáèíà ñèñòåìà

ìîëåêóëà. Íà ïðèìåð, óêóïíà åíåðãèjà ñèñòåìà ìîëåêóëà ñå ìîæå îäðåäèòè êîðèñòå£è ñâå

êîîðäèíàòå è áðçèíå ìîëåêóëà èëè ñâå êîîðäèíàòå è èìïóëñå ìîëåêóëà. Äðóãà îïöèjà èìà

çíà÷àjíó ïðåäíîñò ó îäíîñó íà ïðâó è »ó £åìî ñàäà ðàçìîòðèòè. Îíà îäãîâàðà Õàìèëòîíîâîj

ìåõàíèöè êîjà jå îäèãðàëà ê§ó÷íó óëîãó ó ðàçâîjó ñòàòèñòè÷êå è êâàíòíå ìåõàíèêå. Õàìèëòîíîâà

ìåõàíèêà jå jåäíà îä âåðçèjà êëàñè÷íå ìåõàíèêå êàî øòî jå è äîáðî ïîçíàòà�óòíîâà ìåõàíèêà.

Îíà ðàçìàòðà âðåìåíñêó ïðîìåíó êîîðäèíàòà ñèñòåìà xi (÷èjè ñå áðîj íàçèâà áðîj ñòåïåíè

ñëîáîäå ñèñòåìà n) è ñà »èìà ïîâåçàíèõ èìïóëñà pi. Êîîðäèíàòå ìîëåêóëà ìîãó áèòè Äåêàðòîâå,

ïðèïàäàòè ðàçëè÷èòèì êîîðäèíàòíèì ñèñòåìèìà èëè áèòè jîø àïñòðàêòíèjå, êàî íà ïðèìåð

êîåôèöèjåíòè ðàçâîjà ó Ôóðèjåîâîì ðåäó. Áåç îáçèðà íà »èõîâó âðñòó, âðåìåíñêà ïðîìåíà

êîîðäèíàòà è èìïóëñà ïîäëåæå óâåê èñòèì Õàìèëòîíîâèì jåäíà÷èíàìà

dxi

dt
=

∂H

∂pi
, (7.1)

dpi
dt

= −∂H

∂xi

, (7.2)

ãäå jå H õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà ìîëåêóëà à èíäåêñ i óçèìà âðåäíîñòè i = 1, 2, ..., n. Êàêî

áè ñå îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà ðåøèëå jåäèíñòâåíî, ïîòðåáíå ñó ïî÷åòíå

êîîðäèíàòå è èìïóëñè.

Ðàçìàòðà£åìî ñàìî êîíçåðâàòèâíå ñèñòåìå ìîëåêóëà (ñèñòåìè ÷èjå ñèëå èçìå¢ó ìîëåêóëà

ñó jåäíàêå íåãàòèâíîì èçâîäó ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå ïî êîîðäèíàòè) ÷èjà ñå åíåðãèjà íå ìå»à

òîêîì âðåìåíà. Ó òîì ñëó÷àjó õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà jå jåäíàê óêóïíîj åíåðãèjè ñèñòåìà E, òj.

çáèðó êèíåòè÷êå è ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå H(pn, xn) = K(pn)+U(xn) = E. Îâäå ñìî êîðèñòèëè

îçíàêå pn = p1, ..., pn è xn = x1, ..., xn.
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Ïðèìåð Êàêî áè îäðåäèëè õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà ïîòðåáíî jå ïðâî äà íà¢åìî ëàãðàíæèjàí

ñèñòåìà. Îí ïðåäñòàâ§à ðàçëèêó êèíåòè÷êå è ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå ñèñòåìà è çàâèñè îä

(óîïøòåíèõ) êîîðäèíàòà è (óîïøòåíèõ) áðçèíà ÷åñòèöà. Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà jåäíàê jå

íåãàòèâíîj ïàðöèjàëíîj Ëåæàíäðîâîj òðàíñôîðìàöèjè ëàãðàíæèjàíà ó êîjîj ñìî áðçèíå

÷åñòèöà çàìåíèëè ñà èìïóëñèìà. Íà£è õàìèëòîíèjàíå çà à) ÷åñòèöó ÷èjà jå ïîòåíöèjàëàí

åíåðãèjà U(x, y, z) ìàñå m è á) ìàòåìàòè÷êî êëàòíî äóæèíå l è ìàñå m.

Ðåøå»å: à) Ëàãðàíæèjàí ÷åñòèöå èçíîñè

L = T − U =
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

2
− U(x, y, z).

Ïîòðåáíî jå íà£è Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó ëàãðàíæèjàíà òàêî øòî £åìî áðçèíå çàìåíèòè

èìïóëñèìà. Èìïóëñè ñó òàäà äåôèíèñàíè èçâîäèìà

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ,

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ,

pz =
∂L

∂ż
= mż.

Ó îâîì jåäíîñòàâíîì ïðèìåðó èìïóëñè ñó jåäíàêè ïðîèçâîäó ìàñå è áðçèíå. Ó ñëîæåíèjèì

ñëó÷àjåâèìà îíè ìîãó èìàòè äðóãà÷èjè îáëèê. Èç îâèõ jåäíà÷èíà íàëàçèìî áðçèíå ẋ = px
m
,

ẏ = py
m
è ż = pz

m
. Õàìèëòîíèjàí ÷åñòèöå èçíîñè

−H = L− ẋpx − ẏpy − żpz =
p2x + p2y + p2z

2m
− U(x, y, z)− p2x

m
−

p2y
m

− p2z
m

H =
p2x + p2y + p2z

2m
+ U(x, y, z)

á) Êàäà ñå ìàòåìàòè÷êî êëàòíî çà§ó§à çà óãàî θ, îíäà ñå îíî ïîäèãíå çà h = l−lcosθ =

l(1 − cosθ). Ñòîãà jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà U = mgh = mgl(1 − cosθ). Âåçà èçìå¢ó

Äåêàðòîâèõ è ïîëàðíèõ êîîðäèíàòà èçíîñè x = lcosθ, y = lsinθ. Ïîøòî ñå ñàìî óãàî θ ìå»à

êðåòà»åì ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà à íå è »åãîâà äóæèíà, âàæè ẋ = −lsinθ θ̇, ẏ = lcosθ θ̇.

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ó ïîëàðíèì êîîðäèíàòàìà jåäíàêà jå

T =
m(ẋ2 + ẏ2)

2
=

ml2θ̇2

2
.

Ëàãðàíæèjàí ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà çàâèñè îä óãëà θ è áðçèíå θ̇

L = T − U =
ml2θ̇2

2
− l(1− cosθ).
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Èìïóëñ ïîâåçàí ñà óãëîì èçíîñè

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇.

Îäàâäå íàëàçèìî θ̇ = pθ
ml2

è õàìèëòîíèjàí

−H = L− pθθ̇ = − p2θ
2ml2

− l(1− cosθ)

H =
p2θ

2ml2
+ l(1− cosθ).

Ñâå êîîðäèíàòå è èìïóëñè ñèñòåìà ìîëåêóëà ÷èíå ôàçíè ïðîñòîð êîjè ïðåäñòàâ§à ïðîñòîð

ìèêðîñòà»à ñèñòåìà. Àêî íåìà îãðàíè÷å»à íàìåòíóòèõ íà êîîðäèíàòå ìîëåêóëà, áðîj ñòåïåíè

ñëîáîäå çà ñâàêè ìîëåêóë èçíîñè òðè (ðàçìàòðàìî ìîëåêóëå áåç óíóòðàø»å ñòðóêòóðå).

Ó òîì ñëó÷àjó, ôàçíè ïðîñòîð èìà 6N äèìåíçèjà, ãäå jå N áðîj ìîëåêóëà. Ñâàêà òà÷êà

ó ôàçíîì ïðîñòîðó ïðåäñòàâ§à jåäíî ñòà»å ñèñòåìà. Êàêî ñå êîîðäèíàòå è èìïóëñè

ñèñòåìà ìîëåêóëà ìå»àjó òîêîì âðåìåíà çáîã áðçèíà ìîëåêóëà è ñèëà êîjà äåëójó

íà ìîëåêóëå, òàêî ñèñòåì ïðåëàçè èç òà÷êå ó òà÷êó ôàçíîã ïðîñòîðà øòî ÷èíè

òðàjåêòîðèjó (îðáèòó) ó ôàçíîì ïðîñòîðó. Êðåòà»å ñèñòåìà ìîëåêóëà ó ôàçíîì ïðîñòîðó

ìîæå ïî÷åòè èç áèëî êîjå òà÷êå, òj. áèëî êîjà òà÷êà ìîæå îäãîâàðàòè íåêèì ïî÷åòíèì

óñëîâèìà êðåòà»à. Òðàjåêòîðèjà ó ôàçíîì ïðîñòîðó jå jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà Õàìèëòîíîâèì

jåäíà÷èíàìà, îíå ìîãó áèòè çàòâîðåíå àëè ñå íå ìîãó íèêàä ïðåñåöàòè. Êðåòà»å êîíçåðâàòèâíîã

ñèñòåìà ìîëåêóëà îäãîâàðà ó ôàçíîì ïðîñòîðó êðåòà»ó òà÷êå ïî òðàjåêòîðèjè êîjà ñå íàëàçè

íà åíåðãèjñêîj õèïåðïîâðøè îäðå¢åíîj õàìèëòîíèjàíîì ñèñòåìà, E = H(xn, pn) = K(pn) +

U(xn).

Ïðèìåð Îäðåäèòè Õàìèëòîíîâå jåäíà÷èíå è ïðèêàçàòè ôàçíè ïðîñòîð çà ëèíåàðíè õàðìîíèjñêè

îñöèëàòîð ìàñå m è óãàîíå ôðåêâåíöèjå ω.

Ðåøå»å: Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà èçíîñè H = p2

2m
+ 1

2
mω2x2. Õàìèëòîíîâå jåäíà÷èíå ñó

dx

dt
=

∂H

∂p
=

p

m

dp

dt
= −∂H

∂x
= −mω2x.

Çàïðàâî, Õàìèëòîíîâå jåäíà÷èíå ó îâîì ñëó÷àjó ñó èäåíòè÷íå �óòíîâèì jåäíà÷èíàìà.

Ïîâðø êîíñòàíòíå åíåðãèjå (êðèâà ó îâîì äâîäèìåíçèîíàëíîì ñëó÷àjó ôàçíîã ïðîñòîðà)

èçíîñè

E = H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

p2

2mE
+

x2

2E
mω2

= 1.
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Îâî jå jåäíà÷èíà åëèïñå x2

a2
+ p2

b2
= 1 ñà ïîëóîñàìà a =

√
2E
mω2 è b =

√
2mE. Òðàjåêòîðèjå

ðàçëè÷èòèõ åíåðãèjà ëèíåàðíîã õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà ó ôàçíîì ïðîñòîðó ïðèêàçàíå

ñó íà ñëèöè. Òî ñó çàòâîðåíå òðàjåêòîðèjå êîjå ñó îãðàíè÷åíå ó ôàçíîì ïðîñòîðó.

x

p

0

Ñëèêà 7.1: Òðàjåêòîðèjå ðàçëè÷èòèõ åíåðãèjà ëèíåàðíîã õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà ó

ôàçíîì ïðîñòîðó.

Ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó ñìî âèäåëè äà ñó Õàìèëòîíîâå jåäíà÷èíå çà êîíçåðâàòèâíå ñèñòåìå

ó Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà åêâèâàëåíòíå �óòíîâèì jåäíà÷èíàìà. Ðåøàâà»å Õàìèëòîíèâèõ

(�óòíîâèõ) jåäíà÷èíà êðåòà»à çà ñèñòåì ñà âåëèêèì áðîjåì ìîëåêóëà ñóî÷àâà ñå ñà äâà

ïðîáëåìà. Ïðâè jå îãðîìàí áðîj jåäíà÷èíà êîjå òðåáà ðåøèòè à äðóãè jå øòî ñó ïî÷åòíè óñëîâè

êðåòà»à íåïîçíàòè. Ñà ïîðàñòîì ðà÷óíàðñêå ñíàãå, ðàñòå è áðîj ìîëåêóëà ÷èjå jåäíà÷èíå

ìîæåìî ðåøèòè çà âðeìåíñêè ïåðèîä êîjè ïîêðèâà äåëè£ ñåêóíäå. Äàíàñ jå ìîãó£å ðåøèòè

jåäíà÷èíå êðåòà»à çà íåêîëèêî ìèëèjàðäè ìîëåêóëà íà ðà÷óíàðèìà. Òàj áðîj jå ìíîãî ìà»è

íåãî áðîj ìîëåêóëà ó ìàêðîñêîïèñêèì óçîðöèìà àëè äîâî§íî âåëèêè äà ñå ñèìóëèðàjó îñîáèíå

ìàòåðèjå íà ðà÷óíàðó. Äðóãè ïðîáëåì âåçàí çà ïî÷åòíå óñëîâå jå äîâåî äî ðàçâîjà ñòàòèñòè÷êå

òåðìîäèíàìèêå òàêî øòî jå óñïîñòàâ§åí ñòàòèñòè÷êè ìîäåë âåçàí çà ïî÷åòíå óñëîâå.

Çà ôèçè÷êó âåëè÷èíó A, ïîñòîjè ïîâåçàíà ñà »îì äèíàìè÷êà âåëè÷èíà A êîjà

jå äåôèíèñàíà íà ïðîñòîðó ñòà»à ñèñòåìà, òj. ôóíêöèjà jå êîîðäèíàòà è (èëè)

èìïóëñà ìîëåêóëà, A = A(xn, pn). Çà ìåõàíè÷êå âåëè÷èíå jå ëàêî íà£è îäãîâàðàjó£ó

äèíàìè÷êó âåëè÷èíó. Íà ïðèìåð, åíåðãèjè ñèñòåìà îäãîâàðà õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà, âåëè÷èíó

êîjà îäãîâàðà ïðèòèñêó £åìî îäðåäèòè óáðçî ó îâîì ïîãëàâ§ó. Èçóçåòàê ñó åíòðîïèjà è »åíå

Ëåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå êîjå íåìàjó ìåõàíè÷êó ïðèðîäó è çàòî íèjå áèëî jàñíî êàêî

èçãëåäàjó »èõîâå âåëè÷èíå ó ôàçíîì ïðîñòîðó. Çàõâà§ójó£è ðàäó Áîëöìàíà è Ãèáñà »èõîâè

èçðàçè ñó ïîñòàëè ïîçíàòè.

Ñâàêà äèíàìè÷êà âåëè÷èíà êîjà îäãîâàðà íåêîj ìàêðîñêîïñêîj âåëè÷èíè ìîðà

ñàäðæàòè êîîðäèíàòå (è/èëè èìïóëñå) ñâèõ ìîëåêóëà è îñòàòè íåïðîìå»åíà ó

îäíîñó íà ïåðìóòàöèjå êîîðäèíàòà (èìïóëñà). Òå âåëè÷èíå îáè÷íî ïðåäñòàâ§àjó çáèð

ìàòåìàòè÷êè èñòîâåòíèõ ÷ëàíîâà êîjè çàâèñå îä êîîðäèíàòà jåäíîã ìîëåêóëà (èìïóëñà) êàî

øòî jå êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñèñòåìà ìîëåêóëà

K =
N∑
i=1

p⃗i
2

2m
(7.3)
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èëè ñâèõ ïàðîâà êîîðäèíàòà ìîëåêóëà êàî øòî jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñèñòåìà ìîëåêóëà

U =
N∑
i=1

N∑
j>i

u(r⃗i, r⃗j), (7.4)

u(r⃗i, r⃗j) jå ïîòåíöèjàëàí åíåðãèjà ïàðà ìîëåêóëà. Âåîìà ðåòêî ñàäðæå çáèð ÷ëàíîâà êîjè ñó

ôóíêöèjà òðîjêè êîîðäèíàòà èëè âå£åã áðîjà êîîðäèíàòà àëè òàêâå âåëè÷èíå íå£åìî ðàçìàòðàòè.

Òà îñîáèíà ìàêðîñêîïñêèõ âåëè÷èíà äà çàâèñå îä çáèðà èñòîâàòíèõ ÷ëàíîâà êîjè ñó ôóíêöèjà

êîîðäèíàòà (èìïóëñà) jåäíîã èëè äâà ìîëåêóëà ñå ïîêàçójå äà jå îä âåëèêå êîðèñòè çà ðà÷óíà»å

»èõîâèõ ñðåä»èõ âðåäíîñòè.

7.2 Ìàêðîñêîïñêà ìåðå»à

Ïîâåæèìî ñàäà ìàêðîñêîïñêà ìåðå»à ñà ìèêðîñêîïñêèì êðåòà»åì ìîëåêóëà òîêîì ìåðå»à.

Ìàêðîñêîïñêà ìåðå»à ñå îäèãðàâàjó íà ìíîãî âå£èì âðåìåíñêèì ñêàëàìà îä

êàðàêòåðèñòè÷íîã âðåìåíà çà ìèêðîñêîïñêî êðåòà»å êîjå îäãîâàðà âðåìåíó ñóäàðà

èçìå¢ó ÷åñòèöà τñóäàðà. Òî çíà÷è äà òîêîì ìåðå»à âåëè÷èíå A, ñèñòåì ïðå¢å êðîç

îãðîìàí áðîj ìèêðîñòà»à. Ìàêðîñêîïñêà ìåðå»à ñó çàïðàâî óñðåä»åíå âðåäíîñòè

ïî âðåìåíó ñâèõ âðåäíîñòè äèíàìè÷êå âåëè÷èíå A ó ìèêðîñòà»èìà êðîç êîjå jå

ñèñòåì ïðîøàî òîêîì ìåðå»à,

A =
1

τ

τ∫
0

A(r⃗(t; 0)N , p⃗(t; 0)N) dt, (7.5)

ãäå jå τ ≫ τñóäàðà âðåìå ìåðå»à à r⃗(t; 0)N è p⃗(t; 0)N ñó êîîðäèíàòå è èìïóëñè ìîëåêóëà ó

òðåíóòêó t à ÷èjå ñó âðåäíîñòè ó t = 0 áèëå r⃗(0)N è p⃗(0)N . Ñðåä»à âðåäíîñò ïî âðåìåíó

çàâèñè îä âðåìåíà ìåðå»à τ è ïî÷åòíèõ óñëîâà r⃗(0)N , p⃗(0)N . Ïîäñåòèìî ñå äà ó âåëèêîj âå£èíè

ñèñòåìà âðåìå ìåðà»à τ íå óòè÷å íà A jåð ñó ñâè áðçè ðåëàêñàöèîíè ïðîöåñè îäèãðàâàjó íà

ñêàëàìà τñóäàðà. Ðàçìîòðèìî ñàäà çàâèñíîñò îä ïî÷åòíèõ óñëîâà íà âðåäíîñòè A. Ïîøòî ñó

âðåìåíà ìåðå»à êîíà÷íà, òî çíà÷è äà ñèñòåì íå ïðî¢å êðîç ñâà ìèêðîñòà»à òîêîì âðåìåíà

íåãî êðîç jåäàí ìà»è äåî. Èïàê è òàj ìà»è äåî ìèêðîñòà»à êîjå ñèñòåì ïîñåòè òîêîì ìåðå»à

jå äîâî§àí äà îïàçèìî ñòàáèëíîñò ôðåêâåíöèjå ïîjàâ§èâà»à ìàêðîñêîïñêå âðåäíîñòè øòî

óïó£ójå íà òî äà ïî÷åòíè óñëîâè íå óòè÷ó íà âðåäíîñò A.

Êàêî áè îäðåäèëè A, ïîòðåáíî jå äà çíàìî ïî÷åòíå óñëîâå çà êðåòà»å è êàêî ñå ìå»àjó

êîîðäèíàòå è èìïóëñè òîêîì âðåìåíà τ (äèíàìèêó ñèñòåìà) øòî íàì íèjå ïîçíàòî. Èïàê,

ïîñòîjè jåäàí ñïåöèjàëíè ñëó÷àj êàäà ìîæåìî îäðåäèòè ñðåä»ó âðåäíîñò ïî âðåìåíó. Íåêà

íàñ èíòåðåñójå âðåìåíñêà ïðîìåíà äèíàìè÷êå âåëè÷èíå A, dA
dt
. Òàäà jå »åíà ñðåä»à âðåäíîñò

ïî âðåìåíó

dA

dt
=

1

τ

τ∫
0

dA

dt
dt =

A(τ)− A(0)

τ
. (7.6)

Èñêîðèñòèìî îâàj ðåçóëòàò äà íà¢åìî ñðåä»ó âðåäíîñò ïî âðåìåíó âåëè÷èíå dA
dt
, ãäå jå A

A =
N∑
i=1

p⃗i · r⃗i (7.7)
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äåôèíèñàí çà ñèñòåì îä N ìîëåêóëà ó ñóäó çàïðåìèíè V . Òàäà jå

dA

dt
=

N∑
i=1

dp⃗i
dt

· r⃗i +
N∑
i=1

dr⃗i
dt

· p⃗i =
N∑
i=1

F⃗i · r⃗i +
N∑
i=1

p⃗2i
m

=
N∑
i=1

F⃗i · r⃗i + 2K. (7.8)

Èç jåäíà÷èíå 7.6 çà τ → ∞ ñëåäè äà jå dA
dt

= 0 jåð ñó âðåäíîñòè A(τ) è A(0) êîíà÷íå

(êîîðäèíàòå íå ìîãó äà èäó ó áåñêîíà÷íîñò jåð ñó »èõîâå âðåäíîñòè îãðàíè÷åíå çàïðåìèíîì

ñóäà). Ñòîãà jå
N∑
i=1

F⃗i · r⃗i + 2K = 0. (7.9)

Èç îâîã èçðàçà äîáèjàìî âèðèjàëíó òåîðåìó êîjà èçjåäíà÷àâà ñðåä»ó êèíåòè÷êó åíåðãèjó

ñèñòåìà ìîëåêóëà ñà âèðèjàëîì ñèñòåìà,

K = −1

2

N∑
i=1

F⃗i · r⃗i (7.10)

�ó ìîæåìî èñêîðèñòèòè äà íà¢åìî ïðèòèñàê ôëóèäà. Ñèëà êîjà äåëójå íà i-òè ìîëåêóë, F⃗i,

jåäíàêà jå çáèðó ñèëå êîjå äåëójó íà »åãà çáîã èíòåðàêöèjå ñà îñòàëèì ìîëåêóëèìà F⃗ u
i è ñèëå

êîjà äåëójå íà »åãà çáîã èíòåðàêöèjå ñà çèäîâèìà ñóäà F⃗ s
i . F⃗

s
i ñå ìîæå ïîâåçàòè ñà ïðèòèñêîì

ôëóèäà ïðåêî èçðàçà dF⃗ s = −Pdσ⃗, gde je dσ⃗ åëåìåíò ïîâðøèíå ñóäà. Òàäà jå

1

2

N∑
i=1

F⃗ s
i · r⃗i = −1

2

∫
S

P r⃗ · dσ⃗ = −P

2

∫
V

∇⃗ · r⃗ dV = −3

2
PV. (7.11)

Îâäå ñìî èñêîðèñòèëè Ãàóñîâó òåîðåìó çà âåçó ïîâðøèíñêîã è çàïðåìèíñêîã èíòåãðàëà. Çà

ôëóèä ÷èjè ìîëåêóëè èìàjó ñàìî òðàíñëàöèîíå ñòåïåí ñëîáîäå âàæè

K =
3

2
NkT (7.12)

øòî ñìî ðàíèjå èçâåëè ó ïîãëàâ§ó î Ìàêñâåëîâîj ðàñïîäåëè áðçèíà (ñâàêè òðàíñëàöèîíè

ñòåïåí ñëîáîäå äîïðèíîñè ñà kT/2). Ñòîãà jå ïðèòèñàê ôëóèäà ó òîì ñëó÷àjó

P = nkT +
1

3V

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i, (7.13)

ãäå jå n ÷åñòè÷íà ãóñòèíà. Îâà ôîðìóëà ïîâåçójå îäñòóïà»å îä ïðèòèñêà èäåàëíîã ãàñà óñëåä

ìå¢óìîëåêóëñêèõ èíòåðàêöèjà ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó ïî âðåìåíó óíóòðàø»åã âèðèjàëà

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i. (7.14)

7.3 Ñòàòèñòè÷êè ìåòîä ó ìåõàíèöè

Êðåòà»à ñèñòåìà ÷åñòèöà ó ôàçíîì ïðîñòîðó èìà jåäíó îñîáèíó êîjà ÷èíè Õàìèëòîíîâó

äèíàìèêó ïîãîäíèjîì çà ðàçìàòðà»å ñòàòèñòè÷êîã ìåòîäà îä îñòàëèõ âåðçèjà êëàñè÷íå ìåõàíèêå
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jåð îíà íå áè âàæèëà ó ïðîñòîðó êîîðäèíàòà è áðçèíà. Òà îñîáèíà ñå îäíîñè íà Ëèóâèëîâó

òåîðåìó. Ïîñìàòðàjìî îáëàñò êîjà ñå êðå£å ó ôàçíîì ïðîñòîðó à ÷èjå òà÷êå îäãîâàðàjó

êðåòà»ó ñèñòåìà ñà ðàçëè÷èòèì ïî÷åòíèì óñëîâèìà. Ñâàêà òà÷êà £å ñå êðåòàòè íåçàâèñíî

îä îñòàëèõ òà÷àêà ó ñêëàäó ñà Õàìèëòîíîâèì jåäíà÷èíàìà êðåòà»à. Êîìïîíåíòå áðçèíå

êðåòà»à òà÷êå ó ôàçíîì ïðîñòîðó äóæ òðàjåêòîðèjå äàòå ñó Õàìèëòîíîâèì jåäíà÷èíàìà.

Òîêîì âðåìåíà òå òà÷êå ìîãó äà ïî÷íó äà ñå óäà§àâàjó jåäíî îä äðóãå òàêî äà îáëèê îáëàñòè

íå£å îñòàòè èñòè. Ëèóâèëîâà òåîðåìà òâðäè äà ñå çàïðåìèíà îáëàñòè íå ìå»à òîêîì

âðåìåíà èàêî ñå »åí îáëèê ìîæå ìå»àòè, ñëèêà 7.2. Òî çíà÷è äà jå äåòåðìèíàíòà

Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà è èìïóëñà èçìå¢ó äâà óçàñòîïíà âðåìåíñêà òðåíóòêà

jåäíàêà jåäèíèöè è äà ñå ãóñòèíà ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ó ôàçíîì ïðîñòîðó íå ìå»à ñà

âðåìåíîì äóæ òðàjåêòîðèjå. Âðåìåíñêà ïðîìåíà ãóñòèíå äóæ òðàjåêòîðèjå ïîòè÷å îä ëîêàëíå

ïðîìåíå ãóñòèíå è ïðîìåíå óñëåä êðåòà»à òà÷àêà äóæ òðàjåêòîðèjå óñëåä Õàìèëòîíîâå äèíàìèêå

ñèñòåìà. Ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè èíòåðåñójå íàñ jîø ðåñòðèêòèâíèjè ñëó÷àj êàäà ñå

ãóñòèíà ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å ó ôàçíîì ïðîñòîðó íå ìå»à ëîêàëíî ñà âðåìåíîì ó èçàáðàíîj

òà÷êè ôàçíîã ïðîñòîðà. Òî íàì îìîãó£ójå äà çàáîðàâèìî íà äèíàìèêó ñèñòåìà è ïîñìàòðàìî

ñàìî ñòàòèñòè÷êè ìîäåë êîjè ñå îñëà»à íà êîîðäèíàòå è èìïóëñå ìîëåêóëà êàî øòî ñìî èìàëè

ó ìåòîäó íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå.

Ñëèêà 7.2: Êðåòà»å íåêå îáëàñòè ó ôàçíîì ïðîñòîðó òîêîì âðåìåíà íå ìå»à »åíó çàïðåìèíó

àëè ìîæå ìå»àòè »åí îáëèê. Ñâàêà òà÷êà ñå êðå£å ïî òðàjåêòîðèjè êîjå ñó ìå¢óñîáíî

íåçàâèñíå. Òðàjåêòîðèjå ñå ìîãó óäà§àâàòè òîêîì âðåìåíà.

Ðàçìîòðèìî äîêàç Ëèóâèëîâå òåîðåìå. Ïîñìàòðàjìî åëåìåíòàðíó çàïðåìèíó

dω(0) =
N∏
i=1

d3ri(0)d
3pi(0) (7.15)

ó áëèçèíè òà÷êå (r⃗(0)N , p⃗(0)N) ó ôàçíîì ïðîñòîðó ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó ó ñèñòåìó îä N

ìîëåêóëà. Òîêîì áåñêîíà÷íî êðàòêîã âðåìåíà t = dt êîîðäèíàòå è èìïóëñè ìîëåêóëà ñå
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ìàëî ïðîìåíå. Ó íîâîì òðåíóòêó, êîîðäèíàòå è èìïóëñå ìîæåìî ðàçâèòè ó Òåjëîðîâ ðåä è

çàäðæàòè ïðâà äâà ÷ëàíà

r⃗i(t; 0) = r⃗i(0) +
dr⃗i
dt

dt+ ... ≈ r⃗i(0) +
∂H

∂p⃗i
dt, (7.16)

p⃗i(t; 0) = p⃗i(0) +
dp⃗i
dt

dt+ ... ≈ p⃗i(0)−
∂H

∂r⃗i
dt. (7.17)

Íîâå êîîðäèíàòå (r⃗(t; 0)N , p⃗(t; 0)N) ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî äà ñó íàñòàëå òðàíñôîðìàöèjîì

ñòàðèõ êîîðäèíàòà (r⃗(0)N , p⃗(0)N). Åëåìåíòàðíà çàïðåìèíà ó áëèçèíè íîâèõ êîîðäèíàòà èçíîñè

dω(t; 0) =
N∏
i=1

d3ri(t; 0)d
3pi(t; 0) = |J |dω(0), (7.18)

ãäå jå |J | 6N -äèìåíçèîíàëíà äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà

|J | =

∣∣∣∣∣
∂r⃗i(t;0)
∂r⃗j(0)

∂r⃗i(t;0)
∂p⃗j(0)

∂p⃗i(t;0)
∂r⃗j(0)

∂p⃗i(t;0)
∂p⃗j(0)

∣∣∣∣∣ (7.19)

Íà¢èìî ïðâî |J | çà ñèñòåì ñà jåäíèì ñòåïåíîì ñëîáîäå x. Ó òîì ñëó÷àjó äåòåðìèíàíòà jå

äâîäèìåíçèîíàëíà. Êîðèñòå£è jåäíà÷èíå 7.16 è 7.17 äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà ïîñòàjå

|J | =

∣∣∣∣∣
∂x(t;0)
∂x(0)

∂x(t;0)
∂p(0)

∂p(t;0)
∂x(0)

∂p(t;0)
∂p(0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + ∂2H

∂x∂p
dt ∂2H

∂p2
dt

−∂2H
∂x2 dt 1− ∂2H

∂p∂x
dt

∣∣∣∣∣
= 1 +

(
∂2H

∂x∂p
− ∂2H

∂p∂x

)
dt−

(
∂2H

∂x∂p

)2

dt2 +

(
∂2H

∂x2

)(
∂2H

∂p2

)
dt2

= 1 +O(dt2) ≈ 1.

(7.20)

Ïîêàçàëè ñìî äà çà ñèñòåì ñà jåäíèì ñòåïåíîì ñëîáîäå åëåìåíòàðíå çàïðåìèíå ó ñóñåäíèì

òðåíóöèìà èìàjó èñòå âðåäíîñòè. Èç òîãà ñëåäè äà åëåìåíòàðíà çàïðåìèíà íå ìå»à ñâîjó

âðåäíîñò ó áèëî êîì òðåíóòêó âðåìåíà

d|J |
dt

= 0. (7.21)

Êîíà÷íà çàïðåìèíà jå jåäíàêà çáèðó åëåìåíòàðíèõ çàïðåìèíà è ñòîãà jå è îíà êîíñòàíòíà

òîêîì âðåìåíà. Êðåòà»å îáëàñòè ó ôàçíîì ïðîñòîðó jåäíîäèìåíçèîíàëíîã ëèíåàðíîã õàðìîíèjñêîã

îñöèëàòîðà jå äàòà íà ñëèöè 7.3. Ó îâîì ïðèìåðó îáëàñò íå ìå»à ñâîj îáëèê òîêîì êðåòà»à.

Äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà ó ñëó÷àjó 3N ñòåïåíè ñëîáîäå ñèñòåìà ìîëåêóëà èçíîñè:

|J | =

∣∣∣∣∣δij + ∂2H
∂xj∂pi

dt ∂2H
∂pi∂pj

dt

− ∂2H
∂xi∂xj

dt δij − ∂2H
∂xi∂pj

dt

∣∣∣∣∣ (7.22)

ãäå èíäåêñè i è j èäó ïî ñâèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå x è »èõîâèì èìïóëñèìà p, à δij jå Êðîíåêåð

äåëòà. Èñêîðèñòè£åìî òåîðåìó çà äåòåðìèíàíòó

det(I + εM) = 1 + εTr(M) +O(ε2), (7.23)
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Ñëèêà 7.3: Êðåòà»å íåêå îáëàñòè ó ôàçíîì ïðîñòîðó jåäíîäèìåíçèîíàëíîã ëèíåàðíîã

õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà.

x

p

0

ãäå jå ε ìàëî, I è M ñó jåäèíè÷íà è ïðîèçâî§íà ìàòðèöà à Tr jå òðàã ìàòðèöå (çáèð

äèjàãîíàëíèõ åëåìåíàòà). Êîðèñòå£è òó òåîðåìó äîêàçójåìî äà jå äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà

òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà ôàçíîã ïðîñòîðà ó ñóñåäíèì òðåíóöèìà jåäíàêà jåäèíèöè êàî ó

jåäíîäèìåíçèîíàëíîì ñëó÷àjó,

|J | = 1 + ε
3N∑
i=1

(
∂2H

∂xi∂pi
− ∂2H

∂xi∂pi

)
dt+O(dt2) = 1 +O(dt2) ≈ 1. (7.24)

Ïîøòî íàì ìèêðîñòà»å ñèñòåìà ìîëåêóëà òîêîì åêñïåðèìåíòà íèjå ïîçíàòî, êîîðäèíàòå

è èìïóëñè ìîëåêóëà ïîñòàjó ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå ÷èjà jå ìóëòèâàðèjàíòíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå

(ôóíêöèjà ðàñïîäåëå) ó íàjîïøòèjåì ñëó÷àjó ôóíêöèjà è êîîðäèíàòà ôàçíîã ïðîñòîðà è

âðåìåíà, ρ = ρ(x⃗(t)N , p⃗(t)N , t). Óñëîâ íîðìàëèçàöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå óâåê ìîðà âàæèòè,∫
ρ(x⃗(t)N , p⃗(t)N , t) dω = 1. (7.25)

Åëåìåíòàðíà çàïðåìèíà ôàçíîã ïðîñòîðà dω íå ìå»à ñâîjó âðåäíîñò òîêîì âðåìåíà. Ñòîãà

ìîðà áèòè èñïó»åíî
d

dt

∫
ρ(x⃗(t)N , p⃗(t)N , t) dω =

d

dt
1 = 0, (7.26)

dρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N , t)

dt
= 0. (7.27)

Òî çíà÷è äà ãóñòèíà ðàñïîäåëå íå ìå»à ñâîjó âðåäíîñò ó òà÷êàìà äóæ òðàjåêòîðèje. Ïðèìåòèìî

äà ãóñòèíà ðàñïîäåëå çàâèñè åêñïëèöèòíî îä âðåìåíà àëè è èìïëèöèòíî ïóòåì êîîðäèíàòà è

èìïóëñà êîjè ñå ìå»àjó ñà âðåìåíîì ó ñàãëàñíîñòè ñà Õàìèëòîíîâèì jåäíà÷èíàìà. Ïðîìåíà

ãóñòèíå ∂ρ
∂t

ïîòè÷å îä ëîêàëíå ïðîìåíå ãóñòèíå ó ïîñìàòðàíîj òà÷êè àëè ïîñòîjè äîäàòíà

ïðîìåíà ãóñòèíå çáîã òîãà øòî ñå êîîðäèíàòå òà÷êå ó ôàçíîì ïðîñòîðó ìå»àjó ñà âðåìåíîì

äóæ òðàjåêòîðèjå. Òå äâå çàâèñíîñòè ìîðàjó óòèöàòè jåäíà íà äðóãó jåð âàæè jåäíà÷èíà 7.27.

Òîòàëíè èçâîä ïî âðåìåíó ãóñòèíå ðàñïîäåëå jåäíàê jå

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(
∂ρ

∂r⃗i

dr⃗i
dt

+
∂ρ

∂p⃗i

dp⃗i
dt

)
=

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(
∂ρ

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i
− ∂ρ

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i

)
= 0. (7.28)
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Îâäå ñìî ó ïðåòïîñëåä»îj jåäíàêîñòè êîðèñòèëè Õàìèëòîíîâå jåäíà÷èíå. Èç »å ìîæåìî

äîáèòèËèóâèëîâó jåäíà÷èíó êîjà ïîâåçójå åêñïëèöèòíó âðåìåíñêó ïðîìåíó ãóñòèíå

ðàñïîäåëå ñà èçâîäîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå è õàìèëòîíèjàíà ïî êîîðäèíàòàìà è

èìïóëñèìà:

∂ρ

∂t
=

N∑
i=1

(
∂ρ

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i
− ∂ρ

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i

)
. (7.29)

Îíà èãðà îãðîìíó óëîãó ó ðàçìàòðà»ó íåðàâíîòåæíèõ ïðîöåñà êàäà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ëîêàëíî

çàâèñè îä âðåìåíà. Ïðèìåòèìî äà ñàäðæè 3N êîîðäèíàòà è èìïóëñà è çàòî ñå îíà íèêàä

íå ðåøàâà åãçàêòíî íåãî ñå óâîäå äà§å àïðîêñèìàöèjå çà »åíî ðåøàâà»å. Ñëó÷àj êîjè

íàñ çàíèìà ó îâîj ê»èçè jå êàäà ãóñòèíà ðàñïîäåëå íå çàâèñè åêñïëèöèòíî îä

âðåìåíà ∂ρ
∂t

= 0. Òî âàæè çà êîíçåðâàòèâíå ñèñòåìå çà êîjå jå ãóñòèíà ðàñïîäåëå

ôóíêöèjà õàìèëòîíèjàíà (èëè jîø è íåêå äðóãå âåëè÷èíå êîjà jå î÷óâàíà ñà âðåìåíîì êàî

øòî jå óêóïíè èìïóëñ èëè óãàîíè ìîìåíò àêî ñó ðàçëè÷èòè îä íóëå), ρ = ρ(H(r⃗(t)N , p⃗(t)N)).

Êîðèñòå£è èçâîä ñëîæåíå ôóíêöèjå íàëàçèìî

∂ρ

∂t
=

N∑
i=1

(
∂ρ

∂H

∂H

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i
− ∂ρ

∂H

∂H

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i

)
= 0, (7.30)

òj. ãóñòèíà ðàñïîäåëå jå ñòàöèîíàðíà è ìîæåìî çàáîðàâèòè âðåìåíñêó çàâèñíîñò

êîîðäèíàòà è èìïóëñà îä âðåìåíà

ρ(r⃗(0)N , p⃗(0)N) = ρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N) = ρ(r⃗N , p⃗N). (7.31)

Äàêëå, ó òåðìîäèíàìè÷êîj ðàâíîòåæè, âåðîâàòíî£à äà ñå ñèñòåì íà¢å ó åëåìåíòàðíîj çàïðåìèíè

ôàçíîã ïðîñòîðà dω îêî òà÷êå (r⃗N , p⃗N) íå çàâèñè îä âðåìåíà è èçíîñè ρ(r⃗N , p⃗N)dω. Íà jåçèêó

àíñàìáëà, òà âåðîâàòíî£à jåäíàêà jå óäåëó áðîjà ñèñòåìà èç àíñàìáëà êîjè ñå íàëàçå ó dω è

óêóïíîã áðîjà ñèñòåìà ó àíñàìáëó (Ãèáñ jå êàî è ìíîãè äðóãè èñòàæèâà÷è íàjâèøå êîðèñòèî

ñòàòèñòè÷êó äåôèíèöèjó âåðîâàòíî£å). Ó ñëåäå£èì îäå§öèìà ðàçìîòðè£åìî êîjå ôóíêöèjå

õàìèëòîíèjàíà îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì ãóñòèíàìà ðàñïîäåëå.

Ïîñëåäèöà òîãà øòî ñó êîîðäèíàòå è èìïóëñè ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå jå äà äèíàìè÷êå âåëè÷èíå

A = A(r⃗N , p⃗N) òàêî¢å ïîñòàjó ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå êîjå èìàjó ñâîjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå êîjå

ñå (ó ïðèíöèïó) ìîãó äîáèòè òðàíñôîðìàöèjîì ñëó÷àjíîã âåêòîðà (r⃗N , p⃗N). Íàj÷åø£å íàñ

èíòåðåñójó ñðåä»å âðåäíîñòè òèõ ðàñïîäåëà (ñðåä»à âðåäíîñò ïî àíñàìáëó) êîjó ìîæåìî

èçðà÷óíàòè ïðåêî èçðàçà (jåäíà÷èíà 3.65):

⟨A⟩ =
∫

A(r⃗N , p⃗N)ρ(r⃗N , p⃗N) dω (7.32)

áåç îäðå¢èâà»à òðàíñôîðìèñàíå ãóñòèíå ðàñïîäåëå.

Ñðåä»ó âðåäíîñò ïî àíñàìáëó ìîæåìî äîâåñòè ó âåçó ñà âåëè÷èíàìà êîjå ñå åêñïåðèìåíòàëíî

îäðå¢ójó. Îïðàâäà»å çà òî ñå íàëàçè ó åðãîäè÷íîj õèïîòåçè êîjà èçjåäíà÷àâà ñðåä»ó

âðåäíîñò ïî àíñàìáëó ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó ïî âðåìåíó íåêå äèíàìè÷êå âåëè÷èíå,

⟨A⟩ = A êàäà âðåìå ìåðå»à τ → ∞. Õèïîòåçà òâðäè äà £å èçîëîâàíè ñèñòåì òîêîì áåñêîíà÷íîã

âðåìåíà ïîñåòèòè ñâå òà÷êå ôàçíîã ïðîñòîðà íà åíåðãèjñêîj õèïåðïîâðøè jåð ñå îíå íàëàçå íà

jåäíîj òðàjåêòîðèjè. Âðåìå êîjå ñèñòåì ïðîâåäå ó íåêîj îáëàñòè jå ïðîïîðöèîíàëíî âåðîâàòíî£è
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äà ñå ñèñòåì íà¢å ó òîj îáëàñòè. Ñèñòåìè çà êîjå âàæè åðãîäè÷íà õèïîòåçà íàçèâàìî åðãîäè÷íèì.

Ìàòåìàòè÷êè jå äîêàçàíî äà ïîñòîjè ìàëè áðîj òà÷àêà êîjå ñèñòåì èïàê íå£å ïîñåòèòè òàêî äà

jå õèïîòåçà ïðåèìåíîâàíà ó êâàçèåðãîäè÷íó. Êâàçèåðãîäè÷íà õèïîòåçà íèêàä ìàòåìàòè÷êè

íèjå äîêàçàíà ó ïîòïóíîñòè çà áèëî êîjè ñèñòåì âå£è îä jåäíå ÷åñòèöå. Äîäàòíè ïðîáëåì ñà

îâîì õèïîòåçîì jå äà ìåðå»à óâåê òðàjó êîíà÷íî âðåìå òîêîì êîjèõ ñèñòåì íå ïðîëàçè êðîç

âå£èíó ñòà»à. Èïàê, ïîñòîjè äîâî§íî óâåðå»à äà jå îíà èñïðàâíà çà ñâå ñèñòåìå êîjè íàñ

èíòåðåñójó.

Ïîñëåäèöà åðãîäè÷íå õèïîòåçå jå äà óìåñòî ðåøàâà»à äèíàìèêå ñèñòåìà (øòî jå ïðàêòè÷íî

íåìîãó£å) ìîæåìî îäðåäèòè óñðåä»å»å ïî ñâèì ïî÷åòíèì ìèêðîñêîïñêèì óñëîâèìà êîjå

ñèñòåì ìîæå äà èìà (øòî jå ó ïðèíöèïó jåäíîñòàâíèjå). Ñòîãà ñå ñòàòèñòè÷êè ìåòîä ó Ãèáñîâîj

èíòåðïðåòàöèjè àíñàáëà îäíîñè íà ïî÷åòíå óñëîâå çà äèíàìèêó âåëèêîã áðîjà èñòîâåòíèõ

ñèñòåìà. Çàòî ñå ÷åñòî êàæå äà ìåðå»à âðøèìî íà àíñàìáëó èàêî çàïðàâî èìàìî ñàìî

jåäàí ñèñòåì. Ïðèìåòèìî äà èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó ó èçðàçó çà ñðåä»ó âðåäíîñò

ïî àíñàìáëó îáóõâàòà êîîðäèíàòå è èìïóëñå ñâèõ ìîëåêóëà òå ñìî ñòîãà íàãëàñèëè äà jå ó

ïðèíöèïó jåäíîñòàâíèjè îä ñðåä»å âðåäíîñòè ïî âðåìåíó. Êàñíèjå £åìî âèäåòè êàêî îí ìîæå

äà ñå ñâåäå íà èíòåãðàë ïî ìàëîì áðîjó êîîðäèíàòà.

Äîñàä ñìî ðàçìàòðàëè êëàñè÷íå ñèñòåìå ìîëåêóëà. Èñòà ôîðìóëàöèjà âàæè è çà êâàíòíå

ñèñòåìå ìîëåêóëà. Ïîäñåòèìî ñå äà ó êâàíòíîj ìåõàíèöè íåèçâåñíîñò ïîñòîjè è çáîã íåìîãó£íîñòè

äà ñå ïîëîæàj è èìïóëñ ìîëåêóëà òà÷íî îäðåäå. Çà ìàêðîñêîïñêå ñèñòåìå, ïîñòîjè äîäàòíà

âåðîâàòíî£à çáîã íåïîçíàâà»à ìèêðîñòà»à ó êîìå ñå ñèñòåì íàëàçè. Ãóñòèíè ðàñïîäåëå

îäãîâàðà îïåðàòîð ãóñòèíå çà êâàíòíå ñèñòåìå. Îâäå íå£åìî äåòà§íî ðàçìàòðàòè ïîòïóíè

òåîðèjñêè îêâèð ïîãîäàí çà êâàíòíå ñèñòåìå íåãî £åìî äèðåêòíî ðàäèòè ó ðåïðåçåíòàöèjè

ñâîjñòâåíèõ ñòà»à õàìèëòîíèjàíà ÷èòàâîã ñèñòåìà ìîëåêóëà. Àêî jå âåðîâàòíî£à Pi äà ñå

ñèñòåì íà¢å ó i-òîì ìèêðîñòà»ó (ñâîjñòâåíîì ñòà»ó) ñèñòåìà, îíäà jå ñðåä»à âðåäíîñò ïî

àíñàìáëó âåëè÷èíå A jåäíàêà

⟨A⟩ =
∑
i

PiAi, (7.33)

ãäå jå Ai âðåäíîñò âåëè÷èíå A ó i-òîì ìèêðîñòà»ó ñèñòåìà à ñóìà èäå ïî ñâèì ìèêðîñòà»èìà

ñèñòåìà. Êàî è çà êëàñè÷íå ñèñòåìå, îâäå èìàî ïîòåøêî£à äà íà¢åìî ñðåä»ó âðåäíîñò ïî

àíñàìáëó çáîã òîãà øòî íàì íèñó ïîçíàòà ìèêðîñòà»à ÷èòàâîã ñèñòåìà ìîëåêóëà.

7.4 Ìèêðîêàíîíñêè àíñàìáë

Ãèáñ jå àíñàìáë êîjè jå îäãîâàðàî ìèêðîñòà»èìà êîjå jå Áîëöìàí ðàçìàòðàî íàçâàî ìèêðîêàíîíñêè.

Çà ðàçëèêó îä Áîëöìàíà, îí jå jå óçåî ó ðàçìàòðà»å ñâà ìèêðîñòà»à ñàãëàñíà ñà óñëîâèìà

èçîëîâàíîã ñèñòåìà ãäå ñó åíåðãèjà, çàïðåìèíà è áðîj ìîëåêóëà îãðàíè÷åíè îäàáðàíèì âðåäíîñòèìà.

Äàêëå, Ãèáñ jå ïîðåä íàjâåðîâàòíèjåã ìàêðîñòà»à óê§ó÷èî è äðóãà ìàêðîñòà»à êîjå ñèñòåì

ìîæå äà çàóçìå. Ïîñëåäèöà òîãà jå äà jå ïîòðåáíî êîðèãîâàòè Áîëöìàíîâó åíòðîïèjñêó

ôîðìóëó òàêî äà óìåñòî áðîjà ìèêðîñòà»à íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå óçìåìî ñâà ìèêðîñòà»à

êîjà ñèñòåì ìîæå äà çàóçìå

S(E, V,N) = klnG(E, V,N). (7.34)
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Óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à äîñòóïàí êëàñè÷íîì ñèñòåìó ìîëåêóëà (ãóñòèíà ñòà»à) èçíîñè

G(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
δ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω. (7.35)

Îí ïðåäñòàâ§à èíòåãðàë ó ôàçíîì ïðîñòîðó îãðàíè÷åí ïóòåì äåëòà ôóíêöèjå íà òà÷êå êîjå

ïðèïàäàjó åíåðãèjñêîj õèïåðïîâðøè. Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó ñìî îájàñíèëè ïîðåêëî ôàêòîðà

N !h3N èñïðåä èíòåãðàëà. ×èòàâ èçðàç çà áðîj ìèêðîñòà»à òðåáàëè áè äà ïîäåëèìî ñà êîíñòàíòîì

∆E êîjà èìà äèìåíçèjå åíåðãèjå êàêî áè áðîj ìèêðîñòà»à áèî áåçäèìåíçèîíàëàí jåð äåëòà

ôóíêöèjà èìà äèìåíçèjå åíåðãèjå (òî ñå ìîæå ðàçóìåòè òàêî øòî äåëòà ôóíêöèjà ïðåäñòàâ»à

ïðàâîóãàîíèê êîjè ñå ñóæàâà íà åíåðãèjñêîj îñè, ñëèêà 2.2). ∆E íå óòè÷å íà ðåëàòèâíå

âðåäíîñòè òåðìîäèíàìè÷êèõ îñîáèíà è íå£åìî jå âèøå ñïîìè»àòè.

Ðàíèjå ñìî äîêàçàëè äà êðåòà»å àíñàìáëà ñèñòåìà ìîëåêóëà íå ìå»à êîíà÷íó çàïðåìèíó

ó ôàçíîì ïðîñòîðó òàêî äà ñå G(E, V,N) íå ìå»à ñà âðåìåíîì à ïîñëåäè÷íî íè åíòðîïèjà.

Òó ñå Ãèáñîâ ïðèëàç ðàçëèêójå îä Áîëöìàíîâîã jåð òðàjåêòîðèjà ñèñòåìà ó ôàçíîì ïðîñòîðó

ïîíåêàä ïðîëàçè êðîç ìèêðîñòà»à êîjà ïðèïàäàjó ìà»å âåðîâàòíèì ìàêðîñòà»èìà. Ó òèì

ìàêðîñòà»èìà jå åíòðîïèjà íèæà òàêî äà ó Áîëöàìíîâîì ïðèëàçó åíòðîïèjà ìîæå äà ôëóêòóèðà

òîêîì âðåìåíà çà ðàçëèêó îä åíòðîïèjå ó ìåòîäó àíñàìáëà. Ñòîãà jå Ãèáñîâ ïðèëàç åíòðîïèjè

áëèæè òåðìîäèíàìè÷êîj äåôèíèöèjè åíòðîïèjå íåãî Áîëöìàíîâ.

Ïîøòî íè jåäàí ñèñòåì íèjå ïîòïóíî èçîëîâàí, ìîæåìî äà ðåëàêñèðàìî óñëîâ êîíñòàíòíå

åíåðãèjå òàêî äà äîçâîëèìî äà åíåðãèjà êîjà ìèêðîñòà»à ìîãó èìàòè áóäå îãðàíè÷åíà ó óñêîì

èíòåðâàëó èçìå¢ó E −∆E è E,

G(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
E−∆E≤H≤E

dω. (7.36)

Âðåäíîñò èíòåðâàëà åíåðãèjå∆E íå èãðà íèêàêâó çíà÷àjíó óëîãó øòî £åìî êàñíèjå è ïîêàçàòè.

Ó ñëó÷àjó ñèñòåìà êîjè èìà êâàíòíà ñòà»à, èçðàç çà áðîj ìèêðîñòà»à èçíîñè

G(E, V,N) =
∑
i

I(E,Ei), (7.37)

ãäå èíäèêàòîðñêà ôóíêöèjà ñåëåêòèðà ñàìî îíà ìèêðîñòà»à ñèñòåìà êîjà èìàjó åíåðãèjó

jåäíàêó E.

Ïðèìåð Ïîñìàòðàjìî èçîëîâàí ñèñòåì ïîäå§åí íà äâà ïîäñèñòåìà ðàçäâîjåíà äèjàáàòñêè

çèäîì êîjè ñå íàëàçå ó òîïëîòíîj ðàâíîòåæè. Ïîêàçàòè äà jå åíòðîïèjà àäèòèâíà âåëè÷èíà

çà ïîäñèñòåìå.

EE
21

Ñëèêà 7.4: Èçîëîâàíè ñèñòåì ïîäå§åí äèjàòåðìàëíèì çèäîì íà äâà ïîäñèñòåìà.

Ðåøå»å: Ìèêðîêàíîíñêè àíñàìáë èìà îãðàíè÷å»å íà óêóïíó åíåðãèjó ñèñòåìà E àëè íå

è íà åíåðãèjå ïîäñèñòåìà E1 è E2. Çáîã òîãà, óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à ìèêðîêàíîíñêîã
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àíñàìáëàG(E) ñàäðæè ñâà ìèêðîñòà»à êîjà èìàjó ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè åíåðãèjà ïîäñèñòåìà

êîjà îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì âèðòóåëíèì ðàâíîòåæíèì ìàêðîñòà»èìà ñèñòåìà

G(E) =

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)G1(E1)G2(E2) dE1dE2.

Çàìåíèìî áðîj ìèêðîñòà»à ñà åíòðîïèjîì

G(E) =

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)e

S1(E1)+S2(E2)
k dE1dE2.

Ïðèìåíèìî ìåòîä ïðåâîjíå òà÷êå íà îâàj èíòåãðàë jåð jå åíòðîïèjà ñèñòåìà ìàêñèìàëíà

çà ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè åíåðãèjà ïîäñèñòåìà. Òåjëîðîâ ðàçâîj ôóíêöèjå g(E1, E2) =
S1(E1)+S2(E2)

k
îêî ìàêñèìóìà (Ẽ1, Ẽ2) èçíîñè

g(E1, E2) =
S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k
+

1

2

(
∂2S1

∂E2
1

(
E1 − Ẽ1

)2
+

∂2S2

∂E2
2

(
E2 − Ẽ2

)2)
+ ...

Íà¢èìî äðóãè èçâîä åíåðãèjå ïî åíòðîïèjè(
∂2S

∂E2

)
V,N

=
∂

∂E

(
∂S

∂E

)
V,N

=
∂

∂E

(
1

T

)
V,N

= − 1

T 2

(
∂T

∂E

)
V,N

= − 1

T 2Cv

,

ãäå jå Cv òîïëîòíè êàïàöèòåò ïðè êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè. Çàìåíèìî Òàjëîðîâ ðàçâîj ó

èçðàç çà óêóïíè áðîj ìèêðîñòà»à ñèñòåìà

G(E) ≈ S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)e

− (E1−Ẽ1)
2

2kT2Cv1
− (E2−Ẽ2)

2

2kT2Cv2 dE1dE2.

Èñêîðèñòèìî ñìåíå E1 − Ẽ1 = E ′
1 è E2 − Ẽ2 = E ′

2 ó èíòåãðàëèìà:

G(E) ≈ S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k

∫ ∫
δ(E ′

1 + E ′
2)e

− E′2
1

2kT2Cv1
− E′2

2
2kT2Cv2 dE ′

1dE
′
2

G(E) ≈ S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k

∞∫
−∞

e
− Cv1+Cv2

2kT2Cv1Cv2
E′2

1 dE ′
1 ≈

S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

G(E) ≈ G1(Ẽ1)G2(Ẽ2)

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

.

Óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó ñå ðàçëèêójå îä áðîjà ìèêðîñòà»à

ðàâíîòåæíîã ñòà»à (ó êîìå ïîäñèñòåìè èìàjó ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè åíåðãèjà)G1(Ẽ1)G2(Ẽ2)

çà ÷ëàí
√

2πkT 2Cv1Cv2

Cv1+Cv2
ó ïðîèçâîäó. Ïîêàæèìî äà jå äîïðèíîñ òîã ÷ëàíà jàêî ìàëè òàêî

øòî £åìî îäðåäèòè åíòðîïèjó ñèñòåìà

S(E) = klnG(E) ≈ S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2) + kln

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

.
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Òîïëîòíè êàïàöèòåò è åíåðãèjà ñèñòåìà ñå ñêàëèðàjó ëèíåàðíî ñà áðîjåì ìîëåêóëà jåð ñó

åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå. Çáîã òîãà ñå ïîñëåä»è ÷ëàí ñêàëèðà ñà áðîjåì ìîëåêóëà êàî ln
√
N .

Ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè êàäà N → ∞, îí ìíîãî ñïîðèjå ðàñòå îä ëèíåàðíèõ ÷ëàíîâà

ïî áðîjó ìîëåêóëà S1(Ẽ1) è S2(Ẽ2) ïà ñå ìîæå çàíåìàðèòè. Çàòî jå ó òåðìîäèíàìè÷êîj

ãðàíèöè åíòðîïèjà ñèñòåìà àäèòèâíà ïî ïîäñèñòåìèìà, S(E) = S1(Ẽ1)+S2(Ẽ2). Ó íàðåäíîì

îäå§êó £åìî ðàçìàòðàòè ñëó÷àj êàäà jå jåäàí ïîäñèñòåì ìíîãî âå£è îä äðóãîã. Òàäà

£åìî åíòðîïèjó âå£åã ïîäñèñòåìà S2(E − E1) ðàçâèòè ó Òåjëîðîâ ðåä ïî åíåðãèjè ìà»åã

ïîäñèñòåì òàêî äà äîáèjåìî ðàñïîäåëó åíåðãèjà ìà»åã ïîäñèñòåìà.

Âàæíà ïîñëåäèöà îâîã ïðèìåð jå äà ÷àê èàêî óçìåìî ó ðàçìàòðà»å âèøå ìèêðîñòà»à íåãî

øòî èõ èìà ó G(E), òàj âèøàê íå ìîðà äà óòè÷å íà òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå. Äåôèíèøèìî

ñàäà óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à ñèñòåìà êîjà èìàjó åíåðãèjó ìà»ó èëè jåäíàêó E,

Σ(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
θ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω (7.38)

çà êëàñè÷íå ñèñòåìå. Èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó óðà÷óíàâà ñàìî òà÷êå ÷èjà åíåðãèjà jå

ìà»à èëè jåäíàêà âðåäíîñòè E. Çà êâàíòíå ñèñòåìå âàæè

Σ(E, V,N) =
∑
i

θ(E − Ei). (7.39)

Óêóïàí áðîj ñòà»à è ãóñòèíà ñòà»à ñó ïîâåçàíå ìå¢óñîáíî

G(E, V,N) =
∂Σ(E, V,N)

∂E
. (7.40)

Ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè £å âàæèòè

S(E, V,N) = lnΣ(E, V,N) (7.41)

jåð Σ(E, V,N) íå ñàäðæè ìíîãî âèøå ñòà»à îäG(E, V,N) (ïîäñåòèìî ñå äà ó âèñîêîäèìåíçèîíàëíîì

ïðîñòîðó ñêîðî ñâå òà÷êå óíóòðà ñôåðå ñå íàëàçå íà »åíîj ïîâðøèíè òàêî äà jå áðîj òà÷àêà

óíóòàð ñôåðå âåîìà ìàëè). Ðàíèjå ñìî äîçâîëèëè äà åíåðãèjà ñèñòåìà íå áóäå ôèêñèðàíà

íåãî ó èíòåðàâàëó [E −∆E,E]. Ñàäà ïðîèçèëàçè äà ìîæåìî óçåòè ñâà ìèêðîñòà»à ó îïñåãó

åíåðãèjà [0, E]. Ïðîáëåì îäðå¢èâà»à îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó åíòðîïèjñêîj

ðåïðåçåíòàöèjè ñå ñâîäè íà èçðà÷óíàâà»å Σ(E, V,N) èëè G(E, V,N). Èíòåíçèâíå

âåëè÷èíå îäðå¢ójåìî êîðèñòå£è èçâîäå åíòðîïèjå ïî åêñòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

(7.42)

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

(7.43)

µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
E,V

(7.44)

Áîëöìàí jå óòåìå§å»å ïðåòïîñòàâêå äà ñó ñâà ìèêðîñòà»à ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó

ïîäjåäíàêî âåðîâàòíà íàøàî ó Ëóèâèëîâîj òåîðåìè è åðãîäè÷íîj ïðåòïîñòàâöè. Ïîñìàòðàjìî
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äâå îáëàñòè ó ôàçíîì ïðîñòîðó îä êîjèõ jå äðóãà íàñòàëà ïîñëå âðåìåíà t èç ïðâå. Èç

Ëóèâèëîâå òåîðåìå ñëåäè äà ñèñòåì êîjè ñå êðå£å ïî òðàjåêòîðèjè êîjà ïðîëàçè êðîç îáå

îáëàñòè ïðîâîäè èñòî âðåìå ó îáå îáëàñòè. Ïîøòî jå âåðîâàòíî£à äà ñå ñèñòåì íà¢å ó íåêîj

îáëàñòè ïðîïîðöèîíàëíà âðåìåíó êîjå ñèñòåì ïðîâåäå ó òîj îáëàñòè ñëåäè äà ðàçëè÷èòå

îáëàñòè íà èñòîj òðàjåêòîðèjè èìàjó èñòó âåðîâàòíî£ó äà ñå ñèñòåì íà¢å ó »èìà

øòî îäãîâàðà ïðåòïîñòàâöè äà jå ãóñòèíà ðàñïîäåëå ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó

óíèôîðìíà

ρNV E(r⃗
N , p⃗N) =

δ
(
E −H(r⃗N , p⃗N)

)
N !h3NG(E)

. (7.45)

Ñðåä»à âðåäíîñò äèíàìè÷êå âåëè÷èíå A ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó jåäíàêà jå

⟨A⟩ = 1

N !h3NG(E)

∫
δ
(
E −H(r⃗N , p⃗N)

)
A(r⃗N , p⃗N) dω. (7.46)

Ïîøòî ñå âðåäíîñòè ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå A íå ìå»àjó ó îäíîñó íà ïeðìóòàöèjå êîîðäèíàòà

(èìïóëñà) ìîëåêóëà, òî £å ñâà ìèêðîñòà»à êîjà îäãîâàðàjó ðàâíîòåæíîì ìàêðîñòà»ó èìàòè

èñòó âðåäíîñò Ã. Òðàjåêòîðèjà íà ïîâðøè êîíñòàíòíå åíåðãèjå îáèëàçè è ìàêðîñòà»à êîjà ñó

ìà»å âåðîâàòíà à ó êîjèìà âåëè÷èíà A èìà äðóãå âðåäíîñòè, øòî îäãîâàðà ôëóêòóàöèjàìà

âåëè÷èíå A. Òå ôëóêòóàöèjå ìîæåìî îäðåäèòè òàêî øòî ïîâåæåìî áðîj ìèêðîñòà»à G(E,A)

êîjå èìàjó âðåäíîñò A ñà »èõîâîì åíòðîïèjîì S(E,A). Òàäà ãóñòèíà ðàñïîäåëå âåëè÷èíå

A èìà ïðèáëèæíó Ãàóñîâó ðàñïîäåëó

P (E,A) =
G(E,A)

G(E, Ã)
= e

1
k
(S(E,A)−S(E,Ã)) = e

1
k
(S(E,Ã)+ 1

2
∂2S
∂A2 (A−Ã)

2
+...−S(E,Ã)) ≈ e−

1
2k

∣∣ ∂2S
∂A2

∣∣(A−Ã)
2

.

(7.47)

jàêî öåíòðèðàíó îêî ñðåä»å âðåäíîñòè ⟨A⟩ = Ã jåð ñå Ã è ñòàíäàðäíî îäñòóïà»å îä ñðåä»å

âðåäíîñòè
√

k∣∣ ∂2S
∂A2

∣∣ ñêàëèðàjó êàî N è
√
N ñà áðîjåì ìîëåêóëà.

Ïðèìåð Îäðåäèòè åíòðîïèjó èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà è ïîêàçàòè äà âàæè jåäíà÷èíà ñòà»à

èäåàëíîã ãàñà ïîìî£ó ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà çà èäåàëíè ãàñ ìîëåêóëà jå H =
N∑
i=1

p⃗2i
2m
. Óêóïàí áðîj

ìèêðîñòà»à ñèñòåì äî åíåðãèjå E èçíîñè

Σ(E) =
1

N !h3N

∫
θ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω =

1

N !h3N

∫
H≤E

d3r1d
3r2...d

3rNd
3p1d

3p2...d
3pN

=
V N

N !h3N

∫
H≤E

d3p1d
3p2...d

3pN .

Óñëîâ èíòåãðàöèjå p⃗21 + p⃗22 + ... + p⃗2N ≤ 2mE îäãîâàðà ñâèì òà÷êàìà 3N äèìåíçèîíàëíå
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ëîïòå ïîëóïðå÷íèêà R =
√
2mE. Èñêîðèñòèìî jåäíà÷èíó 2.28 äà äîáèjåìî

Σ(E) =
V N

N !h3N
V3N(

√
2mE) =

V N

N !h3N

π
3N
2

Γ
(
3N
2
+ 1
) (2mE)

3N
2 .

Ïîäñåòèìî ñå äà jå Γ
(
3N
2
+ 1
)
=
(
3N
2
+ 1
)
! è çàòî ìîæåìî ïðèìåíèòè Ñòèðëèíãîâó àïðîêàñèìàöèjó

êàêî áè íàøëè åíòðîïèjó

S = klnΣ(E) = kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN.

Ïîêàæèìî ñàäà äà ñå èñòè ðåçóëòàò äîáèjà ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè è êàäà ñå êîðèñòè

ãóñòèíà ñòà»à

G(E) =
dΣ(E)

dE
=

V N

N !h3N

π
3N
2

Γ
(
3N
2
+ 1
) (2m)

3N
2
3N

2
E

3N
2

−1 = Σ(E)
3N

2E
.

Òàäà jå klnG(E) = klnΣ(E) + kln(3N)− kln(2E). Ïðâè è äðóãà äâà ÷ëàíà ñå ñêàëèðàjó ñà

áðîjåì ìîëåêóëà ∼ N è ∼ lnN . Êàäà N → ∞ âàæè klnG(E) = klnΣ(E). Jåäíà÷èíà ñòà»à

ñå äîáèjà èç èçâîäà åíòðîïèjå ïî çàïðåìèíè

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

=
kN

V

øòî äàjå PV = NkT .

Ïðèìåð Îäðåäèòè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïî êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè çà ñèñòåì ôèêñèðàíèõ

àòîìà ñà äâà åëåêòðîíñêà ñòà»à ÷èjè jå ðàçìàê ε ïîìî£ó ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Ïîòðåáíî jå äà íà¢åìî áðîj ìèêðîñòà»à ñèñòåìà G(E) êîjè îäãîâàðà åíåðãèjè

E. Ïîøòî ñå àòîìè íå êðå£ó, åíåðãèjà ñå ìîæå ðàñïîðåäèòè ñàìî íà åëåêòðîíñêà ñòà»à.

Èìàìî E
ε
àòîìà ó ïîáó¢åíîì ñòà»ó è N − E

ε
ó îñíîâíîì ñòà»ó. Áðîj ìèêðîñòà»à êîjè

îäãîâàðàjó èçáîðó E
ε
àòîìà îä N jå jåäíàê áèíîìíîì êîåôèöèjåíòó

G(E) =
N !(

E
ε

)
!
(
N − E

ε

)
!
.

Êîðèñòå£è Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó íàëàçèìî äà jå åíòðîïèjà jåäíàêà

S = lnG(E) = −kN ln

(
1− E

Nε

)
+

kE

ε
ln

(
Nε

E
− 1

)
.

Jåäíà÷èíà ñòà»à èçíîñè

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
k

ε
ln

(
Nε

E
− 1

)
.
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Èç »å íàëàçèìî åíåðãèjó ñèñòåìà è òîïëîòíè êàïàöèòåò

E =
Nε

eβε + 1
,

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,N

=
Nkβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

7.5 Êàíîíñêè àíñàìáë

Ëåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè

ñó ïîãîäíå çà îïèñèâà»å ìàêðîñòà»à ñèñòåìà êîjè èíòåðàãójå ñà ðåçåðâîàðîì. Ñëè÷íî òîìå,

ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè ìîæåìî óìåñòî ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà ðàçìàòðàòè äðóãå

àíñàìáëå êîjè îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì ðåïðåçåíòàöèjàìà ìàêðîñòà»à ó çàâèñíîñòè îä ìàêðîñêîïñêèõ

ãðàíè÷íèõ óñëîâà. Çàòî íèjå èçíåíà¢ójó£å äà ñóËåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå åíòðîïèjå

ïîâåçàíå ñà îñòàëèì àíñàìáëèìà êàî øòî jå åíòðîïèjà ïîâåçàíà ñà ìèêðîêàíîíñêèì

àíñàìáëîì.

Ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó ñâå åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå êîjå îïèñójó ìàêðîñòà»å

èìàjó òà÷íî îäðå¢åíå âðåäíîñòè. Êàäà ñèñòåì èíòåðàãójå ñà ðåçåðâîàðîì, jåäíà

èëè âèøå åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà ìîæå äà ñå ðàçìå»ójå èçìå¢ó ñèñòåìà è ðåçåðâîàðà

è çàòî îíå âèøå íèñó êîíñòàíòíå íåãî ôëóêòóèðàjó äîê ñó »èõîâå êî»óãîâàíå

èíòåíçèâíå âåëè÷èíå êîíñòàíòíå ó ñèñòåìó.

Ñëèêà 7.5: Ñèñòåì êîjè ðàçìå»ójå åíåðãèjó ñà ðåçåðâîàðîì.

R

E S

Ðàçìîòðèìî ñàäà ñëó÷àj êàäà ñèñòåì S ðàçìå»ójå åíåðãèjó ñà ðåçåðâîàðîì R, ñëèêà 7.5.

Ãëîáàëíè (çàjåäíè÷êè) ñèñòåì jå èçîëîâàí ñà óêóïíîì åíåãèjîì E è ñòîãà ìîæåìî ïðèìåíèòè

ìèêðîêàíîíñêè àíñàìáë íà »åãà. Èíòåðåñójå íàñ ñðåä»à âðåäíîñò äèíàìè÷êå âåëè÷èíå A(S)

êîjà jå äåôèíèñàíà íà ôàçíîì ïðîñòîðó ñèñòåìà:

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

) dω(S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
, (7.48)

ãäå jå G(E) áðîj ìèêðîñòà»à ãëîáàëíîã ñèñòåìà. Ïðåóðåäèìî àðãóìåíò äåëòà ôóíêöèjå è

ðàçäâîjèìî èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó ñèñòåìà è ðåçåðâîàðà

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫
A(S) dω(S)

N (S)!h3N(S)

∫
δ
(
H(R) − (E −H(S))

) dω(R)

N (R)!h3N(R)
. (7.49)
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Èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó ðåçåðâîàðà îäãîâàðà áðîjó ñòà»à ðåçåðâîàðà ñà åíåðãèjîì E−
H(S),

G(R)(E −H(S)) = e
S(R)(E−H(S))

k . (7.50)

Ðàçâèjìî ó Òåjëîðîâ ðåä åíòðîïèjó ðåçåðâîàðà îêî åíåðãèjå E

S(R)(E −H(S)) = S(R)(E)− ∂S(R)

∂E
H(S) +

1

2

∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + ... (7.51)

Òðè ïðâà ÷ëàíà ó ðàçâîjó ñå ñêàëèðàjó ñà áðîjåì ìîëåêóëà êàî N (R), N (S) è (N(S))2

N(R) . Ïîøòî

jå N (R) ≫ N (S), òðå£è è ñâè âèøè ÷ëàíîâè ñå ñòîãà ìîãó çàíåìàðèòè. Êîðèñòå£è ∂S(R)

∂E
= 1

T

äîáèjàìî èçðàç çà ñðåä»ó âðåäíîñò âåëè÷èíå A ñàìî ïî ôàçíîì ïðîñòîðó ñèñòåìà

⟨A⟩ = 1

Q

∫
Ae−

H
kT

dω

N !h3N
, (7.52)

ãäå ñìî ñêëîíèëè èçíàêå S çà ñèñòåì. ×åñòî ñå 1
kT

çàìå»ójå ñà β. Áîëöàìàíîâ ôàêòîð e−
H
kT

îäãîâàðà ãóñòèíè ðàñïîäåëå êîjà ñå íàçèâà êàíîíñêè àíñàìáë

ρNV T (r⃗
N , p⃗N) =

e−
H
kT

QN !h3N
. (7.53)

Q ñå íàçèâà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà êàíîíñêîã àíñàìáëà è îíà íîðìàëèçójå Áîëöìàíîâ ôàêòîð

íà jåäèíèöó

Q =

∫
e−

H
kT

dω

N !h3N
. (7.54)

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ïðåäñòàâ§à áðîj ìèêðîñòà»à êîjà ñó äîñòóïíà ñèñòåìó ó êàíîíñêîì

àíñàìáëó. Òàj áðîj ìèêðîñòà»à jå âå£è íåãî ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó jåð jå èíòåãðàë ïî

÷èòàâîì ôàçíîì ïðîñòîðó áåç îãðàíè÷å»à íà åíåðãèjå ìèêðîñòà»à. Çàòî êàíîíñêè àíñàìáë

ïðåäñòàâ§à êîëåêöèjó ìèêðîêàíîíñêèõ àíñàìáàëà ñà ðàçëè÷èòèì åíåðãèjàìà.

Òðàíñôîðìèøèìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó òàêî øòî èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó çàìåíèìî

ñà èíòåãðàëîì ïî åíåðãèjàìà ñèñòåìà

Q =

∫
e−

H
kT

dω

N !h3N
=

∫
dE

∫
δ(H − E)e−

E
kT

dω

N !h3N
=

∫
G(E)e−

E
kT dE. (7.55)

Ó òîì ñëó÷àjó ãóñòèíà ðàñïîäåëå åíåðãèjå ñèñòåìà èçíîñè

ρNV T (E) =
G(E)e−

E
kT

Q
. (7.56)

Çà êâàíòíå ñèñòåìå âàæå àíàëîãíå ôîðìóëå êàî çà êëàñè÷íå ñèñòåìå. Âåðîâàòíî£à äà ñå

ñèñòåì íà¢å ó i-òîì âèøå÷åñòè÷íîì ìèêðîñòà»ó ñà åíåðãèjîì Ei èçíîñè

Pi =
e−

Ei
kT

Q
, (7.57)

ãäå jå ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

Q =
∑
i

e−
Ei
kT . (7.58)
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Ðàçìîòðèìî ïðîèçâîä G(E)e−
E
kT êîjè ñå ïîjàâ§ójå ó ãóñòèíè ðàñïîäåëå è ïàðòèöèîíîj

ôóíêöèjè. Ãóñòèíà ìèêðîñòà»àG(E) ðàñòå ñà åíåðãèjîì à Áîëöìàíîâ ôàêòîð åêñïîíåíöèjàëíî

îïàäà ñà åíåðãèjîì. Ïðîèçâîä òå äâå ôóíêöèjå jå ôóíêöèjå êîjà jå jàêî öåíòðèðàíà îêî

ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè åíåðãèjå Ẽ. Èñêîðèñòèìî òî äà ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó ïîâåæåìî ñà

Ëåæàíäðîâîì òðàíñôîðìàöèjîì åíòðîïèjå. Ãóñòèíó ìèêðîñòà»à ó èçðàçó çà ïàðòèöèîíó

ôóíêöèjó (jåäíà÷èíà 7.55) çàìåíèìî ñà åíòðîïèjîì,

Q =

∫
e

TS(E)−E
kT dE. (7.59)

Ñàäà ìîæåìî äà ïðèìåíèìî ìåòîä ïðåâîjíå òà÷êå. Ìàêñèìóì ôóíêöèjå ó åêñïîíåíòó, TS(E)−E
kT

,

ñå íàëàçè èç jåäíà÷èíå dS(E)
dE

= 1
T
è îäíîñè ñå íà ðàâíîòåæíó âðåäíîñò åíåðãèjå E = Ẽ.

Àêî óçìåìî ñàìî ïðâè ÷ëàí ó ìåòîäó ïðåâîjíå òà÷êå, ìîæåìî àïðîêñèìèðàòè ïàðòèöèîíó

ôóíêöèjó Q ≈ e
TS(Ẽ)−Ẽ

kT = e−
F
kT . ×ëàíîâå êîjå ñìî çàíåìàðèëè ó ðàçâîjó ôóíêöèjå ó åêñïîíåíòó

ñïîðèjå ðàñòó ñà ïîâå£à»åì áðîjà ìîëåêóëà îä ïðâîã ÷ëàíà. Òàäà jå Ëåæàíäðîâà òðàíñôîðìàöèjà

åíòðîïèjå jåäíàêà

S

[
1

T

]
= −F (N, V, T )

T
= klnQ. (7.60)

Îäðå¢èâà»å îñíîâíå òåðìîäèíàìè÷êå jåäíà÷èíå ó Õåëìîõîöîâîj ðåïðåçåíòàöèjè

ñå ñâîäè íà ðà÷óíà»å ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà êàíîíñêè àíñàìáë. Ïðèòèñàê, õåìèjñêè

ïîòåíöèjàë èëè åíòðîïèjó íàëàçèìî ïîìî£ó ïðâîã èçâîäà Õåëìõîëöîâîã ïîòåíöèjàëà ïî çàïðåìèíè,

áðîjó ìîëåêóëà èëè òåìïåðàòóðè.

Àêî èñêîðèñòèìî è êâàäðàòíè ÷ëàí ïî åíåðãèjè ó ðàçâîjó ôóíêöèjå TS(E)−E
kT

(ëèíåàðíè

÷ëàí jå jåäíàê íóëè çáîã ìàêñèìóìà ôóíêöèjå) íàëàçèìî äà ãóñòèía ðàñïîäåëå åíåðãèjå

ñèñòåìà èìà àïðîêñèìàòèâíî Ãàóñîâó ðàñïîäåëó ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó ⟨E⟩ = Ẽ. Ñòàíäàðäíî

îäñòóïà»å òå ðàñïîäåëå ñå ñêàëèðà ñà áðîjåì ÷åñòèöà êàî
√
N . Òî çíà÷è äà íå äîïðèíîñå

ñâà ìèêðîñòà»à ïîäjåäíàêî ãóñòèíè ðàñïîäåëå åíåðãèjå, íåãî íàjâèøå äîïðèíîñå

îíà êîjà èìàjó åíåðãèjó jåäíàêó èëè ñó è áëèçèíè ñðåä»å âðåäíîñòè ⟨E⟩ jåð

îñòàëà ìèêðîñòà»à èìàjó çàíåìàð§èâó âåðîâàòíî£ó. Ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè

êàäà ñòàíäàðäíî îäñòóïà»å åíåðãèjå ïîñòàíå çàíåìàð§èâî ó îäíîñó íà ñðåä»ó âðåäíîñò åíåðãèjå,

ñðåä»à âðåäíîñò ó êàíîíñêîì àíñàìáëó ñå èçjåäíà÷ójå ñà ñðåä»îì âðåäíîø£ó ó ìèêðîêàíîíñêîì

àíñàìáëó ñèñòåìà êîjè èìà åíåðãèjó ⟨E⟩.
Îäðåäèìî èçðàçå çà ñðåä»ó âðåäíîñò åíåðãèjå è »åíó âàðèjàíñó êîðèñòå£è ïàðòèöèîíó

ôóíêöèjó. Ñðåä»à âðåäíîñò åíåðãèjå jåäíàêà jå òåðìîäèíàìè÷êîj âðåäíîñòè åíåðãèjå

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = 1

Q

∫
He−βH dω

N !h3N
= −

(
∂lnQ

∂β

)
N,V

. (7.61)

Ñðåä»à âðåäíîñò êâàäðàòà õàìèëòîíèjàíà jåäíàêà jå

⟨E2⟩ = ⟨H2⟩ = 1

Q

∫
H2e−βH dω

N !h3N
=

1

Q

(
∂2Q

∂β2

)
N,V

. (7.62)

Âàðèjàíñà ðàñïîäåëå åíåðãèjå ó êàíîíñêîì àíñàìáëó jå ïîâåçàíà ñà òîïëîòíèì êàïàöèòåòîì

ïî êîíñòàòíîj çàïðåìèíè,

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 =
(
∂2lnQ

∂β2

)
N,V

= −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
N,V

= kT 2

(
∂⟨E⟩
∂T

)
N,V

= kT 2Cv. (7.63)
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Øòî jå âå£à òåìïåðàòóðà ðåçåðâîàðà, òî jå âå£à è âàðèjàíñà åíåðãèjå îäíîñíî ñèñòåì ìîæå äà

ñå íà¢å ó ìèêðîñòà»èìà ÷èjà åíåðãèjà ñå íàëàçè ó âå£åì îïñåãó âðåäíîñòè åíåðãèjà.

Òåðìîäèíàìè÷êè ñèñòåìè ñå îáè÷íî ñàñòîjå èç èñòîâåòíèõ ïîäñòèñòåìà (äåëîâà) êîjå ìîãó

áèòè ïîjåäèíà÷íå ÷åñòèöå, êîëåêòèâíî êðåòà»à ÷åñòèöà èëè íåêè äðóãè åíòèòåòè. Èäåàëíè

ñèñòåìè ñó ñèñòåìè ó êîjèìà jå åíåðãèjà jåäíàêà çáèðó åíåðãèjà ïîäñèñòåìà øòî çíà÷è äà íå

ïîñòîjè (èëè ñå ìîæå çàíåìàðèòè) èíòåðàêöèjà èçìå¢ó ïîäñèñòåìà. Êàíîíñêè àíñàìáë èìà

îãðîìíó ïðåäíîñò ó îäíîñó íà ìèêðîêàíîíñêè àíñàìáë ó âåçè îäðå¢èâà»à òåðìîäèíàìè÷êèõ

îñîáèíà èäåàëíèõ ñèñòåìà. Çà ðàçëèêó îä ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà ãäå jå ïîòðåáíî

ïðèìåíèòè ãëîáàëíè óñëîâ åíåðãèjå çà ñâå ñòåïåíå ñëîáîäå îäjåäíîì, ïðèìåíà

êàíîíñêîã àíñàìáëà íà èäåàëíå ñèñòåìå ñå ñâîäè íà ðàçìàòðà»å ïîäñèñòåìà ñà

ñàìî íåêîëèêî ñòåïåíè ñëîáîäå.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ñëó÷àj èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà îä êîjèõ ñâàêè èìà ïî òðè ñòåïåíà ñëîáîäå.

Òàäà jå õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà jåäíàê H(r⃗N , p⃗N) =
N∑
i=1

hi(r⃗i, p⃗i), ãäå jå hi(r⃗i, p⃗i) õàìèëòîíèjàí

çà jåäàí ìîëåêóë. Ïîøòî jå çáèð ÷ëàíîâà ó åêñïîíåíòó jåäíàê ïðîèçâîäó åêñïîíåíàòà òèõ

÷ëàíîâà, íàëàçèìî

Q =

∫
e−βH dω

N !h3N
=

1

N !

∫
e
−β

N∑
i=1

hi(r⃗i,p⃗i) dω

h3N
=

1

N !

(
N∏
i=1

1

h3

∫
e−βhi(r⃗i,p⃗i) d3rid

3pi

)
=

qN

N !
.

(7.64)

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà jåäàí ìîëåêóë èçíîñè

q =
1

h3

∫
e−βh(r⃗,p⃗) d3rd3p. (7.65)

Çà êâàíòíå èäåàëíå ñèñòåìå, åíåðãèjà ìèêðîñòà»à jåäíàêà jå E(j1, j2, ..., jN) = ε1j1 + ε1j2 +

...ε1jN , ãäå ñó jn è εijn êâàíòíè áðîj è åíåðãèjà i-òîã ïîäñèñòåìà. Ó ñëó÷àjó êàäà ïîäñèñòåìå

ìîæåìî ðàçëèêîâàòè (íà ïðèìåð, àòîìè ó ÷âîðîâèìà êðèñòàëíå ðåøåòêå)

Q =
∑
j1

∑
j2

...
∑
jN

e−βE(j1,j2,...,jN ) =
∑
j1

∑
j2

...
∑
jN

e−β(ε1j1+ε1j2+...ε1jN ) =
N∏
i=1

(∑
jn

e−βεijn

)
= qN ,

(7.66)

ãäå jå q ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jåäíîã ïîäñèñòåìà,

q =
∑
j

e−βεj . (7.67)

Ó ñëó÷àjó ñèñòåìà èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà, èíäåêñè êîjè îçíà÷àâàjó âèøå÷åñòè÷íà êâàíòíà ñòà»à

ñó áðîjåâè çàóçåòîñòè jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à èç êîjèõ ñó òà ñòà»à ôîðìèðàíà. Áðîjåâè çàóçåòîñòè

íèñó íåçàâèñíè è ñòîãà íèjå jåäíîñòàâíî ïðèìåíèòè êàíîíñêè àíñàìáë íà èäåàëíè ãàñ èäåíòè÷íèõ

÷åñòèöà. Âèäå£åìî äà ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó òàj ïðîáëåì ìîæåìî ëàêî ðåøèòè.

Èçóçàòàê jå ñëó÷àj íåäåãåíåðèñàíîã ãàñà çà êîjè çíàìî äà âàæè

Q =
qN

N !
(7.68)

áåç îáçèðà äà ëè ñó ÷åñòèöå ôåðìèîíè èëè áîçîíè. Îäëîæèìî èçðà÷óíàâà»å ïàðòèöèîíå

ôóíêöèjå èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà çà ñëó÷àj âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà.

104



Ïðèìåð Îäðåäèòè Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë è jåäíà÷èíó ñòà»à èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà.

Ðåøå»å: Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà jåäíàê jåH =
N∑
i=1

hi, hi =
p2xi+p2yi+p2zi

2m
. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

çà jåäàí ìîëåêóë èçíîñè

q =
1

h3

∫
e−

β(p2x+p2y+p2z)

2m dxdydzdpxdpydpz =
V

h3

 ∞∫
−∞

e−
βp2x
2m dpx

3

=
V

h3

(
2πm

βh2

) 3
2

.

Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà ÷èòàâ ñèñòåì ìîëåêóëà äîáèjà ñå èç ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

çà jåäàí ìîëåêóë

Q =
qN

N !
=

V N

N !

(
2πm

βh2

) 3N
2

.

Ïðèìåíîì Ñòèðëèíãîâå àïðîêñèìàöèjå íàëàçèìî Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë

F = − 1

β
lnQ = −N

β
ln
V

N
− 3

2

N

β
ln

(
2πm

βh2

)
− N

β
= −kTN ln

V

N
− 3

2
kTN ln

(
2πm

βh2

)
− kTN

à èç »åãà è jåäíà÷èíó ñòà»à èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà

P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

=
kTN

V
.

Ïðèìåð Îäðåäèòè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïðè êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè çà ñèñòåì ôèêñèðàíèõ

àòîìà ñà äâà åëåêòðîíñêà ñòà»à ÷èjè jå ðàçìàê ε ïîìî£ó êàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà jåäíà àòîì èçíîñè q = 1 + e−βε à çà ñèñòåì àòîìà

jåäíàêà jå

Q = qN =
(
1 + e−βε

)N
.

Íèjå ïîòðåáíî äå§å»å áðîjà ìèêðîñòà»à ñàN ! jåð ñó àòîìè ôèêñèðàíè è íå ìîãó ðàçìå»èâàòè

êîîðäèíàòå. Åíåðãèjà ñèñòåìà è òîïëîòíè êàïàöèòåò ñó

E = −
(
∂lnQ

∂β

)
V,N

=
Nε

1 + eβε
,

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,N

=
Nkβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

7.6 Âåëèêè êàíîíñêè àíñàìáë

Ãèáñ jå àíñàìáëå êîjè èìàjó êîíñòàíòàí áðîj ìîëåêóëà çâàî petit ensembles, à àíñàìáëå

êîjè íåìàjó îãðàíè÷å»å íà óêóïàí áðîj ìîëåêóëà grand ensembles. Äîñàä ñìî ðàçìàòðàëè

ñàìî àíñàìáëå êîjè íå ìîãó ìå»àòè áðîj ìîëåêóëà. Ðàçìîòðèìî ñàäà ñèñòåì S êîíñòàíòíå
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çàïðåìèíå êîjè ðàçìå»ójå ñà ðåçåðâîàðîì R ÷åñòèöå è åíåðãèjó. Óñëåä òîãà, áðîj ìîëåêóëà è

åíåðãèjà ñèñòåìà ìîãó óçèìàòè ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè. Ãëîáàëíè ñèñòåì (ñèñòåì è ðåçåðâîàð) jå

èçîëîâàí òàêî äà âðåäíîñò åíåðãèjå E è áðîjà ìîëåêóëà N ó »åìó î÷óâàíà. Áðîj ìèêðîñòà»à

ãëîáàëíîã ñèñòåìà jå G(E). Ñðåä»à âðåäíîñò âåëè÷èíå A(S) äåôèíèñàíà ñàìî ó ôàçíîì

ïðîñòîðó ñèñòåìà èçíîñè

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∞∑
N(S)=0

∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

)
δN(N(S)+N(R))

dω(S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
. (7.69)

Ñóìà ïî áðîjó ìîëåêóëà ñèñòåìà ñå ïîjàâ§ójå ó èçðàçó çà ñðåä»ó âðåäíîñò jåð âåëè÷èíà

A(S) çàâèñè îä áðîjà ìîëåêóëà. Êðîíåêåð äåëòà îáåçáå¢ójå êîíñòàòíó âðåäíîñò çáèðà áðîjà

ìîëåêóëà ñèñòåìà è ðåçåðâîàðà. Íà¢èìî áðîj ñòà»à ðåçåðâîàðà òàêî øòî £åìî èíòåãðàë ïî

ôàçíîì ïðîñòîðó ðåçåðâîàðà ïðåòâîðèòè ó áðîj ìèêðîñòà»à ðåçåðâîàðà, à çàòèì èçðàçèìî òàj

áðîj ìèêðîñòà»à ïðåêî åíòðîïèjå ðåçåðâîàðà, ñëè÷íî êàî øòî ñìî ðàäèëè ó ñëó÷àjó êàíîíñêîã

àíñàìáëà

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∞∑
N(S)=0

∫
A(S) dω(S)

N (S)!h3N(S)

∫
δ
(
H(R) − (E −H(S))

)
δ(N−N(S))N(R)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
,

(7.70)

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∞∑
N(S)=0

∫
A(S)G(R)(E −H(S), N −N (S))

dω(S)

N (S)!h3N(S)
, (7.71)

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∞∑
N(S)=0

∫
A(S)e

S(R)(E−H(S),N−N(S))
k

dω(S)

N (S)!h3N(S)
. (7.72)

Ðàçâèjìî ó Òåjëîðîâ ðåä åíòðîïèjó ðåçåðâîàðà

S(R)(E −H(S), N −N (S)) = S(R)(E,N)− ∂S(R)

∂E
H(S) − ∂S(R)

∂N
N (S)

+
1

2

(
∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + 2

∂2S(R)

∂E∂N
H(S)N (S) +

∂2S(R)

∂N2
(N (S))2

)
+ ...

(7.73)

Êàî è ó ñëó÷àjó êàíîíñêîã àíñàìáëà, ìîæåìî îäáàöèòè ñâå äðóãå è âèøå òåðìîäèíàìè÷êå

èçâîäå. Çàìåíîì ∂S(R)

∂E
= 1

T
∂S(R)

∂N
= − µ

T
ó èçðàç 7.72 äîáèjàìî ñðåä»ó âðåäíîñò ïî âåëèêîì

êàíîíñêîì àíñàìáëó

⟨A⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
Ae−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
(7.74)

ãäå ñìî èçîñòàâèëè îçíàêå S çà ñèñòåì. Ïðèìåòèìî äà çà ñâàêó âðåäíîñò áðîjà ìîëåêóëà

èìàìî ðàçëè÷èò èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó. Îâàj èçðàç äåôèíèøå íîâè àíñàìáë ñà

ãóñòèíîì ðàñïîäåëå

ρµV T (r⃗
N , p⃗N , N) =

e−
(H−µN)

kT

ΞN !h3N
. (7.75)

Ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó ãóñòèíà ðàñïîäåëå çàâèñè è îä áðîjà ìîëåêóëà

ïîðåä êîîðäèíàòà ôàçíîã ïðîñòîðà. Òðåáà ïðèìåòèòè äà jå âåëè÷èíà N êîjà ñå ïîjàâ§ójå
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ó ãóñòèíè ðàñïîäåëå âðåäíîñò ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå áðîjà ìîëåêóëà (îáè÷íî ñìî êîðèñòèëè

îçíàêó N çà òåðìîäèíàìè÷êó âðåäíîñò áðîjà ìîëåêóëà). Çàòî, íà ïðèìåð, íå ïîñòîjè èçâîä

N ïî ïðèòèñêó ∂N/∂P äîê çà òåðìîäèíàìè÷êó âðåäíîñò áðîjà ìîëåêóëà îí íàðàâíî ïîñòîjè.

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà èìà îáëèê

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
. (7.76)

Èíòåãðàë ïî ôàçíîì ïðîñòîðó ó ïàðòèöèîíîj ôóíêöèjè ìîæåìî çàìåíèòè ñà èíòåãðàëîì

ïî åíåðãèjàìà ñèñòåìà

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
=

∞∑
N=0

∫
dE

∫
δ(H − E)e−

(E−µN)
kT

dω

N !h3N

=
∞∑

N=0

∫
G(E)e−

(E−µN)
kT dE

(7.77)

Èç îâîã èçðàçà ñëåäè äà jå ãóñòèíà ðàñïîäåëå åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà ó ñèñòåìó

ρµV T (E,N) =
G(E)e−

(E−µN)
kT

Ξ
(7.78)

Çà êâàíòíå ñèñòåì, âåðîâàòíî£à äà ñå ñèñòåì íà¢å ó i-òîì N -÷åñòè÷íîì ìèêðîñòà»ó è èìà

áðîj ìîëåêóëà jåäíàê N èçíîñè

P (Ei, N) =
e−

Ei−µN

kT

Ξ
, (7.79)

Ξ =
∞∑

N=0

∑
i

e−
Ei−µN

kT (7.80)

Çàìåíèìî G(E) ñà åíòðîïèjîì ó èçðàçèìà çà ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó è ãóñòèíó ðàñïîäåëå

òàêî äà äîáèjåìî ÷ëàí

e
TS(E)−E+µN

kT (7.81)

Íà »åãà ìîæåìî ïðèìåíèòè ìåòîä ïðåâîjíå òà÷êå êàêî áè íàøëè Ëåæàíäðîâó òðàíñôîðìàöèjó

åíòðîïèjå ñà êîjîì jå ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ïîâåçàíà. Ïðâè ÷ëàí ó ðàçâîjó êîjè îäãîâàðà

ìàêñèìóìó äàjå

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e

TS(E)−E+µN
kT dE ≈ e

TS(Ẽ)−Ẽ+µÑ
kT = e−

Ω
kT , (7.82)

S

[
1

T
,
µ

T

]
= −Ω

T
= klnΞ. (7.83)

Îâäå ñó Ẽ è Ñ ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà ó ñèñòåìó. Âåëèêè êàíîíñêè

ïîòåíöèjàë ñå îäðå¢ójå èç ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà. Êàäà

jå îí èçðà÷óíàò, ñðåä»è áðîj ìîëåêóëà, ïðèòèñàê èëè åíòðîïèjà ñå ìîãó îäðåäèòè êàî »åãîâè

èçâîäè ïî õåìèjñêîì ïîòåíöèjàëó, çàïðåìèíè èëè òåìïåðàòóðè.

Ñëè÷íî êàî ó êàíîíñêîì àíñàìáëó, àêî óê§ó÷èìî êâàäðàòíè ÷ëàí ïî åíåðãèjè è áðîjó

ìîëåêóëà ó ðàçâîjó èçðàçà 7.81, íàëàçèìî äà ãóñòèíà ðàñïîäåëå åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà
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îäãîâàðà Ãàóñîâîj ðàñïîäåëè. Ïîøòî ñå ñòàíäàðäíà îäñòóïà»à åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà

ñêàëèðàjó ñà áðîjåì ìîëåêóëà êàî
√
N òî çíà÷è äà jå ñâà âåðîâàòíî£à êîíöåíòðèñàíà îêî

ìèêðîñòà»à êîjå èìàjó åíåðãèjó Ẽ = ⟨E⟩ è áðîj ìîëåêóëà Ñ = ⟨N⟩.
Ñðåä»å âðåäíîñòè åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó ñå ìîãó

îäðåäèòè èç ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
He−β(H−µN) dω

N !h3N
= −

(
∂lnΞ

∂β

)
βµ,V

(7.84)

Ñ = ⟨N⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
Ne−β(H−µN) dω

N !h3N
=

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

(7.85)

Âàðèjàíñà è êîâàðèjàíñà ìóëòèâàðèjàòíå ðàñïîäåëå åíåðãèjå è áðîjà ìîëåêóëà èçíîñå

⟨(δH)2⟩ = −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
βµ,V

=

(
∂2lnΞ

∂β2

)
βµ,V

(7.86)

⟨(δN)2⟩ =
(
∂⟨N⟩
∂(βµ)

)
β,V

=

(
∂2lnΞ

∂(βµ)2

)
β,V

(7.87)

⟨δHδN⟩ =
(

∂⟨E⟩
∂(βµ)

)
β,V

=

(
∂2lnΞ

∂β∂(βµ)

)
V

. (7.88)

Òåðìîäèíàìè÷êå èçâîäè êîjè ñå ïîjàâ§ójó ó îâèì ôîðìóëàìà ìîãó ñå ðåäóêîâàòè íà òðè

íàj÷åø£å êîðèø£åíà èçâîäà. Ïîêàæèìî íà ïðèìåðó âàðèjàíñå áðîjà ÷åñòèöà êàêî ñå òî

èçâîäè. Ïîøòî ñå èçâîä âðøè ïî êîíñòàíòíîj âðåäíîñòè β, îíäà β ìîæå äà èçà¢å èç èçâîäà

⟨(δN)2⟩ = 1

β

(
∂⟨N⟩
∂µ

)
β,V

= kT

(
∂⟨N⟩
∂µ

)
T,V

= kTV

(
∂n

∂µ

)
T,V

, (7.89)

ãäå jå n = ⟨N⟩/V ÷åñòè÷íà ãóñòèíà. Îâàj òåðìîäèíàìè÷êè èçâîä íàëàçèìî èç jåäíàêîñòè(
∂n

∂µ

)
T,⟨N⟩

= −

(
∂n
∂P

)
T,⟨N⟩(

∂µ
∂P

)
T,⟨N⟩

= −
(
∂n

∂P

)
T,⟨N⟩

(
∂P

∂µ

)
T,⟨N⟩

= nκT

(
∂P

∂µ

)
T,⟨N⟩

. (7.90)

Êîðèñòå£è Ãèáñ-Äèjåìîâó jåäíà÷èíó 4.18 äîáèjàìî èçâîä ïðèòèñêà ïî õåìèjñêîì ïîòåíöèjàëó(
∂P

∂µ

)
T,⟨N⟩

=
⟨N⟩
V

= n. (7.91)

�åãîâîì çàìåíîì ó jåäíà÷èíó 7.90 ñëåäè(
∂n

∂µ

)
T,⟨N⟩

= n2κT , (7.92)

à èç îâå ðåëàöèjå ïðîèçèëàçè äà jå èçîòåðìñêà êîìïðåñèáèëíîñò ïîâåçàíà ñà ôëóêòóàöèjàìà

áðîjà ìîëåêóëà ó ñèñòåìó

⟨(δN)2⟩ = kTV n2κT =
kT ⟨N⟩2κT

V
. (7.93)
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×åñòî ñå ó èçðàçèìà êîðèñòè âåëè÷èíà λ = eβµ êîjà ñå íàçèâà àêòèâíîñò (íåêè èñòðàæèâà÷è

jå íàçèâàjó ôóãàñíîñò). Òàäà jå, íà ïðèìåð Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N , ãäå jå QN êàíîíñêà ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà çà N ìîëåêóëà è ñðåä»è áðîj ìîëåêóëà ó ñèñòåìó èçíîñè

⟨N⟩ = λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

(7.94)

jåð jå
∂

∂(βµ)
=

∂λ

∂(βµ)

∂

∂λ
= eβµ

∂

∂λ
= λ

∂

∂λ
. (7.95)

Òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå êîjå ñå èçðà÷óíàâàjó ïîìî£ó âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà äîáèjàjó

ñå êàî ôóíêöèjå îä µ (èëè λ), T è V . Îáè÷íî æåëèìî äà íà¢åìî îñîáèíå êîjå çàâèñå îä ⟨N⟩ à
íå îä µ. Çáîã òîãà íàì jå ïîòðåáíà jåäíà÷èíà ⟨N⟩ = ⟨N⟩(T, V, µ), à èç »å èíâåðçèjîì äîáèjàìî

µ = µ(⟨N⟩, T, V ). Çàìåíîì õåìèjñêîã ïîòåíöèjàëà áðîjåì ìîëåêóëà ó æå§åíèì îñîáèíàìà

äîëàçèìî äî »èõîâå çàâèñíîñòè îä ⟨N⟩, T è V .

Ïðèìåð Íà£è âåëèêè êàíîíñêè ïîòåíöèjàë çà èäåàëíè ãàñ ìîëåêóëà è ïîêàçàòè äà âàæè

jåäíà÷èíà èäåàëíîã ãàñà.

Ðåøå»å: Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà jåäíàêà jå

Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N =

∞∑
N=0

QN
qN

N !
= eλq.

Ñðåä»è áðîj ìîëåêóëà ñå îäðå¢ójå èç ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

⟨N⟩ = λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

= λq.

Âåëèêè êàíîíñêè ïîòåíöèjàë èçíîñè

Ω = − 1

β
lnΞ = −λq

β
= −⟨N⟩

β
.

Ïîøòî jå èç òåðìîäèíàìèêå Ω = −PV , ñëåäè PV = ⟨N⟩kT .

Ïðèìåð Îäðåäèòè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïî êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè çà ñèñòåì ôèêñèðàíèõ

àòîìà ñà äâà åëåêòðîíñêà ñòà»à ÷èjè jå ðàçìàê ε ïîìî£ó âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà jåäíà àòîì èçíîñè q = 1 + e−βε. Ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà çà âåëèêè êàíîíñêè àíñàìáë jåäíàêà jå

Ξ =
∞∑

N=0

eβµNqN =
∞∑

N=0

(
qeβµN

)N
=

1

1− qeβµ
.
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Áðîj àòîìà ó ñèñòåìó èçíîñè

⟨N⟩ =
(
∂lnΞ

∂βµ

)
β,V

=
qeβµ

1− qeβµ
.

Åíåðãèjà è òîïëîòíè êàïàöèòåò jåäíàêè ñó

E = −
(
∂lnΞ

∂β

)
βµ,V

=
εe−βεeβµ

1− qeβµ
=

⟨N⟩ε
1 + eβε

,

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,⟨N⟩

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,⟨N⟩

=
⟨N⟩kβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

Ðàçìîòðèìî ñàäà êàêî äà ïðèìåíèìî âåëèêè êàíîíñêè àíñàìáë íà èäåàëíè ñèñòåì èäåíòè÷íèõ

÷åñòèöà. Ïîäñåòèìî ñå äà áðîj ÷åñòèöà ó i-òîì jåäíî÷åñòè÷íîì ñòà»ó ñà åíåðãèjîì εi ïðåäñòàâ§à

áðîj çàóçàòîñòè òîã ñòà»à, ni. Jåäíî ìèêðîñòà»å jå îäðå¢åíî áðîjåâèìà (n1, n2, ...). Çà èäåàëíå

ñèñòåìå âàæå óñëîâè N =
∑
i

ni è E =
∑
i

εini. Êàäà ñìî ïðèìå»èâàëè ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå

ðàñïîäåëå ãðóïèñàëè ñìî gi jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à ó £åëèjå. Îâäå íå£åìî ðàçìàòðàòè £åëèjå

íåãî äåãåíåðàöèjó g{ni} íèâîà E{ni}

g{ni} =


1 çà áîçîíå è ôåðìèîíå

1
N !

(
N !∏
i
ni!

)
çà áîëöîíå

Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ñå ëàêî ìîæå èçðà÷óíàòè çà áîëöîíå êîðèñòå£è èçðàç çà

ðàçâîj ìóëòèíîìà

Q =
∑

n1,n2,...
(
∑
i
ni=N)

g{ni}e−βE{ni} =
∑

n1,n2,...
(
∑
i
ni=N)

1

N !

 N !∏
i

ni!

 e
−β
∑
i
niεi

=
∑

n1,n2,...
(
∑
i
ni=N)

(
e−βn1ε1

n1!

e−βn2ε2

n2!
...

)
=

1

N !

(
e−βε1 + e−βε2 + ...

)
=

qN

N
.

(7.96)

Çà èäåíòè÷íå ÷åñòèöå äåãåíåðàöèjà jå jåäíàêà jåäèíèöè è íå ìîæåìî ïðèìåíèòè èçðàç çà

ðàçâîj ìóëòèíîìà êàêî áè èçðà÷óíàëè êàíîíñêó ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó. Âåçà èçìå¢ó áðîjåâà

çàóçåòîñòè óñëåä óñëîâà N =
∑
i

ni ñå ìîæå ïðåâàçè£è ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó. �åãîâà
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ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà èçíîñè

Ξ =
∞∑

N=0

∑
n1,n2,...

(
∑
i
ni=N)

λNe
−β
∑
i
niεi

=
∞∑

N=0

∑
n1,n2,...

(
∑
i
ni=N)

e
βµ
∑
i
ni

e
−β
∑
i
niεi

=
∞∑

N=0

∑
n1,n2,...

(
∑
i
ni=N)

(
eβ(µ−ε1)

)n1
(
eβ(µ−ε2)

)n2
... =

n1max∑
n1=0

n2max∑
n2=0

...
(
eβ(µ−ε1)

)n1
(
eβ(µ−ε2)

)n2
...

=

(
n1max∑
n1=0

(
eβ(µ−ε1)

)n1

)(
n2max∑
n2=0

(
eβ(µ−ε2)

)n2

)
... =

∏
k

(
nkmax∑
nk=0

(
λe−βεk

)nk

)
(7.97)

Ê§ó÷íè êîðàê ó èçâî¢å»ó ñå íàëàçè ó äðóãîì ðåäó ãäå ñìî èçìåíèëè ðåäîñëåä ñàáèðà»à

÷ëàíîâà ó ñóìàìà. Ïîêàæèìî äà òà jåäíàêîñò âàæè òàêî øòî £åìî jå ðàçìîòðèòè íà ïðèìåðó

äâå îðáèòàëå

Ξ =
∑
N=0

∑
n1,n2

(n1+n2=N)

an1bn2 =

(
∞∑

n1=0

an1

)(
∞∑

n2=0

bn2

)
. (7.98)

Íàïèøèìî ÷ëàíîâå èçðàçà ñà ëåâå ñòðàíå jåäíàêîñòè

N = 0 1

N = 1 a+ b

N = 2 a2 + ab+ b2

N = 3 a3 + a2b+ ab2 + b3

N = 4 a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4

.............................................................................

...........................................................................................

(7.99)

Ñàáåðèìî ÷ëàíîâå äèjàãîíàëíî

Ξ = (1 + b+ b2 + b3 + b4 + ...) + (a+ ab+ ab2 + ab3 + ...)+

(a2 + a2b+ a2b2 + a2b3 + ...) + (a3 + a3b+ a3b2 + a3b3 + ...) + ...

=
∞∑

n2=0

a0bn2 +
∞∑

n2=0

a1bn2 +
∞∑

n2=0

a2bn2 + ... =
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

an1bn2 =

(
∞∑

n1=0

an1

)(
∞∑

n2=0

bn2

)
.

(7.100)

Ìîãó£íîñò âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà äà ðåøè ïðîáëåìå ó êîjèìà ïîñòîjè îãðàíè÷å»å

ó âåçè áðîjà ÷åñòèöà jå îãðîìíà ïðåäíîñò âåëèêîã êàíîíñêîã ó îäíîñó íà êàíîíñêè

àíñàìáë.

Îäðåäèìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó çà ôåðìèîíå è áîçîíå à çàòèì èçâåäèìî êâàíòíå ñòàòèñòèêå.

Çà ôåðìèîíå âàæè îãðàíè÷å»å nkmax = 1. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jå òàäà jåäíàêà

ΞFD =
∏
k

(
1 + λe−βε

)
. (7.101)
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Çà áîçîíå íåìà òîã îãðàíè÷å»å (nkmax = ∞),

ΞBA =
∏
k

(
1 + λe−βε +

(
λe−βε

)2
+ ...

)
=
∏
k

1

1− λe−βεk
, (7.102)

îâäå ñìî ñàáðàëè ãåîìåòðèjñêè ðåä. Ñóìà êîíâåðãèðà çà |λe−βεk | < 1, òj. |λ||e−βεk | < 1, µ ≤ 0.

Õåìèjñêè ïîòåíöèjàë áîçîíà jå óâåê íåíåãàòèâàí äîê çà õåìèjñêè ïîòåíöèjàë ôåðìèîíà íåìà

òàêâîã îãðàíè÷å»à, ñëèêà 7.6. Îáå ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè jåäíèì èçðàçîì

ΞFD/BA =
∏
k

(
1± λe−βε

)±1
. (7.103)

Èç ëîãàðèòìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

lnΞFD/BA = ±
∑
k

ln
(
1± λe−βε

)
(7.104)

íàëàçèìî ñðåä»è áðîj ÷åñòèöà

ÑFD/BA = ⟨N⟩FD/BA =
∑
k

⟨nk⟩FD/BA =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

=
∑
k

±λ
(
±e−βεk

)
1± λe−βεk

=
∑
k

λe−βεk

1± λe−βεk

(7.105)

è ñðåä»ó çàóçåòîñò jåäíî÷åñòè÷íîã ñòà»à

⟨nk⟩FD/BA =
λe−βεk

1± λe−βεk
=

1

eβ(εk−µ) ± 1
, (7.106)

ãäå ãîð»è çíàê îäãîâàðà Ôåðìè-Äèðàêîâîj ñòàòèñòèöè à äî»è Áîçå-Àjíøòàjíîâîj ñòàòèñòèöè.

Îâî jå èñòè ðåçóëòàò êàî øòî ñìî äîáèëè ïîìî£ó ìåòîäà íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå. Íàjâåðîâàòíèjà

è ñðåä»à çàóçåòîñò jåäíî÷åñòè÷íîã ñòà»à ñó èñòîâåòíå.

Ñëèêà 7.6: Çàâèñíîñò õåìèjñêîã ïîòåíöèjàëà îä òåìïåðàòóðå çà à) ôåðìèîíå è á) áîçîíå.

TT T T00

m m

a) б)

00

Çà èäåàëíå ñèñòåìå óêóïíà åíåðãèjà jåäíàêà jå çáèðó åíåðãèjà ÷åñòèöà

E = ⟨E⟩FD/BA =
∑
k

⟨nk⟩FD/BAεk =
∑
k

λεke
−βεk

1± λe−βεk
(7.107)
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Èçðàç çà ïðèòèñàê äîáèjàìî êîðèñòå£è ôîðìóëó çà âåëèêè êàíîíñêè ïîòåíöèjàë Ω = −PV =

−kT lnΞ,

PFD/BA = ±kT

V

∑
k

ln
(
1± λe−βεk

)
. (7.108)

Áîëöìàíîâà ñòàòèñòèêà ïðîèçèëàçè èç Áîçå-Àjíøòàjíîâå è Ôåðìè-Äèðàêîâå

ñòàòèñòèêå êàäà jå λ ≪ 1, òj. µ ≪ 0,

⟨nk⟩B =
1

1
λ
eβεk ± 1

≈ λe−βεk . (7.109)

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå óñëîâ µ ≪ 0 åêâèâàëåíòàí óñëîâó V
⟨N⟩ ≫ λ3

T , ãäå jå λT = h√
2πmkT

äå Áðî§åâà òîïëîòíà òàëàñíà äóæèíà. Äàêëå, óñëîâ äà íåêè ãàñ áóäå íåäåãåíåðèñàí jå äà

çàïðåìèíà ïî ÷åñòèöè áóäå ìíîãî âå£à îä êóáà äå Áðî§åâå òîïëîòíå òàëàñíå äóæèíå êîjà

ïðåäñòàâ§à îïñåã íà êîìå ÷åñòèöà ìîæå êâàòíî äà èíòåðàãójå ñà äðóãîì ÷åñòèöîì. Ïðèìåðè

äâà jàêî äåãåíåðèñàíà ñèñòåìà ÷åñòèöà:

⟨N⟩λ3
T

V
≈

{
4800 íà T = 300 K çà åëåêòðîíñêè ãàñ ó ìåòàëèìà

3400 íà T = 3 K çà 4He

7.7 NPT aíñàìáë

Êàäà jå ñèñòåì ó ðàâíîòåæè ñà òåðìîñòàòîì è áàðîñòàòîì, îí èìà êîíñòàòàí áðîj ìîëåêóëà

è òåìïåðàòóðó è ïðèòèñàê ÷èjå ñó âðåäíîñòè íàìåòíóòå ðåçåðâîàðîì. Èçâî¢å»å ãóñòèíå

ðàñïîäåëå NPT àíñàìáëà ïðàòè èçâî¢å»à çà êàíîíñêè è âåëèêè êàíîíñêè àíñàìáë. Äàêëå,

ïîòðåáíî jå ðàçìîòðèòè ñðåä»ó âðåäíîñò ïî àíñàìáëó âåëè÷èíå A(S) çà èçîëîâàíè ãëîáàëíè

ñèñòåì êîjè ñå ñàñòîjè îä ñèñòåìà è ðåçåðâîàðà

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫ ∫ ∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

)
δ
(
V (S) + V (R) − V

) dω(S)dV (S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)dV (R)

N (R)!h3N(R)
.

(7.110)

Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà èìïëèöèòíî çàâèñè îä çàïðåìèíå ñèñòåìà jåð ñå ìîëåêóëè íàëàçå ó

ñèñòåìó êîíà÷íå çàïðåìèíå. "Ìàðãèíàëèçàöèjîì" ãóñòèíå ðàñïîäåëå çà ðåçåðâîàð äîáèjàìî

áðîj ñòà»à ðåçåðâîàðà êîjè jå ïîâåçàí ñà åíòðîïèjîì ðåçåðâîàðà. Åíòðîïèjó ðàçâèjàìî ó

Òåjëîðîâ ðåä

S(R)(E −H(S), V − V (S)) = S(R)(E, V )− ∂S(R)

∂E
H(S) − ∂S(R)

∂V
V (S)

+
1

2

(
∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + 2

∂2S(R)

∂E∂V
H(S)V (S) +

∂2S(R)

∂V 2
(V (S))2

)
+ ...

(7.111)

è äîâî§íî jå çàäðæàòè ñàìî ÷ëàíîâå äî ïðâîã èçâîäà. Çàìåíîì ∂S(R)

∂E
= 1

T
, ∂S(R)

∂V
= P

T
íàëàçèìî

ñðåä»ó âðåäíîñò äèíàìè÷êå âåëè÷èíå A ó NPT àíñàìáëó

⟨A⟩ = 1

∆

∫ ∫
Ae−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
(7.112)
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ãäå ñìî èçîñòàâèëè îçíàêå S çà ñèñòåì. Ñðåä»à âðåäíîñò îäãîâàðà ãóñòèíè ðàñïîäåëå

ρNPT (r⃗
N , p⃗N , V ) =

e−
H+PV

kT

∆N !h3N
. (7.113)

Ãóñòèíà ðàñïîäåëå NPT àíñàìáëa jå äåôèíèñàíà íà ÷èòàâîì ôàçíîì ïðîñòîðó è

çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè çàïðåìèíå ñèñòåìà. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà èçíîñè

∆ =

∫ ∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
. (7.114)

Íàïîìåíèìî äà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà (è ãóñòèíà ðàñïîäåëå ïîñëåäè÷íî) èìà äèìåíçèjå çàïðåìèíå

çáîã èíòåãðàöèjå ïî çàïðåìèíè. Ñòîãà èõ jå ïîòðåáíî ïîäåëèòè ñà êîíñòàíòîì ∆V êîjà èìà

äèìåíçèjå çàïðåìèíå. Òà êîíñòàíòà íå£å óòèöàòè íà ðåëàòèâíå òåðìîäèíàìè÷êå âðåäíîñòè

(êàî è êîíñòàíòà ∆E êîjó ñìî ðàíèjå ñïîìè»àëè) òå jå íå£åìî êîðèñòèòè.

Ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó ìîæåìî òðàíñôîðìèñàòè òàêî äà ñå óìåñòî èíòåãðàëà ïî ôàçíîì

ïðîñòîðó ïðåòâîðè ó èíòåãðàë ïî åíåðãèjàìà ñèñòåìà

∆ =

∫ ∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∫ ∫
dE

∫
δ(H − E)e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∫ ∫
G(E)e−

E+PV
kT dEdV

(7.115)

Ñòîãà jå ãóñòèíà ðàñïîäåëå åíåðãèjå E è çàïðåìèíå V ñèñòåìà

ρNPT (E, V ) =
G(E)e−

E+PV
kT

∆
. (7.116)

Çà êâàíòíå ñèñòåì, âåðîâàòíî£à äà ñå ñèñòåì íà¢å ó i-òîì ñòà»ó è èìà çàïðåìèíó jåäíàêó

V èçíîñè

P (Ei, V ) =
e−

Ei+PV

kT

∆
, (7.117)

∆ =

∫ ∑
i

e−
Ei+PV

kT dV. (7.118)

Çàìåíîì G(E) ñà åíòðîïèjîì ó jåäíà÷èíàìà çà ãóñòèíó ðàñïîäåëå è ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó

äîëàçèìî äî ôóíêöèjå

e−
TS(E)−E−PV

kT (7.119)

íà êîjó ìîæåìî ïðèìåíèòè ìåòîä ïðåâîjíå òà÷êå. Àêî èñêîðèñòèìî ñàìî ïðâè ÷ëàí ó Òåjëîðîâîì

ðàçâîjó êîjè îäãîâàðà ìàêñèìóìó, ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ïîñòàjå

∆ =

∫ ∫
G(E)e−

E+PV
kT dEdV ≈ e−

TS(Ẽ)−Ẽ−PṼ
kT = e−

G
kT . (7.120)

Ẽ è Ṽ ñó ðàâíîòåæíå âðåäíîñòè åíåðãèjå è çàïðåìèíå ñèñòåìà. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jå

ïîâåçàíà ñà Ëåæàíäðîâîì òðàíñôîðìàöèjîì åíòðîïèjå

S

[
1

T
,
P

T

]
= −G

T
= kln∆, (7.121)

êîjà óê§ó÷ójå Ãèáñîâ ïîòåíöèjàë. Åíòðîïèjà, çàïðåìèíà èëè õåìèjñêè ïîòåíöèjàë ñå äîáèjàjó

êàî èçâîäè Ãèáñîâîã ïîòåíöèjàëà ïî òåìïåðàòóðè, ïðèòèñêó èëè áðîjó ìîëåêóëà.

114



Àêî ó Òåjëîðîâîì ðàçâîjó çàäðæèìî è êâàäðàòíå ÷ëàíîâå ïî åíåðãèjè è çàïðåìèíè íàëàçèìî

äà ðàñïîäåëà åíåðãèjå è çàïðåìèíå ñèñòåìà èìà àïðîêñèìàòèâíî Ãàóñîâó ðàñïîäåëó. Ñâà

ãóñòèíèíà ðàñïîäåëå jå êîíöåíòðèñàíà îêî âðåäíîñòè Ẽ = ⟨E⟩ è Ṽ = ⟨V ⟩, øòî îìîãó£àâà

äà ñðåä»å âðåäíîñòè ïî NPT àíñàìáëó áóäó jåäíàêå âðåäíîñòèìà ó îñòàëèì àíñàìáëèìà ó

òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè.

Ñðåä»å âðåäíîñòè åíåðãèjå è çàïðåìèíå óNPT àíñàìáëó êàî ó »èõîâå âàðèjàíñå è êîâàðèjàíñå

äàòå ðàçëè÷èòèì èçâîäèìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = −
(
∂ln∆

∂β

)
βP,N

(7.122)

Ṽ = ⟨V ⟩ = −
(

∂ln∆

∂(βP )

)
β,N

(7.123)

⟨(δH)2⟩ = −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
βP,N

=

(
∂2ln∆

∂β2

)
βP,N

(7.124)

⟨(δV )2⟩ = −
(

∂⟨V ⟩
∂(βP )

)
β,N

=

(
∂2ln∆

∂(βP )2

)
β,N

(7.125)

⟨δHδN⟩ = −
(

∂⟨E⟩
∂(βP )

)
β,N

=

(
∂2ln∆

∂β∂(βP )

)
N

. (7.126)

Ïðèìåð Îäðåäèòè Ãèáñîâ ïîòåíöèjàë èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà è ïîêàçàòè äà âàæè jåäíà÷èíà

ñòà»à èäåàëíîã ãàñà.

Ðåøå»å: Ãèáñîâ ïîòåíöèjàë èçðà÷óíàâàìî èç ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

∆ =

∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∞∫
0

QNe
−PV

kT dV =

∞∫
0

V N

N !

(
2πmkT

h2

) 3N
2

e−
PV
kT dV.

Èíòåãðàë ñå ñâîäè íà ãàìà ôóíêöèjó ñìåíîì PV
kT

= x. Ðåøå»å èçíîñè

∆ =

(
2πmkT

h2

) 3N
2
(
kT

P

)N+1

.

Ãèáñîâ ïîòåíöèjàë jå jåäíàê

G = −kT ln∆ = −3

2
kT ln

2πmkT

h2
− (N + 1)kT ln

kT

P
.

Jåäíà÷èíà ñòà»à ñå äîáèjà èçâîäîì Ãèáñîâîã ïîòåíöèjàëà ïî çàïðåìèíè

⟨V ⟩ =
(
∂G

∂P

)
T,N

=
kT (N + 1)

P
.

Ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè âàæè (N +1) ≈ N òàêî äà èçðàçè çà G è ⟨V ⟩ èìàjó èñïðàâàí
îáëèê. Èïàê, çà ñèñòåìå ñà ìàëèì áðîjåì ìîëåêóëà äîáèjåíè èçðàçè íèñó êîðåêòíè.
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Ïîòðåáíî jå çíàòè ìàòåìàòè÷êè îáëèê ãóñòèíå ñòà»à çàïðåìèíå êîjà òðåáà äà èìà jåäèíèöå

èíâåðçíå çàïðåìèíå. Ðàçëè÷èòè èñòðàæèâà÷è ñó äîøëè äî ðàçëè÷èòèõ âðåäíîñòè ãóñòèíå

çàïðåìèíñêèõ ñòà»à êîjå äàjó èñòå ðåçóëòàòå ó òåðìîäèíàìè÷êîj ãðàíèöè.

Ïðèìåð Ðàçìîòðèìî jåäíîäèìåíçèîíàëíè ãàñ ÷âðñòèõ ìîëåêóëà ñôåðíîã îáëèêà ïîðå¢àíèõ

íà ïðàâîj. Ïðåòïîñòàâèìî äà ìîëåêóëè èìàjó ïðå÷íèê R. Ìîëåêóëè íåèíòåðàãójó îñèì

ó òðåíóòêó äîäèðà êàäà ñå îäìàõ îäáèjàjó è ñòîãà ñå íå ìîæå ìå»àòè ðåäîñëåä ìîëåêóëà

íà ïðàâîj. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ñòà»à è åíåðãèjó òîã ãàñà.

Ðåøå»å: Îçíà÷èìî ìîëåêóëå áðîjåâèìà ïî÷åâøè áðîjà»å îä íóëå äo N−1. Íåêà ñå íóëòè

ìîëåêóë íàëàçè íà ïî÷åòêó ñà ëåâå ñòðàíå. Ïîëîæàjå ñâèõ îñòàëèõ ìîëåêóëà îäðå¢ójåìî

ðåëàòèâíî ó îäíîñó íà íóëòè ìîëåêóë. Òàêî jå x1 ïîëîæàj ìîëåêóëà ñà èíäåêñîì jåäàí à

xN−1 ïîëîæàj ïîñëåä»åã ìîëåêóëà ñà èíäåêñîìN−1. Îçíà÷èìî çàïðåìèíó ñà êîîðäèíàòîì

V = xN äà áè íàì ñå ñëàãàëå îçíàêå êàî çà äðóãå ìîëåêóëå. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà NPT

àíñàìáëà èçíîñè

∆ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

e
−

N∑
i=1

p2i
2mkT

−PxN
kT dp1dp2...dpN

hN

∞∫
R

dx1

∞∫
x1+R

dx2

∞∫
x2+R

dx3...

∞∫
xN−1+R

dxN .

0 1 2 N-1

x

x

x

x

1

2

N-1

Nx

Ñëèêà 7.7: Ðåëàòèâíè ïîëîæàjè ìîëåêóëà. Çàïðåìèíà jå îçíà÷åíà êîîðäèíàòîì xN .

Èíòåãðàë ïî èìïóëñèìà jå ïîçíàò èç ðàíèjèõ ïðèìåðà,
(
2πmkT

h2

)N
2 . Èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàìà

ðåøàâàìî ñìåíîì

y1 = x1 ⇒ x1 = y1

y2 = x2 − x1 ⇒ x2 = y2 + x1 = y2 + y1

y3 = x3 − x2 ⇒ x3 = y3 + x2 = y3 + y2 + y1

.....

.......

yN = xN − xN−1 ⇒ xN = yN + xN−1 = yN + yN−1 + ...+ y2 + y1
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Äåòåðìèíàíòà Jàêîáèjàíà òðàíñôîðìàöèjå x êîîðäèíàòà íà y êîîðäèíàòå jåäíàêà jå

|J | =
∣∣∣∣∂(x1, x2, ..., xN)

∂(y1, y2, ..., yN)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 ... 0

1 1 0 ... 0

1 1 1 ... 0

1 1 1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Òàäà jå òðàíñôîðìèñàí èíòåãðàë

∆ =

(
2πmkT

h2

)N
2

∞∫
R

e−
P

N∑
i=1

yi

kT dy1

∞∫
R

dy2

∞∫
R

dy3...

∞∫
R

dyN

=

(
2πmkT

h2

)N
2

 ∞∫
R

e−
Py
kT dy

N

=

((
2πmkT

h2

)N
2 kT

P
e−

PR
kT

)N

.

Èç ëîãàðèòìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

ln∆ =
N

2
ln

(
2πm

βh2

)
+N ln

1

βP
− PNRβ

íàëàçèìî jåäíà÷èíó ñòà»à è åíåðãèjó ãàñà

⟨V ⟩ = −
(

∂ln∆

∂(βP )

)
β,N

=
N

βP
+NR

(⟨V ⟩ −NR)P = NkT

⟨E⟩ = −
(
∂ln∆

∂β

)
(βP ),N

=
N

2β
=

NkT

2
.

7.8 Ãèáñîâà åíòðîïèjñêà ôîðìóëà

Ðàçìîòðèìî íàjóîïøòåíèjè ñëó÷àj êàäà ñèñòåì ðàçìå»ójå ñà ðåçåðâîàðîì åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå

X1, X2, ..., Xn à îñòàëå åêñòåíçèâíå âåëè÷èíåXn+1, Xn+2, ..., Xt ñó î÷óâàíå. Ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å

äà ñå ñèñòåì íà¢å ó ìèêðîñòà»ó ñà îäðå¢åíèì âðåäíîñòèìà X1, X2, ..., Xn èçíîñè

P (X1, X2, ..., Xn) =
1

∆
e
− 1

k

n∑
i=1

FiXi

, (7.127)

ãäå ñó Fi èíòåíçèâíè ïàðàìåòðè ðåçåðâîàðà ó åíòðîïèjñêîj ðåïðåçåíòàöèjè. Ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà jå ïîâåçàíà ñà Ëåæàíäðîâîì òðàíñôîðìàöèjîì åíòðîïèjå

∆ =
∑

X1,X2,...,Xn

e
− 1

k

n∑
i=1

FiXi

= e−
1
k
S[F1,F2,...,Fn]. (7.128)
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Îâäå ñìî ðàäè jåäíîñòàâíîñòè êîðèñòèëè ñóìå ïî åêñòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà ñèñòåìà êîjå

ñå ðàçìå»ójó ñà ðåçåðâîàðîì. Çà íåïðåêèäíå åêñòåíçèâíå âåëè÷èíå ïîòðåáíè ñó èíòåãðàëè.

Çàìåíîì ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ó ðàñïîäåëè âåðîâàòíî£å äîáèjàìî

P (X1, X2, ..., Xn) = e
− 1

k
S[F1,F2,...,Fn]− 1

k

n∑
i=1

FiXi

, (7.129)

Ãèáñîâà åíòðîïèjñêà ôîðìóëà ïîâåçójå ðàñïîäåëó âåðîâàòíî£å àíñàìáëà ñà

åíòðîïèjîì. Çà íàjóîïøòåíèjè ñëó÷àj, Ãèáñîâà åíòðîïèjñêà ôîðìóëà èçíîñè

S = −k
∑

X1,X2,...,Xn

P (X1, X2, ..., Xn)lnP (X1, X2, ..., Xn). (7.130)

Ïîøòî ñå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å íå ìå»à ñà âðåìåíîì, òî íè åíòðîïèjà ñèñòåìà íå çàâèñè

îä âðåìåíà. Çà äîêàç Ãèáñîâå åíòðîïèjñêå ôîðìóëå èñêîðèñòèìî ëîãàðèòàì ðàñïîäåëå èç

jåäíà÷èíå 7.129 è äåôèíèöèjó èíâåðçíå Ëåæàíäðîâå òðàíñôîðìàöèjå,

S = −k
∑

X1,X2,...,Xn

P (X1, X2, ..., Xn)

(
−1

k
S[F1, F2, ..., Fn]−

1

k

n∑
i=1

FiXi

)

= S[F1, F2, ..., Fn] +
n∑

i=1

Fi⟨Xi⟩ = S.

(7.131)

Ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å íåêîã àíñàìáëà ìàêñèìàëèçójå åíòðîïèjó. Åêñòðåìóì jå

óñëîâàí jåð ïîñòîjè óñëîâ íîðìàëèçàöèjå ðàñïîäåëå, à òàêî¢å è ñðåä»å âðåäíîñòè åêñòåíçèâíèõ

âåëè÷èíà êîjå ñèñòåì ðàçìå»ójå ñà ðåçåðâîàðîì ñó íàì ïîçíàòå èç òåðìîäèíàìèêå. Ìîãó£íîñò

äà îä ñâèõ ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å èçàáåðåìî îíó êîjà îäãîâàðà ìàêñèìóìó Ãèáñîâå åíòðîïèjñêå

ôîðìóëå îìîãó£ójå íàì äà íà¢åìî ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å çà ñâàêè àíñàìáë.

Ïðèìåð Èçâåñòè ðàñïîäåëå âåðîâàòíî£å çà à) ìèêðîêàíîíñêè è á) êàíîíñêè àíñàìáë

ïîìî£ó Ãèáñîâå åíòðîïèjñêå ôîðìóëå.

Ðåøå»å: à) Pi ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó äà ñå ñèñòåì íà¢å ó i-òîì ìèêðîñòà»ó. Ãèáñîâà

åíòðîïèjñêà ôîðìóëà èçíîñè S = −k
G(E)∑
i=1

PilnPi. �ó jå ïîòðåáíî ìàêñèìàëèçîâàòè óç

óñëîâ íîðìàëèçàöèjå
G(E)∑
i=1

Pi = 1, ãäå jå G(E) óêóïàí áðîj ìèêðîñòà»à. Óñëîâíè åêñòðåìóì

ñå îäðå¢ójå ïîìî£ó Ëàãðàíæåâå ôóíêöèjå

L = −k

G(E)∑
i=1

PilnPi − λ

G(E)∑
i=1

Pi − 1

 ,

∂L
∂Pi

= 0, òj. ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å Pi = e
λ+k
−k = C jå óíèôîðìíà. Çàìåíîì Pi ó óñëîâ

íîðìàëèçàöèjå íàëàçèìî êîíñòàíòó C,

G(E)∑
i=1

Pi = G(E)C = 1,
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C =
1

G(E)
.

Òàäà jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà

Pi =
1

G(E)
.

Ãèáñîâà åíòðîïèjñêà ôîðìóëà çà îâó ðàñïîäåëó ñå ñâîäè íà (êîðèãîâàíó) Áîëöìàíîâó

åíòðîïèjñêó ôîðìóëó

S = −k

G(E)∑
i=1

1

G(E)
ln

1

G(E)
= klnG(E).

á) P (Ei) ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó äà ñå ñèñòåì íà¢å ó ìèêðîñòà»ó ñà åíåðãèjîìEi. Ìàêñèìàëèçójìî

åíòðîïèjó óç óñëîâå
∑
i=1

P (Ei) = 1 è
∑
i=1

EiP (Ei) = ⟨E⟩. Ëàãðàíæåâà ôóíêöèjà èçíîñè

L = −k
∑
i=1

P (Ei)lnP (Ei)− λ1

(∑
i=1

P (Ei)− 1

)
− λ2

(∑
i=1

EiP (Ei)− ⟨E⟩

)
.

Åêñòðåìóì íàëàçèìî èç óñëîâà ∂L
∂Pi

= 0, à ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å jå jåäíàêà

P (Ei) = e−
(k+λ1+λ2Ei

k = Ce−
λ2Ei

k .

Èç óñëîâà íîðìàëèçàöèjå íàëàçèìî êîíñòàíòó C,∑
i=1

P (Ei) = C
∑
i=1

e−
λ2Ei

k = 1,

C =
1∑

i=1

e−
λ2Ei

k

.

Èñêîðèñòèìî äðóãè óñëîâà äà íà¢åìî íåîäðå¢åíè ìíîæèòå§ λ2,∑
i=1

EiP (Ei) = C
∑
i=1

Eie
−λ2Ei

k = ⟨E⟩.

Çàìåíèìî P (Ei) ó èçðàç çà åíòðîïèjó

S = −kC
∑
i=1

e−
λ2Ei

k

(
lnC − λ2Ei

k

)
= −kClnC

∑
i=1

e−
λ2Ei

k +λ2C
∑
i=1

Eie
−λ2Ei

k = −klnC+λ2⟨E⟩.

Èçâîä åíòðîïèjå ïî åíåðãèjè äàjå âðåäíîñò λ2,

∂S

∂⟨E⟩
=

1

T
= λ2.
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Ñòîãà jå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å ó êàíîíñêîì àíñàìáëó

P (Ei) =
e−

Ei
kT∑

i=1

e−
Ei
kT

.

Ïðèìåð Óïîðåäèòè ñðåä»ó âðåäíîñò Áîëöìàíîâå åíòðîïèjñêå ôîðìóëå ïî ñâèì ìàêðîñòà»èìà

ñà Ãèáñîâîì åíòðîïèjñêîì ôîðìóëîì ó ñëó÷àjó ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Ìàêðîñòà»å jå îäðå¢åíî åêñòåíçèâíèì âåëè÷èíàìà êîjå £åìî îçíà÷èòè a =

(X1, ..., Xn). Áðîj ìèêðîñòà»à êîjå »åìó îäãîâàðà jå W (a). Ìèêðîñòà»å i ïîâåçàíî ñà

áèëî êîjèì ìàêðîñòà»åì ñàãëàñíèì ñà ãðàíè÷íèì óñëîâèìà èìà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó

ñà âåðîâàòíî£îì pi = p. Òàäà jå âåðîâàòíî£à ìàêðîñòà»à P (a) = W (a)p. Óêóïàí áðîj

ìèêðîñòà»à ó ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó jå G =
∑
a

W (a).

Ãèáñîâà åíòðîïèjà jå jåäíàêà

SG = −k
G∑
i

pilnpi,

a Áîëìàíîâà åíòðîïèjà ìàêðîñòà»à a èçíîñè

SB(a) = klnW (a)

Ñðåä»à âðåäíîñò Áîëöìàíîâå åíòðîïèjå ïî ñâèì ìàêðîñòà»èìà èìà îáëèê

⟨SB(a)⟩ =
∑
a

P (a)SB(a) = k
∑
a

P (a)lnW (a) = k
∑
a

W (a)pln
P (a)

p

= −k
∑
a

W (a)plnp+ k
∑
a

W (a)plnP (a) = −k
G∑
i

pilnpi + k
∑
a

P (a)lnP (a)

= SG + k
∑
a

P (a)lnP (a).

Êàäà áðîj ìîëåêóëà òåæè áåñêîíà÷íîñòè, äðóãè ÷ëàí ïîñòàjå jåäíàê íóëè jåð ñå ñâà

âåðîâàòíî£à êîíöåíòðèøå ó íàjâåðîâàòíèjåì ìàêðîñòà»ó ã òàêî äà jå P (ã) = 1 è

k
∑
a

P (a)lnP (a) = kP (ã)lnP (ã) = 0.

Ó òîì ñëó÷àjó jå ⟨SB(a)⟩ = SB(ã) = SG. Êàäà ñèñòåì ñàäðæè ìàëè áðîj ìîëåêóëà, ñðåä»à

Áîëöìàíîâà è Ãèáñîâà åíòðîïèjà ñå ðàçëèêójó.
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Ïîãëàâ§å 8

Èäåàëíè ãàñîâè

À êî áåõó îíè äèâè

Êîjè ñó òå íàïðåä çâàëè,

Êîjè ñó òå îjà÷àëè,

Êîjè ñó òè êðèëà äàëè?

� Òî áåjàõó èäåàëè!

Ñâåòëè ãðîáîâè, J. J. Çìàj

Òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå èäåàëíèõ ãàñîâà ñå ìîãó äîáèòè ó ïîòïóíîñòè áåç äîäàòíèõ

àïðîêñèìàöèjà jåð ñå »èõîâà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ìîæå ôàêòîðèñàòè. Èàêî èäåàëíè ñèñòåìè

ïðåäñòàâ§àjó èäåàëèçàöèjó ðåàëíèõ ñèñòåìà, »èõîâî ïðîó÷àâà»å jå êîðèñíî çàòî øòî £å

íàì ïîñëóæèòè çà òåñòèðà»å îñíîâíèõ èäåjà ñòàòèñòè÷êå òåðìîäèíàìèêà è çà ïîðå¢å»å ñà

ðåàëíèì ñèñòåìèìà.

8.1 Äåãåíåðèñàíè ãàñîâè

Êàäà ñìî ðàçìàòðàëè ðàçëè÷èòå àíñàìáëå, ðåøàâàëè ñìî ñëó÷àj íåäåãåíåðèñàíîã èäåàëíîã

ãàñà áîëöîíà ÷èjå ñå îñîáèíå äîáèjàjó èç êëàñè÷íîã áðîjà ñòà»à êîðèãîâàíîã ñà N !. Îâäå

íàñ èíòåðåñójå ñëó÷àj ñëàáî èëè jàêî äåãåíåðèñàíîã èäåàëíîã ãàñà áîçîíà èëè ôåðìèîíà.

Áîçå-Àjíøòàjíîâó è Ôåðìè-Äèðàêîâó ñòàòèñòèêó ïîòðåáíî jå ïðèìåíèòè íà ìîëåêóëñêå ãàñîâå

ñàìî ó ñëó÷àjó âåîìà íèñêèõ òåìïåðàòóðà jåð jå òàäà äå Áðî§åâà òîïëîòíà òàëàñíà äóæèíà

ìîëåêóëà óïîðåäèâà ñà ñðåä»èì ðàñòîjà»åì èçìå¢ó ìîëåêóëà. Åëåêòðîíè èìàjó ìíîãî ìà»ó

ìàñó îä àòîìñêèõ jåçãàðà òå ñó êâàíòíè åôåêòè êîä »èõ çíà÷àjíè òàêî¢å íà âèøèì òåìïåðàòóðàìà.

Ïîñëåäèöà òîãà jå äà ñå ñëîáîäíè åëåêòðîíè ó ìåòàëèìà íà ñîáíîj òåìïåðàòóðè íå ïîíàøàjó

êëàñè÷íî è çàòî jå ïîòðåáíî êîðèñòèòè Ôåðìè-Äèðàêîâó ñòàòèñòèêó êàêî áè ñå ïðîó÷àâàëå

»èõîâå îñîáèíå.

Ïîäñåòèìî ñå äà òðåáà êîðèñòèòè jåäíî÷åñòè÷íà ñòà»à çà îïèñ ñèñòåìà áîçîíà è ôåðìèîíà.

Çáîã òîãà, ðàçìîòðèìî ïðâî jåäíî÷åñòè÷íà òðàíñëàöèîíà ñòà»à ÷åñòèöà ñà ìàñîì (íå óçèìàjó£è

ó îáçèð ñïèí ÷åñòèöå). Íåêà èìàìî ñëîáîäíó ÷åñòèöó ó êîöêè çàïðåìèíå V = L3 ÷èjè

ñó çèäîâè òâðäè è íå äîïóøòàjó òóíåëîâà»å (ñëè÷àj áåñêîíà÷íî äóáîêå jàìå). Èñïîñòàâ§à

ñå äà îâàêâè ãðàíè÷íè óñëîâè íå óòè÷ó íà êîíà÷íè ðåçóëòàò jåð áè è ïåðèîäè÷íè óñëîâè
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äîâåëè äî èñòîã ðåçóëòàòà. Òðàíñëàöèîíî ñòà»å ÷åñòèöå îäðå¢åíî jå êâàíòíèì áðîjåâèìà

nx, ny, nz = 1, 2, 3, ... Âåêòîð òàëàñíîã áðîjà ÷åñòèöå jå k⃗ = π
L
(nx, ny, nz), à åíåðãèjà èçíîñè

ε = p2

2m
= kℏ2

2m
. Ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè êâàíòíèõ áðîjåâà (ðàçëè÷èòà ñòà»à) ìîãó äàòè èñòó

âðåäíîñò åíåðãèjå, òj. jåäàí åíåðãèjñêè íèâî ìîæå áèòè äåãåíåðèñàí. Øòî jå âå£à åíåðãèjà, òî

ïîñòîjè âå£è áðîj ðàçëè÷èòèõ êîìáèíàöèjà êâàíòíèõ áðîjåâà êîjè îäãîâàðàjó èñòîj âðåäíîñòè

åíåðãèjå. Îäðåäèìî äåãåíåðàöèjó (ãóñòèíó ñòà»à) òðàíñëàöèîíèõ åíåðãèjñêèõ íèâîà

ñëîáîäíå ÷åñòèöå g(ε),

g(ε) =
∞∑

nx=1

∞∑
ny=1

∞∑
nz=1

δ

(
ε− ℏ2π2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

)
. (8.1)

Äåëòà ôóíêöèjà ñåëåêòèðà ñàìî îíå íèâîå êîjè èìàjó åíåðãèjó jåäíàêó ε. Àêî jå äóæèíà

ñóäà âåëèêà, îíäà ñó ðàçìàöè èçìå¢ó åíåðãèjñêèõ íèâîà âåîìà ìàëè. Çà âåëèêå âðåäíîñòè ε,

êâàíòíè áðîjåâè £å áèòè òàêî¢å âåëèêè òàêî äà ñó »èõîâå ïðîìåíå çà jåäèíèöó çàíåìàð§èâå ó

îäíîñó íà »èõîâå âðåäíîñòè. Ñòîãà ìîæåìî ñìàòðàòè äà ñå êâàíòíè áðîjåâè ìå»àjó íåïðåêèäíî

è ñóìå ó jåäíà÷èíè 8.1 ìîæåìî çàìåíèòè èíòåãðàëèìà

g(ε) =
1

8

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ

(
ε− ℏ2π2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

)
dnxdnydnz, (8.2)

ãäå ñìî äîïóñòèëè äà êâàíòíè áðîjåâè áóäó ïîçèòèâíè è íåãàòèâíè è çàòî íàì òðåáà ôàêòîð 1
8

èñïðåä èíòåãðàëà. Ïðå¢èìî ñà nx, ny, nz íà px, py, pz êîîðäèíàòå óç äåòåðìèíàíòó Jàêîáèjàíà

|J | =
(

L
πℏ

)3
g(ε) =

1

8

(
L

πℏ

)3
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ

(
ε− p2

2m

)
dpxdpydpz. (8.3)

Ïðåëàñêîì íà ñôåðíå êîîðäèíàòå è èíòåãðàöèjîì óãàîíîã äåëà äîáèjàìî

g(ε) =
V

8π3ℏ3
4π

∞∫
0

δ

(
ε− p2

2m

)
p2 dp. (8.4)

Èñêîðèñòèìî jåäíà÷èíó çà ñëîæåíó äåëòà ôóíêöèjó 2.19. Ñëîæåíà ôóíêöèjà g(p) = ε − p2

2m

èìà íóëó ó p0 =
√
2mε. �åí èçâîä ó òîj òà÷êè jåäíàê jå |g′(p0)| =

√
2mε
m

. Çàìåíîì äîáèjàìî

ãóñòèíó òðàíñëàöèîíèõ jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à

g(ε) =
V

2π2ℏ3

∞∫
0

δ
(
p−

√
2mε

)
√
2mε
m

p2 dp =
V

2π2ℏ3
m√
2mε

√
2mε = 4πV

m

h3

√
2mε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V
√
ε.

(8.5)

Îâäå ñìî èñêîðèñòèëè òî øòî ñå âðåäíîñò
√
2mε íàëàçè ó ãðàíèöàìà èíòåãðàöèjå.

Âðàòèìî ñå ñàäà íà èäåàëíè ãàñ èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà ñà òðàíñëàöèîíèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå.

Ïîøòî ñå òðàíñëàöèîíè íèâîè ìå»àjó íåïðåêèäíî, ñóìå ïî ñòà»èìà ó èçðàçèìà çà áðîj

÷åñòèöà, åíåðãèjó è ïðèòèñàê (jåäíà÷èíå 7.105, 7.107 è 7.108) ñå çàìå»ójó èíòåãðàëèìà ïî
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ãóñòèíè òðàíñëàöèîíèõ jåäíî÷åñòè÷íèõ ñòà»à

⟨N⟩FD/BA = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
ελe−βε

1± λe−βε
dε (8.6)

⟨E⟩FD/BA = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2λe−βε

1± λe−βε
dε (8.7)

PFD/BA = ±2π

β

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
εln
(
1± λe−βε

)
dε. (8.8)

Ïðèìåð Ïîêàçàòè äà çà èäåàëíå ãàñîâå áîçîíà è ôåðìèîíà ñà ìàñîì âàæè jåäíà÷èíà ñòà»à

PV = 2
3
⟨E⟩, êàî øòî âàæè ó ñëó÷àjó Áîëöìàíîâå ñòàòèñòèêå.

Ðåøå»å: Òðàíñôîðìèøèìî èçðàç çà åíåðãèjó

⟨E⟩ = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2λe−βε

1± λe−βε
dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2

dε
1
λ
eβε ± 1

ïîìî£ó ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå u = ε
3
2 , du = 3

2
ε

1
2
dε, dv = dε

1
λ
eβε±1

, v = ∓ 1
β
ln
(
1± λe−βε

)
,

⟨E⟩ = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∓ε
3
2
1

β
ln
(
1± λe−βε

) ∣∣∣∣∞
0

± 3

2

1

β

∞∫
0

ε
1
2 ln
(
1± λe−βε

)
dε


=

3

2

2π

β

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
1
2 ln
(
1± λe−βε

)
dε =

3

2
PV.

Êîðèñòå£è Ëîïèòàëî ïðàâèëî ïîêàçójåìî äà âàæè lim
ε→∞

uv = 0.

Ñëàáî äåãåíåðèñàíè ãàñîâè èìàjó ìàëó àêòèâíîñò (λ ≪ 1) è »èõîâå îñîáèíå

íåçíàòíî îäñòóïàjó îä îñîáèíà íåäåãåíåðèñàíèõ ãàñîâà. Ó òîì ñëó÷àjó, ñå áðîj ÷åñòèöà,

ïðèòèñàê è åíåðãèjà ãàñà (jåäíà÷èíå 8.6, 8.7 è 8.8) ìîãó ïðåäñòàâèòè êàî ñòåïåíè ðåäîâè

ïî àêòèâíîñòè. Ïîøòî jå àêòèâíîñò ìàëà, äîâî§íî jå óçåòè íåêîëèêî ïðâèõ ÷ëàíîâà ó

ðàçâîjó. Çà jàêîäåãåíåðèñàíå èäåàëíå ãàñîâå ìîðàëè áèñìî óçåòè ñâå ÷ëàíîâå ðàçâîjà jåð

àêòèâíîñò íèjå ìàëà è çàòî òàj ïðèëàç íå£åìî êîðèñòèòè çà îäðå¢èâà»å »èõîâèõ îñîáèíà.

Êàî øòî ñìî âå£ ðåêëè êàäà ñìî ðàçìàòðàëè âåëèêè êàíîíñêè àíñàìáë, îíî øòî íàñ çàïðàâî

èíòåðåñójå íà êðàjó jå äà äîáèjåìî ñòåïåíè ðåä åíåðãèjå è ïðèòèñàê ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè

à íå ïî àêòèâíîñòè (èëè õåìèjñêîì ïîòåíöèjàëó). Äàêëå, ïîòðåáíî jå èç jåäíà÷èíå 8.6 çà

áðîj ÷åñòèöà èçðàçèòè àêòèâíîñò êàî ñòåïåíè ðåä ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè è òàj ðåä çàìåíèòè ó

ñòåïåíå ðåäîâå çà åíåðãèjó è ïðèòèñàê (jåäíà÷èíå 8.7 è 8.8). Ñòåïåíè ðåä ïî ãóñòèíè íàëàçèìî

ó âèðèjàëíîj jåäíà÷èíè ñòà»à ðåàëíîã ãàñà. Çà ðàçëèêó îä ðåàëíîã ãàñà ãäå îäñòïà»à îä
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èäåàëíîã ïîíàøà»à ïîñòîjå óñëåä ìå¢óìîëåêóëñêèõ èíòåðàêöèjà, ó îâîì ñëó÷àjó îäñòóïà»à

ñó çáîã êâàíòíèõ ñèìåòðèjñêèõ åôåêàòà.

Íà¢èìî íàjíèæó êîðåêöèjó çà åíåðãèjó è ïðèòèñàê ó îäíîñó íà âðåäíîñòè çà íåäåãåíåðèñàíå

ãàñîâå. Êîðèñòè£åìî ãåîìåòðèjñêè ðåä

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + ..., (8.9)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − ... (8.10)

Ðàçâèjìî ïðâî ÷åñòè÷íó ãóñòèíó ó ñòåïåíè ðåä ïî àêòèâíîñòè,

n =
⟨N⟩
V

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

ε
1
2λe−βε

1± λe−βε
dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

λ

∞∫
0

ε
1
2 e−βε

∞∑
a=1

(∓1)a−1
(
λe−βε

)a−1
dε

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1λa

∞∫
0

ε
1
2 e−βaε dε.

(8.11)

Èíòåãðàë ñå ñâîäè íà ãàìà ôóíêöèjó ñìåíîì aβε = t, dε = dt
aβ
,

n = 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1λa

∞∫
0

t
1
2

(aβ)
1
2

e−t dε

aβ
= 2π

(
2m

βh2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
3
2

√
π

2

=
1

λ3
T

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
3
2

=
1

λ3
T

(
λ∓ λ2

2
3
2

+
λ3

3
3
2

∓ ...

)
.

(8.12)

Îáðíèìî îâàj ñòåïåíè ðåä òàêî äà èçðàçèìî λ êàî ñòåïåíè ðåä ïî n. Òî ñå ìîæå óðàäèòè òàêî

øòî ñå λ ïðèêàæå ó îáëèêó

λ = p0 + p1n+ p2n
2 + p3n

3 + ... (8.13)

è çàìåíè ñà äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíå. Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç èñòè ñòåïåí n ñà ëåâå

è äåñíå ñòðàíå äîáèjàìî »èõîâå âðåäíîñòè. Îâäå £åìî êîðèñòèòè áðæó ìåòîäó çàñíîâàíó íà

èòåðàöèjàìà êîjà äàjå ïðâó êîðåêöèjó (àëè íèjå ïîãîäíà çà âèøå êîðåêöèjå). Èçðàçèìî ïðâè

÷ëàí λ èç çàãðàäå ñà äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíå 8.12 ïðåêî n,

λ = nλ3
T ± λ2

2
3
2

− λ3

3
3
2

± ... (8.14)

Çàìåíèìî λ ïîíîâî ó èñòè èçðàç è ñàêóïèìî ñàìî äâà íàjíèæà ÷ëàíà

λ = nλ3
T ± 1

2
3
2

(
nλ3

T ± λ2

2
3
2

− ...

)2

− 1

3
3
2

(
nλ3

T ± λ2

2
3
2

− ...

)3

± ... = nλ3
T ± n2λ6

T

2
3
2

+ ... (8.15)

Ñòåïåíè ðåä åíåðãèjå ïî λ ìîæåìî äîáèòè íà îñíîâó ñòåïåíîã ðåäà ÷åñòè÷íå ãóñòèíå,

jåäíà÷èíà 8.12. Ðàçëèêà jå ó òîìå øòî åíåðãèjà ó èíòåãðàëó ïî ε ñàäðæè ÷ëàí ε
3
2 , à ÷åñòè÷íà
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ãóñòèíà ÷ëàí ε
1
2 øòî ðåçóëòèðà ÷ëàíîì t

3
2

(βa)
3
2
óìåñòî t

1
2

(βa)
1
2
êàäà ñå óâåäå ñìåíà ïðîìå»èâå.

Ðåøå»å èíòåãðàëà ñå ñâîäè íà ãàìà ôóíêöèjó, Γ
(
5
2

)
= 3

2
Γ
(
3
2

)
. Ñòîãà jå åíåðãèjà jåäíàêà

⟨E⟩ = 3

2

V

βλ3
T

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
5
2

. (8.16)

Çàìåíîì λ êàî ñòåïåíîã ðåäà ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè (jåäíà÷èíà 8.15) ó ïðåòõîäíè ðàçâîj

äîáèjàìî

⟨E⟩ = 3

2

V

βλ3
T

((
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)
∓ 1

2
5
2

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)2

+ ...

)

=
3

2
kTV

(
n± n2λ3

T

2
3
2

∓ n2λ3
T

2
5
2

+ ...

)
=

3

2
kTN

(
1± λ3

T

2
5
2

n+ ...

)
.

(8.17)

Íàjíèæè êîåôèöèjåíò êîðåêöèjå óç ÷åñòè÷íó ãóñòèíó ó ðàçâîjó

⟨E⟩
3
2
kTN

= 1± λ3
T

2
5
2

n+ ... (8.18)

èçíîñè ±λ3
T

2
5
2
. Åíåðãèjà ñëàáî äåãåíåðèñàíîã èäåàëíîã ãàñà ôåðìèîíà jå âå£à îä îäãîâàðàjó£å

åíåðãèjå çà íåäåãåíåðèñàí èäåàëíè ãàñ, à ìà»à ó ñëó÷àjó áîçîíà. Ïîøòî jå ãàñ èäåàëàí

îâà ðàçëèêà ó åíåðãèjè ïîòè÷å îä êâàòíèõ åôåêàòà ïîâåçàíèõ ñà ðàçëè÷èòèì ðàçìåøòà»åì

èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà. Ôåðìèîíè èçáåãàâàjó âå£ ïîïó»åíà jåäíî÷åñòè÷íà ñòà»à øòî äîâîäè

äî åôåêòèâíå èíòåðàêöèjå êîjà ïîâå£àâà óêóïíó åíåðãèjó. Áîçîíè ìîãó äà ñå íàãîìèëàâàjó

ó èñòîì jåäíî÷åñòè÷íîì ñòà»ó øòî ðåçóëòèðà åôåêòèâíîì ïðèâëà÷íîì ñèëîì êîjà ñìà»ójå

åíåðãèjó. Òàêâî ïîíàøà»å ôåðìèîíà è áîçîíà äîâîäè è äî äðóãà÷èjåã ïðèòèñêà ãàñà ó îäíîñó

íà íåäåãåíåðèñàíè ãàñ. Íà¢èìî ñàäà íàjíèæó êîðåêöèjó çà ïðèòèñàê. Óìåñòî ãåîìåòðèjñêîã

ðàäà êîðèñòè£åìî ðàçâîj êîjè ñå äîáèjà èíòåãðàöèjîì ãåîìåòðèjñêîã ðåäà. Èíòåãðàëèìî îáå

ñòðàíå jåäíà÷èíà 8.9 è 8.10 (íå òðåáà äà áðèíåìî îêî àïñîëóòíå âðåäíîñòè êîjà ñå jàâ§à ó

ëîãàðèòìó çáîã èíòåãðàöèjå jåð ãåîìåòðèjñêè ðåä êîíâåðãèðà çà |x| < 1),∫
1

1− x
dx = −ln(1− x) =

∫
1 + x+ x2 + x3 + ... dx = x+

x2

2
+

x3

3
+ ... (8.19)∫

1

1 + x
dx = ln(1 + x) =

∫
1− x+ x2 − x3 + ... dx = x− x2

2
+

x3

3
− ... (8.20)

Ñòåïåíè ðåä ïðèòèñêà ïî λ èçíîñè

P

kT
= ±2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
εln
(
1± λe−βε

)
dε

= ±2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
ε

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(−1)BA]

(
λe−βε

)a
a

dε

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(+1)BA]

λa

a

∞∫
0

√
εe−βεa dε.

(8.21)
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Ó ñëó÷àjó Ôåðìè-Äèðàêîâå ñòàòèñòèêå, çíàê ïëóñ èñïðåä èíòåãðàëà íå ìå»à ÷ëàí (−1)a+1,

äîê ó ñëó÷àjó Áîçå-Àjíøòàjíîâå ñòàòèñòèêå, çíàê ìèíóñ èñïðåä èíòåãðàëà ñå ìíîæè ñà (−1)

øòî ðåçóëòèðà ñâèì ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà ó ðàçâîjó. Èíòåãðàë ñå ðåøàâà èñòîì ñìåíîì

êàî èíòåãðàë ó ñëó÷àjó ÷åñòè÷íå ãóñòèíå. Çàìåíîì àêòèâíîñòè èç jåäíà÷èíå 8.15 íàëàçèìî

ïðèòèñàê

P

kT
=

1

λ3
T

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(+1)BA]

λa

a
5
2

=
1

λ3
T

((
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)
∓ 1

2
5
2

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)2

+ ...

)

=
1

λ3
T

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

∓ n2λ6
T

2
5
2

+ ...

)
= n

(
1± λ3

T

2
5
2

n+ ...

)
.

(8.22)

P

nkT
= 1± λ3

T

2
5
2

n+ ... (8.23)

Êîåôèöèjåíò óç íàjíèæó êîðåêöèjó ïî ãóñòèíè (äðóãè âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò) jåäíàê jå ±λ3
T

2
5
2
.

Îäñòóïà»à îñîáèíà ñëàáî äåãåíåðèñàíîã ãàñà îä îñîáèíà íåäåãåíåðèñàíîã ãàñà ñó çàìàñêèðàíà

ìå¢óìîëåêóëñêèì èíòåðàêöèjàìà êîjå óâåê ïîñòîjå.

Íà âåîìà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà êâàíòíè åôåêòè ïîñòàjó äîìèíàíòíè jåð ñó

÷åñòèöå ïðèñè§åíå äà ïîïó»àâàjó ñàìî íàjíèæå òðàíñëàöèîíå íèâîå. Òàêàâ ãàñ

ñå íàçèâà jàêî äåãåíåðèñàíè ãàñ. Ðàçìîòðèìî èäåàëíè jàêî äåãåíåðèñàíè ãàñ ôåðìèîíà

êàî ìîäåë çà ñëîáîäíå åëåêòðîíå ó ìåòàëèìà. Íàïîìåíèìî äà åëåêòðîíè èìàjó äâîñòðóêó

ñïèíñêó äåãåíåðàöèjó gs = 2 øòî îìîãó£ójå äà ñå äâà åëåêòðîíà (ñà ñóïðîòíèì ñïèíîâèìà)

ñìåñòå ó jåäíó ïðîñòîðíó îðáèòàëó.

Íà T = 0 K, ñâè ôåðìèîíè çàóçèìàjó òðàíñëàöèîíå íèâîå îä íàjíèæåã äî ïîñëåä»åã

ïîïó»åíîã êîjè ñå íàçèâà Ôåðìèjåâ íèâî. Îí îäãîâàðà õåìèjñêîì ïîòåíöèjàëó íà T = 0 K.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñó òðàíñëàöèîíè íèâîè ïðàêòè÷íî íåïðåêèäíè è äà »èõîâà ãóñòèíà ðàñòå ñà

åíåðãèjîì êàî
√
ε. Ñðåä»à çàóçåòîñò òðàíñëàöèîíèõ ñòà»à jåäíàêà jå jåäèíèöè çà ñâà ñòà»à

äî Ôåðìèîâîã íèâîà ÷èjå åíåðãèjà jå εF . Ñòà»à êîjà èìàjó âå£ó åíåðãèjó íèñó ïîïó»åíà è

»èõîâà ñðåä»à çàóçåòîñò jå jåäíàêà íóëè. Ïîøòî ñèñòåì ôåðìèîíà ìîæå äà çàóçìå ñàìî

jåäíî ìèêðîñòà»å (G(E) = 1), îíäà jå åíòðîïèjà èäåàëíîã ãàñ ôåðìèîíà jåäíàêà íóëè íà

àïñîëóòíîj íóëè øòî òðåáà äà âàæè ïî òðå£åì çàêîíó òåðìîäèíàìèêå, S = klnG(E) = 0.

Åíòðîïèjà èäåàëíîã íåäåãåíåðèñàíîã ãàñà íèjå jåäíàêà íóëè íà àïñîëóòíîj íóëè øòî óêàçójå

íà îãðàíè÷å»à êîíöåïòà áîëöîíà çà íèñêå òåìïåðàòóðå. Âðåäíîñò εF ìîæåìî îäðåäèòè èç

÷åñòè÷íå ãóñòèíå

⟨N⟩ = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
ε⟨n⟩ dε = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

εF∫
0

√
ε dε =

4πgs
3

(
2m

h2

) 3
2

V ε
3
2
F , (8.24)

εF =
h2

2m

(
3

4πgs

) 2
3
(
⟨N⟩
V

) 2
3

. (8.25)

Çà ñëîáîäíå åëåêòðîíå ó ìåòàëèìà, Ôåðìèjåâ íèâî èçíîñè îä 2 äî 10 eV. Òî jå îãðîìíà åíåðãèjà

ó ïîðå¢å»ó ñà òîïëîòíîì åíåðãèjîì íà ñîáíîj òåìïåðàòóðè êîjà îäãîâàðà âðåäíîñòè kT = 0.025
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eV. Óêóïíà åíåðãèjà èäåàëíîã ãàñà ôåðìèîíà íà àïñîëóòíîj íóëè jåäíàêà jå

⟨E⟩ = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2 ⟨n⟩ dε = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

εF∫
0

ε
3
2 dε =

3

5
⟨N⟩εF , (8.26)

øòî äàjå âðåäíîñò 3
5
εF ïî ôåðìèîíó. Íà èñòîj òåìïåðàòóðè íåäåãåíåðèñàíè ãàñ áè òðåáàî äà

èìà íóëòó òðàíñëàöèîíó åíåðãèjó ïî ÷åñòèöè. Èàêî ôåðìèîíè íå èíòåðàãójó ìå¢ó÷åñòè÷íèì

èíòåðàêöèjàìà, îâà åíåðãèjà ïîòè÷å îä êâàíòíèõ ñèìåòðèjñêèõ åôåêàòà. Ïîðåä òîãà øòî

ôåðìèîíñêè ãàñ èìà åíåðãèjó, îí èìà è ïðèòèñàê êîjè ñå ìîæå äîáèòè èç jåäíà÷èíå PV = 2
3
⟨E⟩.

Çà åëåêòðîíå ó ìåòàëèìà, ïðèòèñàê èçíîñè îêî 105 Pa. Åëåêòðîíè íå èçëå£ó èç ìåòàëà çàòî

øòî ïîñòîjè ïðèâëà÷íà ñèëà èçìå¢ó »èõ è jîíà ñìåøòåíèõ ó ÷âîðîâèìà êðèñòàëíå ðåøåòêå

êîjà êîìïåçójå îãðîìàí ïðèòèñàê.

Ñëèêà 8.1: à) Ñðåä»à çàóçåòîñò òðàíñëàöèîíèõ íèâîà jàêîäåãåíåðèñàíîã ãàñà ôåðìèîíà íà

T = 0 K è T > 0 K; á) Øåìàòñêè ïðèêàç çàóçåòîñòè òðàíñëàöèîíèõ íèâîà jàêîäåãåíåðèñàíîã

ãàñà ôåðìèîíà íà T = 0 K è »èõîâà ïðîìåíà óñëåä òîïëîòíîã êðåòà»à ôåðìèîíà.

<n>

e0

1

eF

T=0

T>0

e

e
F }kT

a) б)

Íà òåìïåðàòóðàìà èçíàä àïñîëóòíå íóëå ñàìî ìàëè áðîj ôåðìèîíà ∆N ≈ kT
εK

⟨N⟩
ó áëèçèíè Ôåðìèjåâîã íèâîà ìîæå äà ñå òîïëîòíî ïîáóäè è ïðå¢ó èçíàä Ôåðìèjåâîã

íèâîà jåð jå εF ≫ kT (ñëèêà 8.1). Ôåðìèîíè êîjè ñó íà íèæèì íèâîèìà íå ìîãó äà

ïðå¢ó íà âèøå jåð ñó îíè âå£ çàóçåòè. Ðàçëèêà èçìå¢ó åíåðãèjà èäåàëíîã ãàñà ôåðìèîíà

íà òåìïåðàòóðè T è àïñîëóòíîj íóëè èçíîñè ∆E ≈ kT
εK

⟨N⟩kT . Ñòîãà jå òîïëîòíè êàïàöèòåò

ëèíåàðàí ñà òåìïåðàòóðîì, Cv ≈ 2kT
εK

k⟨N⟩. �åãîâà âðåäíîñò jå çíàòíî ìà»à îä 3
2
k⟨N⟩

çáîã ôàêòîðà 2kT
εK
. Çàòî jå äîïðèíîñ ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà óêóïíîì òîïëîòíîì êàïàöèòåòó

ìåòàëà íà ñîáíîj òåìïåðàòóðè çàíåìàð§èâ. Òîïëîòíîì êàïàöèòåòó ìåòàëà äîïðèíîñè ñàìî

âèáðàöèîíî êðåòà»å jîíà ó êðèñòàëíîj ðåøåòöè. Òåê íà òåìïåðàòóðàìà èçíàä εF/k ôåðìèîíñêè

ãàñ ïî÷è»å äà ñå ïîíàøà êàî ãàñ áîëöîíà. Çà åëåêòðîíå ó ìåòàëèìà îíå ñó èçíàä 20000 K.

8.2 Óíóòðàø»è ñòåïåíè ñëîáîäå

Ìîëåêóëè ñó ñëîæåíè ñèñòåìè ÷åñòèöà êîjè ñå ñàñòîjå îä àòîìñêèõ jåçãàðà è åëåêòðîíà. Çà

ðàçëèêó îä åëåêòðîíà êîjè ñó åëåìåíòàðíå ÷åñòèöå, àòîìñêà jåçãðà ñå ñàñòîjå îä íóêëåîíà êîjè

ñó òàêî¢å ñëîæåíå ÷åñòèöå. Ñòåïåíè ñëîáîäå ïîâåçàíè ñà êðåòà»åì òèõ ÷åñòèöà ñó êâàíòîâàíè

è ìîãó áèòè òîïëîòíî ïîáó¢åíè. Ñêëàäèøòå»å åíåðãèjå ó ðàçëè÷èòèì ìîëåêóëñêèì
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ñòåïåíèìà ñëîáîäå óòè÷å äà ìîëåêóëñêè ãàñîâè èìàjó ðàçëè÷èòå òåðìîäèíàìè÷êå

îñîáèíå îä ãàñîâà êîjè èìàjó ñàìî òðàíñëàöèîíå ñòåïåí ñëîáîäå.

Êðåòà»å åëåêòðîíñêèõ è jåçãàðíèõ ïðîñòîðíèõ è ñïèíñêèõ ñòåïåíè ñëîáîäå ìå¢óñîáíî

jå ñïðåãíóòî åëåêòðîìàãíåòíèì ñèëàìà. Ìîãó£íîñò äà ïîä îäðå¢åíèì óñëîâèìà çàñåáíî

ïîñìàòðàìî ñïðåãíóòå ñòåïåíå ñëîáîäå ïîòè÷å èç àäèjàáàòñêîã ïðèíöèïà ó ìåõàíèöè. Àêî

ñó ôðåêâåíöèjå êðåòà»à (ðàçìàöè èçìå¢ó åíåðãèjñêèõ íèâîà) ñïîðîã è áðçîã ñòåïåíà ñëîáîäå

ðàçëè÷èòèõ ðåäîâà âåëè÷èíå, îíäà áåç îáçèðà íà ñïðåçà»å ìîæåìî ðàçìàòðàòè ïîñåáíî ñâàêè

ñòåïåí ñëîáîäå. Êðåòà»å ñïîðîã ñòåïåíà ñëîáîäå íå óòè÷å íà áðçè jåð îí èçãëåäà ñòàòè÷íî ó

îäíîñó íà áðçè. Êðåòà»å áðçîã ñòåïåíà ñëîáîäå íå óòè÷å íà ñïîðè íåãî ñàìî ñòàòè÷êè ïîìåðà

»åãîâó ôðåêâåíöèjó jåð ñå áðçè ñòåïåí ñëîáîäå ïðèëàãî¢àâà òðåíóòíî ñïîðîì ñòåïåíó.

Êðåòà»å öåíòðà ìàñå è óíóòðàø»å êðåòà»å åëåêòðîíà è jåçãàðà îêî öåíòðà ìàñå ìîëåêóëà

ñå óâåê ìîæå ðàçäâîjèòè. Òàäà jå óêóïíà åíåðãèjà ìîëåêóëà jåäíàêà çáèðó òðàíñëàöèîíå

åíåðãèjå öåíòðà ìàñå εtr è óíóòðàø»å åíåðãèjå εu, ε = εtr+εu. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà jåäàí

ìîëåêóë jåäíàêà jå ïðîèçâîäó îäãîâàðàjó£èõ ïàðòèöèîíèõ ôóíêöèjà

q = qtr(T, V )qu(T ). (8.27)

Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà èäåàëíè ãàñ ìîëåêóëà ó Áîëöìàíîâîj ñòàòèñòèöè jåäíàêà

jå

Q =
qN

N !
=

qNtr (T, V )

N !
qNu (T ). (8.28)

Ïðèìåòèìî äà òðàíñëàöèîíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çàâèñè è îä çàïðåìèíå è îä òåìïåðàòóðå.

Ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà óíóòðàø»å êðåòà»å çàâèñå ñàìî îä òåìïåðàòóðå è îíà íå óòè÷å íà

ïðèòèñàê ãàñà.

Óíóòðàø»å êðåòà»å ñå çáîã àäèjàáàòñêîã ïðèíöèïà ìîæå àïðîêñèìàòèâíî ðàçëîæèòè

íà êðåòà»å jåçãàðíèõ ñïèíîâà, åëåêòðîíñêèõ ñïèíîâà, ðîòàöèîíî êðåòà»å jåçãàðà,

âèáðàöèîíî êðåòà»å jåçãàðà, åëåêòðîíñêî êðåòà»å è êðåòà»å íóêëåîíà ó jåçãðèìà

òàêî äà jå óíóòðàø»à åíåðãèjà jåäíàêà çáèðó åíåðãèjà çà îâå ñòåïåíå ñëîáîäå

εu = εns + εes + εrot + εvib + εel + εnuc. (8.29)

Îïðàâäà»å çà êîðèø£å»å àäèjàáàòñêå àïðîêñèìàöèjå ñå íàëàçè ó òîìå øòî ðàçìàöè èçìå¢ó

åíåðãèjñêèõ íèâîà êîjè îäãîâàðàjó òèì ñòåïåíèìà ñëîáîäå èìàjó ñëåäå£è ïîðåäàê

∆εns ≪ ∆εes ≪ ∆εrot ≪ ∆εvib ≪ ∆εel ≪ ∆εnuc. (8.30)

Ðàçëèêà èçìå¢ó ïðâîã è ïîñëåä»åã ÷ëàíà jå ïðåêî 12 ðåäîâà âåëè÷èíå. Àêî ìîæåìî ðàçäâîjèòè

ðàçëè÷èòå ñòåïåíå ñëîáîäå îíäà jå ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà óíóòðàø»å êðåòà»å

qu = qnsqesqrotqvibqelqnuc. (8.31)

Îíî øòî je ïîòðåáíî ðàçóìåòè jåñòå äà jå àäèjàáàòñêà àïðîêñèìàöèjà íà÷èí êîjè íàì îìîãó£å

äà ïîjåäíîñòàâèìî ðàçìàòðà»å åíåðãèjñêèõ íèâîà ìîëåêóëà (ñëè÷íî êàî ñà àòîìñêèì èëè

ìîëåêóëñêèì îðáèòàëàìà). Ó ñòâàðíîñòè, jåçãàðíè è åëåêòðîíñêè ïðîñòîðíè ñòåïåíè

ñëîáîäå ñó ñïðåãíóòè øòî îìîãó£ójå äà åíåðãèjà ïðåëàçè èç jåäíîã ñòåïåíà ñëîáîäå
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ó äðóãè. Áåç òîãà íèêàä íå áè ìîãëà äà ñå óñïîñòàâè òåðìîäèíàìè÷êà ðàâíîòåæà ó ãàñó

ìîëåêóëà. Íà ïðèìåð, ïîñòîjàëà áè ðàçëè÷èòà òðàíñëàöèîíà è âèáðàöèîíà òåìïåðàòóðà

ìîëåêóëà. Æåëèìî äà êàæåìî äà ñå ó äîáðîj ìåðè ñïðåçà»å ìîæå çàíåìàðèòè áàðåì çà íèâîå

êîjè ñó äîñòóïíè òîïëîòíîì ïîáó¢èâà»ó, òj. äà íå ìå»à çíàòíî âðåäíîñòè åíåðãèjñêèõ íèâîà

ìîëåêóëà. Ïîñòîjå ìîëåêóëè ãäå ñó åëåêòðîíñêè è âèáðàöèîíè ñòåïåíè ñëîáîäå jàêî ñïðåãíóòè

÷àê è íà âåîìà íèñêèì åíåðãèjàìà. Òàäà òðåáà êîðèñòèòè åíåðãèjñêå íèâîå çàjåäíè÷êå çà âèøå

ñòåïåíè ñëîáîäå äà áè ñå îäðåäèëå òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå.

Ìîëåêóë ñà N ñòåïåíè ñëîáîäå èìà 3N jåçãàðíèõ ïðîñòîðíèõ ñòåïåíè ñëîáîäå jåð ñâàêî

jåçãðî ìîæåìî ïîìåðàòè äóæ x, y è z ïðàâöà. Áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå çà òðàíñëàöèjó öåíòðà

ìàñå èçíîñè òðè. Áðîj ðîòàöèîíèõ ñòåïåíè ñëîáîäå çàâèñè îä òîãà äà ëè jå ìîëåêóë ëèíåàðàí

èëè íåëèíåàðàí. Çà ëèíåàðàí ìîëåêóë ïîñòîjå äâà ñòåïåíà ñëîáîäå êîjè îäãîâàðàjó ðîòàöèjàìà

îêî îñà íîðìàëíèõ íà îñó ìîëåêóëà jåð îêî îñå êîjà ïðîëàçè êðîj jåçãðà íåìà ðîòàöèjå. Ó

ñëó÷àjó íåëèíåàðíîã ìîëåêóëà ïîñòîjå òðè ñòåïåíà ñëîáîäå êîjè îäãîâàðàjó ðîòàöèjàìà îêî

ãëàâíèõ îñà ðîòàöèjå. Ïðåîñòàëè ñòåïåíè ñëîáîäå ñå îäíîñå íà âèáðàöèîíî êðåòà»å jåçãàðà è

èçíîñå 3N − 5 èëè 3N − 6 çà ëèíåàðíè èëè íåëèíåàðíè ìîëåêóë.

Íåêè ñòåïåí ñëîáîäå £å äîïðèíîñèòè òîïëîòíîì êàïàöèòåòó àêî jå ðàçìàê

èçìå¢ó îñíîâíîã è ïðâîã ïîáó¢åíîã åíåðãèjñêîã íèâîà ïðèáëèæíî jåäíàê èëè

ìà»è îä kT òàêî äà áàðåì jåäàí ïîðåä íèâî îñíîâíîã ìîæå áèòè ïîáó¢åí. Êàäà

jå ðàçìàê èçìå¢ó íèâîà ìíîãî ìà»è îä kT , îíäà jå âåëèêè áðîj íèâîà òîïëîòíî ïîáó¢åíî.

Òàäà ñå ñóìà ïî ñòà»èìà ó ïàðòèöèîíîj ôóíêöèjè ìîæå çàìåíèòè èíòåãðàëîì è êâàíòíè áðîj

ïîñòàjå íåïðåêèäíà ïðîìå»èâà. Òî ñå íàçèâà âèñîêîòåìïåðàòóðñêà àïðîêñèìàöèjà. Òàêâè

ñòåïåíè ñëîáîäå ñå ïîíàøàjó êëàñè÷íî ïà ñòîãà âàæè òåîðåìà î åêâèïàðòèöèjè åíåðãèjå,

ñâàêè êâàäðàòíè ÷ëàí ó èçðàçó çà åíåðãèjó ìîëåêóëà äîïðèíîñè kT/2. Ó ñëó÷àjó äà jå ðàçìàê

èçìå¢ó åíåðãèjñêèõ íèâîà íåêîã ñòåïåíà ñëîáîäå äîñòà âå£è îä kT îíäà òàj ñòåïåí ñëîáîäå íå£å

äîïðèíîñèòè òîïëîòíîì êàïàöèòåòó jåð jå ñàìî îñíîâíè íèâî ïîïó»åí. Òàj ñòåïåí ñëîáîäå ñå

íàçèâà óñïàâàí ñòåïåí ñëîáîäå. Ïî÷åòêîì XX âåêà íèjå áèëî jàñíî çàøòî ñó íåêè ñòåïåíè

ñëîáîäå óñïàâàíè ó îäðå¢åíèì ìîëåêóëèìà à ó íåêèì äðóãèìà íèñó. Òî ïèòà»å çàjåäíî ñà

ïðîáëåìîì óëòðà§óáè÷àñòå êàòàñòðîôå (øòî jå ñóøòèíñêè èñòè ïðîáëåì) jå äîâåëî äî ðàçâîjà

êâàíòíå òåîðèjå.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà ðàçëè÷èòå ñòåïåíå ñëîáîäå. Àïðîêñèìàöèjå

êîjå £åìî äîäàòíî óâåñòè îìîãó£è£å äà ñå íà¢ó jåäíîñòàâíè èçðàçè çà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå.

Íà êðàjó £åìî äàòè ïðèìåð ãäå £åìî óïîòðåáèòè ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà òðàíñëàöèjó è

óíóòðàø»å êðåòà»å äà îäðåäèìî òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà ïîìî£ó

Áîëöìàíîâå ñòàòèñòèêå.

Ïî÷íèìî îä òðàíñëàöèîíèõ ñòåïåíè ñëîáîäå öåíòðà ìàñå. Îâàj ïðîáëåì ñìî âå£

ðåøèëè ïîìî£ó Áîëöìàíîâå ñòàòèñòèêå êàäà ñìî ðàçìàòðàëè êàíîíñêè àíñàìáë òàêî øòî

ñìî íàøëè êëàñè÷íè áðîj ñòà»à. Îâäå æåëèìî äà ïîêàæåìî äà ñå èñòè ðåçóëòàò äîáèjà êàäà

óçìåìî ó îáçèð êâàíòèçàöèjó òðàíñëàöèîíèõ íèâîà è »èõîâó jåäíî÷åñòè÷íó ãóñòèíó, g(ε).

Òàäà jå òðàíñëàöèîíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jåäíàêà

qtr =

∞∫
0

g(ε)e−βε dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
εe−βε dε. (8.32)
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Èíòåãðàë ñå ñâîäè íà ãàìà ôóíêöèjó ïîìî£ó ñìåíå βε = x,

qtr = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
x√
β
e−x dε

β
= V

(
2πm

βh2

) 3
2

. (8.33)

Ïðèìåð Ðàíèjå ñìî íàøëè êîðèñòå£è ìåòîä íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå äà jå èçðàç çà

åíòðîïèjà èäåàëíîã ãàñà áîëöîíà

S = keβµ
∑
j

gje
−βεj(β(εj − µ) + 1).

Êîðèñòå£è jåäíî÷åñòè÷íó ãóñòèíó òðàíñëàöèîíèõ íèâîà g(ε) ïîêàçàòè äà åíòðîïèjà èäåàëíîã

ãàñà áîëöîíà èçíîñè

S = kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN,

øòî ñìî äîáèëè ïðèìåíîì ìèêðîêàíîíñêîã àíñàìáëà.

Ðåøå»å: Ó ìåòîäè íàjâåðîâàòíèjå ðàñïîäåëå êîðèñòèñòèëè ñìî óñëîâå êîíñòàíòíîã áðîjà

ìîëåêóëà è êîíñòàíòíå óêóïíå åíåðãèjå øòî îäãîâàðà ìèêðîêàíîíñêîì àíñàìáëó. Íàjâåðîâàòíèjà

ðàñïîäåëà çà áîëöîíå èçíîñè

ñj = e−β(εj−µ).

Óñëîâ êîíñòàíòîã áðîjà ìîëåêóëà äàjå

N =
∑
j

ñj = eβµ
∑
j

gje
−βεj = eβµ

∞∫
0

2π

(
2m

h2

) 3
2

V
√
εe−βε dε = eβµV

(
2πm

βh2

) 3
2

.

Õåìèjñêè ïîòåíöèjàë èç îâå jåäíà÷èíå jå jåäíàê

µ = kT ln

(
N

V

(
βh2

2πm

) 3
2

)

Äðóãè óñëîâ êîíñòàíòíå åíåðãèjå èçíîñè

E =
∑
j

εjñj = eβµ
∑
j

gjεje
−βεj = eβµ

∞∫
0

2π

(
2m

h2

) 3
2

V ε
3
2 e−βε dε

=
3

2β
eβµV

(
2πm

βh2

) 3
2

=
3

2
NkT.

Ó îáà ñëó÷àjà èíòåãðàëè ñå ðåøàâàjó ïîìî£ó ãàìà ôóíêöèjå. Çàìåíîì îâà äâà óñëîâà ó

130



èçðàç çà åíòðîïèjó è äîáèjàìî

S = k

(
eβµβ

∑
j

gjεje
−βεj − βµeβµ

∑
j

gje
−βεj + eβµ

∑
j

gje
−βεj

)

= k

( 3
2
NkT

kT
− µN

kT
+N

)
= kN ln

(
V

N

(
2πmkT

h2

) 3
2

)
+

5

2
kN

= kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN.

Ðîòàöèîíî êðåòà»å ñå îäíîñè íà êðåòà»å jåçãàðà îêî îñå ðîòàöèjå ìîëåêóëà. Ó àïðîêñèìàöèjè

êðóòîã ðîòîðà, ðàñòîjà»à jåçãàðà îä îñå ðîòàöèjå ñå íå ìå»àjó òîêîì ðîòàöèjå. Çàïðàâî,

ñïðåçà»å ðîòàöèjå è âèáðàöèjå jåçãàðà è öåíòðèôóãàëíà äèñòîðçèjà äîâîäå äî ïðîìåíå ðàñòîjà»à

èçìå¢ó jåçãàðà òîêîì ðîòàöèjå. Îâäå £åìî çàíåìàðèòè òå äîäàòíå åôåêòå. Ðîòàöèîíà ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà ñå ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà íå ìîæå ðàçìàòðàòè áåç óçèìà»à ó îáçèð jåçãàðíîã ñïèíà

çáîã ñèìåòðèjñêèõ óñëîâà. Ðàçìîòðèìî ïðâî ðîòàöèîíå åíåðãèjñêå íèâîå, ïà £åìî ñå êàñíèjå

âðàòèòè íà óëîãó jåçãàðíîã ñïèíà. Çà äâîàòîìñêè ìîëåêóë ó àïðîêñèìàöèjè êðóòîã ðîòîðà

ðîòàöèîíà åíåðãèjà èçíîñè (ñëèêà 8.2)

εrot =
j(j + 1)ℏ2

2I
= Bhcj(j + 1), (8.34)

ãäå jå j = 0, 1, 2, 3, ... ðîòàöèîíè êâàíòíè áðîj, I = µr2 ìîìåíò èíåðöèjå çà ðîòàöèjó ìîëåêóëà

îêî îñå (µ = m1m2

m1+m2
jå ðåäóêîâàíà ìàñà, m1 è m2 ñó ìàñå jåçãàðà, r jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó jåçãàðà)

à B = ℏ2
2Ihc

jå ðîòàöèîíà êîíñòàíòà. Ðîòàöèîíà êîíñòàíòà ñå åêñïåðèìåíòàëíî îäðå¢ójå èç

ðîòàöèîíèõ ñïåêòàðà. Ïîøòî ñå îíà ÷åø£å íàâîäè íåãî ìîìåíòè èíåðöèjå ó ëèòåðàòóðè,

»ó £åìî êîðèñòèòè óìåñòî ìîìåíòà èíåðöèjå ìîëåêóëà ó èçðàçó çà åíåðãèjó ðîòàöèîíèõ

íèâîà. Äåãåíåðàöèjà ðîòàöèîíîã íèâîà èçíîñè 2j + 1. Ðîòàöèîíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jå

äàòà èçðàçîì

qrot =
∞∑
j=0

(2j + 1)e−βBhcj(j+1). (8.35)

Çáèð îâîã ðåäà íèjå ïîçíàò ó îáëèêó ìàòåìàòè÷êå ôóíêöèjå íåãî ìîðàìî ñàáðàòè îäðå¢åíè

áðîj ÷ëàíîâà êàêî áè îäðåäèëè ðîòàöèîíó ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó.

Ñïðåçà»å ðîòàöèjå è jåçãàðíîã ñïèíà ìîðàìî óçåòè ó îáçèð ó ñëó÷àjó õîìîíóêëåàðíèõ

ìîëåêóëà êîjè èìàjó jåçãðà èñòîã èçîòîïà. Ó êâàíòíîj ìåõàíèöè, òàëàñíà ôóíêöèjà ìîðà áèòè

ñèìåòðè÷íà (çà áîçîíå) èëè àíòèñèìåòðè÷íà (çà ôåðìèîíå) ó îäíîñó íà èçìåíó ïðîñòîðíèõ è

ñïèíñêèõ êîîðäèíàòà èäåíòè÷íèõ ÷åñòèöà. Ïîøòî òðàíñëàöèjà è âèáðàöèjà jåçãàðà íå äîâîäè

äî èçìåíå ïîëîæàjà jåçãàðà, îíå íå óòè÷ó íà ïàðíîñò òàëàñíå ôóíêöèjå óñëåä èçìåíå jåçãàðà.

Ðîòàöèjà äîâîäè äî èçìåíå ïðîñòîðíèõ êîîðäèíàòà jåçãàðà è »åíó ïàðíîñò ìîðàìî

ïîâåçàòè ñà ïàðíîø£ó ñïèíñêå òàëàñàí ôóíêöèjå jåçãàðà. Ïàðíîñò ðîòàöèîíå òàëàñíå

ôóíêöèjå çàâèñè îä ðîòàöèîíîã êâàíòíîã áðîjà j ïðåìà èçðàçó (−1)j. Àêî jå ñïèí jåäíîã jåçãðà

sn, îíäà ïîñòîjè 2sn + 1 ñïèíñêà ñòà»à jåäíîã jåçãðà (ïðîjåêöèjà íà z îñó) è gns = (2sn + 1)2

ñïèíñêà ñòà»à çà îáà jåçãðà. Îä òèõ ñòà»à, (sn + 1)(2sn + 1) ñó ñèìåòðè÷íà à sn(2sn + 1) ñó

àíòèñèìåòðè÷íà.
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Ñëèêà 8.2: Ðîòàöèîíè íèâîè è åíåðãèjå äâîàòîìñêîã ìîëåêóëà.

j=0
j=1

j=2

j=3

j=4

j=5

0
2Bhc

6Bhc

12Bhc

20Bhc

30Bhc

Àêî ñó jåçãðà ôåðìèîíè, ðîòàöèîíè íèâîè ñà ïàðíèì êâàíòíèì áðîjåì j îäãîâàðàjó ñàìî

àíòèñèìåòðè÷íèì ñïèíñêèì ñòà»èìà à ðîòàöèîíè íèâîè ñà íåïàðíèì êâàíòíèì áðîjåì j

îäãîâàðàjó ñàìî ñèìåòðè÷íèì ñïèíñêèì ñòà»èìà. Ðîòàöèîíî-íóêëåàðíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

çà ôåðìèîíñêà èäåíòè÷íà jåçãðà èçíîñè

qrot−nuc = sn(2sn + 1)
∞∑

j=0,2,4,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) + (sn + 1)(2sn + 1)
∞∑

j=1,3,5,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1).

(8.36)

Ðàçìàê èçìå¢ó jåçãàðíèõ ñïèíñêèõ ñòà»à îñíîâíîã íèâîà íóêëåîíà ó jåçãðèìà jå âåîìà

ìàëè è îíà ñó ïîäjåäíàêî ïîïó»åíà íà ñâèì òåìïåðàòóðàìà îñèì âåîìà íèñêèõ. Çàòî ñìî

ñïèíñêè íóêëåàðíè äîïðèíîñ ðîòàöèîíî-íóêëåàðíîj ïàðòèöèîíîj ôóíêöèjè ïîìíîæèëè ñà

»èõîâèì áðîjåì. Íàñóïðîò òîìå, ðàçìàê èçìå¢ó åíåðãèjñêèõ íèâîà íóêëåîíà ó jåçãðèìà

jå îãðîìàí è îíà ìîãó áèòè ïîïó»åíà ñàìî íà åêñòðåìíî âèñîêèì òåìïåðàòóðàìà. Çà ñâå

ïðàêòè÷íå ïðèìåíå, ñòåïåíè ñëîáîäå íóêëåîíà ó jåçãðèìà ñó óñïàâàíè è íå£åìî èõ

ðàçìàòðàòè.

Ó ñëó÷àjó äà ñó jåçãðà áîçîíè, ðîòàöèîíå íèâîå ñà ïàðíèì êâàíòíèì áðîjåì j òðåáà

ñïðåãíóòè ñà ñèìåòðè÷íèì ñïèíñêèì ñòà»èìà à íèâîå ñà íåïàðíèì êâàíòíèì áðîjåì j òðåáà

ñïðåãíóòè ñà àíòèñèìåòðè÷íèì ñïèíñêèì ñòà»èìà. Òàäà jå ðîòàöèîíî-íóêëåàðíà ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà çà èäåíòè÷íà áîçîíñêà jåçãðà jåäíàêà

qrot−nuc = (sn + 1)(2sn + 1)
∞∑

j=0,2,4,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) + sn(2sn + 1)
∞∑

j=1,3,5,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1).

(8.37)

Êîä õåòåðîíóêëåàðíèõ ìîëåêóëà ñà ðàçëè÷èòèì jåçãðèìà, çàìåíà ïîëîæàjà jåçãàðà íå

äîâîäè äî èñòîã ñòà»à. Òàäà jå ñïèíñêà äåãåíåðàöèjà gns = (2sn1 + 1)(2sn2 + 1), ãäå ñó sn1 è

sn2 ñïèíîâè ïðâîã è äðóãîã jåçãðà. Çáîã òîãà ñå ðîòàöèîíî-íóêëåàðíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

ìîæå ôàêòîðèñàòè íà íóêëåàðíó è ðîòàöèîíó ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó

qrot−nuc = qnucqrot = (2sn1 + 1)(2sn2 + 1)qrot. (8.38)

Ðàçìàê èçìå¢ó ðîòàöèîíèõ íèâîà jå çà âå£èíó äâîàòîìñêèõ ìîëåêóëà çíàòíî ìà»è îä kT íà

ñâèì òåìïåðàòóðàìà îñèì âåîìà íèñêèõ. Çáîã òîãà ìîæåìî äà èñêîðèñòèìî âèñîêîòåìïåðàòóðñêó
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àïðîêñèìàöèjó òàêî øòî ñóìó ó èçðàçó 8.35 çàìåíèìî ñà èíòåãðàëîì

qrot =

∞∫
0

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) dj. (8.39)

Èíòåãðàë ñå ðåøàâà ñìåíîì x = j(j + 1),

qrot =

∞∫
0

e−βBhcx dx =
1

βBhc
. (8.40)

Çà õîìîíóêëåðíå ìîëåêóëå ó âèñîêîòåìïåðàòóðñêîj àïðîêñèìàöèjè âàæè

∞∑
j=0,2,4,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) ≈
∞∑

j=1,3,5,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) ≈ 1

2

∞∑
j=0,1,2,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1). (8.41)

Òàäà ñå ðîòàöèîíî-íóêëåàðíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ìîæå ôàêòîðèñàòè íà ðîòàöèîíó è íóêëåàðíó

ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó

qrot−nuc ≈
1

2
(2sn + 1)2

∞∑
j=0,1,2,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) =
1

2
(2sn + 1)2

1

βBhc
=

1

σ
qnsqrot. (8.42)

σ ñå íàçèâà ôàêòîðîì ñèìåòðèjå ìîëåêóëà è èçíîñè σ = 2 çà õîìîíóêëåàðíå ìîëåêóëå.

Àêî ñòàâèìî âðåäíîñò σ = 1 äîáèjà èçðàç çà õåòåðîíóêëåàðíå ìîëåêóëå. Äàêëå, áðîj êëàñè÷íèõ

ðîòàöèîíèõ ñòà»à qrot ñìî ìîðàëè äà ïîäåëèìî ñà ôàêòîðîì ñèìåòðèjå çáîã ñèìeòðèjñêèõ

îãðàíè÷å»à çà èäåíòè÷íå ÷åñòèöå. Òî jå ñëè÷íî êàî ó ñëó÷àjó òðàíñëàöèjå, ãäå áðîj

êëàñè÷íèõ òðàíñëàöèîíèõ ñòà»à èç èñòîã ðàçëîãà äåëèìî N !. Èçóçåòàê êàäà íå ìîæåìî

ïðèìåíèòè âèñîêîòåìïåðàòóðñêó àïðèêñèìàöèjó ñó ìîëåêóëè êîjè ñàäðæå íàjëàêøå àòîìå

êàî øòî ñó H è O. Ó ñëó÷àjó H2, è D2, íà òåìïåðàòóðàìà èñïîä 250 Ê òðåáà äà êîðèñòèìî

ñïðåãíóòó ðîòàöèîíî-íóêëåàðíó ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó èç jåäíà÷èíà 8.36 è 8.37.

Äåãåíåðàöèjà jåçãàðíèõ ñïèíñêèõ ñòà»à âèøåàòîìñêè ìîëåêóëà èçíîñè

gns =
N∏
i=1

(2sni + 1), (8.43)

ãäå jå sni ñïèí i-òîã jåçãðà. Ó ñëó÷àjó ëèíåàðíîã âèøåàòîìñêîã ìîëåêóëà ãäå èìàìî

ñàìî jåäíó ðîòàöèîíó êîíñòàíòó, ðîòàöèîíà ôóíêöèjà ó âèñîêîòåìïåðàòóðñêîj àïðîêñèìàöèjè

èìà èñòè èçðàç êàî çà äâîàòîìñêå ìîëåêóëå êîðèãîâàí ôàêòîðîì ñèìåòðèjå. Íåëèíåàðíå

âèøåàòîìñêå ìîëåêóëå ìîæåìî ïîäåëèòè ó òðè ãðóïå ïðåìà ðåëàòèâíèì âðåäíîñòèìà ãëàâíèõ

ìîìåíàòà èíåðöèjå: ñôåðíå ÷èãðå (Ia = Ib = Ic), ñèìåòðè÷íå ÷èãðå (Ia = Ib ̸= Ic) è

àñèìåòðè÷íå ÷èãðå (Ia ̸= Ib ̸= Ic). Òî çíà÷è äà ñôåðíå ÷èãðå èìàjó jåäíó ðîòàöèîíó

êîíñòàíòó B, ñèìåòðè÷íå ÷èãðå èìàjó äâå ðîòàöèîíå êîíñòàíòå B è C à àñèìåòðè÷íå ÷èãðå

èìàjó òðè ðîòàöèîíå êîíñòàíòå A, B è C. Ïðèìåðè ñôåðíèõ, ñèìåòðè÷íèõ è àñèìåòðè÷íèõ

÷èãðè ñó ìîëåêóëè CH4, CH3Cl è H2O (ñëèêà 8.3).
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Ñëèêà 8.3: à) Ñôåðíå ÷èãðå, á) ñèìåòðè÷íå ÷èãðå è â) àñèìåòðè÷íå ÷èãðå. Ãëàâíå îñå ðîòàöèjå

ñó îçíà÷åíå ñà a, b è c, à ìîìåíòè èíåðöèjå êîjè »èìà îäãîâàðàjó ñó Ia, Ib è Ic.

a)

б)

в)

a

b

c

a

b

c

a

b

c

Ðîòàöèîíè íèâîè ñôåðíå ÷èãðå ñó (2j + 1)2-ïóòà äåãåíåðèñàíè. Ó âèñîêîòåìïåðàòóðñêîj

àïðîêñèìàöèjè ðîòàöèîíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà ñôåðíå ÷èãðå èçíîñè

qrot =
1

σ

∞∫
0

(2j + 1)2e−βBhcj(j+1) dj (8.44)

Íà âèñîêèì òåìïåðàòóðàìà ñó ìíîãè ðîòàöèîíè íèâîè ïîïó»åíè, çàòî âàæè (2j + 1) ≈ 2j è

j(j + 1) ≈ j2,

qrot =
1

σ

∞∫
0

4j2e−βBhcj2 dj. (8.45)

Ñìåíîì x = βBhcj2 íàëàçèìî ðîòàöèîíó ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó çà ñôåðíó ÷èãðó

qrot =
1

σ

∞∫
0

4
x

βBhc
e−x dj

2
√
βBhcx

=

√
π

σ

1

(βBhc)
3
2

. (8.46)

Ðîòàöèîíå ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå çà ñèìåòðè÷íó è àñèìåòðè÷íó ÷èãðó íàëàçèìî àíàëîãèjîì

ñà ñôåðíèì ñëó÷àjåì. Çàìèñëèìî äà ìîæåìî äà ìå»àìî ìîìåíòå èíåðöèjå ñèìåòðè÷íå è

àñèìåòðè÷íå ÷èãðå òàêî äà ñâè ïîñòàíó jåäíàêè. Îíäà »èõîâè èçðàçè çà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå
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òðåáà äà ñå ïðåòâîðå ó èçðàç çà ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó ñôåðíå ÷èãðå. Ñòîãà, ðîòàöèîíà

ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà ñèìåòðè÷íó ÷èãðó èìà îáëèê

qrot =

√
π

σ

1

(βBhc)

1

(βChc)
1
2

(8.47)

à çà àñèìåòðè÷íó

qrot =

√
π

σ

1

(βAhc)
1
2

1

(βBhc)
1
2

1

(βChc)
1
2

. (8.48)

Ó ñâèì îâèì èçðàçèìà σ jå ôàêòîð ñèìåòðèjå êîjè ïðåäñòàâ§à áðîj íà÷èíà íà êîjè ñå ìîëåêóë

ìîæå ðîòàöèjàìà òðàíñôîðìèñàòè ó èäåíòè÷íó êîíôèãóðàöèjó jåçãàðà. σ ñå jîø jåäíîñòàâíèjå

ìîæå îäðåäèòè èç ãðóïå ñèìåòðèjå ìîëåêóëà: σ jå jåäíàêî áðîjó åëåìåíàòà ðîòàöèîíå ïîäãðóïå

ãðóïå ñèìåòðèjå ìîëåêóëà. Ôàêòîðè ñèìåòðèjå çà ìîëåêóëå H2O, NH3, CH4 è C6H6 ñó 2, 3, 12

è 12.

Àäèjàáàòñêà (Áîðí-Îïåíõàjìåðîâà) àïðîêñèìàöèjà ðàçäâàjà jåçãàðíî îä åëåêòðîíñêîã êðåòà»à

íà îñíîâó »èõîâèõ ðàçëè÷èòèõ ôðåêâåíöèjà êðåòà»à. Åëåêòðîíè êîjè èìàjó òðè ðåäà âåëè÷èíå

ìà»ó ìàñó îä jåçãàðà ñå êðå£ó áðæå îä jåçãàðà. Çà ñâàêè ïîëîæàj jåçãàðà, åëåêòðîíè ñå

òðåíóòíî ïðèëàãîäå òàêî äà ôîðìèðàjó âðåìåíñêè íåçàâèñàí ïîòåíöèjàë êîjè äåëójå íà jåçãðà.

Çàòî ìîæåìî äåôèíèñàòè ïîâðø ïîòåíöèjàëíå åëåêòðîíñêå åíåðãèjå çà ñâå êîíôèãóðàöèjå

jåçãàðà êîjà äåëójå êàî ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà çà jåçãàðíî êðåòà»å. Ìèíèìóìè

íà òîj ïîâðøè îäãîâàðàjó ðàâíîòåæíèì êîíôèãóðàöèjàìà jåçãàðà (êîjå íàçèâàìî ñòðóêòóðå

ìîëåêóëà). Ó ñëó÷àjó äâîàòîìñêîã ìîëåêóëà, ñàìî ðàñòîjà»å èçìå¢ó jåçãàðà ìîæåìî ìå»àòè

òå ïîâðø ïîñòàjå êðèâà ïîòåíöèjàëíå åëåêòðîíñêå åíåðãèjå (ñëèêà 8.4)

Ñëèêà 8.4: Êðèâà ïîòåíöèjàëíå åëåêòðîíñêå åíåðãèjå çà îñíîâíî è ïðâî ïîáó¢åíî

åëåêòðîíñêî ñòà»å ñà àíõàðìîíèjñêèì âèáðàöèîíèì íèâîèìà çà ðàçëè÷èòà ðàñòîjà»à jåçãàðà

ó äâîàòîìñêîì ìîëåêóëó. D0 è De ñó åíåðãèjå äèñîöèjàöèjå è äóáèíà åëåêòðîíñêå jàìå.

0 r

-D
ee,0

e,1e

=-D
0
e

e,1e

e,1e

D

E
p

wћ/2
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Èç ìåõàíèêå jå ïîçíàòî äà jå êðåòà»å ÷åñòèöå îêî ìèíèìóìà ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå âèáðàöèîíî

jåð jå íàjíèæè ÷ëàí ðàçëè÷èò îä íóëå ó Òåjëîðîâîì ðàçâîjó ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå êâàäðàòíè

êàî êîä õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà (óçèìà»å ó ðàçìàòðà»å ñàìî òîã ÷ëàíà íàçèâà ñå õàðìîíèjñêà

àïðîêñèìàöèjà). Ó ñëó÷àjó âèøå ÷åñòèöà, ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñå ìîæå èñòî ðàçâèòè äî

êâàäðàòíîã ÷ëàíà è äîáèjåíà êâàäðàòíà ôîðìà äèjàãîíàëèçîâàòè íà êîëåêöèjó íåçàâèñíèõ

õàðìîíèjñêèõ îñöèëàòîðà (âèáðàöèîíèõ ñòåïåíà ñëîáîäå) êîjè ñå íàçèâàjó íîðìàëíè ìîäîâè

(ñëèêà 8.5). ×åñòèöå ñå ó jåäíîì íîðìàëíîì ìîäó êðå£ó èñòîì ôðåêâåíöèjîì àëè ìîãó èìàòè

ðàçëè÷èòå ôàçå.

Ñëèêà 8.5: à) Õàðìîíèjñêà àïðîêñèìàöèjà àíõàðìîíèjñêîã ïîòåíöèjàëà ó

jåäíîäèìåíçèîíàëíîì ñëó÷àjó ïðèêàçàíà ñà âèáðàöèîíèì íèâîèìà; á) íîðìàëíè ìîäîâè

òðîàòîìñêîã ëèíåàðíîã ìîëåêóëà X-Y-X (àòîìè ñå êðå£ó âàí ðàâíè ó ïîñëåä»åì ìîäó;

ïîñëåä»à äâà ìîäà ñó äåãåíåðèñàíà); â) íîðìàëíè ìîäîâè òðîàòîìñêîã íåëèíåàðíîã

ìîëåêóëà X-Y-X. Ñòðåëèöàìà ñó ïðèêàçàíè ïðàâöè âèáðèðà»à àòîìà.

a) б) в)

Ó ìîëåêóëèìà jåçãðà âèáðèðàjó îêî ðàâíîòåæíå ãåîìåòðèjå ìîëåêóëà. Áðîj âèáðàöèîíèõ

ñòåïåíè ñëîáîäå fvib çàâèñè îä òîãà äà ëè jå ìîëåêóë ëèíåàðàí èëè íåëèíåàðàí. Õàðìîíèjñêà

àïðîêñèìàöèjà äîáðî îïèñójå âèáðàöèîíî êðåòà»å ó áëèçèíè ðàâíîòåæíå åíåðãèjå jåð ñó

âðåäíîñòè åíåðãèjñêèõ íèâîà áëèñêå ñòâàðíèì âðåäíîñòèìà èç àíõàðìîíèjñêîã ñëó÷àjà. Íà

ñîáíèì òåìïåðàòóðàìà, îáè÷íî jå ñàìî îñíîâíè èëè è îñíîâíè è íåêîëèêî íàjíèæèõ âèáðàöèîíèõ

íèâîà çàïîñåäíóòî. Çàòî jå õàðìîíèjñêà àïðîêñèìàöèjà ïîãîäíà çà îäðå¢èâà»å òåðìîäèíàìè÷êèõ

âåëè÷èíà. Îâäå jå áèòíî ïðèìåòèòè äà jåçãðà èíòåðàãójó ñà åëåêòðîíèìà àëè êîëåêòèâíî

êðåòà»å ñâèõ jåçãàðà ìîæåìî ó÷èíèòè íåçàâèñíèì ìàòåìàòè÷êîì òðàíñôîðìàöèjîì êîjà íàì

äàjå íîðìàëíå ìîäîâå. Äàêëå, "èäåàëíîñò" âèáðàöèîíîã êðåòà»à ñå îäíîñè íà îäñóñòâî

àíõàðìîíèjñêå èíòåðàêöèjå èçìå¢ó íîðìàëíèõ ìîäîâà à íå îäñóñòâî ñèëà êîjå äåëójó íà

ïîjåäèíà÷íî jåçãðî.

Åíåðãèjñêè íèâîè âèáðàöèîíîã ìîäà ñó íåäåãåíðèñàíè è »èõîâå âðåäíîñòè èçíîñå εvib =

(n + 1
2
)ωℏ, ω jå êðóæíà ôðåêâåíöèjà âèáðàöèjå à âèáðàöèîíè êâàíòíè áðîj óçèìà âðåäíîñòè

n = 0, 1, 2, ... Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjè íóëòà âèáðàöèîíà åíåðãèjà εvib =
1
2
ωℏ (çà n = 0). Òàêî¢å,

õàðìîíèjñêà àïðîêñèìàöèjà äàjå ïîäjåäíàêà ðàñòîjà»à èçìå¢ó âèáðàöèîíèõ åíåðãèjñêèõ íèâîà

ωℏ, øòî çíàòíî îëàêøàâà èçðà÷óíàâà»å âèáðàöèîíå ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå. Óêóïíà âèáðàöèîíà
åíåðãèjà jåäíàêà jå çáèðó âèáðàöèîíèõ åíåðãèjà ñâèõ ìîäîâà. Íàïîìåíèìî, êàî è ó ðàíèjèì

ñëó÷àjåâèìà, äà èàêî jå êðåòà»å ðàçëè÷èòèõ ìîäîâà íåçàâèñíî, àíõàðìîíèjñêî ñïðåçà»å
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êîjå óâåê ïîñòîjè ó ìîëåêóëó jå îäãîâîðíî çà ïðåðàñïîäåëó åíåðãèjå èç jåäíîã ó

äðóãè ìîä è óñïîñòàâ§à»å òåðìîäèíàìè÷êå ðàâíîòåæå èçìå¢ó »èõ.

Äâîàòîìñêè ìîëåêóëè èìàjó ñàìî jåäàí âèáðàöèîíè ñòåïåí ñëîáîäå è »èõîâà âèáðàöèîíà

ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà èçíîñè

qvib =
∞∑
n=0

e−β(n+ 1
2
ℏω) = e−

1
2
βℏω

∞∑
n=0

e−βℏωn =
e−

1
2
βℏω

1− e−βℏω . (8.49)

Èñêîðèñòèëè ñìî èçðàç çà ñóìó ãåîìåòðèjñêîã ðåäà äà íà¢åìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó. Ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà ó êîjîj îñíîâíè âèáðàöèîíè íèâî èìà åíåðãèjó jåäíàêó íóëè èçíîñè

q0vib =
1

1− e−βℏω . (8.50)

Âåçà èçìå¢ó qvib è q0vib jå äàòà èçðàçîì

qvib = e−
1
2
βℏωq0vib. (8.51)

Âèáðàöèîíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà âèøåàòîìñêèõ ìîëåêóëà jåäíàêà jå ïðîèçâîäó âèáðàöèîíèõ

ïàðòèöèîíèõ ôóíêöèjà çà ñâàêè ìîä

qvib =

fvib∏
i=1

e−
1
2
βℏωi

1− e−βℏωi
, (8.52)

ãäå jå ωi êðóæíà ôðåêâåíöèjà i-òîã íîðìàëíîã ìîäà. Ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà jå ωℏ ≫ kT

íà ñîáíîj òåìïåðàòóðè òàêî äà ñó ìíîãè íîðìàëíè ìîäîâè óñïàâàíè.

Ðàçìîòðèìî ñàäà åíåðãèjñêå íèâîå ïîâåçàíå ñà åëåêòðîíñêèì ïðîñòîðíèì è ñïèíñêèì

ñòåïåíèìà ñëîáîäå. Çà ðàçëèêó îä òðàíñëàöèîíîã, ðîòàöèîíîã è âèáðàöèîíîã êðåòà»à

jåçãàðà ãäå ñìî (áàðåì àïðîêñèìàòèâíî) çíàëè âðåäíîñòè åíåðãèjñêèõ íèâîà, ó ñëó÷àjó åëåêòðîíñêèõ

íèâîà ìè »èõîâå âðåäíîñòè íå çíàìî óíàïðåä. Îíå ñå äîáèjàjó èç åëåêòðîíñêå ñïåêòðîñêîïèjå

èëè êâàíòíîõåìèjñêèõ ïðîðà÷óíà. Ïîâî§íà ÷è»åíèöà jå äà jå ðàçìàê èçìå¢ó åëåêòðîíñêèõ

íèâîà ìîëåêóëà âå£è íåãî èçìå¢ó âèáðàöèîíèõ íèâîà òàêî äà ñó åëåêòðîíñêè ñòåïåíè ñëîáîäå

÷åñòî óñïàâàíè. Åëåêòðîíñêè ñïèíñêè ìîìåíò ñå ñïðåæå ñà åëåêòðîíñêèì îðáèòíèì ìîìåíòîì

(ñïèí-îðáèòíî ñïðåçà»å) à îíè çàjåäíî ñå ñïðåæó ñà óãàîíèì ìîìåíòîì jåçãàðíå ðîòàöèjå

ó äâîàòîìñêèì ìîëåêóëèìà. Íà òåìïåðàòóðàìà íà êîjèìà ñó ïîáó¢åíè ðîòàöèîíè íèâîè,

ñïðåçà»å óêóïíîã åëåêòðîíñêîã è ðîòàöèîíîã ìîìåíòà ñå ìîæå çàíåìàðèòè òàêî äà ñå ðîòàöèîíî-

åëåêòðîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ìîæå ôàêòîðèñàòè íà ðîòàöèîíó è åëåêòðîíñêó. Òàäà

äåãåíåðàöèjà åëåêòðîíñêîã íèâîà ïîòè÷å îä ñïèíñêå èëè ñïèí-îðáèòíå äåãåíåðàöèjå. ×åñòî

ñìàòðàìî äà jå öåïà»å åëåêòðîíñêèõ íèâîà óñëåä ñïèí-îðáèòíå ñïðåãå ìàëî òàêî äà ñó ñâè

íèâîè ïîäjåäíàêî ïîïó»åíè. Çà íåëèíåàðíå ìîëåêóëå, îñíîâíè åëåêòðîíñêè íèâî íå ìîæå

áèòè ïðîñòîðíî àëè ìîæå áèòè ñïèíñêè äåãåíåðèñàí. Àòîìè ìîãó èìàòè íåêîëèêî íåñïàðåíèõ

åëåêòðîíà øòî ðåçóëòójå ïîñòîjà»åì íåêîëèêî áëèñêèõ åëåêòðîíñêèõ ñòà»à ó áëèçèíè îñíîâíîã

ñòà»à êîjå òðåáà óçåòè ó îáçèð êàäà ñå ðàçìàòðàjó òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå íà ñîáíîj òåìïåðàòóðè.

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà åëåêòðîíñêå ñòåïåíå ñëîáîäå èçíîñè

qel =
∞∑
i=0

geie
−βεei = ge0e

−βεe0 + ge1e
−βεe1 + ge2e

−βεe2 + ...

= e−βεe0
(
ge0 + ge1e

−β∆εe1 + ge2e
−β∆εe2 + ...

)
,

(8.53)
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ãäå jå gei äåãåíåðàöèjà i-òîã åëåêòðîíñêîã íèâîà à ∆εei »åãîâà åíåðãèjà ó îäíîñó íà îñíîâíè

åëåêòðîíñêè íèâî. Èìàìî ïîòïóíó ñëîáîäó äà îäðåäèìî ãäå ñå íàëàçè îñíîâíè åëåêòðîíñêè

íèâî ó îäíîñó íà íóëó åíåðãèjå jåð ñå åíåðãèjà óâåê ìåðè ó îäíîñó íà íåêó ðåôåðåíòíó

âðåäíîñò. Êàäà áóäåìî ðàçìàòðàëè êîíñòàíòó ðàâíîòåæå õåìèjñêå ðåàêöèjå, ìîðà£åìî äà

îäàáåðåìî èñòó íóëó åíåðãèjà çà ñâå ìîëåêóëå. Çáîã òîãà, çà ìîëåêóëå îáè÷íî áèðàìî íóëó

åíåðãèjå òàêî äà jå îíà åëåêòðîíñêà åíåðãèjà êàäà ñó àòîìè ìîëåêóëà óäà§åíè íà áåñêîíà÷íî

ðàñòîjà»å è íàëàçå ñå ó îñíîâíîì åëåêòðîíñêîì íèâîó. Òàäà åíåðãèjà îñíîâíîã åíåðãèjñêîã

íèâîà ìîëåêóëà îäãîâàðà íåãàòèâíîj åëåêòðîíñêîj åíåðãèjè îñíîâíîã íèâîà ó ðàâíîòåæíîj

ãåîìåòðèjè ìîëåêóëà, ε0 = −De, à åëåêòðîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jå jåäíàêà

qel = eβDe
(
ge0 + ge1e

−β∆εe1 + ge2e
−β∆εe2 + ...

)
= eβDeq0el, (8.54)

ãäå jå q0el åëåêòðîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ó êîjîj îñíîâíè åëåêòðîíñêè íèâî èìà åíåðãèjó

jåäíàêó íóëè.

Èñêîðèñòèìî ñâå ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå êîjå ñìî äîñàä ðàçìîòðèëè äà ïîìî£ó èçðàçà 8.31

è 8.27 äîáèjåìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó çà jåäàí ìîëåêóë

q = qtrqrot−nucqvibqel = qtrqrot−nuc

fvib∏
j=1

e−
1
2
βωjℏq0vibe

βDeq0el

= qtrqrot−nucq
0
vibq

0
ele

β

(
De− 1

2

fvib∑
j=1

ωjℏ

)
= q0eβD0 ,

(8.55)

ãäå jå q0 ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ìîëåêóëà êàäà îñíîâíè ìîëåêóëñêè íèâîè èìà âðåäíîñò jåäíàêó

íóëè, à

D0 = De −
1

2

fvib∑
j=1

ωjℏ (8.56)

jå åíåðãèjà äèñîöèjàöèjå ìîëåêóëà.

Çàìåíîì èçðàçà çà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ðàçëè÷èòèõ ñòåïåíà ñëîáîäå è óçèìàjó£è ó îáçèð

ñàìî îñíîâíè åëåêòðîíñêè íèâî è âèñîêîòåìïåðàòóðñêó àïðîêñèìàöèjó çà ðîòàöèîíî êðåòà»å

äîáèjàìî ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó çà ëèíåàðàí ìîëåêóë

q = V

(
2πm

βh2

) 3
2 1

σβBhc

3N−5∏
j=1

e−
1
2
βωjℏ

1− e−βωjℏ
gnsge0e

βDe (8.57)

è çà íåëèíåàðàí ìîëåêóë

q = V

(
2πm

βh2

) 3
2
√
π

σ

1

(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

3N−6∏
j=1

e−
1
2
βωjℏ

1− e−βωjℏ
gnsge0e

βDe (8.58)

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà jåäíàí ìîëåêóë çàâèñè îä ïàðàìåòàðà êîjè îïèñójó ìîëåêóëñêó

åíåðãèjó (m, A, B, C, ωj, gns, ge0, De). Ðàçëè÷èòè ìîëåêóëè èìàjó ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè

îâèõ ïàðàìåòàðà øòî èìïëèöèðà äà ìîãó äà ñêëàäèøòå íà ðàçëè÷èòå íà÷èíå åíåðãèjó à òèìå

è èìàjó ðàçëè÷èòå òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå.
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Ïðèìåð Îäðåäèòè äîïðèíîñå òðàíñëàöèjå, ðîòàöèjå, âèáðàöèjå è åëåêòðîíñêîã êðåòà»à

åíåðãèjè è åíòðîïèjè èäåàëíîã ãàñà íåëèíåàðíèõ ìîëåêóëà. Óçåòè ó îáçèð ñàìî îñíîâíè

åëåêòðîíñêè íèâî.

Ðåøå»å: Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà èäåàëíè ãàñ äàòà jå jåäíà÷èíîì 8.28. Ïîòðåáàí

íàì jå ëîãàðèòàì ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå jåð èç »åãà èçðà÷óíàâàìî åíåðãèjó E = −
(

∂lnQ
∂β

)
V,N

è Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë F = − 1
β
lnQ. Åíòðîïèjó ìîæåìî èçðà÷óíàòè èç ôîðìóëå S =

E−F
T
. ×ëàíN ! èäå óç òðàíñëàöèîíè äîïðèíîñ. Òðàíñëàöèîíè (ò.), ðîòàöèîíè (ð.), âèáðàöèîíè

(â.) è åëåêòðîíñêè äîïðèíîñ (å.) ñó äàòè ó òàáåëè.

lnQ E

ò. N ln

(
V
N

(
2πm
βh2

) 3
2

)
+N 3

2
N
β

ð. N ln

(
√
π

σ(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

)
3
2
N
β

â. N
3N−6∑
j=1

(
−βωjℏ

2
− ln

(
1− e−βωjℏ

))
N

3N−6∑
j=1

(
ωjℏ
2

+
ωjℏ

eβωjℏ−1

)
å. N lnge0 +NβDe −NDe

S

ò. kN ln

(
V
N

(
2πm
βh2

) 3
2

)
+ 5

2
kN

ð. kN ln

(
√
π

σ(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

)
+ 3

2
kN

â. kN
3N−6∑
j=1

(
βωjℏ

eβωjℏ−1
− ln

(
1− e−βωjℏ

))
å. kN lnge0

Ïðèìåð Îäðåäèòè ìîëàðíè òîïëîòíè êàïàöèòåò ïðè êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè çà ëèíåàðíè

è íåëèíåàðíè ìîëåêóë àêî âàæè çàêîí åêâèïàðòèöèjå åíåðãèjå çà òðàíñëàöèjó, ðîòàöèjó

è âèáðàöèîíî êðåòà»å.

Ðåøå»å: Äîïðèíîñè òðàíñëàöèjå, ðîòàöèjå è âèáðàöèîíîã êðåòà»à ìîëàðíîì òîïëîòíîì

êàïàöèòåòó ïðè êîíñòàíòíîj çàïðåìèíè äàòè ñó ó òàáåëè.

ñòåïåí ñëîáîäå áðîj êâàäðàòíèõ ÷ëàíîâà äîïðèíîñ Cv,m

òðàíñëàöèjà 3 3
2
R

ðîòàöèjà 2 (ëèíåàðíè)/3 (íåëèíåàðíè) R/3
2
R

âèáðàöèjà 2 R

Çà ëèíåàðíå ìîëåêóëå, Cv,m = 3
2
R+R+(3N − 5)R = (3N − 5

2
)R. Çà íåëèíåàðíå ìîëåêóëå,

Cv,m = 3
2
R + 3

2
R + (3N − 6)R = (3N − 3)R.
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Ïðèìåð Ñêèöèðàòè Cv,m çà äâîàòîìñêè ìîëåêóë ó ôóíêöèjè òåìïåðàòóðå.

Ðåøå»å: Ðåäîñëåä ïîáó¢èâà»à ñòåïåíè ñëîáîäå îä íàjíèæå äî íàjâèøå òåìïåðàòóðå:

òðàíñëàöèîíè (ò), ðîòàöèîíè (ð), âèáðàöèîíè (â) ïà åëåêòðîíñêè (å). Èçíàä êàðàêòåðèñòè÷íå

òåìïåðàòóðå çà ñâàêè âèä êðåòà»à, åíåðãèjñêè íèâîè ïîâàçàíè ñà òèì âèäîì êðåòà»à

ïîñòàíó ïîòïóíî ïîáó¢åíè è »èõîâ äîïðèíîñ òîïëîòíîì êàïàöèòåòó íå çàâèñè îä òåìïåðàòóðå.

р

3
2

R

0

5
2

R

7
2

R

Tт ев

Cv,m

Ñëèêà 8.6: Cv,m çà äâîàòîìñêè ìîëåêóë ó ôóíêöèjè òåìïåðàòóðå. Îçíà÷åíè ñó îïñåçè

òåìïåðàòóðà ó êîjèìà ñå ïîáó¢ójó ðàçëè÷èòè ñòåïåíè ñëîáîäå.

8.3 Êîíñòàíòà ðàâíîòåæå õåìèjñêå ðåàêöèjå

Ðàçìîòðèìî ñìåøó èäåàëíèõ ãàñîâà ìîëåêóëà À1, À2, B1 è B2 êîjè ïîäëåæó õåìèjñêîj ðåàêöèjè

α1À1+α1À2 ⇌ β1B1+β1B2.

Êîíñòàíòà õåìèjñêå ðàâíîòåæå Kp îïèñójå ñàñòàâ ðàâíîòåæíå ñìåøå ãàñîâà. Ïàðöèjàëíè

ïðèòèñöè ãàñîâà ó ñìåøè ñó Pi =
NikT
V

. Òàäà jå êîíñòàíòà õåìèjñêå ðàâíîòåæå ãàñíå ñìåøå

Kp =

(
PB1

P θ

)β1
(
PB2

P θ

)β2(
PA1

P θ

)α1
(
PA2

P θ

)α2
=
∏
i

(
Pi

P θ

)νi

=
∏
i

(
NikT

V P θ

)νi

=

(
kT

V P θ

)∑
i
νi∏

i

Nνi
i , (8.59)

ãäå jå νi ïîçèòèâíà èëè íåãàòèâíà âðåäíîñò ñòåõèîìåòðèjñêîã êîåôèöèjåíòà ó çàâèñíîñòè äà ëè

jå i ïðîèçâîä ðåàêöèjå èëè ðåàêòàíò, pθ jå ñòàíäàðäíè ïðèòèñàê (îìîãó£àâà áåçäèìåíçèîíàëíîñò

êîíñòàíòå ðàâíîòåæå). Äåôèíèøèìî íîâó êîíñòàíòó ðàâíîòåæå

K =
∏
i

Nνi
i (8.60)

è èñêîðèñòèìî êàíîíñêè àíñàìáë äà íà¢åìî âåçó èçìå¢ó »å è êàíîíñêèõ ïàðòèöèîíèõ ôóíêöèjà

çà ìîëåêóëå. Ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ñàäðæå ìèêðîñêîïñêå ïàðàìåòðå âåçàíå çà ìîëåêóëñêå

åíåðãèjå è ñòîãà £å è êîíñòàíòà ðàâíîòåæå çàâèñèòè îä òèõ ïàðàìåòàðà. Îáè÷íî íàjâå£è

äîïðèíîñ êîíñòàíòè ðàâíîòåæå äàjó ñòåïåíè ñëîáîäå êîjè ñå ìå»àjó ó ðåàêöèjè à íîñå íàjâèøå

åíåðãèjå.
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Èçâåäèìî ïðâî òåðìîäèíàìè÷êè óñëîâ õåìèjñêå ðàâíîòåæå. Îí íå çàâèñè îä âðñòå

ðåçåðâîàðà ñà êîjèì ñèñòåì èíòåðàãójå. Óçìèìî äà jå ñèñòåì ó òîïëîòíîj ðàâíîòåæè ñà

ðåçåðâîàðîì è äà èìà êîíñòàíòó çàïðåìèíó. Ïðè òèì óñëîâèìà, ïðîìåíà Õåëìõîëöîâîã

ïîòåíöèjàëà çàâèñè ñàìî îä ïðîìåíå áðîjà ìîëåêóëà, dF =
∑
i

µidNi. Ïðîìåíå áðîjà ìîëåêóëà

íèñó íåçàâèñíå çáîã ñòåõèîìåòðèjñêèõ êîåôèöèjåíàòà èç õåìèjñêå jåäíà÷èíå íåãî ñó ìå¢óñîáíî

ïîâåçàíå

−dNA1

α1

= −dNA2

α2

=
dNB1

β1

=
dNB2

β2

=
dNi

νi
= dξ (8.61)

îïñåãîì õåìèjñêå ðåàêöèjå ξ. Êîðèñòå£è íîâó êîîðäèíàòó ξ íàëàçèìî äà ïðîìåíà Õåëìîõîëöîâîã

ïîòåíöèjàëà óñëåä ïðîìåíå áðîjà ìîëåêóëà íàñòàëèì õåìèjñêîì ðåàêöèjîì èçíîñè dF =
∑
i

µiνidξ.

Ó õåìèjñêîj ðàâíîòåæè, Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë jå ìèíèìàëàí. Èç óñëîâà åêñòðåìóìà íàëàçèìî

óñëîâ õåìèjñêå ðàâíîòåæå (
∂F

∂ξ

)
T,V

=
∑
i

µiνi = 0. (8.62)

Çáèð õåìèjñêèõ ïîòåíöèjàëà ñâèõ õåìèjñêèõ âðñòà îòåæàíèõ ñà νi jåäíàê jå íóëè ó õåìèjñêîj

ðàâíîòåæè. Èñêîðèñòèìî ñòàòèñòè÷êó òåðìîäèíàìèêó äà íà¢åìî õåìèjñêè ïîòåíöèjàë i-

òå õåìèjñêå âðñòå êîjè £åìî çàìåíèòè ó óñëîâ õåìèjñêå ðàâíîòåæå. Êàíîíñêà ïàðòèöèîíà

ôóíêöèjà çà ñìåøó èäåàëíèõ ãàñîâà ó Áîëöìàíîâîj ñòàòèñòèöè èçíîñè Q =
∏
i

q
Nj
j

Nj !
. Êîðèñòå£è

Ñòèðëèíãîâó àïðîêñèìàöèjó äîáèjàìî ëîãàðèòàì ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

lnQ =
∑
j

(Njlnqj −NjlnNj +Nj) , (8.63)

è õåìèjñêè ïîòåíöèjàë

µi =

(
∂F

∂Ni

)
V,T,Nj ̸=Ni

= −kT

(
∂lnQ

∂Ni

)
V,T,Nj ̸=Ni

= −kT ln
qi
Ni

. (8.64)

Çàìåíîì õåìèjñêîã ïîòåíöèjàëà ó óñëîâ õåìèjñêå ðàâíîòåæå íàëàçèìî êîíñòàíòó ðàâíîòåæå∑
i

µiνi = −kT
∑
i

νiln
qi
Ni

= −kT
∑
i

ln

(
qi
Ni

)νi

= 0, (8.65)

∏
i

(
qi
Ni

)νi

= 1, (8.66)

K =
∏
i

N νi
i =

∏
i

qνii =
qβ1

B1q
β2

B2

qα1
A1q

α2
A2

(8.67)

Ìîæåìî ïîðåäèòè ðàçëè÷èòå ìîëåêóëñêå ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ñàìî àêî ñâè ðåàêòàíòè è

ïðîèçâîäè ðåàêöèjå èìàjó èñòó íóëó åëåêòðîíñêå åíåðãèjå. Òî ïîñòèæåìî òàêî øòî çà ñâàêè

ìîëåêóë èçàáåðåìî äà îñíîâíè ìîëåêóëñêè íèâî îäãîâàðà íóëè åíåðãèjå à ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà

q0i jå ïîìåðåíà çà åíåðãèjó äèñîöèjàöèjå, jåäíà÷èíà 8.55. Òàäà jå êîíñòàíòà ðàâíîòåæå jåäíàêà

K =
∏
i

qνii =

(∏
i

(q0i )
νi

)
e
β
∑
i
νiD0i

=

(∏
i

(q0i )
νi

)
eβ∆rH0 . (8.68)
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∆rH0 jå åíòàëïèjà õåìèjñêå ðåàêöèjå íà àïñîëóòíîj íóëè è ïðåäñòàâ§à ðàçëèêó åíåðãèjà

äèñîöèjàöèjà çà ïðîèçâîäå ðåàêöèjå è ðåàêòàíàòà. ×ëàí eβ∆rH0 ñå íàçèâà åíòàëïèjñêè ÷ëàí

è ó íàjâå£åì áðîjó ñëó÷àjåâà îí îäðå¢ójå âðåäíîñò êîíñòàíòå ðàâíîòåæå. Åíòðîïèjñêè ÷ëàí(∏
i

(q0i )
νi

)
çàâèñè îä ãóñòèíå ìîëåêóëñêèõ íèâîà, áðîjà ñòåïåíè ñëîáîäå ìîëåêóëà, ôàêòîðà

ñèìåòðèjå ìîëåêóëà è áðîjà ìîëåêóëà ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíå õåìèjñêå ðåàêöèjå.

Îí äîëàçè äî èçðàæàjà êàäà ñå ó ðåàêöèjè íå ìå»àjó jà÷èíå õåìèjñêèõ âåçà, êàî ó ðåàêöèjè

èçìåíå èçîòîïà.

Ïðèìåð Èçðà÷óíàòè êîíñòàíòó ðàâíîòåæå Kp äèñîöèjàöèjå jîäíå ïàðå

I2 ⇌ 2I

íà T = 1000 K, êîðèñòå£è ïîäàòêå: äåãåíåðàöèjà îñíîâíîã åëåêòðîíñêîã íèâîà àòîìà è

ìîëåêóëà jîäà ñó 4 è 1, ðîòàöèîíà êîíñòàíòà è âèáðàöèîíè òàëàñíè áðîj ìîëåêóëñêîã jîäà

ñó 0.037 è 214 cm−1, à åíåðãèjà äèñîöèjàöèjå ìîëåêóëñêîã jîäà jå 150 kJ/mol.

Ðåøå»å: Êîíñòàíòà ðàâíîòåæå èçíîñè

Kp =

(
kT

V P θ

)
q2I
qI2

,

qI = qtr(I)qel(I) =
V

λ3
T (I)

ge0(I),

qI = qtr(I2)qrot(I2)q
0
vib(I2)q

0
el(I2)e

βD0 =
V

λ3
T (I2)

1

σβBhc

1

1− e−βν̃hc
ge0(I2)e

βD0 .

Çàìåíîì áðîj÷àíèõ âðåäíîñòè (P θ = 105 Pa, σ = 2) äîáèjàìî qtr(I) = V × 8, 5 × 1033,

qtr(I2) = V × 3× 1033, qrot = 9, 39× 103, q0vib = 3, 77, eβD0 = 6.85× 107 è Kp = 0.022.

Ïðèìåð Ìîëåêóëñêè âîäîíèê ïîñòîjè ó äâà îáëèêà (ñïèíñêà èçîìåðà): îðòîâîäîíèê ÷èjå jå

jåçãàðíî ñïèíñêî ñòà»å ñèìåòðè÷íî (òðèïëåòíî) è ïàðàâîäîíèê ÷èjå jå jåçãàðíî ñïèíñêî

ñòà»å àíòèñèìåòðè÷íî (ñèíãëåòíî). Îäðåäèòè îäíîñ îðòî è ïàðà âîäîíèêà íà âèñîêîj

òåìïåðàòóðè è àïñîëóòíîj íóëè.

Ðåøå»å: Ðîòàöèîíî-íóêëåàðíà ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà çà îðòîâîäîíèêå jåäíàêà jå

qO = 3
∞∑

j=1,3,5,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1),

à çà ïàðàâîäîíèêà èçíîñè

qP = 1
∞∑

j=0,2,4,...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1).

Îäíîñ áðîjà ìîëåêóëà îðòî è ïàðàâîäîíèêà jå NO

NP
= qO

qP
. Íà âèñîêèì òåìïåðàòóðàìà ñóìå

ïî ïàðíèì è íåïàðíèì ðîòàöèîíèì êâàíòíèì áðîjåâèìà ñó jåäíàêå. Çàòî jå òàäà NO

NP
= 3.
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Íà àïñîëóòíîj íóëè, ñàìî jå íàjíèæè ðîòàöèîíè íèâî çàóçåò. Îí îäãîâàðà ïàðàâîäîíèêó

è ñòîãà íåìà îðòîâîäîíèêà íà T = 0 K. Ñóäàðè èçìå¢ó ìîëåêóëà âîäîíèêà íå ìîãó äà

ìå»àjó óêóïàí ñïèí jåçãàðà ìîëåêóëà êîjè ñå ñóäàðàjó. Çàòî ìîëåêóëñêè ñóäàðè íå äîâîäå

äî óñïîñòàâ§à»à ðàâíîòåæå èçìå¢ó îðòî è ïàðàâîäîíèêà. Ðàâíîòåæà ñå ó ñóäó óñïîñòàâ§à

ïðåêî èíòåðàêöèjå âîäîíèêà ñà ìàãíåòíèì íå÷èñòî£àìà ñóäà çà øòà ñó ïîòðåáíå íåäå§å è

ìåñåöè. Êàòàëèçàòîðè êàî øòî ñó ïàðàìàãíåòíè ìàòåðèjàëè èëè àêòèâíè óãà§ óáðçàâàjó

äîñòèçà»å ðàâíîòåæå çà íåêîëèêî ñåêóíäè èëè ìèíóòà.

143



Ïîãëàâ§å 9

Ðåàëíè ãàñîâè è òå÷íîñòè

Åïèñòåìîëîøêà âðåäíîñò òåîðèjå âåðîâàòíî£å

çàñíèâà ñå íà ÷è»åíèöè äà ñëó÷àjíå ïîjàâå,

ïîñìàòðàíå êîëåêòèâíî è ó âåëèêîì îáèìó,

ñòâàðàjó íåñëó÷àjíó ïðàâèëíîñò.

À. Êîëìîãîðîâ

Ìåòîä àíñàìáëà jå äîçâîëèî äà ðàçìàòðàìî ôëóêòóàöèjå åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà êîjå

ñèñòåì ðàçìå»ójå ñà ðåçåðâîàðîì. Îíå ñó ïîâåçàíå ñà òåðìîäèíàìè÷êèì èçâîäèìà êîjè

îïèñójó îäçèâ ñèñòåìà íà ñïî§àø»ó ïîáóäó. Ó îâîì ïîãëàâ§ó èäåìî êîðàê äà§å è ïðîó÷àâàìî

ïðîñòîðíå ôëóêòóàöèjå åêñòåíçèâíèõ âåëè÷èíà ó jåäíîj èëè âèøå òà÷àêà. Îãðàíè÷è£åìî ñå

ñàìî íà ëîêàëíå ãóñòèíå áðîjà ìîëåêóëà èàêî ñå èñòè ôîðìàëèçàì ìîæå ïðèìåíèòè è íà îñòàëå

âåëè÷èíå. Óñëåä ìå¢óìîëåêóëñêèõ èíòåðàêöèjà è ìîëåêóëñêîã êðåòà»à, ëîêàëíå ãóñòèíå

ìîëåêóëà ó ðàçëè÷èòèì òà÷êàìà ïðîñòîðà îäñòóïàjó îä ñðåä»å âðåäíîñòè. Èàêî êîðåëàöèjå

ôëóêòóàöèjà ëîêàëíå ãóñòèíå òå÷íîñòè èìàjó îïñåã îä ñâåãà íåêîëèêî ìîëåêóëñêèõ ïðå÷íèêà,

îíå óòè÷ó íà òåðìîäèíàìè÷êå îñîáèíå òå÷íîñòè. Òî íàì äàjå ìîãó£íîñò äà èçðà÷óíàìî

òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå áåç ïîçíàâà»à âðåäíîñòè ïàðòèöèîíèõ ôóíêöèjà, øòî jå îä îãðîìíå

âàæíîñòè çà ðåàëíå ñèñòåìå.

9.1 Ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå

Ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå ìîæåìî ïîäåëèòè íà êëàñè÷íå åëåêòðîñòàòè÷êå èíòåðàêöèjå

êîjå ïîòè÷ó îä ðàñïîäåëå íàåëåêòðèñà»à è ñïîñîáíîñòè »åãîâå ïîëàðèçàöèjå (ïîñòîjå è çà

ìàêðîñêîïñêà íàåëåêòðèñà»à) è íà êâàíòíå èíòåðàêöèjå íàñòàëå óñëåä èäåíòè÷íîñòè åëåêòðîíà,

èíòåðàêöèjà ìîëåêóëñêèõ îðáèòàëà è ìå¢óñîáíî çàâèñíîã êðåòà»à åëåêòðîíà (íå ïîñòîjè

ìàêðîñêîïñêà âàðèjàíòà òèõ èíòåðàêöèjà). Îíå ñó îäãîâîðíå çà ðàçëè÷èòå âðñòå õåìèjñêèõ

âåçà è íåêîâàëåíòíèõ èíòåðàêöèjà. Îíî øòî jå çàjåäíè÷êî ñâèì èíòåðàêöèjàìà jå äà ñó

êðàòêîã äîìåòà, îáè÷íî íåêîëèêî ïðå÷íèêà ìîëåêóëà jåð jå »èõîâà çàâèñíîñò îä ðàñòîjà»à

èçìå¢ó ìîëåêóëà rij = |r⃗i − r⃗j| èçíîñè r−n
ij , n > 3. Èçóçåòàê ñó ñëó÷àjåâè êàäà jå ìîëåêóë

íàåëåêòðèñàí èëè èìà ñòàëíè äèïîë jåð Êóëîíîâå è äèïîë-äèïîë èíòåðàêöèjå çàâèñå îä

èíâåðçíîã ðàñòîjà»à ïðåêî ñòåïåíà n = 1 è n = 3. Ïîðåä ðàñòîjà»à èçìå¢ó ìîëåêóëà,
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ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå çàâèñå è îä ðåëàòèâíå îðjåíòàöèjå ìîëåêóëà.

ÐàçìîòðèìîËåíàðä-�îíñîâ èçðàç çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó êàî jåäíîñòàâàí ïðèìåð

ìå¢óìîëåêóëñêå èíòåðàêöèjå. Îí ñå ñëàæå ñà åêñïåðèìåíòàëíèì ïîäàöèìà çà èíòåðàêöèjó

àòîìà ïëåìåíèòèõ ãàñîâà êîjè èìàjó ñôåðíîñèìåòðè÷íó ðàñïîäåëó íàåëåêòðèñà»à è íå ìîãó

äà ãðàäå õåìèjñêó âåçó çáîã ïîïó»åíîñòè àòîìñêèõ îðáèòàëà,

u(r) = 4ε

((σ
r

)12
−
(σ
r

)6)
, (9.1)

ãäå jå r, σ è ε ðàñòîjà»å èçìå¢ó àòîìà, åôåêòèâíè ïðå÷íèê àòîìà è äóáèíà ïîòåíöèjàëíå

jàìå. Çà ðàñòîjà»à èçìå¢ó àòîìà êîjà ñó ìà»à îä σ, ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà jàêî ðàñòå êà

ïîçèòèâíèì âðåäíîñòèìà øòî îäãîâàðà îãðîìíîj ñèëè êîjà íå äîçâî§àâà äà ñå àòîìè ïðèáëèæå

íà ìàëà ðàñòîjà»à. Òî jå ïîñëåäèöà ÷è»åíèöå äà íå ìîæåìî åëåêòðîíå ñàáèòè íà ìàëè

ïðîñòîð çáîã »èõîâå ôåðìèîíñêå ïðèðîäå. Íà âå£èì ðàñòîjà»èìà ïîñòîjå ñàìî äèñïåðçíå

èíòåðàêöèjå èçìå¢ó àòîìà óñëåä çàâèñíîã êðåòà»à åëåêòðîíà ðàçëè÷èòèõ àòîìà. Íàïîìåíèìî

äà ñå ó èçðàçó 9.1 çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó íèãäå íå ïîjàâ§ójó åëåêòðîíñêå êîîðäèíàòå

íåãî ñå »èõîâ óòèöàj åôåêòèâíî ïîjàâ§ójå ïðåêî ìàòåìàòè÷îã îáëèêà ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå.

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ñìàòðà£åìî äà jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà jåäíàêà çáèðó Ëåíàðä-�îíñîâèõ

ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà ïî ïàðîâèìà ìîëåêóëà

U =
N∑
i=1

N∑
j>i

u(|r⃗i − r⃗j|) (9.2)

Ïîøòî êèíåòè÷êà åíåðãèjà K íå çàâèñè îä êîîðäèíàòà ìîëåêóëà à ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà

U íå çàâèñè îä èìïóëñà ìîëåêóëà, Áîëöìàíîâ ôàêòîð ñå ìîæå ôàêòîðèñàòè çà êëàñè÷íå

ñèñòåìå íà ÷ëàí êîjè çàâèñè ñàìî îä èìïóëñà è ÷ëàí êîjè çàâèñè ñàìî îä êîîðäèíàòà,

e−βH = e−βKe−βU . (9.3)

Ïîñëåäèöà òîãà jå äà ñó ó êàíîíñêîj ìóëòèâàðèjàòíîj ãóñòèíè ðàñïîäåëå ñâè èìïóëñè íåçàâèñíè

îä ñâèõ êîîðäèíàòà,

ρNV T (r⃗
N , p⃗N) =

e−βH∫
e−βH d3Nrd3Np

=
e−βK∫

e−βK d3Np

e−βU∫
e−βU d3Nr

= ΦNV T (p⃗
N)PNV T (r⃗

N) (9.4)

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà jåäíàêà jå çáèðó êèíåòè÷êèõ åíåðãèjà ñâèõ ìîëåêóëà, òå ñå ãóñòèíà ðàñïîäåëå

èìïóëñà ΦNV T (p⃗
N) ìîæå ôàêòîðèñàòè íà ïðîèçâîä ãóñòèíà ðàñïîäåëà çà ñâàêè ìîëåêóë

ΦNV T (p⃗
N) =

e
−β

3N∑
i=1

p2i
2m

∫
e
−β

3N∑
i=1

p2
i

2m
d3Np

=
e−

βp⃗21
2m∫

−βp⃗21
2m

d3p1

e−
βp⃗22
2m∫

−βp⃗22
2m

d3p2
...

e−
βp⃗2N
2m∫

−βp⃗2N
2m

d3pN
= fM(p⃗1)fM(p⃗2)...fM(p⃗N),

(9.5)

ãäå jå fM(p⃗) Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà (ó îâîì ñëó÷àjó èìïóëñà),

fM(p⃗) =
e−

βp⃗21
2m

(2πmkT )
3
2

. (9.6)
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Èç îâîã ïðîèçèëàçå äâà çàê§ó÷êà î êàíîíñêîì àíñàìáëó: Ìàêñâåëîâà ðàñïîäåëà áðçèíà

âàæè çà ñâå êëàñè÷íå ñèñòåìå ìîëåêóëà áåç îáçèðà íà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó

ñèñòåìà è èìïóëñè ñâèõ ìîëåêóëà ìå¢óñîáíî ñó íåçàâèñíè. Ñëè÷íî ñå ïîêàçójå è çà

îñòàëå àíñàìáëå. Ñâàêà ìå¢óñîáíà çàâèñíîñò èìïóëñà ìîëåêóëà êîjà ïîñòîjè ó íåðàâíîòåæíèì

ñòà»èìà íåñòàjå ó ðàâíîòåæíîì ñòà»ó. Èçðà÷óíàâà»å ñðåä»å âðåäíîñòè áèëî êîjå âåëè÷èíå

êîjà çàâèñè îä èìïóëñà B(p⃗N) =
N∑
i=1

b(p⃗i) ïîñòàjå òðèâèjàëíî çáîã íåçàâèñíîñòè èìïóëñà ñâèõ

÷åñòèöà,

⟨B⟩ =
∫

ΦNV T (p⃗
N)B(p⃗N) d3Np =

N∑
i=1

∫
fM(p⃗i)b(p⃗i) d

3pi = N

∫
fM(p⃗)b(p⃗) d3p. (9.7)

Ãóñòèíà ðàñïîäåëå êîîðäèíàòà ìîëåêóëà ñå íåôàêòîðèøå íà ïðîèçâîä ðàñïîäåëà çà ñâàêè

ìîëåêóë jåð ñó »èõîâè ïîëîæàjè ñïðåãíóòè ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì êîjà îáóõâàòà èíòåðàêöèjå

ïî ïàðîâèìà ìîëåêóëà

PNV T (r⃗
N) =

e−βU(r⃗N )∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr

=
e−βU(r⃗N )

ZNV T

. (9.8)

Èíòåãðàë

ZNV T =

∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr (9.9)

ñå íàçèâà êîíôèãóðàöèîíèì èíòåãðàëîì. Ñðåä»à âðåäíîñò âåëè÷èíå A(r⃗N) êîjà çàâèñè

ñàìî îä êîîðäèíàòà ÷åñòèöà äîáèjà ñå óñðåä»àâà»åì ïî PNV T (r⃗
N),

⟨A⟩ =
∫

PNV T (r⃗
N)A(r⃗N) d3Nr =

1

ZNV T

∫
e−βU(r⃗N )A(r⃗N) d3Nr. (9.10)

Ïðèìåð Äàòè èçðàç çà ñðåä»ó âðåäíîñò ïðîìå»èâå A(r⃗N) êîjà çàâèñè ñàìî îä êîîðäèíàòà

ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó.

Ðåøå»å: Êîðèñòè£åìî ðåçóëòàò èç êàíîíñêîã àíñàìáëà. Ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà çà êîîðäèíàòå

è áðîj ÷åñòèöà ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó èçíîñè

PµV T (r⃗
N , N) =

1

Ξh3NN !

∫
e−(βU−µN)e−βK d3Np =

e−(βU−µN)

Ξλ3N
T N !

.

Èíòåãðàëå£è èìïóëñå, ïàðòèöèîíó ôóíêöèjó ñâîäèìî íà

Ξ =
∞∑

N=0

eβµ

N !h3N

∫
e−β(K+U) d3Np =

∞∑
N=0

eβµZ

N !λ3N
T

.

Ñðåä»à âðåäíîñò ïðîìå»èâå A(r⃗N) êîjà çàâèñè ñàìî îä êîîðäèíàòà ó âåëèêîì êàíîíñêîì
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àíñàìáëó jåäíàêà jå

⟨A⟩µV T =
∞∑

N=0

∫
PµV T (r⃗

N , N)A(r⃗N) d3Nr =
1

Ξ

∞∑
N=0

eβµN

λ3N
T N !

∫
e−βU(r⃗N )A(r⃗N) d3Nr

=
1

Ξ

∞∑
N=0

eβµNZNV T

λ3N
T N !

⟨A⟩NV T =

∞∑
N=0

eβµNZNV T ⟨A⟩NV T

∞∑
N=0

eβµNZNV T

=
∞∑

N=0

PµV T (N)⟨A⟩NV T .

Ó ïîñëåä»îj jåäíàêîñòè ñå ïîjàâ§ójå ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£å äà ñèñòåì ñàäðæèN ìîëåêóëà

PµV T (N) =
1

Ξ

eβµNZNV T

λ3N
T N !

=
eβµNZNV T

∞∑
N=0

eβµNZNV T

9.2 Ðåàëíè ãàñîâè

Ïðèòèñàê è äðóãå òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå ðåàëíîã ãàñà ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó

ñòåïåíîã ðåäà ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè. Ñà ïðîáëåìîì îäðå¢èâà»à íàjíèæåã ÷ëàíà ó ñòåïåíîì

ðåäó ñìî ñå âå£ ñðåëè ó ñëó÷àjó ñëàáîäåãåíåðèñàíîã èäåàëíîã ãàñà êîjè ñìî ðåøèëè ïðèìåíîì

âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà. Òàäà ñìî jåäíà÷èíå çà áðîj ÷åñòèöà, ïðèòèñàê è åíåðãèjó

ðàçâèëè ó ñòåïåíè ðåä ïî àêòèâíîñòè. Jåäíà÷èíó çà áðîj ÷åñòèöà ñìî îáðíóëè òàêî äà äîáèjåìî

àêòèâíîñò êàî ñòåïåíè ðåä ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè. Òó jåäíà÷èíó ñìî îíäà çàìåíèëè ó ðàçâîjå

çà ïðèòèñàê è åíåðãèjó. Ñëè÷íó ïðîöåäóðó ïðèìå»ójåìî è ó ñëó÷àjó ðåàëíîã ãàñà. Êàêî áè

íàøëè ñòåïåíå ðåäîâå áðîjà ìîëåêóëà, åíåðãèjå è ïðèòèñêà ïî àêòèâíîñòè, ïîòðåáàí íàì jå

ñòåïåíè ðåä ëîãàðèòìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ïî àêòèâíîñòè. Êîåôèöèjåíòå êîjè ñå jàâ§àjó

ó òîì ðåäó ìîæåìî èçðàçèòè ïðåêî êîíôèãóðàöèîíîã èíòåãðàëà çà jåäàí, äâà, òðè è âèøå

ìîëåêóëà. Èç jåäíà÷èíå çà áðîj ìîëåêóëà èçðàçè£åìî àêòèâíîñò êàî ñòåïåíè ðåä ïî ÷åñòè÷íîj

ãóñòèíè è çàìåíèòè ó ðàçâîjå ïðèòèñêà è åíåðãèjå êàêî áè îäðåäèëè íàjíèæå êîðåêöèjå ó

îäíîñó íà èäåàëíè ãàñ.

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà âåëèêîã êàíîíñêîã àíñàìáëà èçíîñè

Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N =

∞∑
N=0

ZN

N !λ3N
T

λN =
∞∑

N=0

ZN

N !

(
λ

λ3
T

)N

. (9.11)

ZN ñó êîíôèãóðàöèîíè èíòåãðàëè çà N ìîëåêóëà. Êîíôèãóðàöèîíè èíòåãðàëè çà íóëà, jåäàí

è äâà ìîëåêóëà èçíîñå

Z0 = 1 (9.12)

Z1 =

∫
e−β0d3r = V (9.13)

Z2 =

∫
e−βu(r12) d3r1d

3r2 =

∫
e−βu(r12) d3Rcd

3r12 = V

∫
e−βu(r12) d3r12. (9.14)

Ó ïîñëåä»åì èçðàçó ñìî ïðåøëè ñà êîîðäèíàòà ìîëåêóëà r1 è r2 íà êîîðäèíàòå »èõîâîã

öåíòðà ìàñå Rc è ðåëàòèâíîã ðàñòîjà»à r12. Äåòåðìèíàíòà jàêîáèjàíà òå òðàíñôîðìàöèjå

jåäíàêà jå jåäèíèöè.

147



Ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó, áðîj ìîëåêóëà, åíåðãèjó è ïðèòèñàê èçðà÷óíàâàìî èç

ëîãàðèòìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå

⟨N⟩ =
(

∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

(9.15)

⟨E⟩ = −
(
∂lnΞ

∂β

)
(βµ),V

(9.16)

P =
kT

V
lnΞ. (9.17)

Êàêî áè äîáèëè ñòåïåíå ðåäîâå ïî àêòèâíîñòè çà ñâå òðè jåäíà÷èíå, ïîòðåáàí

íàì jå ñòåïåíè ðåä ëîãàðèòìà ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå ïî àêòèâíîñòè êîjè ìîæåìî

ïðåäñòàâèòè ó ñëåäå£åì îáëèêó

lnΞ = V
∞∑
j=1

bj

(
λ

λ3
T

)j

. (9.18)

Îâàj îáëèê ñòåïåíîã ðåäà ñìî îäàáðàëè jåð jå çà èäåàëíè ãàñ λ/λ3
T jåäíàêî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè.

Êîåôèöèjåíòè bj ñó íàì íåïîçíàòè. Îíè ñå íàëàçå êîðèñòå£è ðàçâîj ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå íà

êîíôèãóðàöèîíå èíòåãðàëå èç jåäíà÷èíå 9.11,

Ξ = 1 + Z1
λ

λ3
T

+
Z2

2!

λ2

λ6
T

+
Z3

3!

λ3

λ9
T

+ ... = e
V (b1

λ

λ3
T

+b2
λ2

λ6
T

+b3
λ3

λ9
T

+...)
(9.19)

Èñêîðèñòèìî ðàçâîj ó Òåjëîðîâ ðåä åêñïîíåíòà

1 + Z1
λ

λ3
T

+
Z2

2!

λ2

λ6
T

+
Z3

3!

λ3

λ9
T

+ ... = 1 + V

(
b1

λ

λ3
T

+ b2
λ2

λ6
T

+ b3
λ3

λ9
T

+ ...

)
+

V 2

2!

(
b21
λ2

λ6
T

+ 2b1b2
λ3

λ9
T

+ b22
λ4

λ12
T

)
+

V 3

3!

(
b31
λ3

λ9
T

+ ...

)
+ ...

(9.20)

äà îäðåäèìî êîåôèöèjåíòå bj òàêî øòî èçjåäíà÷èìî êîåôèöèjåíàòå óç èñòè ñòåïåí λ ñà ëåâå

è äåñíå ñòðàíå èçðàçà. Ïðâà äâà êîåôèöèjåíòà èçíîñå

b1 =
Z1

V
= 1 (9.21)

b2 =
Z2 − V 2

2V
=

1

2

∫
(e−βu(r12) − 1) d3r12. (9.22)

Ïîøòî òðàæèìî íàjíèæå êîðåêöèjå, íå£åìî íàëàçèòè îñòàëå êîåôèöèjåíòå. Ïðèìåòèìî äà ñå

bj êîåôèöèjåíòè èçðà÷óíàâàjó êîðèñòå£è êîíôèãóðàöèîíå èíòåãðàëå çà ìàëè áðîj ìîëåêóëà.

Êîðèñòå£è jåäíà÷èíå çà áðîj ìîëåêóëà 9.15 è ëîãàðèòàì ïàðòèöèîíå ôóíêöèjå 9.18 íàëàçèìî

⟨N⟩ = λV

(
1

λ3
T

+
2b2λ

λ6
T

+
3b3λ

2

λ9
T

+ ...

)
= V

(
λ

λ3
T

+
2b2λ

2

λ6
T

+
3b3λ

3

λ9
T

+ ...

)
. (9.23)

Èç »å èçðàçèìî ÷åñòè÷íó ãóñòèíó êàî ñòåïåíè ðåä ïî àêòèâíîñòè

n =
⟨N⟩
V

=
λ

λ3
T

+
2b2λ

2

λ6
T

+
3b3λ

3

λ9
T

+ ... (9.24)
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Æåëèìî äà îáðíåìî îâàj ðåä òàêî äà àêòèâíîñò èçðàçèìî êàî ñòåïåíè ðåä ïî ÷åñòè÷íîj

ãóñòèíè. Êîðèñòè£åìî èñòè ïðèñòóï êàî ó ñëó÷àjó ñëàáîäåãåíåðèñàíîã ãàñà. Èçðàçèìî λ

èç ïðâîã ÷ëàíà ñà äåñíå ñòðàíå ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè

λ = λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ... (9.25)

Ñòåïåíè ðåä ÷åñòè÷íå ãóñòèíå ïî àêòèâíîñòè äîáèjàìî èòåðàöèjàìà îâå jåäíàêîñòè

λ = λ3
Tn− 2b2

λ3
T

(
λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ...

)2

− 3b3
λ6
T

(
λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ...

)3

− ...

= λ3
Tn− 2b2

λ3
T

(λ6
Tn

2 + ...)− 3b3
λ6
T

(λ9
Tn

3 + ...)− ... = λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...

(9.26)

Êîðèñòå£è jåäíà÷èíå 9.17, 9.18 è 9.26 íàëàçèìî ðàçâîj ïðèòèñêà ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè

P

kT
=

λ

λ3
T

+b2
λ2

λ6
T

+... =
λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...

λ3
T

+
b2(λ

6
Tn

2 − 4b2n
3λ6

T + ...)

λ6
T

+... = n−b2n
2+... (9.27)

Óïîðå¢ójó£è îâàj ðàçâîj ñà âèðèjàëíîì jåäíà÷èíîì

P

kT
= n+B2(T )n

2 +B3(T )n
3 +B4(T )n

4 + ... (9.28)

äîëàçèìî äî èçðàçà çà äðóãè âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò

B2(T ) = −b2 =
1

2

∫
(1− e−βu(r12)) d3r12. (9.29)

Òðå£è âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò áè ñàäðæàî êîîðäèíàòå òðè ÷åñòèöå. Ìîëåêóëè ðàçðå¢åíîã ãàñà

ñó íà äîâî§íî âåëèêèì ðàñòîjà»èìà äà ñå »èõîâà ìå¢óñîáíà èíòåðàêöèjà ìîæå çàíåìàðèòè.

Ñà ïîâå£à»åì ÷åñòè÷íå ãóñòèíå, äåøàâà ñå äà ñå äâà ìîëåêóëà íà¢ó ó áëèçèíè è òàäà òðåáà

óçåòè òàêâó êîíôèãóðàöèjó ó îáçèð. Òî îäãîâàðà äðóãîì âèðèjàëíîì êîåôèöèjåíòó. Ñà

jîø âå£èì ïîâå£à»åì ÷åñòè÷íå ãóñòèíå òðè ìîëåêóëà ñå ìîãó íà£è äîâî§íî áëèçó øòî jå

ïîâåçàíî ñà òðå£èì âèðèjàëíèì êîåôèöèjåíòîì. Íàëàæå»å ìàòåìàòè÷êîã îáëèêà âèðèjàëíèõ

êîåôèöèjåíàòà òðå£åã è âèøåã ðåäà è »èõîâî èçðà÷óíàâà»å ïîñòàjå äîñòà òåæå íåãî çà äðóãè

âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò. Ó òó ñâðõó îñìèø»åíà jå òåõíèêà äèjàãðàìà êîjà îëàêøàâà ôîðìàëíî

çàïèñèâà»å ðàçëè÷èòèõ ÷ëàíîâà àëè íå è »èõîâî èçðà÷óíàâà»å. Äîñàä ñó èçðà÷óíàòè ñàìî

ïðâèõ äåñåòàê êîåôèöèjåíàòà. Ó òå÷íîñòèìà ñâè ìîëåêóëè ñó äîâî§íî áëèçó äà

ìå¢óñîáíî èíòåðàãójó è çàòî jå ïîòðåáàí N-òè âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò çà ðà÷óíà»å

ïðèòèñêà. Jàñíî jå äà îâàêàâ ïðèëàç ðàçâîjà ó ðåä ïî ÷åñòè÷íîj ãóñòèíè íå ìîæåìî

èñêîðèñòèòè çà îïèñèâà»å òåðìîäèíàìè÷êèõ îñîáèíà òå÷íîñòè.

Íà¢èìî ñàäà ïðâó êîðåêöèjó çà åíåðãèjó ãàñà ó îäíîñó íà âðåäíîñò çà èäåàëíè ãàñ. Êîðèñòå£è

jåäíà÷èíå 9.16 è 9.18 íàëàçèìî

⟨E⟩ = − ∂

∂β

(
V

∞∑
j=1

bj

(
λ

λ3
T

)j
)

(βµ),V

= −V
∞∑
j=1

dbj
dβ

(
λ

λ3
T

)j

− V
∞∑
j=1

bjλ
j(−3j)

1

λ3j+1
T

(
∂λT

∂β

)
(βµ),V

.

(9.30)
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Èçâîä àêòèâíîñòè ïî áåòà jå jåäíàê (
∂λT

∂β

)
(βµ),V

=
1

2

λT

β
. (9.31)

Çàìåíîì îâîã èçâîäà ó èçðàç çà åíåðãèjó è óïîòðåáîì jåäíà÷èíå 9.23 íàëàçèìî

⟨E⟩ = −V

∞∑
j=1

dbj
dβ

(
λ

λ3
T

)j

+
3

2
kTV

∞∑
j=1

bjj

(
λ

λ3
T

)j

= kT 2V

(
db2
dT

λ2

λ6
T

+
db3
dT

λ3

λ9
T

+ ...

)
+

3

2
kT ⟨N⟩

=
3

2
kT ⟨N⟩+ kT 2V

(
db2
dT

1

λ6
T

(λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...)2 +

db3
dT

1

λ9
T

(λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...)2 + ...

)
=

3

2
kT ⟨N⟩+ kT 2V

(
db2
dT

n2 + ...

)
=

3

2
kT ⟨N⟩ − kT 2⟨N⟩dB2(T )

dT
n+ ...

(9.32)

Äàêëå, ïðâà êîðåêöèjà åíåðãèjå ðåàëíîã ãàñà ó îäíîñó íà èäåàëíè ñàäðæè èçâîä äðóãîã

âèðèjàëíîã êîåôèöèjåíòà ïî òåìïåðàòóðè.

Ïðèìåð Èçðà÷óíàòè äðóãè âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò B2(T ) çà ãàñ ÷èjà jå ïîòåíöèjàëíà

åíåðãèjà èíòåðàêöèjå ìîëåêóëà èìà îáëèêà jàìå (ñëèêà)

u(r) =


∞ r < a

−u0 a ≤ r ≤ b

0 r > b

u

ra b0

-u
0

Ñëèêà 9.1: Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èíòåðàêöèjå ìîëåêóëà îáëèêà jàìå.

Ðåøå»å: Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èíòåðàêöèjå ìîëåêóëà îáëèêà jàìå jå àïðîêñèìàöèjà

Ëåíàðä-�îíñîâîã îáëèêà ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå êîjè íàì îìîãó£ójå äà jåäíîñòàâíî îäðåäèìî
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âèðèjàëíè êoåôèöèjåíò

B2(T ) =
1

2

∫
(1− e−βu(r12)) d3r12 = 2π

∞∫
0

(1− e−βu(r))r2dr

= 2π

 a∫
0

r2 dr +

b∫
a

(1− eβu0)r2 dr +

∞∫
b

0 · r2 dr

 =
2π

3
(b3 − eβu0(b3 − a3)).

9.3 Ëîêàëíå ãóñòèíå

Ñòàòèñòè÷êà òåðìîäèíàìèêà äàjå íà÷èí êàêî äà ïðîó÷àâàìî ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå

êîjå ñå íå ïîjàâ§ójó åêñïëèöèòíî ó òåðìîäèíàìèöè. Ëîêàëíå ãóñòèíå ïðåäñòàâ§àjó

âðåäíîñò íåêå åêñòåíçèâíå ôèçè÷êå âåëè÷èíå ó jåäíîj èëè âèøå òà÷àêà ó ôèçè÷êîì

ïðîñòîðó è/èëè ïðîñòîðó èìïóëñà jåäíîã ìîëåêóëà. Îâäå £åìî ñå çàäðæàòè ñàìî íà

ãóñòèíàìà áðîjà ìîëåêóëà (÷åñòèöà) jåð ñó îíå îä îãðîìíå âàæíîñòè çà ïðîó÷àâà»å òå÷íîñòè.

Öè§ íàì jå äà íà¢åìî äèíàìè÷êå ïðîìå»èâå êîjå îäãîâàðàjó ëîêàëíèì ãóñòèíàìà ìîëåêóëà.

Ñëèêà 9.2: Jåäíà îä êîíôèãóðàöèjà ìîëåêóëà ó ñóäó çàïðåìèíå V êîjè ñàäðæè ïðîèçâî§íó

îáëàñò S.

V

S

Ïîñìàòðàjìî ìîëåêóëå ó íåêîj îáëàñòè S ñóäà çàïðåìèíå V (ñëèêà 9.2). Ìîëåêóë ñå

íàëàçè ó îáëàñòè àêî jå »åãîâ öåíòàð ó òîj îáëàñòè. Íà¢èìî âåëè÷èíó N(S, r⃗N) êîjà äàjå áðîj

ìîëåêóëà ó òîj îáëàñòè. Áðîj ìîëåêóëà ó îáëàñòè S çàâèñè îä êîîðäèíàòà ñâèõ ìîëåêóëà r⃗N .

Ñðåä»à âðåäíîñò ⟨N(S)⟩ ñå äîáèjà óñðåä»å»åì N(S, r⃗N) ïî ñâèì êîíôèãóðàöèjàìà êàíîíñêîã

àíñàìáëà

⟨N(S)⟩ =
∫

...

∫
N(S, r⃗N)P (r⃗N) d3Nr (9.33)

Èíäèêàòîðñêà ôóíêöèjà Ii(S, r⃗i) âðà£à âðåäíîñò 1 àêî jå i-òè ìîëåêóë ó îáëàñòè S è 0 àêî íèjå.

Jàñíî jå äà jå ôóíêöèjà N(S, r⃗N) jåäíàêà çáèðó èíäèêàòîðñêèõ ôóíêöèjà çà ñâàêè ìîëåêóë

N(S, r⃗N) =
N∑
i=1

Ii(S, r⃗i). (9.34)
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Ïîøòî ñó ñâè ìîëåêóëè èñòîâåòíè, ñðåä»è áðîj ìîëåêóëà ó îáëàñòè S èçíîñè

⟨N(S)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

Ii(S, r⃗i)P (r⃗N) d3Nr =
N∑
i=1

∫
...

∫
Ii(S, r⃗i)P (r⃗N) d3Nr

= N

∫
...

∫
I1(S, r⃗1)P (r⃗N) d3Nr = NP1(S),

(9.35)

ãäå jå P1(S) âåðîâàòíî£à äà ñå ïðâè ìîëåêóë íà¢å ó îáëàñòè S jåð èçíîñè

P1(S) =
⟨N(S)⟩

N
, (9.36)

øòî îäãîâàðà ñòàòèñòè÷êîj äåôèíèöèjè âåðîâàòíî£å.

Ðàçìîòðèìî áðîj ìîëåêóëà ó îáëàñòè S êàäà ñå îáëàñò ñìà»ójå äî áåñêîíà÷íå ìàëå çàïðåìèíå

d3r′ îêî òà÷êå ñà êîîðäèíàòàìà r⃗ ′. Êîðèñòå£è âåçó èçìå¢ó èíäèêàòîðñêå ôóíêöèjå è äåëòà

ôóíêöèjå, jåäíà÷èíà 2.25, íàëàçèìî èíäèêàòîðñêó ôóíêöèjó çà áåñêîíà÷íó ìàëó îáëàñò

Ii(d
3r′, r⃗i) = δ(r⃗i − r⃗ ′)d3r′ (9.37)

è ñðåä»è áðîj ìîëåêóëà ó òîj îáëàñòè

⟨N(d3r′)⟩ = d3r′
∫

...

∫ N∑
i

δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr. (9.38)

Ñðåä»à ëîêàëíà ãóñòèíà ìîëåêóëà ó åëåìåíòó çàïðåìèíå d3r′ îêî r⃗ ′ jåäíàêà jå

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ = ⟨N(d3r′)⟩
d3r′

=

∫
...

∫ N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr. (9.39)

Îíà ñå íàçèâà è jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà (ñèíãëåòíà ðàñïîäåëà). Ïðèìåòèìî äà îíà ïðåäñòàâ§à

ñðåä»ó âðåäíîñò ïî àíñàìáëó äèíàìè÷êå ïðîìå»èâå

n(1)(r⃗ ′) =
N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′), (9.40)

Îâäå jå r⃗ ′ ïàðàìåòàð jåð çà ñâàêó òà÷êó ó ïðîñòîðó n(1)(r⃗ ′) ïîñòàjå ðàçëè÷èòà ñëó÷àjíà

ïðîìå»èâà.

Ïîøòî ìàðãèíàëíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå óâåê ìîæå äà ñå ïðèêàæå êàî ñðåä»à âðåäíîñò äåëòà

ôóíêöèjå (jåäíà÷èíà 3.49), îçíà÷èìî ñà P (1)(r⃗ ′) ìàðãèíàëíó ãóñòèíó ðàñïîäåëå çà êîîðäèíàòå

ïðâîã ìîëåêóëà,

P (1)(r⃗ ′) =

∫
...

∫
P (r⃗ ′, r⃗2, ..., r⃗N) d

3r2...d
3rN =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr (9.41)

Ñòîãà je n(1)(r⃗ ′) jåäíàêà çáèðó ìàðãèíàëíèõ ðàñïîäåëà êîîðäèíàòà çà ñâàêè ìîëåêóë.

n(1)(r⃗ ′)d3r′ íèjå jåäíàêà âåðîâàòíî£è íàëàæå»à áèëî êîjåã ìîëåêóëà ó åëåìåíòó

çàïðåìèíå d3r′ jåð jå âåðîâàòíî£à çáèðà äîãà¢àjà

P (ìîëåêóë 1 ó d3r′ + ìîëåêóë 2 ó d3r′ + ...+ ìîëåêóë N ó d3r′)

̸= P (ìîëåêóë 1 ó d3r′) + P (ìîëåêóë 2 ó d3r′) + ...+ P (ìîëåêóë N ó d3r′)
(9.42)

152



jåð ñâè äîãà¢àjè "ìîëåêóë i ó d3r′" íèñó èñê§ó÷èâè îñèì àêî jå d3r′ jàêî ìàëî òàêî äà

íàjâèøå jåäàí ìîëåêóë ìîæå äà ñå íà¢å ó òîj çàïðåìèíè. Òàäà n(1)(r⃗ ′) ïîñòàjå jåäíàêà

ãóñòèíè ðàñïîäåëè íàëàæå»à áèëî êîjåã ìîëåêóëà ó åëåìåíòó çàïðåìèíå d3r′

P (
N∑
i=1

ìîëåêóë i ó d3r′) =
N∑
i=1

P (ìîëåêóë i ó d3r′)

=
∑
i=1

P (1)(r⃗ ′)d3r′ = NP (1)(r⃗ ′)d3r′ = n(1)(r⃗ ′)d3r′.

(9.43)

Jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà íèjå íîðìàëèçîâàíà íà jåäèíèöó íåãî íà áðîj ìîëåêóëà∫
⟨n(1)(r⃗ ′)⟩d3r′ = N

∫
P (1)(r⃗ ′)d3r′ = N. (9.44)

Çà õîìîãåíe ôëóèäe ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ jå óíèôîðìíà (îñèì ó âåîìà ìàëîj áëèçèíè èâèöà ñèñòåìà íà

ãðàíèöè ôàçà øòî îáè÷íî çàíåìàðójåìî). Èç jåäíà÷èíå 9.44 íàëàçèìî ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩
∫
d3r′ = N ,

òj. ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ = N
V

= n øòî ñìî ðàíèjå êîðèñòèëè çà ÷åñòè÷íó ãóñòèíó. Ó ñïî§àø»åì ïî§ó,

jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà ôëóèäà ìîæå çàâèñèòè îä ïîëîæàjà òà÷êå r⃗ ′.

Áðîj ïàðîâà ìîëåêóëà çà äàòó êîíôèãóðàöèjó ìîëåêóëà r⃗N ó íåêîj îáëàñòè S èçíîñè

Π(S) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

Iij(S, r⃗i, r⃗j) (9.45)

Îí çàâèñè îä êîîðäèíàòà ñâèõ ïàðîâà ìîëåêóëà r⃗i è r⃗j ó äàòîj êîíôèãóðàöèjè ìîëåêóëà.

Ïðèìåòèìî äà áðîj ïàðîâà çàâèñè îä òîãà êîjè ìîëåêóë jå ó êîjîj òà÷êè ïðîñòîðà, òj. íèjå

èñòî äà ëè jå ïðâè ìîëåêóë ó r⃗i à äðóãè ó r⃗j èëè îáðíóòî. Ñðåä»è áðîj ïàðîâà ñå äîáèjà

óñðåä»åì ïî àíñàìáëó áðîjà ïàðîâà çà ñâàêó êîíôèãóðàöèjó ìîëåêóëà

⟨Π(S)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

Iij(S, r⃗i, r⃗j)P (r⃗N) d3Nr (9.46)

Àêî ñå çàïðåìèíà ñìà»ójå òàêî äà ñå ïðâè ìîëåêóë íàëàçè ó åëåìåíòàðíîj çàïðåìèíè d3r′ à

äðóãè ó d3r′′ îêî òà÷àêà r⃗ ′ è r⃗ ′′ îíäà jå èíäèêàòîðñêà ôóíêöèjà êîjà áðîjè ïðèñóñòâî ïàðà

ìîëåêóëà ó òèì çàïðåìèíàìà jåäíàêà

Iij(d
3r′, d3r′′, r⃗i, r⃗j) = δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)d3r′d3r′′ (9.47)

à ñðåä»è áðîj ïàðîâà ìîëåêóëà

⟨Π(d3r′, d3r′′)⟩ = d3r′d3r′′
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr (9.48)

Èç îâîãà ïðîèçèëàçè äà ëîêàëíà ãóñòèíà ñðåä»åã áðîjà ïàðîâà ìîëåêóëà èçíîñè

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨Π(d3r′, d3r′′)⟩
d3r′d3r′′

=

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr. (9.49)
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Îíà ñå íàçèâà è äâî÷åñòè÷íà ãóñòèíà (ïàðíà ðàñïîäåëà). Äèíàìè÷êà ïðîìå»èâà êîjà

îïèñójå áðîj ïàðîâà ìîëåêóëà ó òà÷êàìà r⃗ ′ è r⃗ ′′ èçíîñè

n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′). (9.50)

Màðãèíàëíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå äà ñå ïðâè ìîëåêóë íà¢å ó r⃗ ′ à äðóãè ó r⃗ ′′ jåäíàêà jå

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) =

∫
...

∫
P (r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗3, ..., r⃗N) d

3r3...d
3rN =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)δ(r⃗2 − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr.

(9.51)

Ïîñòîjè N(N − 1) ïàðîâà ìîëåêóëà, ïà jå äâî÷åñòè÷íà ãóñòèíà

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = N(N − 1)P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) (9.52)

a »åí èíòåãðàë èçíîñè ∫ ∫
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ d3r′d3r′′ = N(N − 1). (9.53)

Àêî ñó åëåìåíòàðíå çàïðåìèíå d3r′ è d3r′′ òîëèêî ìàëå äà ñå ó »èìà ìîæå íà£è

íàjâèøå jåäàí ïàð ìîëåêóëà îíäà ñó äîãà¢àjè äà ñå ñâè ïàðîâè ìîëåêóëà íà¢ó ó òèì

çàïðåìèíàìà èñê§ó÷èâè ïà ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ ïîñòàjå ãóñòèíà ðàñïîäåëå íàëàæå»à áèëî êîã
ïàðà ó çàïðåìèíàìà d3r′ è d3r′′,

P (
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

ìîëåêóë i ó d3r′è ìîëåêóë j ó d3r′′) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

P (ìîëåêóë i ó d3r′è ìîëåêóë j ó d3r′′)

=
∑
i=1

N∑
j ̸=i

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)d3r′d3r′′ = N(N − 1)P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)d3r′d3r′′ = n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)d3r′d3r′′.

(9.54)

Íèjå òåøêî óîïøòèòè îâàj ïðèëàç òàêî äà äåôèíèøåìî ëîêàëíó ãóñòèíó k-òîðêè (k-

÷åñòè÷íó ãóñòèíó) ó òà÷êàìà x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k,

⟨n(k)(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

...
N∑

k ̸=... ̸=j ̸=i

δ(r⃗i − x⃗1)δ(r⃗j − x⃗2)...δ(r⃗k − x⃗k)P (r⃗N) d3Nr

=
N !

(N − k)!
P (k)(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k),

(9.55)

ãäå jå ìàðãèíàëíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå çà k êîîðäèíàòà

P (k)(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k) =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − x⃗1)δ(r⃗2 − x⃗2)...δ(r⃗k − x⃗k)P (r⃗N) d3Nr. (9.56)

Àêî íàì jå ïîçíàòà k-÷åñòè÷íà ãóñòèíà îíäà ëàêî ìîæåìî íà£è ÷åñòè÷íó ãóñòèíó çà ìà»è

áðîj ìîëåêóëà s,

⟨n(s)(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗s)⟩ =
(N − k)!

(N − s)!

∫
...

∫
⟨n(k)(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k)⟩ d3rs+1d

3rs+2...d
3rk. (9.57)

Îáðíóòî íå âàæè, íå ìîæåìî îäðåäèòè ÷åñòè÷íó ãóñòèíó çà âå£è áðîj ìîëåêóëà àêî çíàìî çà

ìà»è.
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Ïðèìåð Îäðåäèòè äâî÷åñòè÷íó ãóñòèíó çà èäåàëíè ãàñ.

Ðåøå»å: Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà è êîíôèãóðàöèîíè èíòåãðàë èäåàëíîã ãàñà ñó jåäíàêè

íóëè è V N . Êîðèñòå£è èçðàç 9.10 íàëàçèìî äâî÷åñòè÷íó ãóñòèíó

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = 1

Z

∫
...

∫
e−βU(rN )n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) d3Nr

=
1

V N

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3Nr

=
N(N − 1)V N−2

V N
=

N

V

N − 1

V
≈ ⟨n(1)⟩2.

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå s-÷åñòè÷íà ãóñòèíà èäåàëíîã ãàñà ⟨n(s)(r⃗1, ..., r⃗s)⟩ ≈ ⟨n(1)⟩s. Äàêëå
ó èäåàëíîì ãàñó íå ïîñòîjå êîðåëàöèjå ïîëîæàjà ÷åñòèöà, òj. ïîëîæàjè ìîëåêóëà ñó

ìå¢óñîáíî íåçàâèñíè.

s-÷åñòè÷íå ãóñòèíå ó îòâîðåíîì ñèñòåìó ñå äîáèjàjó óñðåä»å»åì s-÷åñòè÷íå ãóñòèíå èç

êàíîíñêîã àíñàìáëà ïî ðàñïîäåëè âåðîâàòíî£å çà ðàçëè÷èò áðîj ìîëåêóëà ñèñòåìà,

⟨n(s)(x⃗1, ..., x⃗s)⟩µV T =
∑
N≥s

⟨n(s)(x⃗1, ..., x⃗s)⟩NV TPµV T (N) (9.58)

�èõîâ èíòåãðàë èçíîñè∫
...

∫
⟨n(s)(x⃗1, ..., x⃗s)⟩µV T d3x1...d

3xs =
∑
N≥s

PµV T (N)

∫
...

∫
⟨n(s)(x⃗1, ..., x⃗s)⟩NV T d3x1...d

3xs

=
∑
N≥s

PµV T (N)
N !

(N − s)!
=

〈
N !

(N − s)!

〉
µV T

(9.59)

9.4 Êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå

Çáîã ïîñòîjà»à ìå¢óìîëåêóëñêèõ èíòåðàêöèjà, ìîëåêóëè ñå ÷åø£å íàëàçå ó íåêèì

äåëîâèìà ïðîñòîðà íåãî ó íåêèì äðóãèì. Jàñíî jå äà äîãà¢àj äà ñå ìîëåêóë íà¢å

ó íåêîj åëåìåíòàðíîj îáëàñòè ïðîñòîðà çàâèñè îä äîãà¢àjà äà ñå äðóãè ìîëåêóëè íà¢ó ó

îêîëèíè òå îáëàñòè (óïîðåäèòè ñà çàäàòêîì î èäåàëíîì ãàñó ó ïîãëàâ§ó î âåðîâàòíî£è) øòî

çíà÷è äà òè äîãà¢àjè íèñó íåçàâèñíè. Ó ïðåòõîäíîì îäå§êó ñìî ðàçìàòðàëè áðîj ìîëåêóëà

èëè ïàðîâà ìîëåêóëà ó jåäíîj îáëàñòè è øòà ñå äåøàâà ñà »èìà êàä ñå îáëàñò ñìà»ójå äî

åëåìåíòàðíå. Îâäå íàñ èíòåðåñójå çàâèñíîñò áðîjåâà ìîëåêóëà ó äâå îáëàñòè øòî £å íàñ

äîâåñòè äî ïîjìà ïàðíå êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå êîjà jå íàjçíà÷àjíèjà ôóíêöèjà çà ïðîó÷àâà»å

ñòðóêòóðå è òåðìîäèíàìè÷êèõ îñîáèíà òå÷íîñòè.

Êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà C(r⃗ ′, r⃗ ′′) çà äâå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå êîjå ïàðàìåòàðñêè çàâèñå

îä êîîðäèíàòà, A(r⃗ ′) è B(r⃗ ′′), ñå äåôèíèøå êàî ñðåä»à âðåäíîñò »èõîâîã ïðîèçâîäà

C(r⃗ ′, r⃗ ′′) = ⟨A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩. (9.60)
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Îíà çàâèñè îä êîîðäèíàòà ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ. Çà íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå âàæè

⟨A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩ = ⟨A(r⃗ ′)⟩⟨B(r⃗ ′′)⟩ (9.61)

(òî jå ïðàâèëî 4. èç îñîáèíà ñðåä»å âðåäíîñòè ó ïîãëàâ§ó î âåðîâàòíî£è). Àêî ñëó÷àjíå

ïðîìå»èâå íèñó íåçàâèñíå, »èõîâó çàâèñíîñò êâàíòèòàòèâíî ìîæåìî èçðàçèòè ïîìî£ó êîðåëàöèîíå

ôóíêöèjå ôëóêòóàöèjà ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ, S(r⃗ ′, r⃗ ′′). Îíà ïðåäñòàâ§à ðàçëèêó èçìå¢ó

ñðåä»å âðåäíîñòè ïðîèçâîäà è ïðîèçâîäà ñðåä»èõ âðåäíîñòè ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõ

S(r⃗ ′, r⃗ ′′) = ⟨δA(r⃗ ′)δB(r⃗ ′′)⟩ = ⟨(A(r⃗ ′)− ⟨A(r⃗ ′)⟩)(B(r⃗ ′′)− ⟨B(r⃗ ′′)⟩)⟩
= ⟨(A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩ − ⟨A(r⃗ ′)⟩⟨B(r⃗ ′′)⟩

(9.62)

è îäãîâàðà êîâàðèjàíñè ñëó÷àjíèõ ïðîìå»èâèõA(r⃗ ′) èB(r⃗ ′′). Ïîäñåòèìî ñå äà jå ó âåðîâàòíî£è

êîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò áèî jåäíàê êîâàðèjàíñè ïîäå§åíîj ñà êîðåíîì ïðîèçâîäà âàðèjàíñè

äâå ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå.

Îâäå íàñ èíòåðåñójó êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà áðîjà ìîëåêóëà N(S1)

è N(S2) ó äâå îáëàñòè S1 è S2 êîjå ñå íàëàçå ó ñóäó çàïðåìèíå V (ñëèêà 9.3). Òè áðîjåâè

ìîëåêóëà ñó ñëó÷àjíå ïðîìå»èâå è »èõîâà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà èçíîñè

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ = ⟨N(S1)N(S2)⟩ − ⟨N(S1)⟩⟨N(S2)⟩

=

∫
...

∫ (∫
S1

N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′) d3r′
∫
S2

N∑
j=1

δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3r′′

)
P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′

=

∫
...

∫ (∫
S1

∫
S2

N∑
i=1

N∑
j=1

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3r′d3r′′

)
P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′

=
N∑
i=1

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′′)δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr

+
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′P (r⃗N) d3Nr

=
N∑
i=1

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr

+

∫
S1

d3r′
∫
S2

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ d3r′′ −
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′P (r⃗N) d3Nr

=

∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′′ +

∫
S1

d3r′
∫
S2

(
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ − ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩

)
d3r′′.

(9.63)
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Ó òðå£åì ðåäó ñìî ðàçäâîjèëè äâîñòðóêó ñóìó íà ÷ëàíîâå êîjå èìàjó èñòå èíäåêñå è íà ÷ëàíîâå

êîjå èìàjó ðàçëè÷èòå èíäåêñå. Ó ñóìè ïî èñòèì ÷ëàíîâèìà i, êîðèñòèëè ñìî èäåíòèòåò çà

äåëòà ôóíêöèjó δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗i − r⃗ ′′) = δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′).

Ñëèêà 9.3: Êîíôèãóðàöèjà ìîëåêóëà ó ñóäó çàïðåìèíå V êîjè ñàäðæè ïðîèçâî§íå îáëàñòè

S1 è S2.

V

S

S
1

2

0

r’’r’

Èíòåãðàöèjîì ïî r⃗ ′′ êîîðäèíàòàìà ó îáëàñòè S2 äåëòà ôóíêöèjå δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) äîáèjàìî

jåäèíèöó àêî òà÷êà r⃗ ′ ïðèïàäà îáëàñòè S2 è íóëà àêî íå ïðèïàäà. Ñòîãà jå çà õîìîãåíå

ôëóèäå ïðâè ÷ëàí jåäíàê∫
S1

n(1)(r⃗ ′) d3r′
∫
S2

δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′′ = nV (S1 ∩ S2), (9.64)

ãäå jå V (S1 ∩ S2) çàïðåìèíà ïðåñåêà îáëàñòè S1 è S2.

Äåôèíèøèìî ïàðíó êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó (êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó ïàðîâà ìîëåêóëà)

g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′),

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) (9.65)

Îáè÷íî íå çàïèñójåìî ñóïåðñêðèïò (2), g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) = g(r⃗ ′, r⃗ ′′). Çà õîìîãåíå è èçîòðîïíå

ôëóèäå âàæè äà »èõîâå îñîáèíå îñòàjó íåïðîìå»åíå ó îäíîñó íà òðàíñëàöèjó è ðîòàöèjó

ïðîñòîðà. Òî óòè÷ó íà çàâèñíîñò ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ è g(r⃗ ′, r⃗ ′′) îä êîîðäèíàòà. Óìåñòî øåñò

êîîðäèíàòà, äîâî§íî jå îäðåäèòè ñàìî jåäíó êîîðäèíàòó êîjà ñå îäíîñè íà ðåëàòèâíî ðàñòîjà»å

r èçìå¢ó ìîëåêóëà. Íåïðîìå»èâîñò ó îäíîñó íà òðàíñëàöèjó îìîãó£ójå äà ñòàâèìî êîîðäèíàòíè

ñèñòåì ó jåäàí ìîëåêóë. Íåïðîìå»èâîñò ó îäíîñó íà ðîòàöèjó äîâîäè äî òîãà äà óãàîíå

ñôåðíå êîîðäèíàòå äðóãîã ìîëåêóëà íèñó ïîòðåáíå. Îñòàjå ñàìî ðåëàòèâíî ðàñòîjà»å, òàêî

äà jå ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨n(2)(r, 0)⟩ = ⟨n(2)(r)⟩ è g(r⃗ ′, r⃗ ′′) = g(r, 0) = g(r). Äàêëå, çà õîìîãåíå è

èçîòðîïíå ôëóèäå âàæè

⟨n(2)(r)⟩ = n2g(r). (9.66)

Ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ïðåäñòàâ§à îäñòóïà»å äâî÷åñòè÷íå ãóñòèíå îä äâî÷åñòè÷íå

ãóñòèíå èäåàëíîã ãàñà. Îíà ñå ÷åñòî íàçèâà è ðàäèjàëíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.

Ó ñëó÷àjó õîìîãåíèõ è èçîòðîïíèõ ôëóèäà, êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà áðîjà

ìîëåêóëà ó îáëàñòèìà S1 è S2 èçíîñè

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ = nV (S1 ∩ S2) + n2

∫
S1

d3r′
∫
S2

(g(r)− 1) d3r′′ (9.67)
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Êàäà ñó îáëàñòè S1 è S2 èäåíòè÷íå, S1 = S2 = S, îíäà jå êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà

áðîjà ìîëåêóëà ó îáëàñòè S

⟨(δN(S))2⟩ = ⟨N(S)⟩+ n2

∫
S

d3r′
∫
S

(g(r)− 1) d3r′′ (9.68)

Çà áåñêîíà÷íî ìàëå îáëàñòè S1 è S2 ñà çàïðåìèíàìà d3r′ è d3r′′ êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà

ôëóêòóàöèjà áðîjà ìîëåêóëà ó òèì îáëàñòèìà jå jåäíàêà

⟨δN(d3r′)δN(d3r′′)⟩ = ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′d3r′′ + ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩(g(r⃗ ′, r⃗ ′′)− 1) d3r′d3r′′

(9.69)

à êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà ëîêàëíå (jåäíî÷åñòè÷íå) ãóñòèíå

⟨δn(1)(r⃗ ′)δn(1)(r⃗ ′′)⟩ = ⟨δN(d3r′)δN(d3r′′)⟩
d3r′d3r′′

= ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩δ(r⃗ ′−r⃗ ′′)+⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩(g(r⃗ ′, r⃗ ′′)−1).

(9.70)

Çà õîìîãåíå è èçîòðîïíå ôëóèäå êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà ôëóêòóàöèjà ëîêàëíå ãóñòèíå çàâèñè

ñàìî îä ðàñòîjà»à èçìå¢ó òà÷àêà

⟨δn(1)(r)δn(1)(0)⟩ = nδ(r) + n2(g(r)− 1). (9.71)

×ëàí nδ(r) jå ðàçëè÷èò îä íóëå ñàìî àêî ïîñìàòðàìî ôëóêòóàöèjå ëîêàëíå ãóñòèíå ó èñòîj

òà÷êè. Ñòîãà jå ⟨n(1)(r)n(1)(0)⟩ = n2g(r), øòî îïðàâäàâà íàçèâ êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà çà g(r).

Ïîñòîjå òðè íà÷èíà äà ñå ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà îäðåäè. Ïðâè íà÷èí jå ðåøàâà»åì

àïðîêñèìàòèâíèõ jåäíà÷èíà êîjå íå£åìî èçâîäèòè îâäå. Äðóãè íà÷èí äàjå åãçàêòíî ðåøå»å

è êîðèñòè ìåòîäå ìîëåêóëñêèõ ñèìóëàöèjà íà ðà÷óíàðèìà. Òðå£è íà÷èí jå åêñïåðèìåíòàëíè

ïóòåì ðàñåjà»à X çðà÷å»à èëè íåóòðîíà. �åíà îïøòà îñîáèíà çà òå÷íîñòè jå äà èìà jåäàí èëè

âèøå ìàêñèìóìà êîjè îïàäàjó ñà ðàñòîjà»åì òàêî äà çà ðàñòîjà»à èçìå¢ó ìîëåêóëà êîjà ñó

âå£à îä íåêîëèêî ìîëåêóëñêèõ ïðå÷íèêà îíà àñèìïòîòñêè òåæè jåäèíèöè. Ó ñëó÷àjó ìàëèõ

ñôåðíèõ ìîëåêóëà èëè àòîìà êîjè èíòåðàãójó Ëåíàðä-�îíñîâèì ïîòåíöèjàëîì, ìàêñèìóìè

îäãîâàðàjó óìíîøöèìà ïðå÷íèêà ìîëåêóëà (ñëèêà 9.4). Ìàêñèìóìè ñå íàëàçå íà ðàñòîjà»èìà

ãäå jå âåðîâàòíèjå íà£è ìîëåêóë îêî èçàáðàíîã ìîëåêóëà ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó êîjåã ïîñìàòðàìî.

Íà òèì ðàñòîjà»èìà ìîëåêóëè îáðàçójó êîîðäèíàöèîíå §óñêå (ïðâó, äðóãó, ...) îêî èçàáðàíîã

ìîëåêóëà. Óðå¢å»å ìîëåêóëà ó §óñêå jå ïîñëåäèöà jàêå îäáîjíå ñèëå èçìå¢ó ìîëåêóëà íà

ðàñòîjà»èìà ìà»èì îä ïðå÷íèêà êîjà íå äîïóøòà ñàæèìà»å ìîëåêóëà. Ïîøòî jå g(r) = 1 çà

èäåàëíå ãàñîâå, òî íà ðàñòîjà»èìà êîjà ñó âå£à îä íåêîëèêî ìîëåêóëñêèõ ïðå÷íèêà íåïîñòîjå

êîðåëàöèjå ãóñòèíå. Óðå¢å»å ìîëåêóëà ó òå÷íîñòèìà jå âåîìà êðàòêîã ïðîñòîðíîã îïñåãà.

Ñòîãà ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà íîñè èíôîðìàöèjå î ñòðóêòóðè ìàòåðèjå è çàòî ñå ñâðñòàâà

ó ñòðóêòóðíå îñîáèíå ñèñòåìà.

9.5 Óñëîâíå ãóñòèíå

Óñëîâíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå íàëàæå»à N−1 ìîëåêóëà àêî jå jåäàí ìîëåêóë ó òà÷êè

r⃗ ′ èçíîñè

P (r⃗2, ..., r⃗N |r⃗ ′) =
P (r⃗ ′, r⃗2...r⃗N)

P (1)(r⃗ ′)
=

e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N )

ZN∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N ) d3r2...d3rN

ZN

=
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N )∫

...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N ) d3r2...d3rN

.

(9.72)
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Ñëèêà 9.4: Ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà çà ìîíîàòîìñêå òå÷íîñòè.

0

g

r

Ïîìî£ó »å ìîæåìî äåôèíèñàòè óñëîâíó jåäíî÷åñòè÷íó ãóñòèíó ó òà÷êè r⃗ àêî ñå

jåäàí ìîëåêóë íàëàçè ó òà÷êè r⃗ ′,

n(r⃗ |r⃗ ′) = (N − 1)

∫
...

∫
P (r⃗, r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′) d3r3...d

3rN . (9.73)

Òàêî¢å, óñëîâíà jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà jå jåäíàêà ïðîèçâîäó ïàðíå êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå è

jåäíî÷åñòè÷íå ãóñòèíå

n(r⃗ |r⃗ ′) =
⟨n(2)(r⃗, r⃗ ′)⟩
⟨n(1)(r⃗ ′)⟩

= g(r⃗, r⃗ ′)⟨n(1)(r⃗ ′)⟩. (9.74)

Çà õîìîãåíå è èçîòðîïíå ôëóèäå âàæè n(r⃗ |0) = ng(r). Óñëîâíà jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà íèjå

óíèôîðìíà jåð ïðåäñòàâ§à ãóñòèíó ìîëåêóëà ó ïî§ó ñèëà jåäíîã ìîëåêóëà ó êîîðäèíàòíîì

ïî÷åòêó. Ñèñòåì îä ïðåîñòàëèõ N − 1 ìîëåêóëà íèjå íè õîìîãåí íè èçîòðîïàí. Èíòåãðàë

óñëîâíå jåäíî÷åñòè÷íe ãóñòèíe ó íåêîj îáëàñòè S äàjå áðîj ìîëåêóëà îêî ïîñìàòðàíîã ìîëåêóëà

ó òîj îáëàñòè,

N(S) =

∫
S

n(r⃗ |0) d3r = n

∫
S

g(r) d3r. (9.75)

Îâà ôîðìóëà íàì äàjå íà÷èí äà èçðà÷óíàìî áðîj ìîëåêóëà ó ðàçëè÷èòèì êîîðäèíàöèîíèì

§óñêàìà îêî èçàáðàíîã ìîëåêóëà òàêî øòî £åìî èíòåãðàëèòè ïàðíó êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó ó

ãðàíèöàìà §óñêè.

Ðàçìîòðèìî óñëîâíó ãóñòèíó ðàñïîäåëå íàëàæå»à N −2 ìîëåêóëà àêî jå ïîçíàòî

äà ñå äâà ìîëåêóëà íàëàçå ó òà÷êàìà r⃗ ′ è r⃗ ′′,

P (r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) =
P (r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗3, ..., r⃗N)

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)
=

e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N )∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3,...,d3rN

. (9.76)

Óñëîâíà jåäíî÷åñòè÷íà ãóñòèíà ó òà÷êè r⃗ àêî jå ïîçíàòî äà ñå äâà ìîëåêóëà íàëàçå

ó òà÷êàìà r⃗ ′ è r⃗ ′′ jå jåäíàêà

n(r⃗ |r⃗ ′, r⃗ ′′) = (N − 2)

∫
...

∫
P (r⃗, r⃗4, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r4, ..., d

3rN . (9.77)
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9.6 Òåðìîäèíàìè÷êå âåëè÷èíå

Ñðåä»å âðåäíîñòè ïî àíñàìáëó ìàêðîñêîïñêèõ âåëè÷èíà êîjå çàâèñå îä êîîðäèíàòà (jåäíà÷èíà

9.10) ìîæåìî óïðîñòèòè ïîìî£ó ÷åñòè÷íèõ ãóñòèíà øòî ó ìíîãîìå îëàêøàâà »èõîâî èçðà÷óíàâà»å.

Ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå ñó jåäíàêå çáèðó èñòîâåòíèõ ÷ëàíîâà êîjè ñó ôóíêöèjå

ïîjåäèíà÷èíèõ èëè ïàðîâà êîîðäèíàòà ìîëåêóëà. Èñòîâåòíîñò ÷ëàíîâà îìîãó£ójå

äà ñå »èõîâå ñðåä»å âðåäíîñòè ñâîäå íà èíòåãðàëå ïî jåäíî÷åñòè÷íîj èëè äâî÷åñòè÷íîj

ãóñòèíè.

Ðàçìîòðèìî ïðâî ñëó÷àj êàäà ìàêðîñêîïñêà âåëè÷èíàA çàâèñè îä êîîðäèíàòà ïîjåäèíà÷íèõ

ìîëåêóëà êàî ó ñëó÷àjó ïîòåíöèjàëíå åíåãèjå ó ãðàâèòàöèîíîì ïî§ó, A =
N∑
i=1

a(r⃗i). Ñðåä»à

âðåäíîñò ó êàíîíñêîì àíñàìáëó âåëè÷èíå A èçíîñè

⟨A⟩ =
∫

...

∫
AΠNV T (r⃗

N) d3Nr =
1

Z

∫
...

∫ N∑
i=1

a(r⃗i)e
−βU d3r1...d

3rN

= N

∫
...

∫
a(r⃗1)

e−βU

Z
d3r2...d

3rNd
3r1 =

∫
a(r⃗1)⟨n(1)(r⃗1)⟩ d3r1.

(9.78)

Ñðåä»à âðåäíîñò ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå A =
N∑
i=1

N∑
j>i

a(r⃗i, r⃗j) êîjà jå jåäíàêà çáèðó ÷ëàíîâà

ïî êîîðäèíàòàìà ñâèõ ïàðîâà ìîëåêóëà ñå ñâîäè íà èíòåãðàë

⟨A⟩ =
∫

...

∫
AΠNV T (r⃗

N) d3Nr =
1

Z

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j>i

a(r⃗i, r⃗j)e
−βU d3r1...d

3rN

=
N(N − 1)

2

∫
...

∫
a(r⃗1, r⃗2)

e−βU

Z
d3r3...d

3rNd
3r1d

3r2 =
1

2

∫ ∫
a(r⃗1, r⃗2)⟨n(2)(r⃗1, r⃗2)⟩ d3r1d3r2.

(9.79)

Îâè èçðàçè ïîêàçójó äà jå äîâî§íî çíàòè jåäíî÷åñòè÷íó è äâî÷åñòè÷íó ãóñòèíó êàêî áè ñå

îäðåäèëå ìåõàíè÷êå ìàêðîñêîïñêå âåëè÷èíå. Òîïëîòíå ìàêðîñêîïèñêå âåëè÷èíå êàî øòî jå

õåìèjñêè ïîòåíöèjàë ñå òàêî¢å ìîãó îäðåäèòè êîðèñòå£è ìîëåêóëñêå ðàñïîäåëå àëè jå èçâî¢å»å

äîíåêëå êîìïëèêîâàíèjå è »åãà £åìî ïðåñêî÷èòè.

Ïðèìåð Îäðåäèòè èçðàç çà óêóïíó åíåðãèjó ìîíîàòîìñêîã ôëóèäà êîjè èíòåðàãèjå Ëåíàðä-

�îíñîâèì ïîòåíöèjàëîì êîðèñòå£è ïàðíó êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó.

Ðåøå»å: Óêóïíà åíåðãèjà jåäíàêà jå çáèðó êèíåòè÷êå è ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå, ⟨E⟩ =

⟨T ⟩+⟨U⟩. Ñðåä»à êèíåòè÷êà åíåðãèjà èçíîñè ⟨T ⟩ = 3
2
NkT . Ñðåä»à ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà

ñå äîáèjà êîðèø£å»åì jåäíà÷èíå 9.79,

⟨U⟩ = 1

2

∫ ∫
u(r12)⟨n(2)(r⃗1, r⃗2)⟩ d3r1d3r2.

Òðàíñôîðìàöèjîì êîîðäèíàòà r⃗1 è r⃗1 ó R⃗c è r⃗12 è ÷è»åíèöîì äà jå ìîíîàòîìñêè ôëóèä
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õîìîãåí è èçîòðîïàí íàëàçèìî ñðåä»ó âðåäíîñò ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå

⟨U⟩ = 1

2

∫ ∫
u(r12)⟨n(2)(r12, 0)⟩ d3Rcd

3r12 =
V

2

∫
u(r12)n

2g(r12) d
3r12

=
Nn

2

∞∫
0

u(r12)g(r12)4πr
2
12 dr12.

Èçðàç çà óêóïíó åíåðãèjó ìîíîàòîìñêîã ôëóèäà jå

⟨E⟩ = 3

2
NkT + 2πNn

∞∫
0

u(r12)g(r12)r
2
12 dr12.

Ïðèìåð Èçâåñòè èçðàç çà ïðèòèñàê ìîíîàòîìñêîã ôëóèäà êîjè èíòåðàãèjå Ëåíàðä-�îíñîâèì

ïîòåíöèjàëîì êîðèñòå£è ïàðíó êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó è jåäíà÷èíó 7.13.

Ðåøå»å: Ó jåäíà÷èíè 7.13 ñðåä»ó âðåäíîñò ïî âðåìåíó ìîæåìî çàìåíèòè ñà ñðåä»îì

âðåäíîø£ó ïî êàíîíñêîì àíñàìáëó,

P = nkT +
1

3V

〈
N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i

〉
.

Òðàíñôîðìèøèìî óíóòðàø»è âèðèjàë

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i =

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

F⃗ u
ij · r⃗i

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
F⃗ u
ij · r⃗i + F⃗ u

ji · r⃗j
)

äóïëèðàìî ñóìó è êîðèñòèìî F⃗ u
ii = 0

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

F⃗ u
ij · (r⃗i − r⃗j) êîðèñòèìî çàêîí àêöèjå è ðåàêöèjå

=
N∑
i=1

N∑
j>i

F⃗ u
ij · (r⃗i − r⃗j)

=
N∑
i=1

N∑
j>i

(
− ∂U

∂r⃗ij

)
(r⃗i − r⃗j)

= −
N∑
i=1

N∑
j>i

∂U

∂rij

(r⃗i − r⃗j)

rij
(r⃗i − r⃗j)

= −
N∑
i=1

N∑
j>i

du(rij)

drij
rij.
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Ñðåä»à âðåäíîñò óíóòðàø»åã âèðèjàëà ó êàíîíñêîì àíñàìáëó ñå äîáèjà êîðèø£å»åì

jåäíà÷èíå 9.79,〈
N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i

〉
= −1

2

∫ ∫
du(rij)

drij
rijn2(r⃗1, r⃗2) d

3r1d
3r2 = −1

2

∫ ∫
du(rij)

drij
rijn

2g(r12) d
3Rcd

3r12

= −Nn

2

∫
du(rij)

drij
rijg(r12) d

3r12.

Èçðàç çà ïðèòèñàê ìîíîàòîìñêîã ôëóèäà èçíîñè

P = nkT − 2πNn

3

∞∫
0

du(rij)

drij
g(r12)r

3
12 dr12.

Êàäà ïîñìàòðàìî ôëóêòóàöèjå áðîjà ìîëåêóëà ÷èòàâîã ñèñòåìà ìîðàìî ïðèìåíèòè âåëèêè

êàíîíñêè àíñàìáë jåð îíå íèñó äîçâî§åíå ó êàíîíñêîì àíñàìáëó. Êîðèñòå£è jåäíà÷èíó 9.68

çà ÷èòàâ ñèñòåì íàëàçèìî

⟨(δN)2⟩ = ⟨N⟩+ n2

∫
V

d3r′
∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r′′

= ⟨N⟩+ n2

∫
V

d3Rc

∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r = ⟨N⟩+ n⟨N⟩
∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r.

(9.80)

Îâäå ñìî ïðåøëè ñà êîîðäèíàòà r⃗ ′ è r⃗ ′′ íà êîîðäèíàòå öåíòðà ìàñå R⃗c è ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå

r⃗ äâà ìîëåêóëà. Êîðåëàöèjå ôëóêòóàöèjà áðîjà ìîëåêóëà ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó ñå

ìîãó ïîâåçàòè ñà ïðîìåíàìà ÷åñòè÷íå ãóñòèíå óñëåä ïðîìåíà ïðèòèñêà

⟨(δN)2⟩ = kT ⟨N⟩nκT = −kT ⟨N⟩n
V

(
∂V

∂P

)
T,N

= −kT ⟨N⟩2n
V

(
∂(V/N)

∂P

)
T,N

= −kT ⟨N⟩n2

(
∂(1/n)

∂P

)
T,N

= kT ⟨N⟩
(
∂n

∂P

)
T,N

(9.81)

Èç ïðåòõîäíå äâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî jåäíà÷èíó êîìïðåñèáèëíîñòè

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1 + n

∫
(gµV T (r)− 1) d3r. (9.82)

Ïðèìåð Êîðèñòå£è jåäíà÷èíó êîìïðåñèáèëíîñòè èçâåñòè jåäíà÷èíå ñòà»à çà ñëó÷àjå: à)

èäåàëíîã ãàñà ìîëåêóëà çà êîjè jå gµV T = 1 è á) ãàñà ìîëåêóëà çà êîjè âàæè àïðîêñèìàöèjà

gµV T = e−βu(r) êîjà ïðåäñòàâ§à ðàñïîäåëó ìîëåêóëà ó ñïî§àø»åì ïî§ó u(r) îêî ïîñìàòðàíîã

ìîëåêóëà.

Ðåøå»å: à) Çà èäåàëíè ãàñ íàëàçèìî

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1,

÷èjå jå ðåøå»å n = P
kT
.
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á) Jåäíà÷èíà êîìïðåñèáèëíîñòè èçíîñè

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1 + n

∫
(e−βu(r)−1) d3r = 1 + nB̃

ãäå ñìî ñà B̃ îçíà÷èëè èíòåãðàë. Îâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ñå ìîæå çàïèñàòè ó

îáëèêó

n′ − nB̃

kT
=

1

kT
.

Ðåøå»å íåõîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà jå

n = e
∫

B̃
kT

dP

(∫
e−

∫
B̃
kT

dP 1

kT
dP + C

)
= − 1

B̃
+ Ce

B̃P
kT .

Èç óñëîâà n = 0 çà P = 0 äîáèjàìî êîíñòàíòó èíòåãðàöèjå, C = 1
B̃
. Jåäíà÷èíà ñòà»à

ìîæåìî ðàçâèòè ó ñòåïåíè ðåä ïî jåäíî÷åñòè÷íîj ãóñòèíè,

P =
kT

B̃
ln(nB̃ + 1) =

kT

B̃

(
nB̃ − n2B̃2

2
+

n3B̃3

3
− n4B̃4

4
+ ...

)

Èç îâå jåäíà÷èíå íàëàçèìî èçðàç çà äðóãè âèðèjàëíè êîåôèöèjåíò

B2(T ) = −B̃

2
=

1

2

∫
(1− e−βu(r)) d3r

Jàñíî jå äà jå îâà àïðîêñèìàöèjà ïàðíå êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå êîðèñíà ñàìî çà ãàñîâå íà

ðåëàòèâíî íèñêèì ïðèòèñöèìà.

9.7 Ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå

Ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå jå âåðîâàòíî íàjâàæíèjà âåëè÷èíà ïîâåçàíà ñà ìîëåêóëñêèì ïðîöåñèìà

ó òå÷íîñòèìà. Èàêî ñå ìîëåêóëè íåïðåñòàíî êðå£ó, ñàìî ïðîìåíà jåäíå èëè âèøå êîîðäèíàòà

êîjå ñå íàçèâàjó ðåàêöèîíå êîîðäèíàòå (èëè ïàðàìåòðè ïîðåòêà ó çàâèñíîñòè îä êîíòåêñòà)

äîâîäè äî îäèãðàâà»à ïðîöåñà. Ðåàêöèîíå êîîðäèíàòå ñå ñàñòîjå îä êîîðäèíàòà jåäíîã èëè

âèøå ìîëåêóëà. Íà ïðèìåð, õåìèjñêå ðåàêöèjå ìîãó óê§ó÷èâàòè ïðîìåíó ðàñòîjà»à ïîjåäèíèõ

àòîìà èñòîã èëè ðàçëè÷èòèõ ìîëåêóëà, äâà äèjåäðàëíà óãëà àìèíîêèñåëèíñêèõ îñòàòàêà

ïðîòåèíà ñëóæå çà êëàñèôèêàöèjó êîíôèãóðàöèjå ïðîòåèíà, äîê ñó êîîðäèíàòå ìîëåêóëà

ðàñòâàðà÷à ó êîîðäèíàöèîíèì §óñêàìà ïîòðåáíå çà ðàçìàòðà»å êðåòà»à jîíà, åëåêòðîíà

èëè ïðîòîíà ó ðàñòâîðèìà. Îíî øòî æåëèìî äà íà¢åìî ó ñòàòèñòè÷êîj òåðìîäèíàìèöè jå

ãóñòèíà ðàñïîäåëå ðåàêöèîíèõ êîîðäèíàòà è »åíó âåçó ñà ðàäîì êîjè jå ïîòðåáíî

èçâðøèòè êàêî áè ñå ñèñòåì ïîìåðèî äóæ òèõ êîîðäèíàòà. Òàj (ðåâåðçèáèëíè)

ðàä jå jåäíàê ïðîìåíè ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå.

Ðàçìîòðèìî jåäíîñòàâàí ïðèìåð íà êîìå £åìî ïîêàçàòè âåçó èçìå¢ó ïîòåíöèjàëà ñðåä»å

ñèëå è ãóñòèíå ðàñïîäåëå ðåàêöèîíå êîîðäèíàòå. Ïîñìàòðàjìî äâà ìîëåêóëà ñà êîîðäèíàòàìà

r⃗ ′ è r⃗ ′′ êîjè ñå íàëàçå ó õîìîãåíîì è èçîòðîïíîì ôëóèäó. Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èíòåðàêöèjå
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äâà ìîëåêóëà u(r⃗ ′, r⃗ ′′) ïðåäñòàâ§à ðàä êîjè jå ïîòðåáíî óëîæèòè äà áè ñå äâà ìîëåêóëà ñà

áåñêîíà÷íîã ðàñòîjà»à äîâåëå íà êîíôèãóðàöèjó r⃗ ′ è r⃗ ′′ ó âàêóóìó. Èïàê ó ôëóèäó ïîñòîjå

äðóãè ìîëåêóëè êîjè èíòåðàãójó ñà ïîñìàòðàíèì ìîëåêóëèìà òîêîì »èõîâîã ïðåìåøòà»à, òj.

îñòàëè ìîëåêóëè íèñó ôèêñèðàíè íåãî è »èõîâî êðåòà»å òðåáà óçåòè ó îáçèð êàäà ðàçìàòðàìî

ïîìåðà»å èçàáðàíèõ ìîëåêóëà. Çàòî ðàä ïîâåçàí ñà äîâî¢å»åì ìîëåêóëà ñà áåñêîíà÷íîã

ðàñòîjà»à íà ðàñòîjà»å r = |r⃗ ′ − r⃗ ′′| ó ôëóèäó îäãîâàðà ïðîìåíè âåëè÷èíå êîjó íàçèâàìî

ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå F (r).

Îäðåäèìî ãóñòèíó ðàñïîäåëå ïîâåçàíó ñà ðàñòîjà»åì r èçìå¢ó èçàáðàíèõ ìîëåêóëà. Ó

ñëó÷àjó ôëóèäà ñà N ìîëåêóëà íà òåìïåðàòóðè T è ó çàïðåìèíè V , Õåëìõîëöîâ ïîòåíöèjàë

èçíîñè

e−βF =
1

N !λ3N
T

∫
...

∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr (9.83)

Àêî ôèêñèðàìî äâà ìîëåêóëà ó êîíôèãóðàöèjè r⃗ ′ è r⃗ ′′, ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå ñå èçðà÷óíàâà

óñðåä»àâà»åì ïî êîíôèãóðàöèjàìà ñâèõ îñòàëèõ ìîëåêóëà,

e−βF (r) =
1

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

∫
...

∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3...d

3rN

=
1

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)δ(r⃗2 − r⃗ ′′)e−βU(r⃗1,r⃗2,r⃗3,...,r⃗N ) d3r1d

3r2d
3r3...d

3rN

=
ZNV TP

(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

,

(9.84)

ãäå jå P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà êîîðäèíàòa r⃗ ′ è r⃗ ′′.

Ïðîìåíà ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå ∆F (r) = F (r) − lim
r→∞

F (r) èçìå¢ó äâà ñòà»à êàäà ñó

ïîñìàòðàíè ìîëåêóëè íà ðàñòîjà»ó r è íà áåñêîíà÷íîì ðàñòîjà»ó èçíîñè

e−β∆F (r) =

ZNV TP (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

(N−2)!λ
3(N−2)
T

lim
r→∞

ZNV TP (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

(N−2)!λ
3(N−2)
T

=
N(N−1)P (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

n2

lim
r→∞

N(N−1)P (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)
n2

=
g(r)

lim
r→∞

g(r)
=

g(r)

1
= g(r). (9.85)

Ó äðóãîì êîðàêó ñìî ïîìíîæèëè èìåíèëàö è áðîjèëàö ñà N(N−1)
n2 êàêî áè äîáèëè ïàðíó

êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó. Àêî óçìåìî äà jå F (∞) = 0, îíäà íàëàçèìî ðåëàöèjó

g(r) = e−βF (r). (9.86)

Çà ðàçëèêó îä Ëåíàðä-�îíñîâå ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå èíòåðàêöèjå äâà ìîëåêóëà, ïîòåíöèjàë

ñðåä»å ñèëå èìà íåêîëèêî ìèíèìóìà îäâîjåíà ìàêñèìóìèìà çà ñôåðíå ìîëåêóëå èëè àòîìå

òå÷íîñòè (ñëèêà 9.5). Ìàêñèìóìè è ìèíèìóìè ñå jàâ§àjó íà ðàñòîjà»èìà èçìå¢ó ìîëåêóëà

çà êîjà ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà èìà ìèíèìóìå è ìàêñèìóìå. Ìàêñèìóìè ïîòåíöèjàëà

ñðåä»å ñèëå ïðåäñòàâ§àjó áàðèjå çà èçëàçàê ìîëåêóëà èç êàâåçà êîãà ñòâàðàjó îêðóæójó£è

ìîëåêóëè. Ìîëåêóëè ó ðàñòâîðèìà ñå ñòîãà âèøå ïîíàøàjó êàî ìîëåêóëè çàòâîðåíè ìîëåêóëèìà

ðàñòâàðà÷à íåãî êàî ñëîáîäíè ìîëåêóëè. Òî ñå íàçèâà åôåêàò êàâåçà.
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Ñëèêà 9.5: Ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå F (r) è ïàðíà êîðåëàöèîíà ôóíêöèjà g(r) çà ìîíîàòîìñêå

òå÷íîñòè.

0 r

F(r)

g(r)F(r),g(r)

Ïðèìåð Ïîêàçàòè äà jå ñðåä»à ñèëà êîjà äåëójå íà ïðâè ìîëåêóë jåäíàêà çáèðó äèðåêòíå

ñèëå èçìå¢ó äâà ïîñìàòðàíà ìîëåêóëà è ñèëå èíäèêîâàíå îñòàëèì ìîëåêóëèìà àêî jå

óêóïíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà jåäíàêà çáèðó ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà èíòåðàêöèjå ìîëåêóëà

ïî ïàðîâèìà. Ïðèêàçàòè äðóãè ÷ëàí êàî èíòåãðàë ïî óñëîâíîj jåäíî÷åñòè÷íîj ãóñòèíè.

Ðåøå»å: Ñðåä»à ñèëà êîjà äåëójå íà ïðâè ìîëåêóë jå ãðàäèjåíò ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå

ïî r⃗ ′,

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′F (r) =
1

β
∇⃗′lng(r) =

1

β
∇⃗′ln

(
N(N − 1)

ZNn2

∫
...

∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3...d

3rN

)
=

1

β

∫
...
∫
∇⃗′e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3...d

3rN∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3...d3rN

Ïîøòî jå óêóïíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà jåäíàêà çáèðó åíåðãèjà ïî ïàðîâèìà ìîëåêóëà,

ìîæåìî èçäâîjèòè ÷ëàíîâå êîjè ñå îäíîñå íà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó îñòàëèõ ìîëåêóëà,

÷ëàí êîjè ñå îäíîñè íà èíòåðàêöèjó îñòàëèõ ìîëåêóëà è äâà ïîñìàòðàíà ìîëåêóëà êàî è

÷ëàí ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå èíòåðàêöèjå äâà ïîñìàòðàíà ìîëåêóëà,

UN(r⃗
′, r⃗ ′′, r⃗3, ..., r⃗N) = UN−2(r⃗3, ..., r⃗N) +

N∑
i=3

(u(r⃗ ′, r⃗i) + u(r⃗ ′′, r⃗i)) + u(r⃗ ′, r⃗ ′′).

Çàìåíîì ó îâîj èçðàçà ó jåäíà÷èíó çà ñðåä»ó ñèëó äîáèjàìî

⟨F⃗ ′⟩ =

∫
...
∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N )

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)− ∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′)

)
d3r3...d

3rN∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3,...,r⃗N ) d3r3...d3rN

.

Êîðèñòå£è ãóñòèíó ðàñïîäåëå íàëàæå»à N − 2 ìîëåêóëà ó îäðå¢åíîj êîíôèãóðàöèjè

r⃗3, ..., r⃗N àêî ñó äâà ìîëåêóëà ó r⃗ ′, r⃗ ′′ (èçðàç 9.76), ïðåòõîäíà jåäíàêîñò ñå òðàíñôîðìèøå
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ó

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′) +

∫
...

∫
P (r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)

)
d3r3...d

3rN

= −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′) + ⟨−
N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)⟩(N−2).

Ïðâè ÷ëàí ïðåäñòàâ§à äèðåêòíó ñèëó èçìå¢ó äâà ïîñìàòðàíà ìîëåêóëà à äðóãè ÷ëàí jå

èíäèðåêòíà ñèëà jåäíàêà ñðåä»îj ñèëè óñðåä»åíîj ïî êîíôèãóðàöèjàìà N − 2 ìîëåêóëà.

Ïðåóðåäèìî äðóãè ÷ëàí òàêî äà ñå ïîjàâè ñðåä»à âðåäíîñò ïî óñëîâíîj jåäíî÷åñòè÷íîj

ãóñòèíè (jåäíà÷èíà 9.77) jåð ñóìà ñòâàðà N − 2 èñòèõ ÷ëàíîâà∫
...

∫
P (r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)

)
d3r3...d

3rN

= −(N − 2)

∫
...

∫
P (r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3) d

3r3...d
3rN

= −(N − 2)

∫
∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3) d

3r3

∫
...

∫
P (r⃗3, ..., r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r4...d

3rN

= −
∫

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3)n(r⃗3|r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r3.

Ñòîãà jå ñðåä»à ñèëà êîjà äåëójå íà ïðâè ìîëåêóë jåäíàêà

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′)−
∫

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗)n(r⃗|r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r.

Ñëèêà 9.6: Ïðèìåð ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå çà êîîðäèíàòå s1 è s2 ó îáëèêó êîíòóðíîã

ãðàôèêà. A è B ñó ñòàáèëíà ñòà»à ñèñòåìà ïîâåçàíà ðåàêöèîíèì ïóòà»àìà (èñïðåêèäàíå

ëèíèjå). Çâåçäèöàìà ñó îçíà÷åíå ïðåâîjíå òà÷êå íà ïóòà»àìà.

s

s1

2

A

B

*

*

Óîïøòèìî ïðåòõîäíè ñëó÷àj óìåñòî êîîðäèíàòà äâà ìîëåêóëà r⃗ ′ è r⃗ ′′ íà êîîðäèíàòå s1 è

s2 òàêî äà jå ñâàêà êîîðäèíàòà ôóíêöèjà ñòåïåíè ñëîáîäå ñèñòåìà ìîëåêóëà, si = fi(r⃗
N). Ó
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òîì ñëó÷àjó, ãóñòèíà ðàñïîäåëå êîîðäèíàòà s1 è s2 ó êàíîíñêîì àíñàìáëó èçíîñè

P (s1, s2) = C ′⟨δ(s1 − f1(r⃗
N))δ(s2 − f2(r⃗

N))⟩

= C

∫
...

∫
δ(s1 − f1(r⃗

N))δ(s2 − f2(r⃗
N))e−βU(r⃗1...r⃗N ) d3r1...d

3rN ,
(9.87)

ãäå ñó C ′ è C êîíñòàíòå êîjå íàì íèñó çíà÷àjíå. Îíå ñå äîáèjàjó íîðìàëèçàöèjîì ãóñòèíå

ðàñïîäåëå P (s1, s2). Ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå ïîâåçàí ñà îâèì êîîðäèíàòàìà èçíîñè

e−βF (s1,s2) = P (s1, s2), (9.88)

F (s1, s2) = −kT ln

∫
...

∫
δ(s1 − f1(r⃗

N))δ(s2 − f2(r⃗
N))e−βU(r⃗1...r⃗N ) d3r1...d

3rN − kT lnC. (9.89)

Ïîøòî íàñ èíòåðåñójó ñàìî ðåëàòèâíå âðåäíîñòè ïîòåíöèjàëà, äðóãè ÷ëàí êîjè jå êîíñòàíòàí

íå èãðà íèêàêâó óëîãó è îí ñå íå óçèìà ó îáçèð. Ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó ïîìåðà»à äâà

ìîëåêóëà, ðåôåðåíòíó âðåäíîñò ïîòåíöèjàëà ñìî óçèìàëè çà áåñêîíà÷íà ðàñòîjà»à. ×åñòî

ðåôåðåíòíó âðåäíîñò óçèìàìî ó ìèíèìóìó ôóíêöèjå F (s1, s2) êîjà îäãîâàðà ñòàáèëíîì ñòà»ó.

Ñëèêà 9.6 ïðèêàçójå ïðèìåð ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå ó ôóíêöèjè êîîðäèíàòà s1 è s2. A

è B ñó ñòàáèëíà ñòà»à ñèñòåìà êîjà ñó ïîâåçàíà ñà äâå ðåàêöèîíå ïóòà»å. Îâàj ïðèìåð

ðåöèìî ìîæå îäãîâàðàòè ïðîìåíè jåäíå êîíôîðìàöèjå ïðîòåèíà ó äðóãó èëè ïðåëàçàê ëèãàíäà

èç jåäíå ó äðóãó âåçèâíó êîíôèãóðàöèjó ó îêâèðó ïðîòåèíà. Ïðåâîjíå òà÷êå íà ïîâðøè

ïîòåíöèjàëà ñðåä»å ñèëå îäãîâàðàjó ìàêñèìóìèìà íà ïóòà»àìà. Îíå ñå ìîãó ïîâåçàòè ñà

áðçèíîì ïðåëàñêà ñèñòåìà èç jåäíîã ó äðóãî ñòàáèëíî ñòà»å. Ïîòåíöèjàë ñðåä»å ñèëå ïðîjåêòójå

âèñîêîäèìåíçèîíàëíè êîíôèãóðàöèîíè ïðîñòîð íà ìàëè áðîj äèìåíçèjà êîjå íàì îìîãó£ójó

äà jåäíîñòàâíèjå ðàçìàòðàìî ôèçè÷êîõåìèjñêå ïðîöåñå. Ïðîáëåì ñà êîjèì ñå ñóî÷àâàìî ó òîj

àíàëèçè jå øòî íàì ðåàêöèîíå êîîðäèíàòå íå ìîðàjó óâåê áèòè ïîçíàòå. Ïîòåíöèjàë ñðåä»å

ñèëå ñå îäðå¢ójå ó ìîëåêóëñêèì ñèìóëàöèjàìà íà ðà÷óíàðèìà.
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