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Ilor1aBipe 1

YBOI

3aKoHM TepMOJWHAMWKE, KaKO Cy €eMIIUPUjCKU
onpebenn, wu3zpaxKapajy UPUOJUKHO U BEpOBATHO
MOHAINAKE CHCTEMa Ca BEJUKNM OpojeM dYecTura,
Wi, IPELU3HUJEe PEYEHO, OHM MU3PAXKaABA]y 3aKOHE
MEXaHUKe 33 TAKBE CUCTEME OHAKO KaKO Ce TI0JaB/bY]y
ouhuma Koja memajy dbunohy meprernimje koja 6u um
omoryhmia ma mporiene BeWYWHE KOj& Ce OIHOCE Ha
Toje/INHATHE TeCTHUIle, W KOja He MOTY MOHABJbATH
CBOje eKCIIepHMEHTEe IOBOJHAHO UecTO Ja Oum mobumia
610 KaKBe PE3y/ITaTe OCUM OHUX HAjBEPOBATHUjUX.

II. B. Tu6c

Tepmomunamuka je Teopuja Koja ce OaBu MpoydaBambeM MAKPOCKOIICKUX MOCJIeIUIA MUKPOCKOIICKOT
KpeTama Ha PABHOTEeXKHA cTamba Marepuje. by je moryhe npumennTn Ha orpoMaH Opoj pa3jndnTHX
CUCTEeMa OJT arPeraTHUX CTakba, CMellla, XeMIjCKAX PeaKkInja /10 eJIeKTPOMArHeTHOT 3paverha Ma Yak
U TpHUX pyna. TepMonaumnaMuka naje Be3y maMely pa3auduTuX, HAW3TIE], HEMOBE3AHUX OCOOUHA
OCMATPAHOT CHCTEMa Kao U OrpaHHYema Koje Te ocoOmHe Tpeba Jia 3a/10BOJhe ajlu He Jaje HAunH
KaKO Te 0COOMHe MOTY Jia ce ojipe/ie, TTO MPeIcTaB/ba 3HAYajaH HeocTaTaK. BpegHocTn ocobnHa
HOCMATPAHOT CHCTEMa Ce MOTY JOOUTH eMOUPHUjCKUM IIYTeM, Tj. MepemeM Y eKCHePUMEHTY WJIH
U3padyHATH MPUMEHOM CTATHCTHYKe TePMOJMHAMHUKE, ITO je mpeaMeT oBe Kiure. [lomcermmo ce
J1a je jeTHaunHa cTamba pa3peleHor raca 1001jeHa TaKo IITO je yIOTpeOFeHO HEKOJTHKO eMINPUjCKUX
sakona (Bojn-Mapuoros, ['eji-JTucakos u [1lapsios 3akon) - iy Huje 6un0 Moryhe u3BecTu u3 came

TepMOJUHAMUKE.

CTraTuCTHYIKN MeToJ| y MPOyYaBamy MaTepuje ce MPBO MOjaBUO y OOJIUKY KHHETHYKE Teopuje
Koja je TpebaJio J1a omuine ocobuHe paszpeheHux racoBa moMohy KpeTama jeuha MaTepuje - aToMa
U MOJIEKYJa, TIpe Hero ITo je caMo IOocTojambe aroMa Ouao ommre npuxaheno. [Ipobiemu xoju
cy Beh Omn jako yOU/bHBHU y KAJOPUjCKO] TEOPHUjU TOILIOTE Y BE3U IMPETBAPaAha MEXaHUIKOT Pajia
y TOILIOTY TOCTAIN Cy PeIuBH y KHHETHIKOj Teopuju. OHa je gaBaja npeasuharma Koja Ccy ce
cjaraja ca MepembHuMa IITO je JAJ0 MHAUPEKTHY IMOJPIIKY aTOMCKO] Teopuju. Wmak, 6mio je
noTpeOHO ofipeheHO BpeMe j1a ce W3 KHHETHYKe TeOpHje CTBOPU CTATUCTUYKA TEPMOIMHAMUKA Y



Cnuka 1.1: Memame KyTHje ca mecT KyTJInma.
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cajalnmeM o0JMKY 3axBasbyjyhnm pagouma Makceesa, Boanvana, I'uGca, [Lnanka, Ajamrajua u
MHOI'HX JIPYTHX UCTpakuBada. MakcBes je OHO IPBH KOjU je YBeO BepoBaTHONY yMecTo jeTabHOr
pasMaTparma MOJIEKYJICKOT KpeTarma pa3peheHor raca u jeaH je of 3a4eTHUKA KWHETUYIKe TeOpHje.
Bonanvan je macraBuo pas Ha KHHETHYKO] Teopuju racoBa. OH ce 6aBuO HAYMHOM HA KOjU Ce
yCIOCTaB/ha PABHOTEXKA Y Tacy MOMONY MOJEKYICKHX CyAapa M Pa3jIoroM 3alliTo Tac He W3Ja3H N3
PaBHOTEKHOT CTamba jeTHOM KaJ JIoCIle Y Iera. KHTpomujy raca je moBe3ao ca HajBepOBATHU]UM
MaKpoCTalb-eM IPeKo jeJHaduHe Koja je KacHHje Ha3zBaHa BojamanoBa eHTponujcka (popMmylia.
['ubc je ocHMBAY CcTATHCTHUYKE TepMOAMHAMEKE V cajallimbeM o01uKy. Hbero meron amcamobma je
HONPABHO HEJIOCTATKe Mpehammpsux MeTona M T0BOJBHO je YHUBED3aJaH Jla ce IPUMEHH Ha OWJIo

KOjH CUCTEM.

Nako craTucTryka TepMOANHAMUKA MIPYYKa YBU/JI y TEPMOJANHAMUYIKE OCOOMHE MaTepuje

HA OCHOBY Eb€HE MOJIEKYJICKE CTPYKTYyPe€, IIITO OTBapa IyT 338 MIUPOK CIIEKTAD BeHe IPAKTUIHE
npuMene, oHa 0be30ehyje MHOTO BHUIIE 01 IPAKTUIHUX pe3y/aTaTta. ¥ 0Boj Kibu3u gahemo ogarosope
HA TUTaba 3aIITO MOCTOJU MaJik OPOj MAKPOCKOICKUX BEJIMYUHA KOje MOXKEMO J1a MEPUMO, KaKO
MOYKEMO MOBE3aTH €HTPOIH]Y PABHOTE:KHOT CTalba U MOJEKYJICKO KPeTarmhe, 3aIITO TePMOTTHAMUKA,

y BeoMa CIIelijaJTHUM CJIydajeBUMa uMa moTerrkohe jga mpeBujim ocoOnHe MaTepuje, 3airo MaTepuja
UMa pa3JInduTe OCOONHE HA HUCKUM U BUCOKUM TeMIlepaTypaMa 1 Ha MHOTa JIpyTa MuTama. KibydHo
3a pasyMeBambe OBUX MMHTAIba je OMJIO ca3Habe Ja je MAaTeMaTHIKO ofjallbeibe Be3e udMel)y MUKpo

U MaKpocBeTa MaTeMaTHYKa BepoBaTHoha M Ja ce MpoOJIeMH KOju HAC MHTEPECY]y MOTY PeIluTH
oMoy CTaTUCTUYKOD MOJIEIa.

Kako 6mcmo cTekam mupy CAWKy O 3Hadajy BepoBaTHONe Y CTATUCTUYKO] TEPMOJAMHAMUIIN
1 0 MHUKPO U MaKpPOBEJWYWHAMA PAa3MOTPUMO je/IHOCTaBaH mpuMep. Heka mmamo KyTujy n
N xyrmuna y woj, cauka 1.1. CBaky Kymimmy MOxKeMO o3HaduTH OpojeM. AKO KyTujy m00po
MPOMeENTaMo, KOJTUKO Kyrymia he ce mahu y jieBoj nomosunn kytuje? VckycTBO HAM TOBOPH 12 Taj
6poj K Mozke Jia ce Memba 0J1 jeJHOT JI0 JPYTror u3Bohema eKCIepuMenTa, aju Ja Kajaa 0poj KyTJIuIa
nocrame jako Besuku 6poj ouaa fie mpubnukno w3nocutu N/2 KyTinma y JieBoj MOJOBUHE KyTHje.

bpoj kyrnuna K y JjieBoj OJOBUHHE IPEJICTaB/ba MAKPOCKOIICKY OCOOMHY KOja JedUHHIIIIe MAKPOCTAEHE
cucrema. /leta/bHE pacmope] cBake KyTJIUIle TIO MOJOBUHAMA KYTHje TTPeICTaB/ba KOHMUTYPATIH]Y
cCUCTeMa, Tj. MUKpPOCTame cucreMa. Ha nmpumep, y ciaydajy mect Kyruia MEKPOCTAILE CUCTEMA
Moxke outn 171, 271, 31, 41, S, 61, T Cy JI U JI O3HAKE 3a JIEBY M JECHY MOJOBUHY KyTHje. Y TOM
caydajy, MakpocTame cucreM m3Hocu K = 2. Tlormro Mo 106po u3meniaan Kyriniie, MojeIHaKo je
BEPOBATHO JIa ce Kyryuia Habe y 1eBoj u gecnoj mostosunu kyruje, P(in) = P(x) = 1. Beposarnolia
MIKpPOCTamha y MPeTXOIHOM TpuMepy msnocn P = 1. 1. 1. 111 2% Y cayuajy N Kyrinia,

. 1 . .
BepoBaTHONA MUKpOCTatba je P = 5x u CBa MHKPOCTama uMajy MojijeIHaKy BepOBaTHONY.

JemHoMm MmakpocTamy OJIroBapa BUIITE MUKPOCTAHKA jep KYTVINIE NMajy Pa3JIudnTe O3HAKE.



Beposarnoha jejinor makpocramba je jejiHaka 30upy BeposaTHoha cBUX MUKPOCTabha KOje joj 0JiroBapajy.
N!

KI(N=—K)!?

MTO TnpeAcTaB/ha OuHoMHN Koedunujent. [lomrTo cy cBa MUKpocTama TOIjeIHAKO BEpOBATHA,

BepOBaTHOha MaKpOCTalba H3HOCH QLN(%) TaKO Jda CYIITHHCKH OHa 3aBHCH CaMO O] OUHOMHOT

N
Tux mukpocrama mMa KOJUKO M HadumHa ja u3abepemo K ox N Kyriuna, (K)

koedunujenta. Bpearoctn koedunujenara ce mory nobutn u3 [Tackamosor Tpoyria (tabena 1.1)
y KOMe je cBaku Opoj jeJHak 30upy jBa Opoja M3 IIPEJIXO/HOr Pejla U3HAJL hera a UBUIE TPOYILJIa
YBEK UMa]y BPeIHOCT jeJTHAKY jeTNHUTIN.

Tabesna 1.1: TlackaJyioB Tpoyrao 3a IpBUX CeJIaM pPeJIOBa. Kk-TU €JIEeMEHT y CBAKOM peJly je OMHOMHU

koedunmjerT (’;) .

n=~0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

[Ipumerumo na cy majBehe BpemHOoCcTH OMHOMHOI KoeduIyjeHTa 3a um3abpanu Opoj KyILJIuia
HaJIa3e Ha CpeJuHN cBakor pera. Kako N pacrTe, THX HEKOJIHUKO BpeaHocTH he OMTH 3HAdYajHE
ok he ocrase nmaTu 3aneMap/bUBE BPEJHOCTH y OjiHOCY Ha muXx. llocaeauyuno, nocrojahe masn
Opoj MakpocTama KOja MMajy BEJUKY BepOBaTHONY M BeJMKKM OpOj MaKpOCTama KOja MMajy MaJjy
BepoBarHOohy. MoxKe ce MareMaTHYKH MOKa3aTH Ja ce 3a BeJHKO N, BepoBaTHOhA MaKpOCTaiba
nperBapa y [aycoBy pacnoyieny jako JIOKaIn30BaHe oko Bpeanoctu N/2 (BuIeTd IpUMep Y 0J1ebKY
Crerujasite cayvajHe IpOMEbUBE) MITO MPEJCTABbha HAJBEPOBATHHje MAKPOCTAHE U OYEKUBAH OPO]
KYIJIUIA Y JIEBOj IOJIOBUHU KyTHje. Y TPAHUYHOM CJIyYajy KaJia Opoj KyrJIuIa TezKu OeCKOHATHOCTH,
MaKpocTambe Koje uMa BpegHoct N/2 mocraje TOJMKO BEPOBATHO Ja Ce OCTala MOIY 3aHEMapHTH.
MaremaTnukn amapar notpebaH 3a Taj JOKa3 ce HaJa3uW y cieneha /Ba mOrIaBba.

[MIta Tpeba pazymMeru u3 oBor npumepa?’ 3a CBaKH IOCMATPAHU CHCTEM MOXKeMO JAedUHUCATH
MUKDO M MAaKpPOCTame. JeIHOM MAaKpOCTAIby OIr0OBAapa BEJUKH OPOj MUKPOCTAMA aJIM HE 3HAMO Y
KOM MHUKPOCTamy Ce Haja3d CUCTEM. YOIINITEe HUCMO Y3UMAaJMU y 003up AeTa/bHO KpeTamhe
KyTJINI[a TOKOM MeIllamkha, IHUX0BEe I0JIoYKaje W cyJape HUTH HaMm je Ta mHdopMaIlnja
O6usa no3nara. CBe IITO CMO 3HAJIU je HA KOjU HAYUH MOXKEMO PACHOPEIUTH KYTJIHUIE
Yy JAeJIOBE KyTHje U HMOoAPa3yMeEBaJIN JIa C€ CBaKa KYTIJINIIA MOXKE IMOJje JHAKO BEPOBATHO
Hahu y oba mena. Vmamo nBe Bpcre ocobmHA: OHE KOje 3aBHCE OJ] CBUX KyIUIHIa (Ha mpumep,
Opoj KyIJIHIa y JIEBOM JIeJly KyTHje) i OHe 0CODHHE Koje He 3aBHCe Ol CBUX KyTJIHIA (Ha IpUMep, 1a
mu fie kyrnna 6poj jenan 6uTu ca Jese crpade). 3a Besiuku Opoj Kyrimia, npse ocobune fie Ham
JIaTH jeJHY BPEIHOCT Y3 3aHeMapJ/bUBa OJCTYIala, JIOK JIPyre BpcTe ocOOMHA Jajy BeJUKH Opoj
Pa3INIUTHX BPEIHOCTH KOje MMAjy 3HadajHa OACTyMamba. MaKpOCKOICKe BeJTUYuHe TTPHUIaIajy
HPBOj BPCTH OCOOMHA.

Kmura je opranuzosana na cjiiejgehu naunn. [IpBo pazmarpamo KkopucHe (pyHKIHje U allPOKCUMATHBHA
MeTOJI MpeBOjHe Tadke Koje heMo 4YecTo KOPUCTHTHU Yy HApPEIHUM MOTJIaB/bUMAa. 3aTUM je JaT
KPATKHU Tperjie]l OCHOBHUX TOJMOBa W3 MaTeMmaTwdke BepoBaTHohe. Cienehe mornasibe JoHOCH



OCBPT Ha TE€PMOJMHAMUKY IIPEKO Bapujaruone (opmysiaiuje Jpyror 3aKOHa TE€PMOJIUHAMUKE U
TepMoamHAMIIKNX orennujaia. Chaeneha Tpu morias/ba pa3Marpajy CTATHCTHYKE MOJIE e 3ay3€TOCTH
mukpoctama. [lomaszumo o HajjeHocTaBHujer MakcBesoBOT Mo1e1a TpeKo bosmvanoBor npucTyma
jgo ['mbcoBor merona amcambsa. Y cBakoM cjeieheM IOIJIaB/by JIajeMO OCBPT Ha IPETXOIHH
MEeTOJ ca CTAHOBHINTA HOBHX HJeja Koje m3jaxkeMo. Kibura ce 3appiiaBa mpuMeHoM ['mbGcoBor
MeTojia Ha u3abpane cucreMe. [IpBo he OuTu U3/10XKEHU jeJJHOCTABHU CUCTEMU KOJU C€ pelaBajy
noMohy OJIOBKe U Mmamnupa u CJIyzKe HaM 3a jeJJHOCTaBHY MPUMEHY U IPOBEPY CTATHCTUYKOT METOJIA.
[Tocnenme moriaB/be ce OJJHOCH Ha MHTeparyjyhe cucreme MOJIEKya.



Ilormas/pe 2

Kopucue dynkiuje u anpokcumaluje

Cpa wmareMaTnka je TMOJAe/beHa HA TPH 00ACTH:
kpunrorpaduja, XuapoguHaMuKa —u  Hebecka

MEXaHHKa.

B. 1. Apnonn

Y 0BOM TIOITIaBJBY PazMaTpaMo alpoKcuMaryje u byHKIHje Koje heMo KacHuje 9ecTO KOPUCTUTH
y CTaTUCTUYKO] TepMojuHamMuiin. MeToa npeBojHe TauKe CJIyKU /13 AITPOKCUMUPAMO UHTErPaJe y
KOjUMa MOJUHTerpaana GyHKIja cagpKu (PyHKIH]y ca MAKCUMyMOM y eKkcronenty. Pakropujes
ce JecTo TMojaBsbyje y KOMOMHATOPHUM HW3pa3uMa. 3a BeJNKe BPEIHOCTH apryMeHTa, OH Ce MOKe
arrpokcuMupary nmomohy CrupanHrose anpokcuMaije. ['ama dpynknuja je nopezana ca hakTopHjeioM
U KOPHUCTHU ce 3a pemaBame ojipehernx naTerpasia. lenra m Tera dbyHkinuja Ham oMoryhasajy jaa
n3abepemo BpetHOCT Heke (PyHKIMje y jeJIHOj TauyKu K y Hekoj obsactu. Ha kpajy, pasmarpamo
ocobUHE JIONTE Y BUCOKOIUMEH3MOHAJTHOM IIPOCTOPY.

2.1 Metona nmpeBojHe TadKe

Merona nmpeBojHe TauyKe ce KOPUCTHU 34 apOKCUMALIjy WHTerpaja kKaaa dpyukuuja g(r)

Yy UHTerpaiy
b

I:/eg(x) dx (2.1)

a

“Ma MakKCUMyM Ha WHTepBaay [a,b]. Tama he ekcmomenmujanna dbyHKnuja y MHTErpasy jorr
BHIIe U3DA3UTH Ta] MAKCHMYyM y OIHOCY Ha JApyre BpeanocTu (camka 2.1) tako ga he ckopo cse
spexrocTn dyukumje e9®) GuTH KOHIEHTPHCAHe OKO MAKCHMYMA g(x). To MOKeMO HCKOPHCTHTH
na passujemo g(z) y Tejaopos pex oko makcumyma o, g(x) = g(zo) + 39" (20) (x — 20)’ 4 ... m
3aMeHUMO y mHTerpaa L,

b b
I = /69(900)+%9”(900)(11—960)2-5---- dr ~ e9(®0) /659”(%))(90—%0)2 dr. (2.2)



Cruxa 2.1: Ipadunu dynxmmja g(r) (Koja mMa MAKCHMYM y Taukd xg) 1 e9(®),

y y g(x)
y=g(x)

CMeHOM Yy = T — T MHTErpaJl mocraje
b—xo
1 _n 2
T ns o8(@0) / 3o @ gy (2.3)
a—xg
[TommTo je moguaTerpaana pyHKIMja IeHTPUPAHA OKO HYJIE, MOXKEMO I'DaHUIe MHTErpalije mpoITupuTH

JI0 HeraTUBHE W HO3UTHBHE Oeckomaunoctu. ¢”(zg) je meratusmum Opoj jep Tadka Ty OAroBapa
Makcumymy dbyuknuje g(x). Marerpan ce coan na unrterpasn [aycose dbyHkimje

2T
9" (0)|

T ~ ¢9(@0)

(2.4)

2.2 Tama dpyHKNHIja

Ceuma HaMm je no3Hara dakropujes GyHKImja Koja 3a ueau 6poj n uzuocu n! =n-(n—1) - (n —
2)-...-2-1. Taxko je na npumep, 3! =6, 1! = 1 anu u 0! = 1. Pakropujen OYHKIH]Yy MOKEMO
YONIIIITUTH Ha peasiHe OpojeBe momohy rama dpyHkuuje. 3a peasau 6poj n, rama pyHKIHja
je nedunmcana ciaeaehum uHTErpaIoM

[(n) = / 2" le " du. (2.5)

Bazkan waenturer 3a rama QyHKIH]Y je

I'n+1)=n-T(n). (2.6)

ITpumep Hokazatu ['(n+ 1) =n-I'(n).

Pewerve: T'ama dynknuja ox n + 1 usnocu

I'n+1)= /x”ex dx
0

Unrerpas TpanchOpMHIIIEMO HaplujaJHoM HHTerpanujoM, 1 = o", du = nax" ‘dx, dv = e *dux,




Fn4+1)=—

+ n/x"‘le_x dx = nI'(n),
0

jep je MpBU YJIaH jeTHAK HYJIU.

Taj upenturer HaMm omoryhyje /1a moBe:keMo raMa (pyHKIH]y ca (PaKTOPHje oM TaKO IITO U3pa3
utepupamo, I'(n) = (n — 1)!. Haljumo cana F(%):

r (%) = 7:::—%—”” dx (2.7)

Kopucrehu uaenturer u3 jeanadune 2.6, gobujamo ciegehe rama dpyHKIAje

@)-1)-F

P(2) - r(2) - Bhe (1) -2 o0

lama dyHaKIMja ce 4eCTO KOPUCTH Y CTATUCTUYKO] TEPMOJIMHAMUIII JIa C€ U3PAavyHajy WHTErpaJiu.

Ilpumep Hahu BpenHocT uHTErpasa

[e.9]

7= /x362” dz

0
Pewere: Kopuctumo cmeny y = 2x 1a TpancOpMUIIEMO HHTErpas y raMa, (pyHKIH]y

Ll 3
== d——F4 .
6/ y 4) =3
0

2.3 CrTupamHroBa aIIPOKCHUMAII)a

Y crarucTUYKoj TEPMOJMHAMUIIE HEPETKO KOPUCTUMO Bejiuke Opojese. Fbuxos daxropujen je jorr
MHOro Behu 6poj. CtupaumHrosa ampokcuMamnuja omoryhyje na ce dpakTopujes BEJIUKOT
6poja N ampokcumupa,

InN!~ NInN — N. (2.11)



Y Jl0Ka3y oBe allpokcumaligje kopucruhemo Merojy nupesojue rauke. Kopucrehu rama dyunkiujy,
daxTopujen 6poja N usHoCH:

(e} [e.e]

N! = /xNe_”” dx = /eNlm_“” dx. (2.12)
0 0

[Mocmarpajyhu warerpase y jennadunamva 2.12 u 2.1, 3akmyayjemo na je g(x) = Nlnx — z, ¢'(z) =

% —1lug'(x)= —%. Makcumym dyukimje g(x) je y Tauku £o = N, a Bpeguoctu te QyHKIMje u
el Apyru u3Bog ¢y g(xg) = NInN — N u ¢”"(xg) = —%. Bamenowm y jepHaunny 2.4 go0ujamo
N1 ne NN [ 2T (2.13)
! N’ :
Jlorapuram ror uzpaza uzHocu
InN!~ NInN — N + Inv2nN. (2.14)

Tpehu wranm y ampokcuManuju je KOpeKIMja BUINEr peja KOja MHOTO CIIOpHje pacTe O TpBa
npa wiaHa ca yeehamem N jep o pacre kao InN 1nok mpBa aBa wiaana pacty kKao IN. OBakBo
ACHUMIITOTCKO pa3MaTpaibe 4jlaHoBa heMo 4ecTo KOPUCTUTH Yy CTATUCTUYKO] TEPMOJIMHAMMUIIH.

2.4 Jleara u tera (pyHKIIja

(dupakoBa) meara dpyHkmja o(x) y3uMa JiBe BPETHOCTH:

00 z=0

5(x) = {0 .20 (2.15)

Nako je nazuBajy PyHKIHjoM, Jeara PpyHKIHEja 3anpaBo Huje dyHKIHUja jep BYHKIHja MOpa
NpecJIMKABAaTH TAavKy yV HEKY KOHAYHY BPeTHOCT a He OeckoHAYHOCT. OHA TPUNAJIa YONIITEHHM
dyHKIMjaMa Koje ce 30By JaucTpubynuje u joduja cmucao caMo ako ce Hahe 1o uarerpasom:

/ 5(x)de = 1, (2.16)
[ s ds = 7(0) 217)
/ 3z — xo) f(z)dx = f(x0). (2.18)

Jenra (byHKIHja MOXKe J1a ce JI00uje Kao ITpaHuYHHE IIPOIEC Y KOMe ce HeKa (pyHKIH]ja je TMHuIHEe
NOBPINUHE cyzKaBa oKo Hyse (cauka 2.2). lenra dyHkuuja je cumerpuuna, o(x) = d(—x), §(x —
xg) = d(xo — ). AKo je apryment jgenta GbyHKIHje cI0KeHa (DYHKIMjA OHIA BayKH jeTHAKOCT

Sg(ay) = 3 =T (2.19)

g’ ()|

i

rie cy ; pemema jeanadnne g(z) = 0.



Cnuxka 2.2: 'padunu npaBoyraose OyHKIHje KOje ce CaxKIMajy OKO HyJle H KOHBEPTHPA]y Ka JIeITa

dbyukumju §(x).

(@)
x

Ipumep Tojennocrasur penta Gyuknmjy 6(z? — x3).

Pewerve: Hyne jennaunue 22 —xg = 0 cy 1 = 2o 1 29 = —x¢. Jeara bynxmuja je Taua:

1

N N
d(x* —xp) o]

(0(x — o) + 6(x + x0)) .

VY cayuajy nenra dbyHKiuje geduHICAHe HA TPOANMEH3NOHATHOM ipocTopy () = §(x)0(y)o(2),

Bake M3pas3u
oo o0 [ee]

///5(F)d3r:1, (2.20)

[]]"
7 7 75(?— 7o) f(F) dPr = f(7%). (2.22)

Cmuka 2.3: I'paduk tera dyHKIHjeE.

(2.21)

ﬁi
3
Q,
w
-
|
/—\
(=]
\./

o(

8\8

y
y=0(x)

0 X
Kponekep genra je nuckpeTHa Bep3uja JeaTa GyHKIUje KOja 3aBUCH Of HHIAECKCA ¢ U J, 0;; = 1

3a1=7u0d;; =03a1#].



(XeBucajmosa) tera dpynknuja 0(x) je dynkuuja gedbunncana na ciaegehn vadun:

0 x <0
O(x) = 2.23
(@) {1 o (2.23)
Hben rpaduk je npukazan Ha caunm 2.3. Ona je unTerpan jaeara dbynkuuje 0(x f d(t) dt, Tj.

do
d(x) = —d(j).
Tera dyHKOEja je cuenujajnn cIyda] HHAXKATOPCKE (PYHKIMJE KOja MPECIUKABa IMOACKYI

A Ha jeMHUITY a CBe OCTaJje eJeMeHTe Ha HYJIY,

1 reA
I(Ax) = {O oy (2.24)

Nupukaropeky dyukimjy y obstactu A Moxkemo 1mose3aru ca jiesita PyHKIHjoM

I(A, %) :/Aé(f—f’)d%’. (2.25)

2.5 3ampemmHa N AMMEH3MOHAJIHE JIOMTE

Bucoko auMeH3MOHAIHI TPOCTOPH MMajy PA3JIUUATe OCOOMHE O TPOAMMEH3HOHAJHUX IPOCTOPA.

Onu cy HaM mOTpeOHHM y OBOj KIbHM3H jep hemMo pasmarpaTd HpOCTOpPe CTamba OIPOMHOr Opoja
yectuna. V3seaumo dopmyiy 3a 3anpevuny N-pumenzuonasine Jionte. Jla 6u jonuim 1o e,
PasMOTPUMO CJIydajeBe JBOJMMEH3HHOHAIHE (KPyra) M TPOIMMEH3HOHAJHE JIONTe KOjH Cy HaM
no3unatu. ['emepanmsamnujom hemo mobutn m3pas 3a 3anpeMuny /N-auMeH3HOHAJIHE JonTe. O3HAINMO

ca Sy(R) u Vy(R) nopiuny u 3anpeMuny N-TuMeH3HOHATHE JONTe noaynpednnka R. [lospimuma,
3allpeMUHA U eJIEMEHTAPHA 3aIpeMuta y JlekapToBum u ¢hepHIM KOOPANHATAMA 33 JBOMMEH3HUOHAJIHY,
TPOJUMEH3UOHATHY U N-TUMEH3UOHAJHY JIOITY CY:

Opoj InMeH3Hja Sn(R) Vn(R) eJIeMEeHT 3alpeMIHe
2 2rR = Sy(1)R R dxdy = rdrdf = rdrdSs(1)
3 4 R? = S3(1)R? sTR? drdydz = r*drsinfdfdyp = r2drdSs(1)
R
N SN(]_)RNil f SN dIld{EQ...dl‘N = TNildeSN(]_)
0

Tabesa mam moka3yje ja ce 3anpeMuHa [N- IMMEH3UOHAJIHE JIONTE AOOMja MHTErpanmjom
n3pasa 3a noBpiuHy Jomnte Sy(R), a Sy(R) caznajemo u3 u3pasa 3a MOBPIITUHY JIONTE je THHUIHOT
nosrynpeanuka Sy (1). 3aro, nahumo npso Sy (1) tako mro hemo uHTErpan

oo oo [o.¢] N
:/.../e(x%”%*””%) dridzsy...dry = /ex2 dr | =n> (2.26)

pemutu kopucrehu cdepre xkoopaunare (3 + x3 + ... + 2% = 1) u cmeny 12 =t

7= Zererl dr/ dSy(1) = SN(1)07t T e f% = SNZ(UP (g) . (2.27)
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N
Hanasumo ga je Sy(1) = FQET—NZ), a m3pa3 3a npoppuuHy N-nuMensuonanane Jonre je Sy(R) =
2

N
5 pN-1 . .
%. WNurerpamujom mobujamo 3anpeMuny N-IuMeH3HOHAIHE JIONTE,
Fl

Vn(R) = O/SN(r) dr = O =7 1) (2.28)

Hpumep Tlokazarnu ga je 3anmpemuna u3mehy N-TMMEH3MOHAJHUX JIOMTH TOJIyTIpedHuka R —0R
(0R je mano) m R u 3ampemuna N JuMeH3HOHAJIHE JIONTe MOJyNpedHUKa R jenHake Kazaa
N — oo.

R-6R

Cauka 2.4: N-auMeH3moHaHe JonTe noaynpedanka R — 0R u R.

Pewerve: Tpeba na oapeuMo TpaHUIHY BPEIHOCT:

. Vn(R)=Vy(R—-IR) . RN — (R— 5R)N
lim = lim
N—oo VN(R) N—oo RN
_ SR\ Y
- (1) =1

OBaj 3aHUMIBLUB Pa3yJITaT MOKa3yje Ja ce CKOPO CBe Tadke YHyTpa N-InuMeH3nOHATHE JIOTTEe
Has1a3e Ha WK y OJIU3HHY HheHe ITOBPIIHHE.
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IlormaBmpe 3

BepoBaTnoha

W oro je Takobhe BepopaTHO, Ka0o IITO KaxKe ATaToH,
jep je BepoBaTHO 1A ce MHOTe CTBapu Jorahajy

IPOTUBHO BEPOBATHONM.

Iloetuka, Apucroresn

Maxkpockoricku cucTeMu Koje pa3sMaTpaMo cacToje ce O/l BeJINKOT OP0oja MOJIEKYJIa duje KpeTarme
HE MOKEMO JIeTa/bHO Pa3MaTpaTh 300 HENTO3HABAA IOYETHUX YCJI0Ba U HEMOT'YIHOCTH pellaBamba
jeIHaYnHA KpeTarba 3a CBaKMd MOJIeKy/1. MaKpoCcKoIcKe KooparmHaTe HaM OMOryhyjy caMo orpaHudeHe
nHdoOpMaImje 0 HOYeTHUM yCJI0BUMA 3a KPeTame MOJIEKYJ1a jep orpoMal Opoj MUKPOCTaha 0/Ir0Bapa,
jenHoM Makpoctamy. BepoBaTHoha mmpescTaB/ba MaTeMaTUYKHU je3UK 32 KBAHTU(PUKAIII]Y
HEMU3BECHOCTH U CTOra je IOroJIHa JIa IOoBeKe MUKDPO U MaKpocTama. Pa3zmorpumo Be3y usmebhy
BepoBarHONe U cTaTUCTHKe JaTy Ha caunm 3.1. BeposarHoha ce oanocu Ha ciejehe nmurame: akKo
MO3HAajeMO MPOIIEC 3a CTBAapame MOAATakKa KaKBU Cy mcxoau Tor mpomeca? CraTucTuka ce
OJIHOCH Ha MWHBEP3HHU HpoOJeM: aKO 3HAMO TOJIaTKe Be3aHe 3a HEKHU ITPOIIEC, ITIITa MOXKEMO
Ja 3aKJby4HMMO O CaMOM mporiecy?

Comxka 3.1: OjgHOC BepoBaTHONE W CTATHCTHUKE.

BEPOBATHORA

EKCNEPUMEHT ncxon
(MPOLIEC 3A CTBAPAHSE MNMOJATAKA) (YOYEHW NOOALIN)

CTATUCTUKA

Y osoMm mnorsiaBby hemo pasmorputn BepoBaraohy. IIpBo hemo objacuurm mojam jgorabhaja
Be3aH 3a ucxoj ekcrnepuMmenta. (Cakom gorabajy moxkemo mpuapyzxutu BepoBatHohy. ITlojam
BepoBaTHOhe ce Kao W Jipyre ujieje Memao TOKOM BpeMeHa JIOK HHuje J00HO jacHY MaTeMaTUUKy
curypaocT. CBaKOM HCXOJIY eKCIIepEMeHTa ce MoxKke joaeuTH O6poj. To Hac moBomm 10 mojma
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cJlydajHe IIPOMeUBe KOjU UI'pa IeHTPpaJIHy yJory y Teopuju BepoBarnohe. Ha kpajy pasmarpamo

ocobnHe CIyYajHuX HPOMEHHBHUX.

3.1 Ilojam morabhaja

ITocmaTpajMo €KCIIEPUMEHT YHWjH MCXOA He MOXKeMO NMpeJBuaeTu. llako ce eKCIepUMeHT YBeK
OIUrpaBa IoJ yHampes AedUHHCAHMM YCJIOBUMA MCXOAM eKCIIepUMeHTa cy caydajuu. Mopamo
3HATHU yHAIPEJ, CBe MOryhe MCXoJe eKCIIePpUMEHTa jep Teopuja BepoBaTHONe He MOXKEe JAaTH CKYII
CBUX HMCXOJa eKcrepuMeHarta. Ha npumep, Teopuja BepoBaTHOhe He MOYKE JaTH OArOBOD Ja JIN
IOCTOJH JOIII HEKM HCXOJ OCHM IIMCMa U TJiaBe KoJ Oararma Hopunha.

Ckyn cBux Moryhux mcxona ekcriepumenta {) ce Ha3upa CKyH (IIPOCTOp) ucxoaa (eIeMeHTapHUX
norabhaja, cramma). OH MOxKe caIp:KaTh KOHauaH Wian OeckoHadaH Opoj enemenara. lorabhaju
Cy MOJCKYTIOBU CKYIa HCXOJa W MOTY Ce TOJETUTH HAa eJIeMEeHTapHe (cajp:Ke jeJaH UCXOM) W
cioxkeHe (caipxke Buiie ucxoma). Jlorahaj ce gecwo ako ce jecuo OUIO KOJH HETOB HCXOJ.
IToy3smauu (curypum) morabaj ce oqurpasa HensbexxHO (4nHm ra yntaB cKyn ucxoja). Hemoryhu
morabhaj ce He MOXKe peau30BaTH y €KCIepuMeHTy (0JroBapa My mpasaH ¢y ()

HapenumMo Heke ekcnepuMeHTe, IIPOCTOPE y30paKka U mpuMmepe gorahaja:

a) Ganame HoBumha, ) = {P, G}, norahaj koju oxrosapa mobujarwy nucma { P}, ceu noraljaju
{0.{P}{G}.{P.G}};

6) Ganame npa Hopunha, ) = { PP, PG,GP, GG}, noraljaj na je y npBom Ganamy maao mucMo
(PG, PP};

B) Garame konkure, 2 = {1,2,3,4,5,6}, norahaj je nobujame mapuor 6poja {2,4,6};

) Mepembe TeMIepaTrype Hekor cucreMa, () = [0, 00), moraljaj na je Temneparypa y uHTEpBaIy
100, 200];

J1) Mepeme MOJI0kKaja JecTUIe y TPoAuMeH3noHaaHoM mnpocropy, 2 = {(x,y,z)|x,y,z € R},
norabaj je 1a ce 4ecTUIA HAJIA3HM Y & — Y PABHHU.

3.2 Aunrebpa morabhaja

Yecro paszmarpamo Buiie jgorahaja, cXoaHO TOMe HAC MHTEpecyjy ojaHocu m3mely Tux joralaja.
[TomTo cy morahaju mojacKynu mpocTopa ucxoja 2, ormepariuje HaJi CKYIIOBEMa Bazke U 3a jorahaje.
Aure6pa norabhaja je mapTUTHBHE CKyN (CKYI KOJU CAJPKU CBe TMOJCKYIOBE) MPOCTOPA MCXOJIA,
P(Q).

Axko ce morahjaj A yBek peaimsyje Kaja ce peanusyje morahaj B, mumemo B C A, mTo 3Ha4n
na je A mogckyn on B. Cynpornu gorabaj (xommaement) morabajy A je A. On ce cacroju
0JI cBUX ejleMeHaTa ckylia () koju He npunajajy jorabajy A. 3a KOMILIEMEHT Bazke je/HAKOCTH
A=Au®=Q. Akoje A C B ouna je B C A.

36up A + B apa gorahaja A u B (yumja A U B) je moraljaj xoju ce peanusyje ako ce Jecu
6ap jenan jorabaj A wam B. 3a 36up morabaja Bake jenmaxkocrm: A + A = A, A4+ A = Q,
A+ B = B+ A (komyrarusuoct) u A+ (B + C) = (A+ B) + C (acommjarusnocr). IIpumernmo
Jla IpBa jeTHAKOCT He Baku ako je A Opoj, mTo mokasyje ma omeparuje Haj goraljajuma He Mopajy
OUTH ucTe Kao 3a OpojeBe HAKO ce 03HAYABA]Y UCTHM CHMOOJIOM.

13



ITpousBox AB apa jorahaja A u B (npecek AN B) je norahaj koju ce peasusyje ako ce jece u
A n B norahaju. 3a upoussoj norahaja Baxke jeanakoctn: AB = BA (komyrarusnoct), A(BC) =
(AB)C (acommjarusroct), AA = A, AQ = O, AA= 0 u AQ = A. YV auctpubyTHBHOM 3aKOHY
A(B+C) = AB+ AC cabupatbe u MHOKeHe MOr'y jia 3aMene penocyen, A+ BC = (A+ B)(A+C).

Paznuka A — B ngBa norabhaja A u B je morahaj xoju canp:xu mcxome gorahaja A koju He
npumnagajy gorabajy B. Bawxe jemnakoctm: A— B=AB, A—A=0,A—-0=Aunu0—A=0.

Horabaju A;, As, ... cy y3ajamHo uckspyduBu axo je A;A; = O 3a i # j. Bunehemo na
BepoBaTHOhY 30HMpa y3ajaMHO MCK/byUMBUX jorabhaja Jjako MOKeMO J1a ojpeuMo. bpoj enemenara
ckyna A o3magasamo ca |Al.

ITpumep Hoxaszarn me Mopranose 3akone: A+ B = A Bu AB = A+ B. OBu 3aK0oHH Cy
KOPHCHH JIa IIOBEXKY HpOU3BOJ U 30Mp jorahaja mpeko KomieMeHnTa. Kopucre ce ja 6u ce
CJIOYKeHHM M3PAa3U CBEIU Ha, IPOCTH]E.

Pewewe: Kopuctumo npasuio ga ako Baxxku A € Bu B € A oana je A = B. Jlokaxumo
npBo 1a je gorahaj ca Jese crpame mspasa A+ B = A B monackyn norahaja ca JecHe cTpame
a KacHuje oOpHYTO Ja je morahaj ca jiecHe cTpaHe u3pasa IOJCKYI jorajjaja ca JieBe cTpame.
Axojer € A+ B=2¢A+B=>r¢AnrsdB=>rcAnuxrc B=xcAB. Caapyre
crpane, akojey E AB=>ycAnzreB=>y¢AuygB=>y¢gA+B=>yc A+ B.
CaugHo ce moKa3yje u Apyra jeIHAKOCT.

Ilpumep Paznoxutu norahaje A+ B u A+ B+ C Ha norabhaje Koju cy y3ajaMHO HCKJbYIUBH.

Pewerwe: A+ B=A+(B—A)=A+BA=A(B+B)+BA=AB+AB+BA. A+B+C =

A+ (B-A)+(C—-(A+B))=A+BA+C(A+B)=A+ BA+ CAB.

Ipumep Tpu crymenra monaxky ucnut. Axo morahaju A, B u C' oarosapajy ucxomy ja cy
CTYJEHTH MOJOXKIIN UCIHT, n3pas3uTu ciefehe morahaje mpeko mUX: a) HU jejlaH CTYIEHT HHUje
0JIOKUO, 6) MOJI0YKHO je caMo IMPBU CTYJEHT, B) MOJOXKKO je CAMO jeJIaH CTYJAEHT, I') TOJOKUO
je Makap jesiaH CTYJIEHT, J1) HOJIOXKUIA CY JIBA CTYIeHTa, 1)) MOJI0KIIa Cy HAJBHIIe IBa CTYJEHTA
M €) HOJIOKUJIA CY HAJMAE JIBA CTY/ICHTA.

Pewere: a) ABC, 6) ABC, 8) ABC + ABC + ABC, 1) A+ B+ C, n) ABC + ABC + ABC,
) morabaj msnocu a)-+8)+ 1), ) goralaj uznocu 1)+ ABC.

3.3 Kuaacuuna agedpunuiumja sepoBaTHohe

ITpumernumo 11a ce cBu jgorahaju Be3anun 3a HEKH €KCIIEPUMEHT He Peasin3y]y MMojijeHaKO YeCTO, HeKn
Cy BepoBaTHHjU OJ Apyrux. To Hac J0BOJU 70 MHUTamba IITa je BepoBaTHONA M KAKO J1a OJPEIUMO
BepoBarHOohy Hekor morahaja. lcTopujcKu HpBH IPHUCTYII KOJUM je JedpuHHCAHA BepoBaTHONA
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HA3MBa Ce Kjacu4dHa jedununuja sepoaruohe. OHa ce 0JHOCH Ha EKCTIEPUMEHTE Ca KOHAYHUM
OpojeMm ucxona koju cy nmoajeamuako moryhu. Taga je BepoBaraoha moraha A jennaka
14

2]

rie cy |A| u || 6pojeu enemenrapuux gorahajay A u 2. Enemenrtapuu norahaju koju ogrosapajy

P(A) (3.1)

A ce nazuBajy nosobHE jgoraljaju 3a A. |A| u |Q] ce Mory ompeauTu KOMOHHATOPHUM METOAMA.
OBako jecdbunucana BepoBarHoha 3a/10BO/baBa TPU yCJIOBA:
1. 3a cBaku gorahaj A Baxu P(A) > 0 jep |A| u || ve mory 6urn Herarusau 6pojasu;
2. 3a noysnan gorabhaj {2 Baxu P(Q2) =1 P(Q) = % =1
3. ako ce gorahaj A paszmaxke Ha ucksbyudmse morahaje A; u A, onga Baxkm P(A; + Ay) =
P(A;) + P(As) jep je
(Al A+ Ao [A] | A

PA =10 =~ o) P+ P4, (3.2)

IIpumep OnpenuTtu BepoBaTHONY 3a IOjaBy HMapHOT Opoja y Garamy KOIKHIIE.

Pewewe: Jlorahaj A na ce mobuje mapam Opoj cacToju ce o TpU eJeMeHTapHa morahaja As,
Ay u Ag na ce nobujy 6pojesu 2, 4 u 6, A = Ay + Ay + Ag. Taga je BepoBarnoha morahaja A

jenHaka

A3 1
P<A)_|Q|_6_2'

Ilpumep ¥ ypHuU ce Hamazm N Kymmwia of Kojux cy b 6eme a ocrase cy npre. Ha ciaydajan
HaduH u3By4eHo je n (n < N) kyruuna. Hahu BepoBarnohy na y n usBydenux kyrumna Oyje
x besux.

Pewere: Ykynan 6poj HaunHa j1a u3Bydemo n of N kyrauna je | = (]Z) bpoj raunna 1a

u3By4YeMo r Geaux KyTJIHIA U3 YpHe ca b Oelux KyIvIuia je (2) a Jla U3BYYEMO 1 — I IPHUX
Kyrunia o N —b npHUX KyIJuIa y ypHHA je (]X:f) YKynan 0poj MoBOJbHAX MCXO0/1a 34 Jjiorahaj

A jemnax je mpom3Bogy oBux OWHOMHHUX Koedwuiujenarta. Tasa je BeposarrHoha morahaja A

A GG
P(A) = H =

n

jeHaKA:

IIpumep Oapenutu 6poj HaumMHa 12 ce pactnogesnn N KibUra Ha 1 pA3JIHIUTHX TOJUTA (Ha CBAKO]
nosniu Guhe N; Kibure) 6e3 003upa Ha MOpeNak Ha mouiama. Ha i-T0j mosmiy mocroju g;
nperpaja. Pazmorpurnu ciejnehe ciydajese:

a) KIbUTe Cy Pa3InIuTe;

6) Kibure Cy WCTe, HEMa OTPAHUYetba § TOIIey Opoja KibHra M0 IperpajiaMa;

B) KIbHI€ Cy HCTe, HAjBUILE je/HAa KIbUIa MOXKe Ja crane y nperpaiy (g; > N;).
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Pewere: a) mocroju N! HaumHa 1a MOCTABUMO KibUTe Ha mosuie. Ha mpBoj mounu ce
Hajaszu N; Kmbura, Ha Apyroj Ny Kmbura, ... Ha r-Toj noaumu N, kmura. [lomro pacmopen Ha
cBaKkoj mosuiy Huje BazkaH, Tpeba N! momesurn ca Ni!No!...N,!. Tume nobujamMo My aITHHOMHI

N N
- 3.3
<N1 Ny ... Nr) NN, N, (3:3)

KOJU MpeJCTaB/ba youmrenn ounoMuu koeduiujent kaaa N objekara Tpeda Ja MOAEJTUMO y

KoepuIujeHT

r Tpyna a nopeiak y mwuma nuje ouran. Ha cBakoj mosmiu Moxkemo mnopehatu Kibure o
nperpajama Ha ¢; ' naduna. CTora je yKynaH Opoj pasjJHIUTHX PaclIopesa:

r N;

g;
Q2] = N! H N
i=1 Y

6) pasMoTpuMO HpPBO pasmMernTame N; Kbura usmelly g; nperpaga. IlpencraBumMo Keure

(3.4)

U 1perpajie nIpaBoyraoHUIMMa U JUHUjaMa, Kao Ha caunu. bpoj paciopejia je eKBUBaJeHTaH
pasmerntamy ¢g; — 1 1ipre uzmehy N; kmwure, Tj. uzdopy g; — 1 sokanuje ox N; + g; — 1 ykynuor
Opoja Jiokarmja:

t9 = M (3.5)
g9i—1 (g9: — DI(NV)!
Kama nmamo r nmosmuma, ykynan 6poj pacropeja je
il (]\/vZ + g; — 1)'
o = [[ -2 (36)

L=y

000000 oiool

Crmka 3.2: Pacnosiesia kwura n3mely nperpaja.
B) pasMoTpuUMO Gpoj mocTaBbaa N; KibWra y ¢; IMperpajia Kaaa MOKe J1a CTaHe HajBUIIe
jenHa Kmbura y nperpaay. Taj 6poj je jeanak uzdopy N; mperpaja ca jeHoM KibHToM u g; — N;

(i;z) - Nz'(gzg—iNz)' (3.7)

YKynan 0poj pa3MelnTama KIbUTa 33 CBe MOJIHTIE je

nperpaja 6e3 Kmure

s
=1y, i 39
=1

3.4 T'eomerpujcka BepoBaTHOha

Knacuuny aedpuauimjy BepoBaTHOne MOKEMO YOIIITUTH HA MIPOCTOP CTaba ca HePeOpojuBo HECKOHAYTHO

ncxona. Mlcxon eKcmepuMeHTAa je CJIy4dajaH MoJ0xKaj TauKe y HeK0j obJsiactu {) u nHTepecyje

Hac BepoBaTHoha ga ce Ta Tayka HajJa3um y m3abpamom aeny Te objgactu A. Penmmo,
Hupamo Ha cJIydajaH HAYMH TAYKy HA HEKOM MHTEPBAJY peasiHe oce U MHTEepecyje Hac BepoBaTHoONa
Jia ce oHa Hahe y n3abpaHoM HHTepBaJIy WU OMpaMO Ha CAydajaH HAYMH Ta4Ky y HEKOj 00JIacTH y
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PaBHU U 2KeJIMMO JIa 3HaMO BepoBaTHONy Jia ce ona Habe y nojckymy re obsactu. [loj upernocraBkom
713 je TMO/IjeTHAKO BEPOBATHO J1a ce OII0 Koja Tadka y obaactu () m3abepe, oHza je BepoBaTHOhA
Ja caydajHa Tadka y obgactu ) mpumaza obaactn A

P(A) = —— (3.9)

rle m npejcTaBba Mepy (IyzKuHa, HoBpHIMHA, 3anpemuna) obiaactu. Kacuuje fiemo 3a ciaydajuy
IPOMEUBY KOja OJroBapa KoopamHaTama m3abpane Tauke pehum na mma yHUPOPMHY TyCTHUHY
paciojiesie BepoBaTHohe.

Ilpumep Konuka je BepoBarHoha Jia cydajHo m3abpaHa Tauka y KBaIpaTy jeJIMHHYHE CTPAHUIIE
NPUIAIA YIIUCAHOM KPYyTy?

-

Cnuka 3.3: Ynucanu kpyr (obract A) y kBajgpat jequnudne crpanure (obmact Q).

Pewerve: Mepa obractu Q u A n3uoce 1 u w/4. Crora je BepoBaraoha P = 7/4.

Knacuuna u reomerpujcka gedpunuimja Bepoparnohe y cebu caapzke mojaM moajeInako Moryhux,
Tj. TOJjeTHAKO BEPOBATHUX MCX0a ekciepumenTa. Crora one Beh caup:ke y cebu mojam BepoBaTHOhe
U HE MOTY Ce KOPUCTHTHU Kao JiepuHUIMje BepoBaTHOhe.

3.5 Craructuuka gedpuHnmmja BepoBaTrHohe

Pasmorpumo caga anrepHaTuBHY neduHUIN]Y BepoBaTHOhe. AKO ce y n m3Boherma eKcepuMeHaTa
norabaj A mecuo m nyra onja je peaatuBHA ppeKBeHIHja aeriaBama aorahaja A jeanaka
m

=" (3.10)

n

Y paszauyuTuM HU30BUMA IIOHAB/balba €KCIEPUMEHTA Ca BEJUKUM BPEJHOCTHMA N1 npumehyje ce
aa fr(A) Oyae npuOAMKHO MCTO NMPH YeMy Cy OJCTyHama Mama mro je n sehe. Crarncrudka
(emmupujcka) BepoBaTHoha noraljaja A je 6poj oko Kora Bapupa pesarubHa dpeksennuja. Hesnaruo
Bapupaibe peJaTuBHe hPEKBEHIIHje V BETUKOM Opojy eKcllepuMeHaTa Ha3UBa ce CTabMIITHOCT (DpEKBEHIIHjE.
OBako pedunncana BepoBaTHONA 33/10BO/baBa UCTE YCIOBE Kao U KJIACUYIHA, AehUHHUIN]a BepoBaTHONe:

1. 3a cBakn jorahaj A, merosa BeposarHoha je meneratusna P(A) > 0 jep je ysex ™ > 0;

2. 3a noysnan gorahaj 2 Baxu P(2) = 1 jep je raga m = n;

3. axo ce jorabaj A passraxe Ha uCcK/byunBe jorahaje Ay u As onga je Beposaruoha jorahaja
A jennaxa 36upy Beposarrolia morahaja Ay u Ay, P(A) = P(A; + Ap) = ™Em2 — P(A;) 4+ P(Ay).
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OBako jiepununcana BepoBaTHona nMa eMIUPHU]CKY YTEME/LEHOCT aJIi HUje MATeMATHYKH PUTOPO3HA

jep menocroju rpanndHa BpeaaocT lim ™ = a. /Ta 6u ona nocrojana moTpebHo je 1a 33 TPOU3BOJHLHO
n—oo

e > 0 mocroju 6poj ny Tako Ja Kaja je n > ng Oyme mcmymeno | —a| < 0. Taj ycos
HHje 3alpaBo MCIYIbEH jep m MMa CIydajHd KapakTep W HaKO 3HaMo Ja fie ™ uhin y rpanwdmy
BPE/JHOCT HE 3HAMO MOCJEe KOJIMKO peajin3aliuja ekciiepuMenta he ona Outwm jocernyra. Moxke
ce pemmMO JeCUTH Ja Ce IIOCJe NMPBUX Ny peaJmsalinja yomrrre He omurpa gorabhaj A maga je
TO MaJjio BepoBaTHO. (OHO TMTO MOXKEMO TBPAWTH je Ja ce (pekBennuja gorahaja mpubiamxasa
BPE/IHOCTH Ca BHCOKOM BepoBaTHONOM nh—>nolo P(|™ —a| < ) — 1. Taxpa KoHBepreHIyuja ce HA3HBA
KOHBEpPreHInuja y seposatHohu ann ona y cebu Beh caapzxu mojam BepoBaTHONE U HE MOXKe Ce
KopucTuTH 3a fAedunuinjy sepoarnohe. Mnak, KOPUCHO je MHTEPHPETUPATH BepoOBATHOLhY

Kao pejaTuBHY (ppekBeHIUjy nmojaB/buBama morabaja.

3.6 Akxcmomarcka geduHuIja BepoBaTHohe

[Iperxoane nedbununmje BepoBaTHOhe majy mcTe ycaoBe Koje BepoBaTHoha Tpeba Ja 3aI0BOJbU
6e3 003upa HA KOHTEKCT y KOMe Cy Hacraje. 300r TOra, MOKEMO HCKOPHUCTHTH T€ YCJIOBE W JaTH
AKCHOMATCKY JieprHUIN]y BepoBaTHONE KOja je allcTpaKTHa U HUje Be3aHa 33 theHy HHTEPIPETAIIN]Y.
Bakon BeposartHohe jojesbyje cBakoMm jorahajy A seposarnoliy P(A) koja je peanan 6poj u
3a/10BO/bABA TPHU YCJIOBA:

1. (menerarmBHOCT) 32 cBaku jorafjaj A je ucnymeno P(A) > 0;

2. (mopmanm3sanuja) 3a noysnan jgorabaj ) saxu P(2) = 1;

3. (ammTuBHOCT) ako ce jorahaj A pasiaxe na uckspyuuse jgorahaje Ay u Ay, onna je P(A) =
P(A; + Ay) = P(A1) + P(As). Ucru ycnos Baku 3a KoHauaH Opoj morabaja Aj, Ag, ..., A,. VY
caydajy HajBuUIle npedpojuBOr CKyma Jorahaja Koju Cy y3ajaMHO MCKJbYYHMBHU MOTPEOHO je J101aTh
akcuomy 3’: P <§ A ) = i P(A;).

Hasemqumo AOE;THe ocogﬂlﬂe BepoBaTHohe:

a) P(Q) =0;

6) ako je A C B, onga je P(A) < P(B);

B) BepoBarHOha je orpanmdena u3amehy 0w 1, 0 < P(A) < 1;

r) BepoBarHoha 36upa norahaja usnocu P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).

JlokazkuMo mocsenmpy ocoOMHY Tako ImTo hiemo pactapuTu 30mp gorabaja A + B mHa morahaje
Koju ce mehycodbno uckspyuyjy. Fbuxosa Beposarnoha je jejnaka 30upy BepoBaTHoha MCKJbYUUBUX
ngorahaja

P(A+B)=P(A+ (B—A))=P(A+ BA) = P(A(B+ B) + BA) = P(AB + AB + BA)

P(AB) + P(AB) + P(BA) = P(AB) + P(AB) + P(BA) + P(AB) — P(AB)
P(A)+ P(B) — P(AB).

(3.11)
Y cayuajy Tpu gorahaja A, B u C', ¢popmyna 3a BepoBaraohy 36upa morahaja mocraje
P(A+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC). (3.12)
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Osaj u3pa3s podujamo kaia 3amenumo A + B = D. Tana je

P(A+B+C)=P(D+C) = P(D)+ P(C) — P(DC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P((A+ B)C)
= P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC + BC)
= P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ACBC)
— P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC).

(3.13)

®opmysia 3a 36up morabhaja caap:ku BepoBaTHOhY npousBoja Aorahaja. Kako 6u my omxpeanin
HoTpebHO je Jla HPeTxo/iHo 00jacHUMO I110jaM YCJIOBHE BepoBaTHOheE.

3.7 YcjaoBHa BepoBaTHOha

Hexka je u3Bpimen HeK# €KCIIEPUMEHT U PA3MOTPUMO /iBa Aorahaja moBe3ana ca THM €KCIIePIMEHTOM.
ITocras/ba ce nuTame, Aa Ju BepoBaTHoha ma ce gecuo jemaH morabhaj yrude ma gerraBame
apyror norahaja? To je nmocebHo 3HaYajHO jep YecTo HEMaMO cBe HH(OpMaIHje O eKCIePUMEHTY
HEro caMo 3HaMO Ja ce oJurpao Heku jorahaj. lakje, mHTepecyje HAC Ja OJpeJUMO BepoBaTHONY
norahaja A nos ycsioBom ja ce ogurpao gapyru gorahaj B. To nurame nma cMuC/IA CaMO aKO MPECeK
norabaja A u B nuje npasan ckyn. TakBy yciaoBHy BepoBaTHOhy o3naqdumo ca P(A|B).

Ipumep Y ypuu ce nanasu 5 6emux u 10 npuux Kyriuna. AKO H3BydYeMO J[Be KYIJIUIE jeTHY
3a JIpyrom 6e3 Bpahama Kyriuia, H3padyHaTn BepoBaTHohy ja obe Kyruuie Oyay oele.

Pewere: Heka je norahaj A ma npsa m3Bydena kyrinna Oyge 6era. Tama je P(A) = 5/15 =
1/3. Heka je B norabaj ma apyra n3Bydena Kyriauia Oy/e Geqa. I13Biademem npBe Kyrauige,
MK CMO ITPOMEHHUJIN IIPOCTOP HCXOJA jep ¢MO cMammiIn 0poj 6enux Kyriauna. Caja je ocTalio
4 6este xyrune. Crora je ycnoBHa BepoBarnoha P(B|A) = 4/14 = 2/7. Beposarnoha na
CMO U3BYKJIM JiBe Gejie Kyrjuie ojajeasom je P(AB) = (g)/(?) = 2/21. Tlpumerumo na BaxKu
jennakoct P(AB) = P(B|A)P(A).

IHpumep Bupamo Ha ciaydajaH HAYMH TAYKY Y KBaJAPaTy MOBPIIUHE M. Y KBAJAPATy CE HAIA3E
kpyrosu A u B koju ce cexy. [lopmune kpyrosa A u B u muxoBor npeceka AB cy a, b u c.
Onpenuru BepoBarHOhe: a) jia ako je m3abpaHa Taduka y Kpyry A, onja ce ona takobhe Hasia3u
u y Kpyry B, 6) 1a ako je uzabpana tauka y Kpyry B, oHJa ce oHa Takohe HAJa3w U y Kpyry

A.

m

>
o
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Cimxka 3.4: Kpyrosu A u B y kBajapary nospimuae m. [lopmune kpyrosa A u B u muxoBor
npeceka AB ¢y a, b u c.

Pewerwe: Beposatuohe ma m3abpana tauka npunaga kpyrosuma A, B u upeceky AB cy:
P(A) = a/m, P(B) = b/m u P(AB) = ¢/m. a) BepoBarHoha ja u3abpaHa Tauka MpHUIAIA
Kpyry B ako 3Hamo 1a je y Kpyry A je

c <
P(BJA) == = % =

6) BepoBarHOha Ja m3abpaHa Tauka Tpunaga Kpyry A ako sHamo jga je y kpyry B je

C

b

_ P(AB)
- P(B)

P(A|B)

I3 e

W3 oBor mpumMepa MOKeMO Ja 3aK/bydnMO 1a (opMyJa 3a padyHame yCJIOBHE BepoBaTHOhe
norahaja A mox ycaoBoM Ja ce onurpao gorahjaj B m3HOCH

P(AB)

P(AIB) = 5

(3.14)

Omna je medunncana camo ako je norahaj B octeapus, P(B) # 0.
YeioBHa BepoBaTHOhA Takohe 3a/10Bo/baBa TpU akcumoMme BepoBaTHohe. YCJI0B MO3UTHBHOCTH je
ucnymen jep je P(AB) > 0, ycaoB HopMaiu3aimje je Takohe UCIymhen

_P@B) _ P(B) _
P(Q|B) = PB) ~ PB) 1. (3.15)
[Tpumerumo na Baxn
PBiB) = ) = ot =1 (510

IITO HAM TOBOPH Ja YCJOBHA BepoBaTHOha JedWHUIINE 3aKOH BepoBaTHohe Ha ckymy B a octaje
ucxoze U3 B MozKeMo og0anuTh. 3a aBa HCK/byunBa gorabaja A; m Ay, ncuymena je aanTHBHOCT
BepoBarHoha

P((A1+ Ay)B)  P(A1B+ A3B)

P(Ay+ 4ol B) = ——p 2= = =2

_ P(AB) + P(A;B) (3.17)

P(B)

= P(A|B) + P(A4|B).

YeqoBHa BepoBaTHONA ce MOYKe HCKOPHCTHTH 1a ce ofpenn BepoBatHoha npoussoma P(AB)
aBa norabaja A u B
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (3.18)

OBa dopmyna ce Mo¥Ke YONIITUTH HAa BepOBAaTHONY mpomsBoja Buime jgorabaja. Y ciaydajy Tpu
norabaja A, B u C' dbopmyay MOKEMO M3BECTH Tako mTo y3memo ja je AB = D. Taja je

P(ABC) = P(DC) = P(D)P(C|D) = P(AB)P(C|AB) = P(A)P(B|A)P(C|AB).  (3.19)

20



Axo porabaj B mema yrunaja Ha jeniaBame joraljaja A, yciaosna seposarnoha je P(A|B) =
P(A). Tana ce kaxe na cy norabaju A u B HezaBucHu. 113 dopmyie 3.14 caenn

P(AB) = P(A)P(B). (3.20)

JlaxJe, BepoBaTHONA TPOU3BOJIA IBA HE3aBUCHA jlorahaja je/iHaka je MpOu3BO/Iy IbUXOBUX BepoBaTHONa.
Ako cy morahaju A u B ca nosuruBnuM BepoBarHONaMa HE3aBUCHU, OHU C€ OHJIA HE HCKJbYIY]y
Tj. TOCTOjU HAjMATHE jeJIaH 3ajeHNYIN eJIeMeHT. AKO He OU TTOCT0ja0 3aje THUIKH eJIeMeHT, OHIa On
omto ucnyweno P(AB) = P(0) = 0 miro je Hemoryhe jep A u B nmajy no3urusHe BepoBaTHohe.
O6puyTo ako ce A u B uckmwy4uyjy onn cy 3apucuu, P(AB) =0 = P(A)P(B|A) = P(B|A) =0
mro 3uaun ga A 3apucu on B. Tpu morahaja A, B u C' ¢y He3aBHCHHM aKO BayKH HE3aBHCHOCT 33
napose u Tpojke norabaja: P(AB) = P(A)P(B), P(BC) = P(B)P(C), P(AC) = P(A)P(C) u
P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

IIpumep Beposarnoha ma ce pacmaane jenna C-H Besza y mosekyny CHy Tokom Bpemena T’
ycJe1, ancopiiyje yJarpabyondacTor 3padema je p. OJpeauTu BepoBaTHONY ja ce y JaToM
BPEMEHCKOM HHTepBaJy pacnajane mMakap jeana C-H Besa ako cy pacnajiu Be3a He3aBHUCHU
norabaju.

Pewewe: Tlocroje werupu C-H Bese y mosexkyny CHy. Heka cy morahaju ma ce Bese pacnajiny
Ay, Ay, A3 m Ay Taga je BepoBaTHONA 12 ce pacmagHe Makap jeaHa Be3a

PAj+ Ay + Az + Ay) =1 - P(A + Ay + A3 + Ay) =1 — P(A; Ay A3 Ay)
— 1 — P(4)P(4;) P(A5)P(A; ) = 1= [ [(1 — P(4))
=1-(1-p" 7

Y npsom peay cmo Kopuctuan /le MopranoB 3akoH a y JApyroM pejy CMO KOPHCTHJIH JIa aKO
cy jgorabaju He3aBUCHHU OHJIA CY IbMXOBU KOMILIEMEHTH TaKohe He3aBUCHU.

3.8 CuaydajHa mpoMemHHnBa

Ucxoan ekcrniepumenTa decTo HUCY OpojeBu. lI3Biaderme kapara W3 MIMAJIA Jaje UCXOJE KOjH Ce
OIKCY]y HA3UBOM KapTe um O0joM. Peanmsamnuja Ganama HoBumhia ce onmcyje CTpaHOM HOBYHNA.
OBakBH Pa3INYUTH HAYWHW OMUCA MCXOJa HUCY TOBOJBHU 3a aHAJIW3Y ekclepuMenTa. [loromnuje
je kopuctuTu GpojeBe. VY ciayuajy Oamama nHoBumha moxkemo kopuctuTu Gpojese 0 u 1 (mim
6mto Koju npyru map Opojesa) ma omurmmemo ucxofe. Kama Gamamo HOBumh n > 2 myTa, HCXOIE
eKCIIepUMeHTa MOozKeMo OpOojuaHO ONUCATH Ha BUINe HaUYWHA: OpojeM MOOMjeHUX IJIaBa, Pa3JUKOM
OpojeBa JI0OMjeHUX IJIaBa M IMHcaMa, OpojeM Oamama HoBYumha 70 IojaBe npBe miase, ... Ca
Jpyre cTpaHe, HCXoan (U3MIKOXEMHUJCKHX Mepema cy o0m4IHO OpojeBH. (OHO IITO MOXKe Ja HAC
uHTEepecyje 1mopeji Tux OpojeBa cy u wmwuxose dynknuje. Jlakie, Ha MHOr0 pa3jiMYuTUX HAYHMHA
MOXKEMO HYMEPUYKM ONMHUCATU UCXO/I€ jJeJHOT €KCIIEPUMEHTA.

Ciydyajna npomewmuBa X moBe3yje npocTop ucxoqa ca 6pojesuma. Ona je dyHKIHja
X : Q — R xoja gomesmyje peanan 6poj X(w) CBAKOM HCXOAY eKCIepuMeHTa w. Yecto ce y
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IIpUMEHaMa IIPpOCTOP HUCXOJa BULIC HE CIIOMUILE U DA/ Ce JUPEKTHO Ca Cﬂy‘lajHOM IIpOMEIbUBOM
MaKO je TPOCTOP MCXOJa YBEK NMPUCYTAH Y MO3a/IUHH.

CayuajHa npoMemnBa 1 BepoBaTHONA Cy JedruHICaHe Ha TPOCTOPY UCXOIA AT TOCTOJU PA3IAKA
usmehy mux. Beposarnohia P je dbyuknuja gorabhaja (moackymosu Q) P : P(Q)) — R, ook je
caydajua npomersuBa X byHKIMja Tadaka (esemenTapHux gorabaja) X : Q — R. Tlocrasmba
ce NMUTamhe KaKo MOBE3aTh BepOBaTHONY W CiydajHy HPOMEmUBY oJHOCHO Hahu BeposarHOohy ja
caydajHa npoMemnBa y3uMma ojpehene Bpeanoctu. Pazmorpumo uaBep3Hy DYHKIHU]Y AedUHICAHY
Ha nojckyny A peanne oce: X 1(A) = {w € Q| X (w) € A}. Ona Bpaha ucxojie eKcuepuMenTa Koje
cIydajHa NpoMe-uBa Ipecaukasa Ha nojckyn A. Tana je seposatnohia P(z € A) = P(X1(A)) =
P{w € QX (w) € A}).

Kako 6ucmo uzbersin onpehusame BepoBaTHOhE 3a CBe NOJCKYNOBE HA PEAJJIHO] OCH YBEIUMO
nojam byHKIHje pacnoaese (Beposatuohe), F'(x), u3 Koje MoxkeMo 106uTH ¢Be 0cOOUHE BepoBaTHONE
3a caydajHy nmpomemuBy. Ona je dyHKIHMja Koja IpeciankaBa peatne 6pojese Ha unrepsad [0, 1] u
peJicTaB/ba BepoBaTHONY /1a ciaydajua npomemuBa X UMa BPEJIHOCT MAiby O X,

F(z) = P(X < z). (3.21)

Haljumo Beposarnohy ma ce X nalje ma unrepsany (a,b]. Osnaunmo ca A, B u C norabhaje
X<a, X<buma< X <b Tagmaje B=A+C, Au C cy mehycodono uckmpyunsu morabaju.
Crora je P(B) = P(A) + P(C), 1j. P(C) = P(B)— P(A). 13 oBora u3BoumMo

Pla< X <b)=P(X <b) — P(X < a) = F(b) — F(a). (3.22)

Oyukmuja pacmogese, F(x), 3agoBobasa ciaenelie yenose:
1. ¥Vsuma Bpegnoctn m3mely 0 u 1, 0 < F(z) < 1.

2. I'panngne Bpeanoctn y Geckonaunoctu ¢y lim F(z) =0 wu lim F(x) = 1.
T—r—00 T—>00

3. F(z) je meounanajyha dbyukuuja jep Baxu F(r +¢) — F(x) = Ple < X <z +4+¢) >03a
e > 0.

4. F(x) je menpexuaaa byHKIMja ca JeCHe CTpaHe, il_r)r(l) F(z+¢) = F(x).

Osu ycioBu HaM roBope fa je F'(x) meonamajyha dyukmuja ox 0 mo 1 y3 moryhmocT mocrojama
HpeKkn1a y HekuM ragkama. CBaka (DyHKIIHja PACIIOe/Ie ce MOZKe IPEeJCTaBUTH Y 00JIMKY 30upa Tpu
anana, F(x) = a1 Fy(x)+asFy(x)+azF3(x), rae ¢y ay, as 1 ag KoeunujeHTH y3 yCaoB aq +as+as =
1. Fi(x) onropapa auckpeTHoj dbyHKIMjH PACTIO/eie ca KOHAYHUM HJIN TTPeOPOjuBO GeCKOHATHUM
6pojem mpekuia. Fy(x) je HempekumHA DYHKIMja pactojere Koja je audepeHnujabiia y cKopo
cBUM Taukama. F3(x) mpejacraB/ba CHHrYJapHY (DYHKIU]Y PACHomesie KOja MMa H3BOJE jeIHaKe
HyJm ako nocroje. Taj WiaH je HATOJONIKH W PETKO ce mojaBbyje y npumeHama. OH oarosapa
HENPEeKUTHUM (PYHKITMjaMa KOje HUCY CKOPO CByjIa JudepeHiujaduine.

PasmoTpumo mpBo (jeJHOMMEH3MOHATHY, YHUBAPUjaHTHY ) (DYHKIH]Y pAcCHojiese MOBE3aHy ca
ANCKPETHOM CJIYyYajHOM HPOMEIHUBOM KOja y3UMa BPEJHOCTH y MpedPOjuBO MHOTO TadaKa &,
cmuka 3.5. OHa mMa CKOKOBe p; V TauKaMma x; U He Mema BpeJIHOCTH u3Mehy Tux Tadaka. [lomrro
je P(a < X <b) = F(b) — F(a) ouna je BepoBarnoha ja caydajaHa MPOMebHBa y3UMa BPETHOCTH
Ha WHTePBAJNMA KOjH He cajpzke npekuje jeanaxa nynan. Ckokobu dynkumje F(z) y raukama
T; UpeJICTaB/bajy BepoBaTHONY Koja claydajHa mMpoMermuBa y3uMa y Tadkama x;, P(X = x;) = p;.
Ckyn naposa {(z;, p;) } Ha3uBa ce pacmoaesa BepoBaTHohe ciyuajhe npomermuse X . Bpojesn p;
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Cnuka 3.5: a) @yHkimja pacnogese u 6) pachojesna BepoBaTHole yHUBapujaHTHE TUCKDETHE
cJaydajHe MMPOMemUBe.

a) Fa 6) 4
1 Ps{
kAL
p3{
R { °
0 s
' g i | Pl p5| o
0 X X X3 X X X o X X3 X X% x

y3uMajy Bpeaaoct u3mehy 0 u 1 a iuxoB 36up je jeanak jenuauiu. F'(x) ce nobuja u3 peposarroha
P; TIPEKO H3pasa

F(z) = Z pi = Zpié’(xi — ). (3.23)

1,2, <T

Chuka 3.6: Ilpenasak muckperHe y HenpeKnaHy (hyHKIHjy pacioene Kajga Opoj mpeKkuaa mocTane
HerpebpojuBo OecKoHaYaH.

\

[Mra ce memasa kKajga O6poj BpeIHOCTH N Koje y3WMa CjIydajHa npoMemusa pacte? Tana je
Opoj npexkuga dyuknuje F(x) Belin amu cKOKOBU €y MambH Ia ce Yy TPAHHIHOM CIy4ajy Kaja Opoj
NpeKuIa MmocTane HempeOpojuBO GeCKOHAYAH cTermeHacTa (pyHKIMja TpeTBapa y HeIPeKUIHY, CIMKa
3.6. Takpa dyHKIHja pacrojesie oJroBapa HEIPEKUTHO) CJAYydajHOj mpoMemuBoj. [lomrro
BepoBarHoha ma maTepBaty (a,b] msnocn Pla < X < b) = F(b) — F(a), 3a a = b nobujamo
P(a < X <a)=P(X =a) =0. Jakze, BepoBaTHolia Jia ce pean3yje HeKa TauKa y eKCIePHMEHTY
y KOMe MocMaTpaMo HepPeKUIHY CJAydajHy TPOMemUBY je jeqHaka Hyan. 1o He 3HaYW Ja HUKAJIA
Ta Tadka Hehe OuTH peasin30BaHa HEIO 3HAYM Jla CE Y BEJMKOM OPOjy IOHAaB/babha €KCIIEPUMEHTA
OHa IMOjaB/HFUBATH JaKO PETKO (HACYNpPOT Cjydaja JAUCKPETHE CJIydajHe IPOMEHBE y KOME aKo je
BepoBaTHONA HeKe BPEIHOCTH jelHAKA HYJIM Ta BPEJIHOCT ce HUKajaa Helie peajn3oBaTh).

BepoBarnoha ma ciayuajua menpekujgna mpomerbuBa X y3uMa BPEIHOCTH Ha WHTepBady Ax
jemnaka je P(v < X <z + Az) = F(x + Az) — F(z). Uckopuctumo Taj n3pas ja jedbuHANIIEMO
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ryCTUHY pacmogeJie (Beposarnolie)

. Ple<X<z+Az) F(r+Ar)—F(r) dF(z)
f(@_AlglcrEO Ax B Az C dr

(3.24)

f(x) je BepoBarnoha mo jemmuunu senuumne X. Kako 6u nobwim BepoBarnohy ma ciaydajHa
LHPOMEbUBA y3UMa, BPEJHOCT Ha MaJoM uHTepBagy Ar, noTpedHO je Ja HOMHOXKUMO T'YCTHHY
pacnozenie ca uarepsaiom Az, f(x)Az. Beposaraoha Ha komaunoMm uHTepBaty (a,b| uznocu

b
Pla<X <b)= / (@) da. (3.25)

Oyukiujy pacrojesne 100ujaMo uHTErpagehu rycTuHy pacnojesie
F(z) = / f(z)dz. (3.26)

YciioBe Koje 33/10BO/baBa IT'YCTHHA PACIIOeNIe €Y Jia je HOpMaJn30BaHa Ha jeIMHUILY U /14 je HeHeraTuBHA
dbyukmuja (f(x) > 0). Kopucrehu nenra GyHKIUjY MOKEMO MPEJICTABATH TYCTHHY PACIOIENe 3a
JHCKPETHY CJIydajHy mpoMmemuBy y obuuky f(x) =Y pid(z — x;).

i

Ilpumep Hopunh ce bama jaBa nmyra. Hahwm pacrogeny Beposataohe n yHKIHjy pacriomese
BepoBaTHONE 3a Cay4ajHy IPOMELUBY KOja je jejiHaka Opojy J100ujeHux TJiaBa.

Pewerve: Enementapum morahaju w, Bpegnoct ciaydajue mpomemuse X (w) m BepoBarHoha
eqemMentapaux jgorabaja P(w) cy gatu y ciaenehoj rabesnn:

w GG PG GP PP
Xw) 2 1 1 0

3
&
N~—
=
=
INES
==

Pacnogena BepoBatnohe n dbyHKIMja pacogesie H3HOCE:

01 2
X:{lll}
4 2 4

0 <0

1

1 <
Fla) = g 0<z<l1

1 >2
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|

N~

1 1
2 2

»
»

<V

0 1 2 0 1 2 X

Cnuka 3.7: a) @yukuuja pacmnojesne u 0) pacroiesna BepopaTHole 3a CJIydYajHY NPOMEHUBY
Koja je jejiHaka Opojy j00ujeHuX rjiaBa y jBa Oalama HOBYHNA.

IIpumep Henpekuana caydajua npomemuBa X je nedunucana wa unrtepsanay [0,1] u uma
rycruny pacuogese f(z) = x. Hopmanusosaru rycruny u nahu dyukiujy pacuosuese.

1

Pewere: Kako 61 HopMan3osaiu rycTuny pacunogese, noMmuokumo je ca C. Tagaje [ Cf(z) dx =
0

1, tj. C =2mn f(z) = 2z. Pynkumja pacuoaese uznocu F(zx) = [ f(t)dt = 22
0

a) Fa 0) oA

1 2

»
»

<V

0 1 0 1 X

Cruka 3.8: a) @yHKuuja pacnojesne u 6) TYCTHHA PACTIOJETE 3a CIyYajHy NpoMemuBy X u3
npumMepa.

3.9 CuaydajHu BeKTopnu

N ciydajHuX TPOMEUBUX HPEJCTaB/bajy CAYYAJHH BEKTOP y N-JIMMEH3UOHAJTIHOM IIPOCTODPY.
PazmoTpumo 360r je IHOCTABHOCTH TBOANMEH3HOHAIHY (OuBapujanTHy) caydajny npomemusy (X, Y).
Bajegaunuka pyHKIMja pacnoaesie je Taja

F(z,y) = P(X <x,Y <y) (3.27)

U OHa IpejicTaB/ba BepoBaTHohy nmpoussoga gorahaja X <z um Y < y mro oaroBapa BepoBaTHOMM
Jla ce cilydajHo n3abpaHa Tadka y DPaBHU HAJIA3U JIEBO M UCIoj Tadke (z,y) y pashu (cauka 3.9).
Beposarnoha na ciyuajna tadka (X,Y) mexu y npasoyraouuky a < X < be <Y < d (ciauka
3.9) u3Hocn

Pla< X <bc<Y <d)=F(,d)— F(b,c) — F(a,d) + F(a,c). (3.28)
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F(z,y) 3aj0Bo/baBa ucre yc/jaoBe Kao U yHUBApUjaHTHA (DYHKIUja Paciojgesie: OHa je Heouajajyha
dbyHKIHja 10 KOOpAUHATAMA X U Y, TPAHNYIHE BpeAHOCTH n3Hoce F (1, —00) = F(—00,y) = F(—o00, —00) =
0u F(oo,00) = 1.

Camka 3.9: a) Osnauena je obsacT y KOjoj JIeKH CJIydajHO m3abpaHa Tadka ca BepoBaTHONOM
F(z,y). 6) Beposarroha na ciyuajHo n3abpaHa Tadyka Jiexu y o3Ha4eH0j obaacru usnocu F (b, d)—
F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).

a) y4 6) ya

(xy)

Xy

<V

0 a b

3a 7Be quCKpeTHe caydajHe npoMemuse X u Y, OuBapujanTHA paciojesa BepoaTHohe je ckym
tpojku {z;,yi, pij = P(X = 2;,Y = y;)}, tme ¢y x; u y; Bpensoctu X u Y a p;; BepoBarsoha y
THM TadKaMa 3a Kojy Baxe ycaoBu: 0 < p; < 1lwu Y > p;; = 1. Oynxnuja pacmomesne je jeHaka

F(z,y) = Z Z Dij- (3.29)

4,2, <T J,Y; <y

Cauka 3.10: Osnadena je obmact D y K0joj je BepoBaTHOhA 1a CAydajHO m3abpaHa Tadka MagHe Y
wy uznocn F(z + Azx,y+ Ay) — F(z,y + Ay) — F(z + Az, y) + F(z,y).

y A

y+Ay

<V

0 X X+AX

Henpeknanu asogumMensnonanann ciaydajon sektop (X,Y) ce ommcyje IYCTHHOM paciomese
f(z,y). o we gonasumo ua ciejehn naumn. Axo uzabepemo Tauky (r,y) y paBHH, OHJIA
BepoBaTHONA Ja caydajHo m3abpaHa Tadka majHe y mpaBoyraoHuk D ca temenuma (z,y), (x +
Ax,y),(x,y + Ay) n (x + Az, y + Ay) uznocu

P((z,y) € D) = F(z + Az,y + Ay) — F(z,y + Ay) — F(z + Az, y) + F(z,y), (3.30)
cauka 3.10. 3ajegHmYKka I'yCTHHA PACIOAEE jeTHaKa je
_ .. P(lz,y) € D)
f(@.y) _ggo AzAy
Ay—0
Fr +Ax,y + Ay) = F(z,y + Ay) — F(z + Az,y) + F(a,y)  PF(z,y)

AxAy 0xy

(3.31)
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Iyeruna pacuogene 3amoosbasa ycaose: f(x,y) > 0n [ [ f(z,y)dedy = 1. Oysxnmjy

pacrojesie MOXKeMO 3padyHaTH U3 T'YCTHHE MpeKo ciejeher uspasa

F(z,y) = / /y F(u, v) du dv. (3.32)

—00 —0O0

Beposatnoha na ciyuajHo m3abpaHa Tadka Hajgas3u y obgactu A je jeqHaka

P((z,y) € A) = // f(z,y) dx dy. (3.33)

IIpumep Bamajy ce npa nopumha. X m Y cy OpojeBu rjiaBa Ha IIPBOM U JIpyromM HOBYmhY.
OppenuTn pacnojeny BepoaTHohe u (PyHKIH]Y paciojiele.

Pewere: Enemenrapuu poraljaju w, sBpemnocr ciaydajuor sekropa (X,Y) m Beposarnoha
esementapanx jgorabaja P(w) cy gatu y ciaenehoj tabenn:

w GG PG GP PP
(X,Y) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

P 1 & i i

Pacnosiesnia Beposaruohe uznocu:

X
DPij 0 1
1
Y O }11 %
g g
(0 —o<r<0, —oco<y<0

x>0, y<0

r<0, y>0
Flr,y)=q1 0<z<1, 0<y<]1
% r>1, 0<y<l1
0<r<l, y>1
(1 z>1, y>1
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ENEN
A=
N|—=

ENEN

0 F(xy)

N|—=

ENEN
ENEN

9 /

o
¥
o

0 0

Coamka 3.11: a) Pacnonena eposaruohe u 6) dyukiuja pacnomgese ciaydajaor sekropa (X, Y)

U3 IpUMepa.

Ilpumep Hahm ryctuny pacnogese u (HyHKIH]Y paciogesie JBOJANMEH3MOHATHOD CJy4ajHOT
BEKTOpa KOju UMa paBHOMepHY pacnojeny Ha kBajpary 0 < z < 1, 0 <y < 1. Oapeauru
sepoBarnolie: a) P(X > 1/10,Y > 1/5),6) P(X <1/2),8) P(X <Y).

Pewerve:
['ycruna pacmojesne u3Hocu

1 0<2<1,0<y<1
flz,y) =
0 ocrajo

OyuKIMja pacrojesie ce A00uja MHTErPAIIjOM I'YCTHHE PACIIOEe 110 Pa3InduTUM 00J1aCTUMA,

Ha, CJWIIN.

yA

1l \Y,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

v

Cauka 3.12: Obaacru y kojuma ce oapehyje dyHkImja pactogenre u3 npuMepa.

O6nacr I F(u,v) :/dx/ dy = uv
0 0

v

1
Obaacr II: F(u,v) = / dx/ dy =v
0 0
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O6umact III:  F(u,v) :/d:v
0

1
O6macr 1V: F(u,v):/da: dy =1
0
(0 —o<r<0, —oco<y<O0
x>0, y<0
r<0, y>0

Flz,y)=qxy 0<z<1 0<y<l1
r z2>1, 0<y<l1

y 0<z<l1, y=>1

1 z>1, y>1

1 1 05 1
a) P(X >1/10,Y > 1/5) = [ dx [ dy = 0.72,6) P(X < 1/2) = [ dx [ dy = 0.5, B)
01 02 0 0

11
PX<Y)=[dy[ dc=0,5

0 y

3.10 YcioBHa pacnojeJia

Pa3smorpumo npBo MaprusHajine pacuogesae. 1o cy pacrojesie MojeInHaYHUuX CAYYajHIX TPOMEHhUBUX
3a JIOBOJIMMEH3UOHAJIHY CJIYYajHU BEKTOP WIH PACIOe e OUJI0 KOT TOJCKYTIA CYYajHUX TPOMEhUBUX
KaJla je JuMeH3Hja BeKTopa Beha ox gsa. IlocMarpajMo JIBOJIMMEH3UOHAJHH CJAYYajHU BEKTOD
(X,Y). 3a auckperHe ciydajHe IpOMembHBe UHja je 3ajeJHHYKA DACHONENd P;j, MaprUHAJIHE
pacio/jiejie u3Hoce:

j=1
PY =y)=pj =Y py. j=12..m (3.35)
=1

HBoux nobujamo Tako mrTo y Tadbesu pacuojesie BepoBarHohe cabepeMo cBe ejieMeHTe jeJiHe KOJOHEe
WK peJla & pasy/rare MOKEeMO HAUCATH HA MAPTUHU (OTyJIa HOTHYE UMe PACIOJIeIe).

3a HempeKuIHe CIydajHe IpoMehiBe, MApTUHAJJIHE TYCTHHE ce 1001jajy TaKo IITO Ce MOCMAaTPajy
BpeHOCTH (DYHKIHje paclojese 3a £ — 00 WIN Yy — 00. 3a Yy — 00 J00mjaMo

Fy(z) = F(z,00) = P(X <2, < 00) = P(X < 1) = / du / Flu,v) d. (3.36)
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Maprunajina rycruna cjydajHe npomermuse X je

fx(z) = / f( ) dy (3.37)

Jep je

T

Fx(x) = /fx(u)du. (3.38)

Caugno, 3a © — 00 J100HjaMo
Rl = Floo) = PX S0 <) =PV <) = [ o [ fluvjde (339)
a MapruHaJHa paclojiesa caydajHe mpoMemuBe Y je
frlo) = [ Sy ds (3.40)
jep je
y
Fy(y) = / fr(v) dv. (3.41)

Panuje cmo nokasaJiu jia BepoBarHoha 1npousBojia JiBa Jjorahaja Huje yBeK jejHaka 1Hpou3BOJLY
BUX0BUX BepoBarHOoha jep morahaju mory Outu 3aBuchHm. 300r Tora ¢Mo jehHHHCAIN YCIOBHY
BepoOBATHONY KOjy CaJl KOPUCTUMO /2 OMUIIEMO 3aBUCHOCT PACIIOe/Ia BEPOBATHONA y CIydajy BUIIe
CIyYajHUX NMpoMemUBHX. Hamme, BepoBaTHOhe 1a HeKa CJydYajHa HPOMEHHBA Y3WMa BPEIHOCTH
MOTY 3aBHCHTH OJT BPEJHOCTHU JAPYTe CIydajHe MpoMebuBe. 3a JiBe TUCKPeTHe CIydajHe MPOMeIbuBe
X nY, ycaoBua pacmogena P(Y = y;|X = z;) 3a npomemusy Y, kaga nam je Bpeanoct X
Mo3HaTa, je/;ITHaKa je

P(X = x;) i

P(X = x;]Y = y;) je ycioBHa pacnojesa ciaydajue IpoMemuse X 3a HO3HATY BPEJIHOCT CIIydajHe

PY =y;|X =) =

(3.42)

npomemuse Y. Ona ce oapebhyje npeko caeaeher uzpasa
P(X =z, =vy;) _ D
P(Y =y;) P;

VY ciydajy HeNpeKuIHUX CJIydajuux npoMemusux X n Y, pazmorpumo jgorahaje ja one y3umajy

P(X = 2|V =y;) = (3.43)

BPEIHOCT HAa HEKOM HMHTEPBAIY. YOUNMO eJeMeHTapHH IIPaBoyraoHuk A ca crpaHunama dr u
dy oko Tauke (x,y), cauka 3.13. Beposarmoha ma m3abpama Tauka masgae y obaact A m3Hocw
P((z,y) e A)=Pla < X <zx+dr,y <Y <y+dy) = f(z,y)dxdy. Oae nvmamo nBa gorabhaja
E1 u F, xoju onrosapajy na tauka nansae y nojace A;, v < X < x+dru Ay, y <Y < y+ dy.
Kopucrehu dopmysty 3a npoussos, jBa jorahaja j1obujamo:

flz,y)dedy = Pl < X <z +de)Ply <Y <y+dylr < X <z +dx)

3.44
=Ply<Y <y+dy)Plr< X <z+dely<Y <y+dy), (3.44)

30



Cauka 3.13: Obnactu A, A1 n A,.

- A\

y+dy
2
y
0 X x+dx Fx
f(z,y)dzdy = fx(x)dzf(ylz)dy = fv(y)dyf(z|y)dz. (3.45)
VcaoBHE rycTHHE U3HOCE @)
_ flzy
flylz) = () (3.46)
_ flz,y)

Tpeba namomenyTu Ja je ycaobHa rycruna f(y|x) dyHknuja y a x je mapamerap pacuojede.

Jpe ciyuajue npomewnse X u Y cy He3aBucHe ako je f(zly) = fx(z) u f(ylz) = fy(y)
(3a mempekumaue npomemuse) win P(X = x;]Y = y;) = P(X = x;) u P(Y = y;|X = x;) =
P(Y = y;) (3a muckperne mpomemuse). Y ToMm cay4ajy je f(z,y) = fx(z)fy(y)(3a nenpexknne
IPOMEbUBE) WK P;; = p;p; (3a nuckperne npomemuse). Takobhe Baxku daxropuzanuja dyuxuuje
pacnogene F(x,y) = Fx(z)Fy(y). He3aBucue ciay4ajue mpoMermBe HAM Yy MHOIOME OJIAKINABA]y
n3padyHaBame 0COOMHA CJIYYajHUX MPOMEHhUBUX IMITO hemMo yOpP30 BUIETH.

IIpumep Tonoxaj Tauke y ABoauMeH3noHaTHOM poctopy (X, Y') jeHAKO je BepoBaTaH yHYTpa
a) KBaJpara cTpaHuIle a; 6) Kpyra HOJIYIPEYHUKA ¢ MEHTPUPAHUX ¥ KOOPIAMHATHOM MOYETKY.
OapeanMo MaprwHa HE W YCJIOBHE paciojese ciaydajuux npomemuBux X u Y. Jla jgwm cy
ciaydajue mpovemuse X u Y He3zaBuche?

Pewere: a)

N <
1

\/

'
N[
N

'
N|©

Caunka 3.14: KBaapar cTpaHuiie a.
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['ycruna 6uBapujaTHe paciojesie U3HOCH

1 a a
Loz < g, < @
f($,y> _ a2 | | = 9 |y| = 9
0 ocrajo
Maprunanre pacrojesne cy
( 5
L[ dy=1 |a| <4
a? a —
INGOER :
\O OCTAJIO
( a
1 j‘ dl’ 1 ’y‘ < a
a2 ~ =3
fr(y) = -2 ?
k0 0CTaJIO
YciIoBHE pacmojielie je/IHAKE CY
flzy) o l<s
flyle) = = 2
fx(v) 0 ocramao
flz,y Lozl <
Flaly) = 122 :
fY(Z/) 0 ocrajo

6)

YA
ﬁ
NI
-a

Cnuka 3.15: Kpyr noaynpednuka a.

['ycruna GuBapujaTHe pacuojiesie n3HOCH

1 2 2 2
a2 xT +y <a
f(lvy):{ i

0 0OCTaJIO

MaprunaJjine pacrojese cy

L A= b <a

ma?

0 0CTaJIO
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Lo de=2NC yl<a
fY(y): —Ja2—y?

0 OCTaJIO

YciIoBHe pacmojielie je/iHAKE CY

1
flylz) = flay) _ {W ly| <a

fx(r) 0 OCTAJIO
_fwy) _ gy ltl<a
Jely) fr(y) 0 0CTAJIO

a“—x a“— .
fx(@)fy(y) = VA G ) # f(x,y), ciyuajue npomewsuse X u Y cy 3aBHCHe.

m2a%

3.11 BpojuyaHe KapaKTepuCTHUKE pacmojejie BepoBaTHohe

HecTo He 3HAMO WJIH HE MOXKEMO Jia OJIpe MO (TYCTHHY ) pacrojiese BepopaTaohe cydajiHe NpoMemnBe
HEro0 MOXKEMO OJIpEJIMTH CaMO HEKOJIMKO OpojeBa KOjH KapaKTepully Ty paciojeay. Tu OpojeBu
ce MOTY IOJIJIUTH Y JBe I'pyIe: OHU KOJU OIMCY]Y IEHTap HArOMHJIaBaibha BPEIHOCTH CJAUYAjHE
IPOMEIbHBE U OHU KOJU OIHUCY]Y OICEr PacTyparba BPEIHOCTH OKO TAaUKe HATOMUIABAIbHA.

Mop, je HajBepoBaTHHja BPEJIHOCT CJydajHe NMPOMEmUBE (OHA BPETHOCT 3a KOjy (rycruHa)
pacnogesie uma makcumyMm). I[loctoje yHEMOmaaHe (jenaH MakCHMyM) W MYJTHMOJAJHE (BHIIeE

MaKCHMyMa) pacrojesie, ciuka 3.16.

Cnuka 3.16: a) YHuUMOmaIHA U §) MYJITHMOJATHA TYCTHHA PACTIOJeTe.

a) 6)
f A f A

»
2

X

X Xmod, Xmod, Xmods

Cpexnma (ouekuBaHa) BpegHocT (X ) ciydajHe TpoMeriBe X PeCTaB/ba TAYKy HATOMUIIABAA
Bpeanocta X Koja He MOpa oAroBaparu Moy pactomesne. Oma ce uzpadyHasa Ha cienehin madum:

> xip; JNIUCKPETHH CJIy4aj
(X) =433 (3.48)
[ xf(x)dx menpexknanm ciyuaj

Y CTaTUCTHUIU ce MOXKE IIOKA3aTH Jla apUTMETHIKA CpeJIMHA BEJIMKOT Opoja y30paKa KOHBEPIrupa y

BepoBaTHONM Ka CpeJib0oj BPETHOCTH PaCIoJIeie.
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MaprunaJiHa pacioesia yBeK MOXKe 14 Ce IPeJCTaBi KA CPeIba BPEIHOCT YCJAOBHE PACIIOfee,
fxlo) = / Fla,y)dy = / Faly)fy () dy = (f(2ly)y (3.49)

re je ycaosaa pacnogena f(z|y) = d(z — y)
Cpenmpa BpeTHOCT je CHeINUjaJHH caydaj k-TOr MOMEHTAa OKO KOOPJAWHATHOT ITOYETKAa
(obmaHOr MOMeHTa) 3a k = 1. 3a ocTane BpeaHOCTH k, OOMTIHE MOMEHTH H3HOCE

ST akp, JIUCKPETHH CJIYYAaj]
my, = (X*) = {3 (3.50)
[ 2Ff(z)dx weupekninn cayuaj

Jedunuiujy obuaHOr MOMEHTA MOYKEMO YOUIITHTH Ha cIydajan BekTop (X, Y):

> > alyhps JIMCKPETHH CJIYYa]
mg = (XFY!) = ¢ 75075 (3.51)
[ | 2" f(z,y)dedy nenpexmuuu cay4aj

Y cayuajy k = 0 uam [ = 0 MOMEHTH ce PeIyKyjy Ha MOMEHT MAapPTHHATIHE PACTIOZETE 33 TPOMEIbUBe
YnX.

Ocobune cpenmbe Bpeguoctu ¢y (C'je KOHCTAHTA):

1. (C)=0

2. (CX) =C(X)

3. (X1 4+ Xo) = (X1) + (Xy)

4. (X1X5) = (X1)(Xs) ako cy X; u Xy He3aBUCHE CIydajHe TPOMEHbUBE.

Pacrypatmbe BpeHOCTH CJIydajHe IPOMEHIBE OKO CPEJIEe BDEHOCTH je 1aT0 k-TUM IeHTPATHUM

MOMEHTOM:
i(mz —{(X))Ep; JMUCKPETHH CIy4aj
e = ((6X)") = (X = (X)") = ¢ "= , (3.52)
_f (x —(X))¥f(x)dr nempexmanu caydaj

Jpyru neHTpaIHu MOMEHT Ce Ha3uBa BapujaHca (qucmep3muja) ¥ jeJHaK je O4eKHBamby KBaIpaTa
rpermke (daykryanmje) 60X = X — (X),

var(X) = p = ((0X)?) = (X — (X))?) = (X?) — (X)? (3.53)
Tj. pe = Mo — mi = 02, 0 je craEAapAHO oacrymame. Ciuune pesanuje nocroje usmeby

HEeHTpaJIJHUX U OOMYHIX MOMEHATA BUIIIET peaa.

3a cayuajun Bektop (X,Y), MokeMo jedunHCATH HEHTPATHE MOMEHTE
p = (X = (X)) (Y = (V). (3.54)
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KoBapujanca je momenT
cov(X,Y) = 1 = {(X — (X))(Y — (Y))) = (XY) — (X)(V). (3.55)

Kopenanuja ase cayuajue npomewmuse X u Y ce jgedunuiie

v = KT 3.56
s var(X)var(Y) (3.56)

Ona nokasyje cremeH JHHeapHe 3aBUCHOCTH CJIyYajHUX npoMmemuBux X u Y. V3uma BpegHOCTH
—1 < pxy < 1, tako aa Bpemnoctn 1 m —1 oarosapajy MOTIIYHO] JUHEAPHO] 3aBUCHOCTH M
AHTH3ABUCHOCTH, JIOK BpeaHocT () 0JroBapa ojcycTBy JimHeapHe 3apucHoctu (Moryhe je na moctoju
HeJIMHeAPHA 3aBUCHOCT).

IIpumep Coaydajua Tadka je paBHOMepHO pactiopehena Ha a) Kpyry, 6) JIONTH HOJIyIPEYHIKA .
Hahwu cpeamby BpeiHOCT pacTojarma Tauke oJ1 nenTpa. KoJnko ona u3Hocu kajia 6poj JuMeH3uja
njae y 6eCKOHAIHOCT?

Pewere: a) T'ycruna pacnojese ciydajHe Tadke y Kpyry je:

1 2 2 2
- "ty <a
fz,y) :{ i
0 OCTaJIO

Y A
a

(x.y)

Y

Cnmka 3.17: Coyuajuo nzabpaHa Tadka y KPyry MOJIYIPEYIHUKA d.
Pacrojame tauke of mentpa je R = /22 4 y%. Cpeamba BpeIHOCT pacTojaiba W3HOCH:

(R) = // Va2 + 2 f(z,y) dxdyz//r%rsin&drd&

KpyT KpyT

27 a
1 2
== sinﬁdﬁ/r2 dr = —a.
a’r 3
0 0

OBe cMO HCKOPHCTIIN MOJAapHe KOOPANHATE [ PEIIUMO HHTEIPaJl.
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6) I'ycruna pactofesie ciaydajHe Tauke y JONTH U3HOCH:

Lo 2?2 9% + 22 <a?

4. c
fla,y,z) =< 5™
0 OCTaJIO
Y A
a
(x,y,2)
0 a "X
a
Z

Comka 3.18: Cay4ajHo m3adbpaHa Tauka y JIONTH TOJYIPETHUKA A.

Pacrojame Tauke oj meHTpa JIONTe jeaHako je R = /22 + y? + 22, a cpelmba BpeIHOCT
pactojama je:

<R>—/// \/:c2+y2+z2f(x,y72)dxdydz—///7” : 37sing dr df dip
a

4
§7T
JIOTITa JIOTITa
2 s a
1 3
=7 3/dgp/sin9d9/r3dr:£.
g’ﬂ'a
0 0 0

Nurerpan cmo pemuan kopucrehu cdepue koopaumnare. Huje remko youuru ja je 3a n-

na
n+1’

rpaEndy BpeaaoctT lim (R) = a. OBaj pasysrar, ja je cpe/iibe pacTojame HaCyMUYHO n3abpaHe
n—oo

JIMMEH3MOHAIHY JIONTY, CPelibe PacTojame Tadke OJ IeHTpa Jonre (R) = mTO Jaje

TavyKe ca YHUPOPMHOM I'YCTUHOM PACIOEIe Y N-TUMEH3UOHAIHO] JIOITH jeIHAKO HOJIYIIPETHUKY
JIOIITE YKa3yje Jia ce CKOPO CBe TadyKe HaJla3e Ha IMOBPIIH JIOITE Kao IITO CMO J00uu pasmarpajyhu

NpuMep yV Be3W 3alpeMUHe JIOTTE.

3.12 Tpanchopmanuja ciaydajHe NpoMemIBe

Cayuajua mpomemuBa Y = g(X) ce Hazua TpaHcdOpMaIjoM CiaydajHe IpoMemuBe X, rjie
je g Heka dbyHKIMja. VHTepecyje HAC Ja oJpeMMO pacrojiesy BepoBaTHohe 3a Y. ¥V IUCKpeTHOM
caydajy, pacmojesia je gaTa caegehuM u3pas3oM:

P(Y =y;) = P(9(X) = yi) = P({zlg(z) = yi}) = P(x € g~ (w:)). (3.57)

Jaxkje, norpebHo je Hahu cBe BpegHocTH T KOje (DYHKIHja ¢ pecauKaBa y BPEeJIHOCT Y; U cabparu
IbUXOBe BepoBaTHOhe. Y c/y4ajy HelpekujHe CAydajHe HpoMemnBe X, MOCTOje TPU KOopaka 3a
HaJIazKelbe I'yCTUHE paclojese caydajHe npoMemuse Y :

1. 3a cBako y Haln ckyn A, = {z|g(x) <y}, cauka 3.19,
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2. nahm byuknujy pacnogene Fy(y) = P(Y < vy) = P(g(X) < y) = P{zlg(x) < y}) =
f(z)dz,

Ay

3. rycruHa pacnogese usHocu fy (y) = %y(y).

Cimmka 3.19: YV npBom kopaky TpancgopMalimje caydajue mpoMemuBe, HoTpedHo je Hahm ckymoBe
A, jep dyHuknmja He MOpa OMTH MOHOTOHA.

yA

Kana je g mororono pacryha nim onanajyha dpyukuuja (ciuka 3.20), onja je

_ JP(X <97 (y) = Fx(97'(v)) pacrylia
= Pty =0 {P(X >g7'(y) =1-Fx(97'(y)) omamajyha.

Crora je rycTuHa pacrojesie

foly) = {f<g-1<y>>dg;;<y> pacryha
—f(gfl(y))dg;l;(y) onagajyha.

OBa 1Ba caydaja ce MOTY HpeJICTaBUTHU HPEeKO jeIHe jeTHaInHe:

o) = a7 )| 52| = (o) |

ol (3.58)

N3pas3 3a Tpanchopmalujy ciaydajHe mpoMemnBe ce Moxke a00uTu mnmoMmohy jiesira DyHKIHje.
Uckopuctumo jemnaumny 3.49 Koja mpejacTaB/ba MaprUHAJIHY PacHojiesy Kao CPe/by BPETHOCT
YCJIOBHE pactiofiesie. ¥ clydajy TpandopMalyje IpoMemnBe, YCI0BHA pacnojena usnocu f(y|z) =
d(y — g(z)). Taxa je Tpancdopmucama rycTura pacrtoese

b
fr(y) = / Fx(@)8(y — 9(2)) da, (3.59)

Comka 3.20: a) Monorono pacryha u 6) monorono onajgajyha dyusxuja g(x).

6) YA

\4
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rjie cy rpaHulie unrerpaiuje ojpehene rpanunama unrepsaJjia Ha kojem je X jiecbunucana. Taja cy
rpanuiie Ha Kojuma je gecdunucana Y oapebyjy u3 nejeqnakoctu a < gL (y) < b. AKo HCKOPHCTHMO
n3pas 3a jejara GYyHKIU]Y ca CJA0KEeHUM aprymenToMm 2.19, mobujamo:

/fX !9 z)| Z}

re cy ; perema jeaaadunne g(z) = y.

(3.60)

Paszmorpumo jaBomuMeH3noHaJHE Cay4aj. zKeauMo jga TpaHCcOPMHIIEMO CIyYajHH BEKTOD
(X1, Xo) na Bexkrop (Y7, Y2) nomohy 6ujekrusne Tpancdopmanuje Y7 = g1(Xq, Xo) u Yy = go( X7, X2)
anja je merepmuHaHTa jakobujana |J|. Tana je Tpancdopmucana GuapujaTHa paciojena JaTa
U3PA3OM:

8(1’1, il')z)

a(@/ljyz) (3.61)

o) = Flan )] = For ), 97 () '

IIpumep Heka je mara pacmomena BepoBaTHOhe caydajane mpomemuse X,

-2 -1 0 1 2
X = { 1 101 1 1 }
5 5 5 5 5
Hahn pacnogeny Beposarrohe 32 Y = X2,
Pewerve: PazMoTprMo Koje BpeJHOCTH y3uMa Y :
r, —2 -1 0 1 2
y; 4 1 0 1 4
1 11 1 1
pi 3 5 5 5 5

[Torpebno je cabparu cBe BepoBaTHONe Koje Cy MOBe3aHe ca UCTOM BPeIHONINY ¥;
4
2
5
1 —z?

ITpumep Cayuajua npomemusa X nma rycTuHy pacrnogene fy(x) = ors

~
Il
—N
o= O
SN =

Ha, OTICETY —00 <
x < 0o. Oppenurn rycTuny pactogene 3a Y = X2

? Huje MOHOTOHA Ha —00 < z < co. A, = {z|z* < y}, Tako na cy

Pewere: Oynknuja y = x
BPEJIHOCTH T orpanuyene Ha —,/y < x < /y 3a cBako y > 0. YV OKBUpY TUX BpeJHOCTH Tpeba

HHTETrpaJuTh IycTuHy pacnomnene fx(x),

21

VY
R = [ e ™ do = Fx(V5) = Fx(~Vi).
NG
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y A
2
y=X
_________ ]
_y% 0 y1§ " x

Camka 3.21: ®yukunja y = 2.
OBaj uHTerpaj HeMa aHAJUTHYKE OOJMK M 3aT0 Kopuctumo dyukuujy Fy(x). U3Boge e
dyHKIMje naje TyCcTUHY TpaHchopMHUCcaHe pacioee:
CdRy(y)  Ix(Vy) o Ix(=y) e
fr(y) = = -

s NG Ny (3.62)

3a y > 0.

Pemmumo caa oaj npumep kopucrtehu jenra pyuknujy. [lorpedbua cy nam pemniema jeHnaqanne

y = x°, Koja usHOCe §y = /T u y = —/x. U3Box ’%ﬂ je jennak 2x. I'yermna tpancdpopMucane

pacrojene ce pobuja us jeanaqune 3.60:

1 e Y e Y e Y
fr(y) = \/%(2\/§+2\/§) = (3.63)

Pacmogena je nedunncana Ha uaTepBany —oo < ,/y < oo, Tj. y > 0.

[TocToju BazkHa mocjieuma TpancdopMmaliije HellpeKu,iHe caydajie npoMemuse. [lomTo ryctuna
pacrojesne TpanchopMucane caydajue IpoMebUuBe CaIp2KH JIeTepMUHAHTY JakoOujana Tpancdopmalmje,
TO OHA HE MOpa Ja UMa UCTH MAaTeMAaTHIKW OOJTMK KA0 OPUTHHAJHA CIyYajHA TPOMEIbUBa. Tako
aKo TpaHcdopMuInemMo yHuUPMHY I'yCTUHY PACIOAEAY HEJIUHEPAHOM TpacdopMaIjom, J106mjamo
I'YCTUHY pacnojiesie Koja uuje yuudopmua. YuudopMHua pacnojesna o ppekBennujama Huje yaundopmua
pacro/iesia mo TajJacHO] JyKUHHA. Y BeOMa CHeINjaJHOM CJIyda]jy, MOKe ce JIECUTH J1a je IeTePMUHAHTA,
Jakobujana TpancdopMaluje KOOpANHATA jeJHaKa jeUHUIN M Taja TpaHchopMaldja He Meiba
pacuojesy. To ce jenaBa ca KOOpJMHATAMA U UMILYJICUMA Y PA3JIUYUTUM BPEMEHCKUM TPEHYIIUMA
y XaMHUJITOHOBOj MEXAHUIIH IITO je OUI0 MPECyHO 38 PAa3B0Oj CTATUCTUYKE TEPMOJIUHAMUKE.

Axo je Y = g(X) Tpancdopmanuja caydajue npomebuse X OHIA je

> 9(@)p; JUCKPETHH CJIy4a]
(V)= (9(X)) == . (3.64)
[ g(z)f(z)dr wnenpexkumnu ciayuaj

OBa Teopema HaM oMorylhyje jia oapeuMo Cpe/iiby BPeIHOCT TpanchOpMHUCaHe CIydajHe IPOMeIbuBe
Tako 1mTo heMo m30ernyTu ojpehuBaimbe pacroigese ciaydajue mpoMemune Y. Takohe, moxkemo
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OJIPEJIUTU OUEKUBaHy BpeaHOCT 3a Tpancdopmanujy Z = g(X,Y):

n m

Z Z g(xi, yj)pz'j JIUCKPETHU CJIyva)]
(2) = (g(X,Y)) = "7 (3.65)
[ [ g(x,y)f(x,y)dedy nenpexumuu ciydaj

OBy cpe/iiby BPEIHOCT NEMO y4ecTa 0 KOPUCTUTH Y CTATUCTHIKO] TEPMOINHAMMUIIN.

3.13 CoenmjajHe ciaydajHe IPOMEHUBeE

[TocToju HGecKOHAYHO MHOTO PA3IUUYUTUX CAYYAJHUX MpoMemuBHX. Mmak, y nmpuMeHaMa ce 9ecTo
HaW/JIa3d HA HEKOJMKO CJIYYajHUX [POMEHUBUX 4YHje OCOOMHE je 10XKe/bHO 3Haru. Pasmorpumo
MPBO AUCKPETHE CAydajHe TPOMEmhUBeE.

Jduckperna yHudoOpMHA pacrojesa UMa HUCTe BepoBaTHOhE 3a CBe BPEIHOCTU CJIydajHe
npomemuBe X. 3a garu 1eo 6poj n, pacuojesia BepoBaTHOhe H3HOCH

P(X =2) =, (3.66)

_ : n+1 n?—1
zax = 1,2,...,n. Cpenma BpeIHOCTH U BapHjaHCA PACIOAETE Cy R T
HPOMEIbHBE Ca JUCKPETHOM YHHMOPMHOM PACIOIEJIOM je CJydajHa IIPOMeIbUBa KOja OJroBapa

JodujenoM Opojy v Oamamy KOIKHUIIE.

. ITpumep cayuajue

BepuyaujeBa pacnojiena ce nojaBbyje y ekcrepuMenTy ca jasa jgorahaja (mexm moraljaj ce
onurpao mwiau ce Huje oxurpao). Coydajua npomemuBa X y3uMma BpegHocTH 1 ako ce jorabaj
onurpao ca Bepoparanohom p u 0 ako ce Huje ogaurpao ca Bepoparnohom 1—p, 0 < p < 1. Pacnogena
BepoBarHohe BepHy/ujese ciaydajue mpoMemuBe H3HOCH

P(X =x)=p"(1-p)'™, (3.67)

r = 0,1. Cpeama BpegHocTn u Bapujanca pacmogesne ¢y p u p(1 — p). Cayuajua npomemuna
OoBe3aHa ca peaju3alujoM jorahaja y xkome Oarame Kolkuie jaje 6poj Behum oy derupu mma
beprynujeBy pacmomgeny.

BunomHua pacnogena BepoBaTHOhe ce OTHOCH Ha CAyYaj MOHAB/bAIA EKCIEePHMEHTa Ca JIBa
jgorahaja n nyra, a peanu3sanuje ekcuepuMeHnTa cy MehycoOHO HezaBucHe. Taja je ciydajHa
npoMemuBa X Koja Opoju peasim3aliije eKcriepuMeHTa y Kome ce jiorahaj oaurpao jemaHaka 30upy
BepnynujeBux ciaydajHux IpoMemUBUX X; 3a cBaKo u3Boheme ekcrepumenTta, X = X;+ Xo+... +
X,. llomTo mocToju (Z) HadYWHA JIa ce MO3UTUBHO peain3yje T eKclepuMeHaTa O 1, paclojena
BepoBaTHOhEe 33 OMHOMHY CJIVUYajHY TpoMemuBY X H3HOCH

n
P(X =2)= ( )pm(l —p)" e, (3.68)
x

x=0,1,2,...,n. Cpeama BpeIHOCT U BapHjaHca OMHOMHE paCIOieae MOry ce J00uTH u3 30upa
BeprynujeBux ciydajuux npoMemuBIX Koje cy HezaBucHe. Cpe/itba BPeTHOCT H3HOCH N, & BAPH]AHCA
je jemnaka np(1 — p). I[Ipumep GuHOMHE pacrojesie je caydajHa IpOMemUBa Koja je jenmHaka 6pojy
Jjobujenux O6pojeBa Behux o1 deTupu y jecer Oallamba KOIKHIIE.
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MyaTuHOMHA Paciojesa BepoBaTHONE je MyaTuBapujaTHa Bep3uja dunomue pacmogese. Ona
onrosapa caydajaom Bektopy X = (X7, X, ..., X,,) 01 KOjux k-Ta KOMIIOHEHTA MTPe/ICTaB/ba CIIydajHy
NpOMEmUBY KOja Opoju peanusunmje norahaja Ay xkoju ce omurpao ca BepoBarHohom py. dorahajn
cy MehycoObHO UCK/bYUYUBH M YUHE HOTIYH HPOCTOP CTarba. Y CBAKO] peau3allfju eKCIePUMEHTa,
ako ce morahaj A, omurpao, X, ce ysehama 3a jegmuuiry. AKO ce y m HE3aBHCHHX peaIH3aIldja
ekcrepuMenTa gorahaj Ay oaurpao xj myTa, OHIA je paciojesia BepoBaTHOhe jegHaka

n
P(Xi =21, X0 =29,... X = X)) = (g; N )pgflpg?...pﬁg” (3.69)
1 oo Ty

y3 YCJIOB T1 + To + ... + T, = n. Maprunajne pacrojese BepoBaTHOhA 3a ¢BaKy KOMIIOHEHTY CY
OMHOMHE pacIojieie IITO 3HAYHU 3 je CPeJiiba BPEIHOCT CBaKe KOMIIOHEHTE jeIHAKA np;, a BapHjaHca
usnocu np;(1 —p;). [Ipumep MyaTuHOMHE pacmosese je ciydajua MpOMHBUBA KOja OPOjU M3BYYeHe
Oesie, TIpHE W ILIaBe KyIJIUIA U3 KYTHje ca M0 JeceT Oejux M IPHUX U MeT IJIABUX KyIjauna. Y
CBAKOM WM3BJIaYerhy y3UMa Ce jeqHa KyrIuma u ojMmax Bpaha y KyTHjy, a eKCIepuMeHT e TIOHAB/bA
JIBajieceT IIyTa.

T'eomerpujcka pacnogena BepoBaTHOhe ommcyje Opoj peajmsaiija eKCIepUMeHTa 0 MPBe
nojaBe kesbeHOr morahaja. Ako je p BepoBaTHoha 1a ce morabaj omurpa, a 1 — p ma ce He omurpa
U aKO Cy peaJim3aliije eKCIepuMeHTa He3aBUCHe, OHJIA je paciojesa BepoBaTHohe

P(X =x)=p(l—p)™, (3.70)

xr=0,1,2,.... Cpenma BpeJHOCTH U BapUjaHCA PACIOIEE CY % 71 %. [Tpumep caydajue mpoMemUBe

ca reOMeTPHjCKOM paciiojiesioMm je 6poj banama KOIKuIle /10 IpBe 1mojaBe Opoja miecr.
ITyaconoBa pacnojena BepoBarHohe ca mapamerpoMm A > (0 m3HOCH

)\J?
P(X =z)=e >, (3.71)
x!
x=0,1,2,.... Cpenma BpeTHOCT W BapujaHCa UMajy UCTY BPeJHOCT jeqHaKy mapamerpy A. Ona

ce KOPUCTHU Ja OTIHIiIe Opoj caydajuux goraljaja Koju ce oaurpaBajy y HEKOM HHTEPBaJIy BpeMeHa aKko
cy jorabaju ojurpaBajy KOHCTAHTHOM OP3MHOM U BpEMEHCKHU HE3aBUCHO O/ IIPETXO/IHOT OJIUTPABAIbA.
Mozke ce KopucTtuT u 3a Opojame perkux norabaja y nekom npocropy. Ha npumep, 6poj pajmoak THBHIX
YeCTHIIA KOje CTHXKY Ha JETeKTOp y HEKOM MHTepBajy BpeMena uma [lyacoHoBy pacmojery.
Pasmorpumo Takohe u Tpu HempekuHe rycTUHE PacIojieie.
VaudopMHa ryctura pactnojese je nedpuHucaHa Ha HHTEpBaLy [a,b] 1 u3HOCH

flz) = . (3.72)

a+b (b—a)? . .
47 u ——. Ibena myaTuBapujanTHa Bepsuja 3a

n-TUMeH3MOHATHN corydajuu BekTop (Xi, Xo, ..., X,,) medunucan y obmactu A jeanaka je

Cpenmpa BpeIHOCTH U BapUjaHCA PACIOIee Cy

1
Mepa obsact A’

(3.73)

fz, 2o, .. x,) =
Beh eMo ce cpenn ca yHRPOPMHOM TYCTHHOM JepUHECAHOM Ha KBaJIpaTy WA KPYTY.
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Excrnonenmujanna pacnojena 3a mapamerap A > 0 uma o0k

1

fa) = se%, (3.74)

>l8

x > 0. Omna ommcyje BpeMe dekama u3Mely perkux gorahaja uuju 6poj y HEKOM HUHTEPBAIY je
onucan [loacoHoBOM paciiojiesioMm, penuMo Bpeme dekarba u3melhy orramasamwa ['ajrepoBor 6pojada.
Cpenmpa BpeIHOCTH W BapHUjaHCA PACIOeNe Cy % u %
T'aycoBa (HOpMasHa) paciojiesia UMa IYCTHHY PACIOJese jeTHAKY
1 (@=m)?
f(z) = e 207 (3.75)
oV 2w ’

—00 < & < 00. My U 0 CY CPeJiiba BPEJIHOCT U CTAHIAP/AHO OJCTyIame pacinojene. OHa ce BeoMa

JecTO T0jaBJbyje Y TpUMeHaMa | 3aTO je Mpo3BaHa HOpMaJHA paciojiea.
[Tox ogpehenuM rpaHUIHUM YCJIOBUMA, PACIOAEIE HEKAX CIENUJAJHUX CJLYyIajHUX ITPOMEHhUBUX
ce MOTY TPETBOPUTHU y PACTo/iesie HEKUX JPYTUX CIeNMUjaTHIX CIYyIajHUX MPOMEHUBUX.

Ilpumep Cyn 3ampemune V' cagpxkum N MoJIeKy/aa WIAeaJHOr raca. l3abpanm maiam meo Te
3ampeMuHe v caap:Ku n MoJekyna. a) Hahu pacnoneny seposatHolie P(X = n), 6) nokasaru
na kaga cy N u V Benuku, onga P(X = n) mocraje jennako IlyacoHoBOj pacmojiend, B)
nokasaru ja kajga ¢y N u n Beauku, onjga P(X = n) nmocraje npubsmxkuo jennako [aycoBoj
PaCITIOIEIN.

Pewewe: a) Beposarnoha na ce jenan mouekys Habe y sanpemunn v usnocu p = v/V. Cpaku
MOJIEKYJI MOKe aJIi U He Mopa OuTu y 3anpeMunn v. [lomro je rac umeasaan, BepoBaTHOhA 14 ce
HEKH MOJIEKY/1 Hahe y 3anpeMuHu v He 3aBUCH O ocTaJux Mojekyaa. Crora je 6poj MoaeKy/ia
y 3allpeMUHE v 1aT 6mHOMHOM pacmogenom P(X =n) = (]T\Z)p”(l —p)N—.

\

Cauka 3.22: Obaacr 3anpeMute v y cyay 3ampemune V.
6) Axo je V Bemuko, onga je p = v/V majo, Tj. jako je Mana BepoBaTHONA Ja ce HEKH
MoJiekysl Habhe y 3ampemunu v. [Ipouwssox Benmukor N u masor p je 6poj A = Np. U3 Tor
u3pasa jobujamo p = A\/N u

PO =)= (%)n(l‘%)m
1

NN - )..T.l(!N—nH)%(1_%>N<1_%>_n,
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Pasmorpumo mra ce nemapa kamga N — 00

LN 1) (N =t )
N—oo N7

. AN\
J&Ef;o(l—ﬁ) =e’

. A\ "
]&E%O(lw) =1

Croraje P(X =n) = %G*A. [Ipumerumo 1a je A = Np cpeiiba BpeIHOCT OMHOMHE pacioieie.
\%

=1

)

Comka 3.23: Objract BeoMa MaJjie 3a0peMuHe v y Cyay 3ampemune V.
B) Ynorpebpaamo CTupamHroBy ampokcumanujy 3a dakropujesr InN! ~ NInN — N, 1j.
N! =~ eNI'N=N_Therosom 3aMeHOM y GHHOMHY pPacTofieny A06HjaMo

P(X _ n) _ eNlanNf(an)ln(an)+an+nlnn+n+nlnp+(an)ln(lfp) _ eg(N)7

g(n) = NInN — (N — n)In(N — n) — nlnn + nlnp + (N — n)In(1 — p).

McKOpHCTHMO Kao y allpOKCHUMAITH]H IPeBOjHe Tadke Ja passujeMo dbyHrujy g(n) y Tejmopos

pen oko makcumyma. IlpBu m3Box jemnak je ¢'(n) = In(N — n) — Inn + Inp — In(1 — p).
-N
n(N—

Makcumym ce Hasasu y tauku ng = Np. [pyru ussox uzuocu ¢”(n) = o BameHom

Tejnopoor paspoja dyHKIHje g(n) HAIAZUMO

(Np—n)2

P(X — n) — eg(ro)+%g”($0)(”0—”)2+~~ ~ Oe_m, (376)

Ta pacnogena oarosapa laycoBoj ca cpeamwom Bpeanonihy Np u cTaHIAPIHAM OJICTYIIAHEM

Np(1 —p) (ucre xao xox Gunomue pactomese). OBaj pesyarar ga ce GHHOMHA PACIOesa
3a Besimko N mperBapa y l'aycoBy ce ciiomuibe y npuMepy y Y BOJY IJie ¢MO pasmarpaJiu O6poj
KYTUIATIA y JIEBOM JIeTy KyTHje.
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IloraaBs/pe 4

TepmoaunamMmuka

MarmuHe Koje He 1061jajy CBoje KpPeTame O TOILIOTE
MOory ce mnpoy4daBaTh 4YdK W JI0 HBUXOBUX
HAjCATHU]UX JIeTa/ba TOMONY MEXaHWYKE Teopuje.
Cramuna Teopuja je ounurjesHo moTpebHa 3a TOIIOTHE
varmmae.  Mmahemo je Texk Kaja 3akoHu busmke
Oy/y JOBOJbHO TNPOIIMPEHHU, JOBOJHHO YOIIITEHU, JIa
YHAIIPEe]l YYWHE O3HATUM CBe edeKTe TOIIOTE KOja
Jejiyje Ha ojipeheHn HAUYMH HA OUIIO KOje TeJo.

H. JI. C. Kapmno

4.1 TepmoamHaMHUYKa PaBHOTEXKA

Cakyu MAKPOCKOIICKY (TE€PMOSUHAMUYKH) CHCTEM IIPEIyIITeH caM cebu 6e3 CriosbHuX 1o0y1a
he mocste m3BecHOT Bpemena johu y (TEpMOSMHAMUYKO) PABHOTEXKHO CTambe. TepMOoTnHAMIIKA
paBHOTezKa 00yXBaTa HOPeJ] MeXaHH4IKe (0JCYCTBO MAKPOCKOIICKOT KPeTamwa) U TOIIOTHY (0JCYCTBO
IPEHOCA TOIJIOTE) W XeMHjCKY (OJCYCTBO TMPEHOCA XeMUJCKUX BPCTA) PABHOTEXKY. PaBHOTEXKHO
CTarme He 3aBUCU OJ HAUMHA HA KOjU je CHCTEeM JOIIA0 0 Ihera M HheroBe 0COOWHE He 3aBHCe O
Bpemena. OBa Jpyra ocoOMHA PABHOTEKHOT CTaha je OBe3aHa Ca PeJaKCAIMOHNM MPOoIecnMa
OJITOBOPHUM 3a J0CTH3ame papHOTexke. OHM ce MOTY OJMTPABATH HA, PA3IUIATHM BPEMEHCKHUM
ckajlama. ObmaHO ce 6p3M peslakcalmoHu mporecu jgorahajy Ha BpeMeHnMa Koja ¢y MHOTO Kpaha o1
BpeMeHa MaKPOCKOIICKOT Mepema, 7. Taja ce cucTeM MOHAIIA Kao Jia je Y paBHOTeXKHN HaKo MOCToje
CTIOPU TIPOTECH KOjU JOIT HUCY TOYeJU JIa ce OJUIpaBajy jep Ccy IbWXOBa BpeMeHa OJurpaBaiba
muOTO Beha ox 7. To HaMm yKasyje j1a paBHOTEKHE OCOOMHE CHCTEeMa MOTY 3aBUCHTH WMILTUITUTHO
0/l BpeMeHa Mepema T MaKO ce OHO He IMOjaBJbyje eKCIINITUTHO Y TEPMOINHAMUIIA.

HaBeanMo HEKOIHKO IpHMepa CHCTEMa W IbHXOBHX PEIAKCAIMOHHX IIporeca. AKO CHIIaMo
TOILLY BOJY Y IIOJbY MOYXKEMO NMPUMETHTHU JIa MMaMO HEKOJHMKO PeJIaKCAallmOHUX Iporeca: xJaheme
BOJIE Ha COOHY TeMIeparypy (Tpex ~ 1 car), HcmapaBambe BOJE (Tpey ~ 1 JaH) I HCIApaBaIbe MI0JbE
(Tpex > 1 ropmna). JacHo je ga Bpeme Mepema MAKPOCKOICKHX OCOOMHA TOT cHCTeMa oxpelyje
KOja pPaBHOTE:KHA WU HepaBHOTEXKHA CTalba IpoydaBaMo. Ipyru mpumep ce OJHOCH Ha KOMA/I
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pyzae ypanujyma. Oxppehenn mzoronm ypanujyma ce pacuajajy Ha JApyre eJieMeHTe ¢a BPEMEHOM
oJTypacaia O/ HeKOJMKO MHUJIHOHA TOAWHA. AKO BPIINMO Mepema Ha CKajgaMa KOje Cy MHOTO
kpahe, cucrem he ce monamaTn Kao jga je y paBHOTeKH. DBJIOK KaTpaHa Ha KpahuM BpeMEHCKUM
cKaJlaMa pearyje Kao 4BpCTO €JIACTHYHO TeJI0 & Ha JyKUM CKaJjlaMa Kao TedHocT. OcobuHe cTak.jia
jJOIII BHUIIE 3aBHUCE O] BpeMeHa y OJIHOCY Ha IpeTXoaHe mpuMepe. Konpep3uja opTo u nmapa BOJIOHUKA
u3 jeIHOT y JApyru OOJUK je BeoMma cropa 0e3 MPHCYyCTBAa KaTaan3aTopa M MEpPEeHe TOILIOTHOT
KalaluTeTa HhUIXOBE CMEIle 3aBHCe OJ TOra Ja JIM jecTe WIH Huje IPUCyTaH Karaaum3aTop. HMmak,
3a HajBehu O6poj cucrema, OpP3U pesTaKCcaIMOHU IPOIECH CY jaKO OP3H a CIOPH jJaKO CIIOPU TaKO Jia
4ecTo MOXKeMO 3ab0paBUTH Ha IpobJeMe Be3aHe 3a BpeMe Mepame MAaKPOCKOIICKUX OCOOHHA.

MaKpOCKOIICKH CHCTEM €€ CACTOJU OJI OIPOMHOT Opoja decTuna. Te yecTuiie MOTY OUTH CJIOKEHE
YeCTHUIe Kao MITO Cy aTOMU U MOJIEKYJIH, eJleMeHTapHe YecTUlle Kao MTO Cy eJTeKTPOHH U POTOHU
WM KOJIEKTUBHE OCIMJIalMje U KBa3W 4YeCTUulle Kao IITO cy (POHOHU, IIYIJHbUHE U €JEeKTPOHU Y
MeTaauMa. JecTure CUCcTeMa ce HeMpeKuaHO Kpehy u cyaapajy mehycoOHO mako MakpOCKOIUCKH
CHCTEeM U3IJIe/la CTATHIHO Y MaKpocBeTy. KpeTamwe decTuna moBoIu 10 BeoMa MaauxX ayKTyanuja
MAaKPOCKOICKUX OCOOWHA KOje ce MOTY OTa3uTh caMo ypehajuMa BHCOKe pe3osyiyje. JacHo je ga
BeJUKN OPOj YeCTUIla 3aXTeBa BEJIUMKN OPOj MUKPOKOOPIMHATA 32 OINC HUXOBOT KPETAba.

TepMoMHAMUYIKA PABHOTEKA je OMUCcaHa MATHM 6POjeM MAKPOCKONCKUX (T€PMOAUHAMUIKNX )
KoopamHaTa. 1o 3anpaBo Huje TBpheme Hero NpeTmnocTaBKa jep HmbUXoB OpOj HaM HE MOpa yBEK
outn mozuar. Kao mro cMo BHaen, HUXOB OpOj MOXKe 3aBUCUTH OJi BpeMeHa Mmeperma 7. a
KOPUCTHUMO JIOBOJAHO KOOD/JIMHATA 34 OIVC PABHOTEZKE MOYKEMO YTBPIUTHU CaMO IOMONY eKCllepuMeHTa.
Axko ca n3abpaHUM CKYIIOM MAKpPOCKOINCKHX KOODJHHATA MOYKEMO HPEIBUICTH MOHAIIAILE CUCTEMA
y eKCIEepUMEHTY, OHJia je T1aj Opoj JI0BOJbaH.

Mausm 6poj MaKpOCKOIICKUX KOOPJIUHATA IMTOTUYE O] TOTa ITO CYy MaKPOCKOICKa Mepema Ipyda
y OJIHOCY HA HPOCTOPHE U BPEMEHCKe cKaJie Ha KojuMa ce kpehy decturie cucrema. MaKpoCKoIICKa
Mepema J1ajy CJINKY YyCpeaHeHOT MIKPOCKOIICKOT KpeTama I caMo MaJjin 6poj KoMOuHanmja
MHUKPOKOOPAMHATA MO2Ke OMTH MAaKPOCKOIICKH OItaXkKeH. Pasiuka y 6pojy MUKPO U MaKPOKOOP/IHHATA
Ha JI03BOJbABA MpeBUDama CBIX MaKPOCKOICKAX OCOOMHA CHUCTEMA MO/ TPOU3BOHHUM YCJIOBUMA
HEro TepMoJIMHAMUKa 00e30elyje caMo pasMarparbe PABHOTEKHUX (CTATHYKHX) CTamba CHCTEMA.

JIpyre MakpOCKOIICKe TeopHje Kao IITO Cy MeXaHHKa, TeOpuja €JaCTUYHOCTU, €JIEKTPOCTATUKA
U MarHeTocTaTuka Takohe mpoydaBajy MaKpOCKOICKE KOOpjauHaTe. Te KoopJuHaTe Kao IITO Cy
eHepruja, 3alpeMuna, rmojapusalnja u 6poj MoJIOBa Cy TIOBE3aHe ca 3aKOHNMAa OYyBamba ojipeheHnx
BeqnunHa. (OHO MITO Cy HAM JIpyre MaKpPOCKOICKe Teopuje MOoKasaje je Jia ce eHepruja MOKe
HpeHeTH MIPOMEHOM MaKPOCKOIICKUX KOOpJnHaTa. EHepruja npenera MeXaHUYIYKIM KOOpAMHATAMA
(3ampeMuna u noBpHIMHA 32 dJIyHe, 32 UBPCTA TeJa [MOCTOje JOJATHE KOODMHATE Y CJIyYajeBIMa
KaJa je gedopmanija Teaa pasInduTa 3a Pa3anauTe MpaBlie JeJ0Baba CHle) ¢e Ha3uBa MEXaHNIKH
paj. EHepruja npeHera €eJIEKTPUYHUM M MArHETHUM KOOpAuHAaTaMa ([oapu3aliija, MarHeTu3anuja)
ce Ha3WBa €JeKTPUYHKM M MArHeTHH paJl. XeMHjCKH paJ je IpeHera eHepruja mpoMeHoMm Opoja
MOJIOBA XeMIjCKHX BpcTa. TepMoamHaMuKa ce, ca JApyre cTpaHe, 6aBu MAKPOCKOMCKUAM
IIoCJIeANIaMa MEKPOCKOIICKIX KOOpAWHATA (¥ ca BbUM BE3aHNM MUKPOCKOIICKMM KPETameM )
KOj€e ce He TI0jaBJbyjy €KCIJINIINTHO Y OMUCYy MaKpPOCTama yCJel mpejacka ca MUKPO Ha
MakpocBeT. [UlaBHa ocobuHa MHUKPOCKOICKUX KOODJMHATA je Ja MOI'Y Ja CKJIAJUIINTe eHEePIujy.
IIpenoc ermepruje mpeko HBUX ce Ha3WBa TOIIOTA, a MaKPOCKOICKA KOOPJAWHATA KOja O/IroBapa
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Cnuka 4.1: OcHOBHEH NpoOJeM TepMOJIUHAMUKE C€ OJIHOCH Ha HAJAYKEIbe PABHOTEXKHOI CTalba
CHCTEMa T0CJIe YKJambambha VHYTPAIILIX OrpaHrndeba H3Mely aeoBa cucreMa.

:n
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TOIUIOTH Ce Ha3WBa €HTPOIja. Pagn moTmyHor onnca MakpocTama Tpeba y3eTu cBe KOOp/IUHATE
KOje YTHIYy Ha MPOMeHYy eHepruje cUcTeMa.

CBe MakpOKOODJMHATE CY eKCTeH3UBHEe (aJUTHBHE) BeaHYnHEe. 30HD HBUXOBUX BPEIHOCTH X
u Xy y cucremuma 1 u 2 KOju MHTEparyjy jegHak je Bpeanoctu X 3a yKyHaH CUCTEM. Y CJIydajy
eHepruje mocToju u 4wiaH Xqo 3001 WHTEpaKIje /1Ba CHCTeMa KOjU 3aBHUCH O] TIOBPITHHE KOHTAKTa
cucrema. llomTo je on muoro mMamu o X; wiau Xy KOju 3aBUCE OJ] 3allpeMHUHE CHCTeMa, OH ce
3aHEMapyje.

WNurepakmuja m3mely cucrema y TepMOIMHAMEIIA C€ OJBHja MPEKO 3UA0BA KOjU OrpaHUYIABAjY
HJIH JIOTYIITA]y Pa3sMeHy eKCTeH3MBHHUX BeJIMYnHa: aaujabaTcKu (HeJ0yIITajy pasMeny enepruje),
AujaTepMasiHU (JIONYIITajy pasMeHy eHepruje), MOKPETHH (JOIyINTajy pa3MeHy 3alpeMuHe),
MOJIyIPOIyCTUBHU 3UJ0BU KOjU JIOMYINTA]y pa3MeHy CaMO HEKHX 4YeCTHUIa a Jpyre 4ecTUIe He
MPOIYIITA]y.

Muoru npobjieMu TepMOJUHAMHKE ce€ MOTY CBECTH Ha cJejaehu nojenoctaBmeHn IpodIeM KOju
HA3MBAMO OCHOBHU MpobjieM tepmoamuaaMumke. OH ce ogHocH HA onpehuBame paBHOTEXKHOT
CTama CJOZKEHOT CHCTeMa YHjUM JeJO0BUMA je JOIMYIITeHO /1a HHTEePAryjy: ako 3HAMO PABHOTEXKHO
CTambe CJI0KEHOT CUCTEMA, OJIPEINTH HOBO PABHOTEXKHO CTAhe CUCTEMA MOC/Ie YK/IAmhabha YHY TPATTHIX
orpanuyersa m3Mehy jesioBa cucrema. Perumo, ako mMaMO H30JI0BaH CHCTEM KOJU je IOJe/beH
aImjabaTCKUM 3UI0M Ha JBa Jiesia 1 ¥ 2 1 9uje KOOpAuHATe 3HAMO X((]l),, X{l)/, I~ Xﬁl)/ i Xé”l, X{Q),, e Xr(z),7
norpebno je nahu Koop/uHare cucrema Xél), Xfl), e XT(l) u XSQ), Xl(z), e XT(Q) KaJa ajinjadbarcKku
3U/1 TOCTAHE UjaTepPMA/IAH WIH IUjaTepPMAIAH U MOKPETaH WK JhjaTepMasIaH 1 MOTHE 3 TTPOIYTITa
onpehene vecturie, canka 4.1. Tama he gohm 10 pa3mMene eKCTeH3MBHUX BeanduHa u3Mmely mgesioba
CHCTEMa IITO he pe3y/IToBaTH HOBUM BpPEJTHOCTHMA KOOPIUHATA CUCTEMa Y paBHOTe:KU. HazoBumo
cBaKM MOTYhU CKyII KOOpJuHATA KOje OIMHUCY]Y PABHOTEXKHA CTaiha CHCTEMa BHPTYEJIHUM CTAHUMA
cucrema. OHja ce peleme IpodIeMa CBOI HA HAJIAX>KEHhe€ CTBAPHOT PABHOTEXKHOT CTAKkha
MeDy cBUM BUPTyeJTHUM PAaBHOTEXKHUM cTatbuMa. [[pumernmo 1a TepMoamuamMuka obe3behyje
caMo jeaHO PAaBHOTEXKHO CTame cucrema. llnak, Henmpecrano MEKPOCKOIICKO KpeTabe YeCTHIA
JIOBOJIM JIO TOT'a, JIa CHCTEM MOXKe J1a y HeKUM TPEeHYIUMa OyIe u y APYTUM BUPTYEJHUM CTambUMA.
3a cKOpo €Be cUcTeMe, Ta JApyTa JOCTYIIHA BHPTYEIHA CTamha cy BeoMma OJIMCKa jep cy bayKTyalmje
BeOMa MaJie. 3aTO TePMOIMHAMEKA JIaje UCIIPABHE PE3Y/ITATe Y CMUC/Y /1a Cy OJCTYIaba OJ] ThUX
3aHeMap/buBa. JeJIWHU U3y3€eTaK je y Oim3uHu (pa3HUX mpesia3za ApPYyTror pejaa kaga Behm
Opoj BUpPTEJIHUX CTamka mmocTtane gocrynad. Craructuyuka repmoaunHnamuka he raga gatu
KOPEKTaH ONHC OCOOMHA THX CHCTEMA 3a Pa3JHuKy OJ TEPMOJIUHAMUIKE.
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4.2 Pememe oCHOBHOT IIPO0JEMa TEPMOIMHAMIKE

3a cBa paBHOTEYKHA CTaHa HEKOT CHCTEeMAa MOZKEMO MOCTYJIUPATH /1 MOCTOjW eHTPONHja Kao pyHKIHja
YHyTpalimhe eHepruje £ u octaanx Makpokoopauaara Xi, Xo, ..., X, S = S(F, X1, Xy, ..., X,). Ta
jeHaunHA ce 30Be OCHOBHA TEPMOJANHAMMIYKA jeTHAYUHA y €EHTPOINjCKOj PEITPE3E€HTAIHJH.
AKo HaM je oHa TO3HATA, CBE TEPMOJMHAMUYKE BEINUNHE MOYKEMO OJIPEJTUTH U3 Fhe.

TepMmoamHaMuKa He Jlaje HAYMH KAKO JIa OJPEAUMO OCHOBHY TEPMOJMHAMHYKY jeIHAYUHY
Hero Hamehe ycJjoBe Koje oHa Tpeba ma 3amoBosbu. OHa ce MOXKe OIPEeIUTH WHINPEKTHO
myTeM eKCIlepHUMeHTa WM H3PAadyHATU KOpPUIINemeM CTaTUCTUYKe TepMOJWMHAMUKE. YCJIOBH Koje
Tpeba Ja UCIIYHW OCHOBHA TePMOJWHAMWYIKA jeTHAUNHA CY:

1. S je aguTuBHa dyukiuja cBojux geaosa. 1o 3ua4dn ja je oHa U XOMOreHa (DyHKIIHja MPBOT
pera, \S = S(AE, A X1, A Xs, ..., \X,)

2. S je monoTOHO pactyha (dyHKIIHja eHepruje, <g_lg)Xi >0

3. Kaja je (g_g)Xi =0, crequ S =0

OBa Tpu ycaoBa cy 3amnpao npedOpMy/IHCcaHa MO3HATA PABUIA TEPMOTMHAMUAKE: €HTPOIN]a
je eKCTeH3WBHA BeJUYHHA, TEMIEPATypa je MO3UTUBHA BeJUYNHA W Tpehin 3aKOH TePMOINHAMUKE.
Hexe ocHOBHe TepMOAnHAMHWYKE jeJTHAUNHE, KA0 IITO je jeITHaUNHA 3a UJIeaJTHU rac, He 3aJI0BO/baBajy
Tpehu yc/lIoB jep OHe ONMUCYjy CHCTEM Ha BHUIIUM TeMIIepaTypaMa Ha KOjEMa ce MaTepHja MOHAIIa
Jpyradmje Hero Ha HUKUM TeMmileparypaMma. be3 ob3upa Ha TO, OHe Cy ucnpasHe y ojpehenom
oricery Temreparypa. AKo n3pa3uMmo eHeprujy Kao (PYyHKIN]Y eHTPOTHje U OCTAJINX MaKPOKOOPINHATA,
J1001jaM0 OCHOBHY TEpMOIMHAMUYKY je/THAYUHY Y eHeprujckoj penpesentanuju £ = E (S, X1, Xo, ..., X,.)

1 .
IIpumep Ha mu S = A(NVE)3 moxke GUTH OCHOBHA TEPMOJMHAMHYKA jeTHAYMHA HEKOT
cucrema? N je 6poj mosoBa, V' je 3ampemuna cuctema a A je KoHCTaHTA.

Pewere: TIposepumo ga jm S xomoreHa (PyHKIH]a TIPBOT Pea
S(AE,AV,AN) = A(AN)\V)\E)% = \S.

VeiioB je ucnymen. Ipyru ycios

oS 1 2
(a_E)NV_A(NV) §E >0

ol

je 3amoBoJbeH. 3a mpoBepy Tpeher ycaoBa nu3pasumMo eneprujy, £ = ﬁ Tana je

OF B 352 _0
0S )y ANV
3a S = 0, mTo 3HAYM Ja je U Taj ycJaoB uciymen. llpeanoxkena jennaunaa MoxKe OUTH OCHOBHA

TepMOJUHAMUYKa je,ZLHaLH/IHa 3a HEKH CHCTECM.

OcHOBHA TEPMOAMHAMUYKA jeTHAYNHA PEICTAB/ha MOBPII Y TEPMOANHAMUYIKOM KOH(UTYPAITIOHOM
npocTopy oapehenor Koopaunatama S, F, X1, Xs, ..., X,. Kpua Ha TOj HpOoBpIIH IpeacTaB/ba
TePMOJIMHAMHUYKHI IPOIEC Y KOMe CHCTEM IpeJa3u U3 JeJHOT YV JIPYTro PpaBHOTE:KHO cTarmbe. Takas
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UJIea/IN30BaH IPOIEC Ce HA3MBAa KBA3UCTATUYKHN mporiec. lieasmsanuja norude o TOra HITO
KaJa cucreM m3ahe U3 jeTHOT PABHOTEKHOT CTamba, MOTPEOHO je oapeheHo Bpeme 1a ce pesakcupa
y caejiehe paBHOTEXKHO cTarbe. PaHuje cMO pekJin Jia je 3a BehuHy cucremMa To BpeMe BeoMa, KPaTKO
U U3HOCH JIeJTHN CeKYHje. 3a KBa3suCTaTHYKe Ipolece BaXKu Ja je mpomena romiore dQ) = TdS u
MeXaHHIKH paj mupemwa dWy, = —PdV.

Bparumo ce cajia na oCHOBHM TepMojuHaMuyuky 11pod/ieM. Kajia yKJIOHUMO HEKO OI'PDAHUYEHHE Y
cucTeMy, BUPTYEJHA PABHOTEXKHA CTaHha KOja Cy JAOCTYIHA CHCTEMY YHHE MOACKYH HA MOBPIIH
S =S(F, X1, Xs, ..., X,). HoBo paBHOTEKHO CTambe Koje MpeICcTaBba jJeJHY TaIKy Y TOM HOACKYILY
HAJIA3MMO TIOMONY IPYTOT 3aKOHA TepMOAMHAMUKE (DOPMYJINCAHOT HA BAPUjaIlMOHN HAYNH:

BPEJHOCTH MAaKpPOKOOpPAWHATA H30J0BAHOT CHCTEMa y PABHOTEXKH
KOje HHUCY YCJIOBJb€HE Cy OHe KOje MaKCUMAJU3yj]y €HTPOIHujy 3a

JaTy YKYIHY €Heprujy.

Jlax,te, HOBO paBHOTEYKHO CTalbe HAKOH YK/batbatha OTPAHINIEHHA Y CHCTEMY MOPA MMATH MAKCUMAJIHY
earponnjy. Taj ycnos y mudepennujainoM obauKy oarosapa jegsakoctuma dS = 0 u d?S < 0, y3
yCJIOB OuyBama yKyIHe eHepruje cucrema, dE = 0. 3a KoHadHe mpoMeHe eHTPOIHUje YBEK BarKu
AS > 0. Canvyan NpuHIAT ce MOXkKe (GOPMYIUCATH 38 OCHOBHY T€PMOAWHAMUYKY jeTHAIUHY
y eHeprujckoj penpesentaruju, F = E(S, X1, Xo, ..., X,):

Ol CBUX BUPTYEJHHUX CTaHA, PABHOTEXKHO CTAKHE MMA MHUHUMAJIHY
€HEPIrujy y3 YCJIOB KOHCTAHTE €HTPOINje CUCTeMA.

MunuMa/IHa eHepruja paBHOTEKHOI cTaiba ojrosapa jegHakocruma dE = 0 un d*E > 0,
y3 yeaoB dS = 0. Konaune mpomene emepruje cy jgarte ycaoom AFE < 0. Jlemyje momano
n3nenabhyjyhe ja ce ucTro paBHOTEZKHO CTamke MOXKe JI00NTHU ITOMONY IPUHIIMIIA MUHUMYMa U MAKCUMYyMa,
pazaunauTux gpyaknuja. Hapenrhemo jenan npumep re oba NPHHIKIIA JOBOJIE 0 UCTOT Pe3y/iTara;
Kpyr je dourypa y paBHH KOja ©Ma MaKCUMAaJIHY IOBPIIUHY 3a JIaTH OOUM ajd ¥ MHHUMAJIHUA OOUM
3a JIaTy HOBPIIUHY.

4.3 JemgHadmHE CTama

JegHaumHe cTama Cy MPpBU W3BOAM OCHOBHE TEPMOJAUMHAMMUYKE jeAHAYUHE. Paju je 1HOCTaBHOCTH,
Pa3sMOTPUMO (PJIYHJT KOjU UMa OCHOBHY TEPMOJIMHAMHUYKY jeTHAUYUHY Y €HEPIUjCKO] PEIPe3eHTAII]H
E = E(S,V,N). Tana cy remmeparype T, npurncak P u xemMujcku moreniujas p aaru ciaegehn

jemTHAYMHAMA
oF
T = (@) . =T(S,V,N) (4.1)
oF
P = <W>5,N = P(S,V,N) (4.2)
8E)
= (=) =S, V,N). (4.3)
(8N S,V

OE
X,
HA3UBAjJy TEPMOJIMHAMUYKAM CHJIAMA jep TPeJCTaB/bajy W3BOJ eHepruje M0 KOOPIHUHATH (CIUYHO

¥YBenuMmo o3HaKy P; = 3a ONIITY jeJHAUNHY CTalba y €HePIWjcKOj penpe3eHTanuju. F; ce
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Ka0 MeXaHWYKe CHJIe Koje Cy M3BOJH IIOTeHIUjasHe eHepruje no koopunaru). Takobe ce nasupajy
HHTEH3MBHIM BeJMIHHAMa jep ¢y Xomorene dbyHKImje Hysror pega, P = Pi(AS, AV, AN). Kombunyjyhu
TPH jeJlHAYMHE CTamba Jo0uja JTudepeHnujas YHyTpallihe eHepruje

dU = TdS — PdV + udN. (4.4)

Je/lHAUNHE CTama 32 OCHOBHY TE€PMOJIMHAMUYKY jeHAYMHY y €HTPOIH)CKO] perpe3eHTaInjn

S =S(E,V,N)cy

1 08 1
— = = =—(E. VN 4.5
7= (5%), = FEVY (45)
P 0S P
7= (), =7Evm (46)
p 5 Iz
=== ==—(E,V,N 4.7
r=-(5v), = fEvy (47)
Judepeniujaa eHTpOInje U3HOCH
1 P 7
dS = —=dF + —=dV — =dN. 4.8
T * T T (4:8)
. . . o aS
Kopucruliemo 03HaKy 3a UHTCH3UBHE BETHIUHE Y €HTPONM]CKO] pempesentanuju F; = 52

Ipumep Hahu jennaumne crama 3a OCHOBHY TEPMOJWHAMHUYKY jejHauduny F = ?‘V—?j. A je

KOHCTaHTa.

3A52 p _ ASP __ AS?
v = N B = ey

Pewere: Jennauune cramwa cy 1T’ =

HckopucTtumo jeITHaYnHE CTaba, /13 PEIIIMO OCHOBHI T€PMOJIMHAMUYIKY IIPoO/IeM 3a JBa CHCTEMa

1 u 2 Koju MoOTy fa pa3Memyjy eHeprujy, canka 4.2. Cucrtemu cy pa3BojeHH aaujabaTCKUM 31I0M

KOju mocTaHe nujarepmanan. CHUCTeMH MOTY J1a pa3sMerbyjy €Heprujy aju He U Jpyre eKCTeH3WBHEe

BesmunHe. [1oIITo je yKyImHu cucTeM M30/10BaH, PA3JIMUnTa BUPTYeIHA CTamba 00yXBaTajy eHepruje
cucrema )y u Fsy, y3 ycjios

E=FE + E,. (4.9)

Judepenmujan ycaoBa KOHCTaHTHe eHepruje uznocu dFE; + dFEy = 0, mro paje dE; = —dEs.
Vkynua eatponuja cucrema S = S; 4+ Sy MOpa IMaTH MaKCHUMYM 32 HOBO PABHOTEYXKHO CTAIbE KOje
HACTaje KaJia 3uJ MOCTaHe AHjaTepMaJiaH. YCI0B MAKCHMyMa eHTPOIWje y PABHOTEKHOM CTAaby

851) (852)
dS = | — dBy + | — dEs = 0. 4.10
(8E1 Vi,N1 ' OE; Va,No ’ ( )

Kopucrehn jenqnaunne crama 1 Besy usMehy audpepeHiyjaia eHepruja cucTeMa HaJIa3uMo

Jaje jeHaKoCT

11
(L2 4R = 4.11
5= (&~ L)ar - a
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1 1
E,Vi,Ny) =
T ( 1, V1, 1) T

1 2

(Eo, Vo, No). (4.12)

OBa jegHadnHa y3 jeJHAUNHY 3a 04yBatbe eHepruje, jeaHnadnna 4.9, 4uHu CUcTeM OJ1 JIBe je IHAYnHEe
ca J[Be Helo3HaTe KOju ce JIako pertasa. [IpumMeTumo J1a ce ycji0B paBHOTEZKE CBOJIM J1a TEMIIEPaType
y oba cucrema Oy1y je/iHAKE.

Comka 4.2: /IBa cucrema Koju pa3Memyjy eHeprujy.

E N Vg B2 Vo Ny

. : . 1 _ 3RN 1 _ 5RN, :
Ilpumep Ba cucrema mmajy ciaenehe jegHadwHe crarbha: = 9B A = 5 R je
KoHcTaHTa. MoJicku OpojeBH HNpPBOT W JIPYTOr cHCTeMa 2 W 3 a YKYNHA eHepruja W3HOCH

E = 2500 J. Hahu enepruje cucrema ako OHH MOTY JIa Pa3Memyjy eHeprujy mel)ycobHo.

Pewerwe: Nmamo npe jegnadunne, Til(El) = %(EQ) u By + Ey = 2500. ThuxoBum peiaBambem
jgooujamo Fy =714 J u Ey = 1786 J.

WNurensupne Besmnunne Hucy Meljycobno nezapucue. Besa uzmely mwux je nara I'moc-/lujemoBom
jemnaumHom y audepennujanaom o06auky. Kako Ou u3Benm Ty jeIHAUUHY MPBO JTOKAZKIMO
OjnepoBy Teopemy 0 xomoreHnM ¢yHKnujama. Xomorese gynkuuje n-ror pega f(xq, x2) 3a10Bo/baBajy

yCJIOB
f()\[Eh )\.7}2) == )\nf([L'h .TQ). (413)
3a 6m10 Koje A. M3Box mo A jaje
of of _
— — gy =AY ) 4.14
e Ay T ) (4.14)

[TomTo jennaumna Baxku 3a OUJIO Koje A, 3aMeHOM A\ = 1 jgobujamo

of of
0x1x1 + 8x2$2 =nf(xy, ). (4.15)

3a xoMmoreHe (YHKIIHje TPBOT pejla 7 = | Kao ITO Cy YVHYTpalllkba eHeprHuja W eHTPOIHja
npuMenoMm OjiepoBe TeopeMe 0 XOMOTeHUM (DYHKIMjaMa JT0Ja3uMO JI0 W3pa3a

E=) PX;=TS—PV+uN (4.16)
1 P 1

= FX,=—=FE+ =V — =N. 4.1

S Z Xi= B+ oV -2 (4.17)

HudepenrnupameM oBux jeanadnna jgobujamo ['nbe-/lujemose jennaunmne

SdT — VdP + Ndp = 0 (4.18)
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Ed(%)—%Vd(?)——Nd(%)zo. (4.19)

['ubc-/lujemoBa jejiHavnba MOKa3yje Jia YBEK je/IHY MHTEH3UBHY BEJIUYUHY MOMKEMO Ja HU3PA3UMO
IPEKO OCTAJINX. 3aTO y CHCTEMY He MOXKEMO CJI000HO Ja TOIeNIaBaMO TeMIepaTypy, IPUTUCAK W
XEeMWjCKU ITOTEHITNjaT Hero caMo JBe Beanunne a Tpehu he 3aBucutu o mux. 3a je THOKOMIOHEHTHI
¢y, 6poj HE3ABUCHUX MHTEH3UBHUX BEJIMYUHA j€ JIBA IITO MPeJICTaB/ba OPOj TEPMOIUHAMUYKIX
cTenenu cJiodboae cucTeMa.

OcHoBHa TepMO/IMHAMUYKA je THAUNHA Ce MOKe TOOUTH JUPEKTHOM HHTETPAINjOM HeHOT TudepeHITnjaTHOr
obJiuka un ojipehuBamem jeqnadnna crama myreM ['ubc-/lujeMoBe jeinaduie 1 HAKHAIHEM KOpHUIIhemeM
Ojaepose Teopeme 0 xomorennMm ¢yHknujama. I[IpBu Haumu je Jjakmm 3a oapehuBame OCHOBHE
TEPMOJIMHAMUYKE jeTHATIIHE.

Ipumep Hahu ocHOBHY TEPMOJAMHAMUYKY je/JHAYUHY 33 HJICAJTHU Tac aKO OH 3a/10BOJbaBa
jennaunne PV = NRT u U = ¢NRT, rje je ¢ KOHCTaHTA.

Pewerve: Tlomrro mmamMo jegHavdnbe 3a 3a0peMHHY W YHYTPAIIby €HEPrujy, HahuMo OCHOBHY
TEePMOJIMHAMHUUKY je THAUNHY Y eHTPOINjCKO] perpe3eHTauju. 1T panchOopMHIIIIMO JaTe jeHadnHe
TaKO /a ce TojaBe MOJIapHe BeJTndnHe,

I e¢NR c¢R
T U u
P NR R
T VvV v
Judepeniujas MojiapHe eHTPOIIKje U3HOCU
1 P cR R
ds = :qu + ?dv = 7du + ;dv

a IbeHOM HHTEIrPaIfjoM J001jaMo

5= So+ chnﬂ + Rlni,
U Vo

rie cy Sp, Ug W Vg KOHCTaHTe mHTerpammje. Axo mpeljemMo ca MOJIapHHX Ha eKCTeH3UBHE
BeJIMYMHE HAJIA3UMO Jla je eHTpOoIuja jeJIHaKa

U\ V
S = Nsy+ NRI ).
So + n((Nuo) NUO)

Kana 6yneMo ogpehuBain eHTPONHUjy IPeKo MUKPOKAHOHCKOT aHcamb.1a Hahunhemo BpeHOCTH

KOHCTAaHTH C, Sqg, Uy U Vp.

Jlpyru M3BOAM OCHOBHE TE€PMOJIMHAMUYKE jeJHAUMHE CY MOBE3aHU ca KOoedUIUjeHTHMA KOju
OIHUCY]Y OJ3UB CUCTEMA Ha CIOJballlby 1M00yay. Tu KoedunujeHTn Kao mTo je TOIJIOTHN KalaluTeT
Cy O/l BeJIMKe BayKHOCTH jep ce OHM OOMYHO eKcliepuMeHTaJ HO ojpehyjy m majy mudopmarmje o
ocoOMHaMa CHCTeMa. JeJaH oJl 3HAYAjHUX ycIleXa TePMOJMHAMUKE je OHO y TOMe TITO je TIOKA3aHO J1a
HUCY CBU KOeMUIINjeHTH He3aBUCHU HETo 3a je;THOKOMIIOHEHTHH (DJIYH/T TIOCTOje caMO TPH HE3aBHCHA
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TepMoauHaAMUIKa u3Boga. (Ocrajum M3BOAM Ce MOTY PEJAyKOBATH HA Ta TPU HOMONY mpaBmiia 3a
naprmjajine W3BoJae W KOpuimhemeM TepMoAnHAMUYKHX penanuja. OOudano ce m3mmajy ciaemehn
KoeUINjeHTH: MOJIAPHN TOIIOTHH KalalATeT IIPH KOHCTAHTHOM MPUTHUCKY Cp, N30TePMCKa KOMITPECHOMIHOCT

K1 1 KoedHUIUjeHT TOILJIOTHOT HMIUPEHha o

1 [OF
Cp = N <8—T>P7N (420)
1 [0V
S (aP)T,N 2y
1 [/oV

Ilpumep Jemam on ycioBa Koju Mopa Ja 33aJ0BOJbH €HTDOINHja je Ja je MOHOTOHO pacTyha
dyukmuja enepruje. [locroje aBa HauwHa a €eHTPONIHUja pacTe, HA KOHKABHU WJIH KOHBEKCHU
naduH. [TocmarpajMo jBa HCTOBEHTHA CHCTEMa KOja Cy OJ/IBOjeHa ajnjadaTcKUM 3UI0M Kao Ha
caunn 4.2. PasmorpuTn 1mira ce jgemraBa ca CHCTEMAMa ako npeHeceMo AFE eHepruje u3 jeIHOT
y JPYTHU CHCTEM 3a CJIy4aj KOHKaBHE U KOHBEKCHE eHTPOIHje.

Pewerwe: OBaj 3amarak je Be3aH 3a CTAOUIHOCT cuCTeMa y ojHocy Ha (uiykryaruje. Ako
ykaoEIMO A E eHepruje u mpeHeceMo y APYTH CHCTeM YKYITHA eHTpomnja ce Mewa ca 25(E, V) N)
na S(E+AFE,V,N)+S(E—AE,V,N). Y 3aBuUCHOCTH OJ TOTa JIa JIU je EHTPONNja KOHKABHA
WM KOHBEKCHA, YKYITHA HPOMEHa €HTPOIHje je HeraTHBHA WM MO3UTUBHA. AKO 3uj u3Mehy
CHCTEMa TOCTaHe JujadaTCKH, Y CJIy4dajy KOHKaBHE eHTPOIINje CBaKH ITOKYIIa] IIPeHoca eHepruje
ca jeJIHOI Ha Jpyru cucrteM he cMmamuBarTu eHTponujy u Hehe Outu moryh 1mro ojarosapa
cTaOMJIHOM CHUCTEMY, JIOK he y Cjaydajy KOHBEKCHE eHTpOomnuje JONU 70 CHOHTAHOI MPEHOCA
eHepruje u cTBaparba HEXOMOICHOCTH IIITO OJr0oBapa HeCTAOUIHOM cHCTeMy. AKO pa3BHjeMO
JIeBy CTpaHy ycaoBa 3a ctabuian cuctema S(E+AE V. N)+S(E—AE,V,N) < 2S(E,V,N)
y Tejmopos pen g0 wa wian mo (AE)? HalasuMo yCIOB CTAOWIHOCTH Y TUQEPEHITH]aTHOM

(3%
— ] <o
0E2 ),y

OBaj yc/I0B ce CBOAM HA MO3UTHUBHOCT TOILJIOTHOT KAMAIMTETA MO0 KOHCTAHTHO] 3aITPeMUHH.

00JIUKY

1

—— <0
T2C, — 7

C, > 0.

Cowaaml ycsioBH CTaOWJIHOCTH BayKe 3a OCTajle eKCTeH3WBHe BeJWYMHEe AT U 33 MeNIOBUTe
YIaHOBE ycJeJl KoolepaTuBHe MpOMeHe eHepruje W 3allpeMuHe CUCTeMa Ha MpuMep. YCJIOBU
cTabMJIHOCTH JaKJe HaMehy orpanmdere Ha KOeUIUjeHTe KOjU OIHUCY]y OJ3UB CHUCTEMa Ha
criosparnrmwy mobyay. OBu ycjioBu cy aupekHo oarosopuu 3a Jle Illare/soB mpuHIUI: rIaBHE
KPUTEPHUjYM CTaOUJIHOCTH CHCTEMA, je Jia cBaKa (PJIYKTyalldja Koja HacTaHe y CUCTEMY U OJIBeIe
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CUCTEM Y BUPTYETHO PABHOTEXKHO CTakbe WHYKY]je Ipolec Koju he MOBpaTUTH CUCTEM Y TIOUYETHO

PaBHOTEKHO CTaIbe.
a) 6)

S(E+AE)

S(E)
0,5(S(E-AE)+S(E+AE))

S(E+AE)
S(E-AE) 0,5(S(E-AE)+S(E+AE))
S(E)
S(E-AE) _ﬂ
E-AE E  E+AE E EAE E E+AE B

Cruka 4.3: VYKymHa TpOMeHa eHTDOIHje yciea TpeHoca eHepruje umsmely cucrema je a)
HEraTHBHA 33 KOHKABHY U 0) MO3WTHBHA 34 KOHBEKCHY €HTPOIIH]Y.

4.4 Jlexxanaposa TpaHcdopMaIimmja

Yecto ce y TepMoguHaMuIy cycpehemMo ca cucreMrMa Koje Ha3uBaMmo pe3depBoapuma. OHEU nHTEpAryjy
ca CHUCTEMOM OJI MHTEPEeca TAaKO IITO Pa3Membyjy eKCTeH3WBHE BEJIUYMHE Ca HUMa MPEKO 31I0Ba.
HBbuxosa ocobuHa 1a CKIIAIUIITe MHOTO Belly KOJUINHY eKCTeH3UBHIX BEJTMIIHA O CHCTeMa TOBOIN
JI0 Tora Jla OHW HaMely cucTeMy KeJbeHe BPEJHOCTW WHTEH3WBHHUX BEJIMYWHA MOBE3AHUM Ca THM
eKCTeH3UBHUM BeJTMINHAMa. Pe3epBoapu Koju ciIyzKe 3a OIpzKaBaibe KeJbeHe TeMITepaType, MPUTUCKA
U XeMUJCKOI' MOTEHIHjajga ¢ HAa3WBajy TepMocraTu, 6apocTari, OJHOCHO YECTUYHH DPE3ePBOAPHU.
YecTo HaMm HUCY O3HATE jeJHAYNHE CTalba pe3epBoapa Hero camMo BbUX0OBE BPEIHOCTH WHTEH3UBHUX
BeJIMUMHA KOje MOKeMO Jla KOHTpoJsnmeMo. [lpakTudnu passor 3a Kopuliheme pesepBoapa je To
IIITO MOYKEMO MHOTO JIAKIITe J]a KOHTPOJIUIIEMO BPeTHOCTH HHTEH3NBHUX BEeJTUINHA O] €Hepruje Uin
eHTpoIuje.

OcHOBHA TEPMOINHAMIIKA jeTHAUNHA Y €HTPOINjCKO] WJIN eHEPTUjCKO] PENPE3EHTAIN] U 3aBUCH
0/l eKCTEH3WBHUX BEJUYUHA JIOK C€ NHTEH3UBHE M0jaB/by]y Ka0 IbUXOBH U3BO/IM. B0 OU TTOXKE/HHO
Jia moctoju hbYHKIMja Koja OM 3aBUCHJIA O HHTEH3UBHUX [TapaMeTapa CHCTeMa KOje MOyKeMO IOJIECUTH
noMohy pe3epBoapa a UMaJia O UcTa BapHjallnoHa CBOjCTBA Y MOTJIEy TePMOJTMHAMUYKE PABHOTEKE
Kao eHepruja mwiu eHrponuja. Taksa dyHKIMja Ou HaM oMoryhusia jja He pa3MaTpaMo eKCTeH3UBHE
napamMerpe CUCTeMa KOje OH pa3Merbyje ca pe3epBoapoM. TmMe MOKeMO CMamHUTH OPOj je/IHaunHA
HOTpeOHUX 3a pa3MaTpaibe paBHoTe:Ke. MareMaTudKe acekT Ipob/ieMa ce MozKe (hOpMYIUCATH Ha
caenehin naunn. Axo je nara byuknuja f = f(xg, 21, ..., x,) morpedno je nahu HoBy dynkuujy xoja

he ymecTo z; Kopuctutu p; = % Ka0 He3aBUCHY MTPOMEILUBY a UCTOBPEMEHO cadyBaTh oapebhene
ocobune dpyukmuje f. Pememe Tor npobema jgarto je JlekanapoBom TpanChOPMAIITjOM.
Pasmorpumo mpeo JlexkanapoBy tpanchopmaiujy dynkuuje jemne mpomemune f = f(x).
Harub6 tanrentHe y HEeKOj Ta4Ku JAT je IPBUM H3BOJIOM
df
= —. 4.23
p=— (4.23)

Tanrenra Huje jeauncrseno ojpehena camo HaruboMm Hero je morpebaH M OjcedYaK Ha Yy OCH, ¢, Ja
Ou jeaHO3HAYHO Ofpeauan Tanrenty. OHO MITO YKEeJIMMO je 1a 3ameHmMO KpuBy y = f(z) ca
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Cnuka 4.4: a) JlyasHocT reoMeTpuje Tadke u reoMerpuje junuje: y = f(z) MoxKe J1a ce mpeJicTaBu
Ka0 CKYI Tadaka WM Kao CKYIl TPaBUX Koje cy TaHrente Ha y = f(x). 6) Tanrenra Ha KpuBY
y = f(x) je jemmucTBeHO Ofpehena KoedUIMjeHTOM MpaBIa p = tga 1 oxcedroM g(p).

a) 6)

yA y

TAHIM€HTaMa Ha Ty KPUBY KOje mMmajy KoeduIHjeHT mpaBIa p u oacedak ¢(p), camka 4.4.
To je moryhe 300r jgayannoctn mamely reomerpuje Tauke u reomerpuje junuje. Jlo Jlexkanapose
rpanchopmarmje byukumje f = f(x) moraszumo Ha caenelin nauun. Msson dbyukmuje [ = f(z) y
TaYKW T jJeJIHAK je TAHTeHCY YIJIa o

f(z) —g(p)
= toqy = 2L T 4.24
p = g« 70 ( )
W3 oBe jennaunHe HaAJIA3UMO
g(p) = f(z) — px (4.25)

ITO TIpeIcTaB/ba Jlexkannpory Tpancdopmanujy byukumje f = f(z). Ca gecne crpaHe jeHakocTi
UMaMO T Koje Tpeba euMHHHUCATH 1TpeKo p. M3 jeanadnne 4.23 uspa3zuMo x Kao GYHKIU]Y O p U
samennmo v f = f(x). Tako gobujamo dyukimjy

9(p) = f(z(p)) — px(p). (4.26)

Nusep3ua Jlexkanaposa rpancdopmanuja dyukuuje g(p) usnocu f = f(x). Tudepenuupamem
jennaunne 4.26 nobujamo

dg = df — pdx — xdp = —xdp. (4.27)
Nspazumo z,
dg
= ——. 4.28
(p) i (4.28)

U3 oBe jennaunue nahemo p kao dbyHkumjy ox x u 3amenumo y ¢(p). Opurnnanuy byHKIHjy
HAJIA3UMO U3 U3pa3a

f(@) = g(p(z)) + p(z)z. (4.29)

Ilpumep Hahu Jlexanmposy tpancdopmanujy dbyukmuje f(z) = AeP? a zatum u meny
nHBep3Hy TpaHcdopMmanujy. A u B ¢y KOHCTaHTe.

Pewere: Hahumo uzpon dyuknuje f(z),

p= ﬂ = ABePe.
dx
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W3 wera uspazumMo x Kao HYHKIU]Y O P,

1
= —lni.

Bamenom y f(z) namasumo f(p) = &. Jlexkanaposa TpancdopManyja H3HOCH

9(p) = f(p) = pa(p) = = — Tl

Oapennmvo naBep3HY JlexkanapoBy TpancdopMmaryjy kopucrehu jemnadauny

x(p) = _dg = llni.
dp B AB

U3 me namasumo aa je p(xr) = ABeP u g(x) = AeP® — ABxeP®. Bamenom mobujamo f(z) =
g(z) + p(z)x = AeP? mro oarosapa opurnnammnoj dyHKIHjH.

Pasmorpumo caga dyukuumjy ase npovemnse f = f(x,y). OnHa npejcrapba HOBPIT Y TPOANMEH3NOHATHOM
npocTopy oapehenom x, y u z KoopJauHaTamMa. YMECTO TAHIE€HTE, Yy OBOM CJIVYajy ©UMaMO TaHI'€THY
paBan Ha moBpir oapehenom dyukmujom f = f(z,y) Koja uMma mpecek ca z OCOM y TAYKA § W
Harubuma p U ¢ Ha 2 — T U z — Y paBHu. Jlexanjposa rpanchopmanuja byukuje f = f(z,y)
HU3HOCH:
9(p,q) = f(x(p,q),y(p. @) —p-x(p,q) —q-y(p, ) (4.30)

®ynknuje x(p, q) n y(p, q) Kobujamo U3 jenHavInHA

- (%) am

q= (Z—DI. (4.32)

Jlo muBep3He Tpancdopmalmje goia3zumo kopucrehn audepentmjan jeanaunne 4.30,

dg = df — pdx — xdp — qdy — ydq = —xdp — ydq. (4.33)

= (%) (134)

e (g_g)p. (4.35)

W3 oBe nBe jeaHadunHa MOXKEMO WM3PA3uTH p M ¢ Kao dYHKIHje oax x W y. Tama je HHBEp3HA

z(p,q) 1 y(p,q) cy oA jenHAKH

JlexkanipoBa TpaHcdoOpMalmja

f(x,y) = gp(x, ), q(x,y)) + p(z,y) - x+q(z,y) - y. (4.36)

Yecto Huje morpedbHo Ja ce TpanchOpMHUIILY CBe IIPOMerbuBe HeKe (hYHKIUje Hero je JJOBOJbHO Jia
TpaHchOPMHUIITEMO MOACKYI TpoMemuBuX. Pasmorpumo nmonoso dbyukuujy f = f(z,y). zKeamvo
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JIa TPAHCHOPMUIIEMO HPOMELUBY T aju He u y. U3 jeanauune p(z,y) = (g—i)y HAJIA3MMO T =
z(p,y). Ilapuujanna Jlexxanaposa tpancdopmaruja je taaa

9 y) = f(x(p,y),y) —p-x(p,y). (4.37)

Omna je dbyHKIMja o1 p aau M O Y, KAO IITO CMO YKeJeJIH.
Nusepsna Jlexanaposa Tpancdopmaiuja ce najiazu kopucrehu audepentujan jeganadune 4.37,
dg = df — pdx — xdp = qdy — xdp. 13 oBe jennadnne ciaejau 1a je

v =— (g—i)y, (4.38)

q= (%)p (4.39)

[IpumerrMmo 7a je ¢ jeaHAKO WM3BOAY ¢ 1O Yy KAaO W Y CJIy4Yajy OpUruHajHe (DYHKIHje aad caia
y3 KOHCTaHTHY BpejHocT p. U3 jeanaumue 4.38 u3pasumo p Kao PpyHKIUjy ogx = u y. Taia je

f(x,y) = gp(z,y),y) +p(r,y) - 2.

4.5 TepMoagmHAMIYKNI IIOTEHITN)AJIN

(TTapumjamue) Jlexxanapose TpaHcdoOpMalmuje OCHOBHE TEPMOAWHAMHUYKE jeIHAYNHE
Y €HEprujcKoj penpe3eHTAluju HA3WBAjy C€ TEPMOAMHAMUYKN HOoTeHnujaau. OHH cy
3alpaBo NOTEHIUjaJTHe eHepTHje jep UMajy JUMeH3uje eHepruje. PasMoTpuMo cajia TepMOITHAMUIKE
HOTEHIjaJjie HA IpUMepy (DJIyrja ca OCHOBHOM T€PMOJAMHAMUYKOM jejnadunom F = E(S,V, N):

MOTEHTINj A 3aMembeHe Jlexkannposa JuepeHtTjaHI
IpOMEbUBE  TPaHCHOPMAIIL]a 06K

XeMX0JIIOB S—T F=U-TS dF = —=SdT — pdV + pudN
F(T,V,N) F=—-PV +uN

EHTAJIIN]a VP H=U+PV dH =TdS + VdP + pdN
H(S,P,N) H=TS5+uN

l'ubcon SSV-TP G=U-TS4+PV dG=-5dT+VdP+ pdN
G(T, P, j1) G =puN

Beqku kKauoHcKu SN =T, u Q=U—-TS —uN dQ=-SdT — PdV — Ndu
AT, V, ) Q=-PV

He mozkemo TpancdopMucaTi cBe eKCTEH3UBHE BeJIMYnHE jep Ou Taia TePMOIMHAMUYKY HOTEHIIH]aJl

Ouo je/THAK HYJIM, HUTH Cy CBe HHTEH3UBHE Bejimdnae Mehycobno HezaBucHe. Jlexkanaposa Tpancdopmarimja

HaM oMoTryhaga ja mocMaTpaMo OCHOBHY TEPMOJIUHAMUYKY jeIHAUUHY Y €HTAJITHjCKO], XeJIMOJII0BO],
['ubcoBOj, BEIMKO] KAHOHCKO], ... peHpe3eHTalldju a He caMO y €HEepPrHjCcKO] WJIH eHTPOIHU]jCKO]
perpe3eHTaInju.
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Ilpumep Hahu XesmxosimoB mOTeHNHUjaa 33 HAEAJHH raC aKO jé OCHOBHA TEePMOJIMHAMHUYIKA
jeIHAaYNHA Y eHTPOINjCKO] Perpe3eHTalllji ¥ MOJapHOM OOJINKY

5 =89+ chni + Rlnl,
Ug Vo

Pewerve: Ilpedanumo OCHOBHY jeIHAYUHY Y €HEPIUCKY PEIPE3CHTAIN]Y
1
Vo\ec s5=%0
U = Uy (—) e <R .
v

Monapau XeamMxonamnos noTeHtyjaa ce aoouja JlexkanaposoMm TparcdopManujoM y Kojoj cMO
3aMeHUIN eHTPONHnjy TeMmepaTypoM. TemmepaTypa je U3BO/I eHeprHje 10 eHTPOIH]H,

7o (O _u(@fg;oi_ﬁ
~ \ 0s U_O v cR  cR’

N3 oBor mspasa HaIa3WMO YHYTpPAlIkby eHeprujy kKao (BYHKIH)Y Temmeparype, u = cRT.
Ono mrTo Ham je jorr norpebHo je enrpomnuja kao (gpyuknuja remueparype. To mobujamo u3
jeTHAKOCTH

o=

Vo s=50
cRT = uyg <—> e R,
v

T :
s =S¢ + cRIn (i (i) )
Uo Vo

Monapau XeMXOIII0B MOTEHIHjaJ je jeTHaK

T :
f=u—Ts=dU¥mRﬂn(£ (ﬁ) )—T%
Uo Vo

a XeJIMXOJIIOB IMMOTEHNTja je Tajaa

F:cNRT—cNRTm<gﬁi<vf)i)—NT%

Uo N Vo

Pazmorpumo feta/pHEje 3HA4Ya] TEPMOIMHAMHUYKHX ITOTEHINHjaJa HA HpPUMEPY XeJTMXOIOBOT
noternyjaaa. OHU HAM OMOTYNYjy /1a ce ycpecpeInMo Ha MMPOMeHe Y CHCTeMY ¥ Ja He pa3MaTpaMo
IpoOMeHe eHepruje Wik eHTPOIHje pesepBoapa. AKO je cHCTeM y paBHOTEXKH Ca TEPMOCTATOM Ha
remieparypu 17, OHJA Cy YCJIOBH DaBHOTEXKe Be3aHU 3a TI0basHu cucreM (pesepBoap-+cucrem)
KOjH je M30JIOBaH

dU+U") =0 (4.40)
EU+U") =dU >0 (4.41)

y3 ycJIoB ouyBama ykymue enrpomnuje d(S + S”) = 0. pyru audepenmujan emepruje pesepboapa
je jeTHaK HYJH jep CaJip»Ku WIaHOBe % KOjH ce CKasmpajy ca 6pojeM MOJIoBa Kao = (6poj
10

N’V‘
MOJIOBa pe3epBoapa je orpoman). IIpomeHna eHepruje peseBoapa HacTaje yeJe MPeHOCa TOILIOTe
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na peseppoap, dU" = T"dS" = —=T"dS (kopucrunn cmo ycios dS = —dS"). Crora je d(U+U") =
dU —T7dS = d(U — T"S) = 0. Taxobe saxcu d2(U — T75) = CUT9gg2 — £U 462 — 27 > (),
Jaxte, Mmoxkemo gedunncarun Xeamxoanos norernujag F = U — T'S koju he mmatn MuayMyM™m y
PaBHOTEXKHOM CcTamy y3 yeaoB 1T =T7.

CucreMm Kaja BPIIM PaJl TPOIIN Je0 eHepruje W Ha MPEeHOC TOIIoTe Ha pe3epBoap, —dU =
dWy+dQ, mro noehaBa ykynny enrponujy riobantor cucrema. (Pesepsnbuiinm) paa koju cucrem
W3BPIIH O/T OBUM YCJIOBUMA jeTHAK je CMambemy XeMxoamnoBor norennujaia dWy, = —dU — d(Q) =
—dU +T"dS = —d(U —T"S) = —dF.

YommTuMo TpeTXoHa 3alakKamha Ha MPOU3BOHHU TEPMOIMHAMHYKY HOTeHTHjaa. (O3HAIUMO
ca B[Py, Py, ...] JlexxanapoBy TpancdopManmjy OCHOBHE TEPMOIXHAMUYIKE jeTHAYHHE Y €HEPTUHjCKO]
perpe3eHTaInju y Kojoj cMo eKcTe3uBHe Bejinaune X1, Xo, ... 3aMEHU/IN €A THTEeH3UBHUM BEJTUITHAMA,
Py, P, .... BapujanuoHnu IpUHINUNO 32 TEPMOANHAMUYKE MOTEHITHjaJIe Taa [JIaCH:

aKo je cumcTteM Yy KOHTAaKTy Ca pe3epBoapuMa €a WHTEH3UBHUM
BeJIH4YnHaMa Py, OHJA cy PaBHOTEKHE BPEIHOCTHU
KOOpAMHATA CHCTEMA KOje€ HHUCY OTPAaHHYEHE OHE KOje MUHUMHU3Y]Y
TEePMOANHAMU YK MOTEHIIjaJT E[P, P, .. 3a BPEIHOCTH

P1:P1T,P2: 2T,....

Jakie, ycioB paBHOTeXRe y audepeHIujaIHoM o6IuKyY ce cBoau Ha jenHauntue E[P] Py, .| =
0 u d*E[P],Py,..] > 0. Konaune npomene TepMOJMHAMUYKH HOTEHIUjala Cy Jare yCJIOBOM
AE[P[, Py, ..] <0.

PeBep3ubuanu paa Koju M3BPIIN CUCTEM Yy KOHTAKTY Ca pe3epBoapuMa jeaHaK
je cmememy oaroBapajyher TepMOAMHAMHMYKOr IMOTEHIHjasIa. 3aTO ce TePMOIUHAMHIKH
HOTEHIINjaJ M HA3WBAjy CJI0OOIHUM eHeprHjaMa jep je IbHUXOBa IpoMeHa jeJHaKa JOCTYITHOM PaJLy

IIoJ yCJIOBUMa KOHCTaHTHHUX MHTEH3UMBHHUX BCJIMYNHa pe3epBoapa.

Ipumep PasMOTpUTH PAaBHOTEYKHO CTaM€ JIBA CY/Ia YPOIHEHA Y TOIIOTHH Pe3epBoap TeMIlepaType
T". CynoBu cy pa3aBOjeHU MOKPETHUM 3HIOM.

TI’

Cnuka 4.5: /IBa cyna ypameHa y TOILIOTHH pe3epBoap, pa3BojeHa MOKPETHUM 3UJIOM.

Pewere: Pazmorpumo npBo perieme mpumepa momohy Xeamxornosor morerrujata. Cymosu ce
Has1a3e Ha Temreparypu 17 u He MOTY Jia Memajy Opoj MoJioBa MoJieKy/ia. Bupryeina crarmba
KOja cuCTeM MOKe na m3abepe ce OJJINKY]y Pa3JIMIATUM BPEJHOCTHMA 3alpeMUHAMa CyJI0Ba
Vi m V5. VkynHa 3ampeMuna 0ba cyjia ce He Memba, TAaKO J1a BaxKW

Vi+ Vo=V (upBa jegnauuHa)
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Tj. v audpepernujaanom oouky, dV, = —dV,. XeJMX0/10B HoTeHIja 1 00a CyIa je MUHUMAJIAH
Y PaBHOTEKH,

OF OF

Kopucrehn yeaos 3a nmpomene 3anpemuna gobujamo (—P; + Py)dV; = 0 mTo maje
P (T, Vi, N1) = P(T", Vo, N3)  (apyra jesHauusa).

[IpoGaem ce cBoau Ha peliaBaibe JBe jeHaYnHE ca ABe HemoszHate Vi u V5.

OsBaj npobsieMm ce MOXKe PEIuTH y eHEePrujcKo] penpeseHTanuju. Tana ucTo BayKW YCJIOB
mexaHudake pasaorexe Pj(Sy, Vi, N1) = Py(S5;, Vo, Ny) anm npuTucak y cymoBaMa 3aBHCH O]
eHTPOoIIHje Koja HaM HHje mo3Hara. by Moxkemo mahu u3 jenadmua 3a TOILIOTHY PaBHOTEXKY
cymosa 11 (S1, Vi, N1) =T u T(Ss, Vo, No) = T". Ha oBaj mauun, 1o6ujaMo cHCTEM O] YeTHPH
jenHadynHe n YeTupu HemoszHate Vi, Vo, S1, So, MTO je TexKe PeIIuTH O/ TPEeTXOIHOT MPUCTYIIA,
a JIoJlaTHe jeJlHaYNHe HAM MOXK/a HHCY HU IO3HATe.

Pasmorpuwmo Jlexanapose Tpancdopmaliyje OCHOBHE TEPMOIUHAMUYKE jeIHAYHHE Y €eHTPOIN]jCKO]
perpe3eHTaIuji, Tj. TEPMOANHAMNYKE MOTEHIINjaJIe y €EHTPOIINjCKOj PeNpe3eHTAIN I

HOTEHIHjaJI  3aMemeHe JlexxkanapoBa
IPOMemhIBe Tpancdopmanmja
S E—%  SBl-5-3B--F
SE vk StE1 =5 - B
Sl BVt S HI-S-pE-FV - ¢
Sih#l BN kb Sl 4 =S-hE+EN =3

OBako jlepuHUCAHN TIOTEHIIA]AIH HEMA]y BEJTUKY TPUMEHY Y TEPMOIUHAMHUIIE AJIM UMAjy OTPOMAH
3HA4a] y CTATUCTHYIKO) TepMoauHaMuIy. OHE Cy TUPEKTHO MTOBE3aHNU ca NapTUIIHOHUM (DYHKIHjaMa.
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IloriaaBibe 5

MakceJjioBa paciojiejia Op3uHa

Wmu, y kpaTkuM I[praMa, ako je TOILIOT3 KPeTarhe
KOHAYHUX JIeJIOBA MAaTEpHje U  aKO MOXKEMO
NPUMEHUTH aJlaTe Ha Te JIeJIOBE MaTepHhje Kako
6ucmMo ux obpahuBajii OJBOjEHO, OHIA MOXKEMO
UCKOPUCTUTU  PA3IUIUTO KPETAHE PA3IUIUTHX
JieJioBa Ja OMCMO BPATUIN jeHOJUKO TOMAO CHCTEM
Ha HejeHAKe TEMIIEPATYPE UJIU HA KPETAHEe BEJIUKUX
vaca. Camo mTO HE MOXKEMO, jep HHCMO JOBOJLHO

IIaMETHH 3a TAaKO HEIIITO.

II. K. Maxkcsen

HajjeanoctaBHuju MOJIEKY/ICKH CHCTEM 3a IpoydaBaibe je padpehenn rac. OH ce HCTpazKUBAO
caja Beh y gaBuom XIX Beky 1pe Hero mro je OMjIo JUPEKTHUX EKCIHEePUMEHTAJHUX JI0Ka3a O
MOCTOjalby MOJIEKYJa Hero ce caMo CIEeKYJIUCaJO O aTOMCKO] W MOJIEKYJICKO] TPHPOA MaTepuje.
Tazna je kopunhena MoJIeKyJICKa XUITOTE3a KOja TBP/IK 1A CBaKa MAaKPOCKOICKA 3alpeMUHa CaJIpPKI
orpoMan 6poj MoJjekyJa. ¥ paspeheHoM racy, YKyIHa 3allpeMHHA MOJEKYJa je MHOTO Maiba O]l
zampemune cyga. Melhymosekyicke nHTepakiygje cy caMo BaXKHe TOKOM KPATKOI BpeMeHa cyaapa
H MOTY Ce 3aHeMapuTH y ocTajnM Tpenynuma. Cpelme BpeMe cyaapa je MHOIO Mambe 01 BpeMeHa
u3mebhy cymapa. OBe npernocraBke HaM Cyrepuiny aa MeljyMosekyicke nHTepakIiinje HeMajy BaskKHy
yjory y ocobunama paspehenux racosa. Mmak, cymapu msmehy MoJeKy/aa J0BOJE JO Pa3MeHe
KHHETUYKE eHepruje MOJIEKYJIa IITO je MPEeCcyIHO 3a yCIOCTaB/balhe TEPMOIUHAMUYKE PABHOTEZKE.
JeagnoM Kaja ce repMoamHAMUYKA PAaBHOTEXKA JOCTUTHE, cyaapu u3dmelhy MoJjiekysa He
MOTY [Ja je m3MeHe.

MakcBes je 6mo Mely mpBHMAa KOjH je CXBAaTHO JIa CBH MOJEKY/IH paspeljeHor raca Hemajy
ncre Op3MHE HErO HEKW HUMajy Mame a Heku Behe Op3umHe Koje ce cymapuma pasmemyjy. OH je
MPEJII0KIO PBU CTATHCTUYIKH MO V (PU3HUIM KOjH ce OTHOCKO Ha Op3uHe MoJieKyJia pa3pehenor
raca. JIpyrum pedumma, Op3uHa MoJeKyJia IIOCTaje caydajHa MpoMelbHBa KO0joj oJroBapa I'yCTHHA
pacnojene Op3uHa IOBe3aHa ca HOM. DpsuHa Hekor ojpehenHor Mosekysia je peaju3aluja Te
cayJdajHe MTPOMeIbUBe.

ITocmarpamo mpocTop Op3HHa KOjer 4iHe TpU KOMIIOHeHTe OP3UHE Uy, Uy, v,. Hexu mosexynn
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he mmaru Behe Op3uHe, HEKM Mambe, a UPaBIM BEeKTOpa Op3uHa MoJieKy/a Takohe mory Ouru
pazauautn. Heka je ykymnan Opoj mosiekysa [N, a 6poj Mojiekysa duje cy KOMIOHEHTe Op3uHe
Y OHCETY Uy, Uy, Uy U Uy + Avy, vy + Avy, v, + Av, jennak je AN. Taga je mpema cTaTHCTHIKO]
nedununuju Beposaruohe, seposarnoha P(Av,Av,Av,) 1a Mosekys uMa Op3uHy y IOCMATPAHOM
HHTepBaIy Op3uHa

P(Av,Av,Av,) = ATN (5.1)

[Ipesnazehn ca KOHAYHUX HHTEpBaJa Ha OECKOHAYHO MaJjie HHTepBaJje Op3uHa JI00HjaMO I'YCTHHY
pacnogene o6p3una Kopucrehu jeanaunny 3.31,

1 AN 1 dN
U = s Uy, Uy = 1 e = — . 2
F(@) = f(va, vy, v2) ﬁggnjgNAvIAvysz N dv,dv,dv, (52)
sz—>0

Ona mpescraB/ba BepOBATHONY MO jeWHWIM 3ampemuHe y mnpocropy Op3muaa. Kaxo 6m nHamrao
MaTeMaTuIku obsimk Te (yukimje, MakcBes je y3eo y 063up JiBe (pu3UIKe MPETIOCTABKE:

1. MosekyjJcKe Op3uHE Cy M30TPOIHE Y OJICYCTBY CHOJbHUX CHJIA;
2. KOMIOHeHTe Op3MHE Cy HE3aBHUCHE CJYyYajHe MPOMEHUBE.

ITpBa mpermocTaBKa ce OJHOCH Ha HENOCTOjare mpedepeHnujaanor npapna opsuna. Jpyra
IIPETIOCTABKA TBPIU JI& BPEeIHOCT Op3MHE JYK jeJHe oce He yTUUe Ha BPEJIHOCTH Op3MHA YK
npyre oce. Ha mpumep, ako MoJIeKy/I HMa BeJIUKY Op3HHY YK je[He oce, He MOpa Ja je UMa U JyK
Jpyre oce. 3 oBe jiBe peTHOCTABKE IPOU3MIA3ZK JIa Cy MOJIEKYJ/IM PABHOTEXKHOI paspeheHor raca
Y MEKPOCKOIICKHUM CTalbUMa KOje CYy CTATHCTUYIKHA HajMambe OPraHWM30BaHA, Tj. HAJBUITE XaO0THIHA.

Maprunanue rycrune pacunogese 6psuna cy f.(vs), fy(vy) u f.(v,). Iomro cy xommnonente
Op3uHe He3aBHUCHE (IPYTa HPETHOCTABKA), BAXKH f(Vy, Uy, U,) = fu(vs) fy(vy) f2(v,). VI3 mpBe mpernocraske
CJIeJIN JIa CBE KOMIIOHEHTe OP3UHa UMAajy UCTe PAaCHoie/ie jep He MOYKE PACIIO/E I jejIHe KOMIIOHEHTe
Op3uHe 1 ce Pa3IuKyje of] Pacioiere Apyre KOMIOHeHTe Op3une, f(vy, vy, v,) = fo(vs) fo(vy) fo(v2).
Taxobhe crenu ma je f(va,vy,v.) = f(v + v 4 vZ) jep rycruna pacrogea Gp3uHe He 3aBHCH O
npasia Op3uHe HEro O MHTE3UTETa. 3aTO je UCIYHEeHA jeHAKOCT

fog + vy +02) = falve) falvy) fu(v2). (5.3)

Pememe oBe pynknuonasne jeanadune je jeauHo mMoryhe 3a ekcroHeHIUjaHe (pyHKIHje jep 3a
wux Baxn e T = ev’e?” . Crora je f,(vy) = AeFBY. Momkemo ysern caMo 3HaK MEHYC jep fy(vz)
Tpeba Jjia Oyje nHopmupana dyHkinuja (3Hak mwiye jgaje OYyHKIH]Y Koja uje y OeCKOHAYHOCT U HE

1= [ AeBdy, = A,/ T A
/e ve= Ay, (5.4)

3
u3 4era ciaean A = \/g u f(0) = (%) 2 o= Bui

Y mumy onpehwBama koucrante B, morpedbHO je na Halemo m3pas3 Koju 1moBesyje Temieparypy

MOKe Ce HOpMHDATH):

raca W Cpeilby KBaJpaTHY Op3WHY MOJEKyaa. ¥ Be3W ca THM, Pa3MOTPUMO MaJjy MTOBPIITHY
AA Ha 3uay cyga y OAHOCY Ha KOjy ce eJacTUIHO oJ0ujajy MoJekysau raca, ciaumka b.1. Heka
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Cnuxka 5.1: CaMo MoJIeKy/In KOjH ce HaJla3e YHYTpa MIJIHHIPA MOTY Ja ce pedIeKTyjy O HOBPIITHY

AA.

WAL

je Ta mOBpIIMHA HOpMAaJIHA Ha X OcCy. JejlaH MOJEeKy/J I'yOu caMo T KOMIOHEHTY UMITYJICA YCJIeT
pedtekcuje o moppmuHy cyaa. IIpomena mmmysica Kojy oceha moppimaa cyna usaocu Ap = 2p, =
2mu,. Bpoj Moseky1a Koju ce TOKOM BpeMeHa At 0101jy 01 Te HOBPIIKHE jeIHAK je OpOjy MOIeKyIa
KOJH Ce 0] MOI'Yy HPUOJIMZKUTU TOKOM HCTOI' BPEMEHCKOT MHTepBaJa. AKO je OpojuaHa rycTuHa
MOJIEKYJIa M, OHJa je Opoj MOJeKyJa KOju ce cyaape ca MOBPIIMHOM TOKOM BpeMmeHa At jenHax
nv,AtAA. Hemajy cBu MoseKy m mCTy Op3uWHY, H 3aTO Tpeba yCpeamuTH Op3uHE y3 YCJIOB Ja
je v, > 0 jep Hac WHTepecyjy caMO MOJIEKYJH KOjU ce MPUOJINZKABa]y MOBPIIH & HE OHH KOJH Ce
yaa/baBajy. YKyIHA MpoMeHa UMIysca mo Bpemeny At u nospmunn AA jeJHAaK je TPUTUCKY Taca
Ha 31, Cy/1a

P= / 2mu,nu, f (V) d*v = mn/vgf(ﬁ) d*v = mn(v?) = ——L. (5.5)

v >0

Osze cMo y3emn 1a je f,(v,) CHMeTpuYIHa TYCTHHA PACIIOIEe OKO HYJIe U JIa CY IYCTHHE PACIIOIese

BepoBarHOha 1Mo KoMIoHeHTaMa mcToBeTHe. llomTo je 3a paspehenm rac jennaumua crama P =
kT (LHTO aje cpelilby KHHETHYKY €HEePTHjy MOJIeKyJIa m?) _ §k:T)
m Ha] peamwy y prujy V. 5 =3 .

Wckopuctumo oBaj ycjaoB 3a cpelrby KBajparHy Op3uHy ja Hahemo koncranty B y rycTwHu

nkT, cnenn na je (v?) =

pacnojese 6p3uHa:

3 3 00
3T ( B\ ‘ B\ ®
oL /UQf(U) PPo = (_) /e-BUQ &Py = <—) /6—31’2@4% dv. (5.6)
m m m
0

Unrerpan ce pemasa cMeHOM ¥ = Bv? Koja cBojm maTerpas Ha rama ¢gynknujy. Hamasmmo ga je

B = a I'yCTHHA Pacrojies Op3uHa U3HOCH:

_m_
2KT

3
m > 5 meitvgted)

f(vccvvyavz) = <27Tl{,'T 2KT . (57)

Csaka KowmmoHenta Op3umue mma [aycoBy pacmogeny ca cpeamboM BpeaHONny jeiHaky Hyau u

- kT = 9).
BapmjancoM - (camKa 5.2):

m 1 2
2 muvy
Vp) = | =——= ) e 27, 5.8
) = (277 58

I'yctuny pacnozesie uHTeH3HTeTa Op3uHe J100HMjaMo TpaHcdopManujoM JeKapToBUX Vg, Uy, U,
Ha cdepHe KoopauHate v, 6, ¢, cauka 5.3:

v, = wvsinfcosy
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Cmmka 5.2: ['yermna pacmnojiesie © KOMIIOHEHTe Op3UHE MOJIEKYJIA.

A

(%)

0 v;

Cauka 5.3: HexapTose v, vy, v, U cdepHe v, 0, 0 KOMIIOHEHTe Op3UHe MOJIeKYJIa.

A

\

v, = vsinfsing
v, = vcosh

Tpancdopmucany rycruny pacnogere f(v, 6, @) moxkemo podutn xopucrehn jenunaduny 3.61 un
JeTepMUHAHTY JakoGujana TpancdopMmanuje Koopauaata |J| = v2sinf. Maprunaana pacmomena
no v ce nobuja waTErpasehn 6 u ¢ KoopauHATE, CIANKA H.4:

§ ’VVL'U2
f(v) =4n <27:ZT> Fo2em T, (5.9)

Cimmka 5.4: 'ycruna pacnojesie nnren3urera Op3uHEe MOJIEKY/Ia 33 JBE PA3JIUIUTE TEMIIEPATYPe.

f(V) A

T>T,

\ 4

MakcBesioBa paciiogiesia Op3uHa je eKClIepUMEHTAJIHO OTBPheHa y eKClIepUMEHTUMA Ca MOJIEKYJICKUM
CHOIIOBHNMA 1 cesieKTopuMa Op3uHa. [lokazano je 1a oHa He 3aBHCH 0/ BPCTe MOJIeKYJ1a KOpATITNEeHnX
y eKCIIeEpUMEHTY W HUjeHA JIPyTa paciojesa HUje HUKAJ OTlayKeHa.
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IIpumep a) M3Bectu rycruny pacmomese uHTensutera Opsune f(v) monasehn on f(vy, vy, v,).
6) 3amTo rycTHHA pacHojesia cBake KOMIOHeHTe Op3uue [, (v,) MMa MaKCHMyM 3a Op3uHy
jeqHaky Hyau a pacnogesa f(v) uma y TOj TAYKH BPEJHOCT jeJHAKY HYJu?

Pewere: a) TIpBo TpancdopMuIIIMO TYCTHHY paciojene Op3uHa u3 ekaproBux y cdepre
koopjunare. Jlerepmunanta Jakobujana TpancdopmManuje koopaunarta usnocu |J| = v?sinf.
['ycruna pacnojesie 6p3una y cchepHEM KOOpJAHHATAMA je Tajla

m

3 2

2 muv
—) ¢~ 2T 2sind.
2wkT

f(0,0,0) = f(ve,vy,0:)]J| = <

Mapruna/iny pacrnojesy 3a WHTEH3UTET OpP3UHE HAJIA3UMO HHTErPAINjoOM 0 YIJIOBUMA,

mo\s _mo?
/dgp/f’u 0,p)d (27TI<;T> vie T

6) To ce nermaBa 360r nerepmunanTe Jakobujana Tpancdopmanuje Tekaprosux wa cdepre
KoopauHaTe Koja 3a v = () mMa BpeHOCT jeHaky Hyau. /lerepmunanta Jakodujana Tpancdopmal
je OHOC eJeMeHTapHHUX 3ampeMuHa y /lekapToBuM m cdhepHUM KOOOpIMHATAMA W OHA PACTe
~ v* ca mosehiamenm v. IlomTo je v* = v2+v] +vZ, o je v Belie, TO MOCTOjI BUIIE PABTHINTHX
KOMOWHAITH]a BPeIHOCTH Uy, Uy, U, KOje he gaTu ucry BpenHocT v. 3a v = 0 IMaMo caMo jegHy
koMbOmHanujy. OBaj 3ak/bydak he HAM KacHHUje OMTH O/ KOPUCTH 32 pa3MaTparme 0COOMHA
BHUCOKO/IMIME3NOHAJTHUX TTPOCTOPA.

je

Hpumep Hahu Mo pactioziesie unTeH3uTera Op3uHe U Cpe/iiby Op3UHY MOJIEKYJIa.

Pewerwe: Mopa pacnozene ce nobuja u3 nspasa

dfd—(;) =47 ( )3 <21;e_r2nTv; — 1126_7;’:7% %) =0.

2rkT

PemasameM jenHaunne HaJla3UMO MOJ, FYCTUHE PACHOLENe, Uyo, = ,/%WT.
Cpeama Op3uHa MOJIEKYJIA j€ jeIHAKA

oo oo
2
v)y= [ v vdv:47r 35T .
W= [osydo=ar (52) [ v
0 0
WnTerpaJ ce pemapa CMEHOM I = ’2’}:; Koja TpaHcdOpMHUIIe UHTErpaJ y rama QyHKIH]Y.

Hanasumo ma je cpenma Op3uHa MoJexyta (v) = @/fr’“—i
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Ipumep Tpancdopmucarn MakcBeoBy pacio/iesly nHTeH3uTeTa Op3UHA Y PACIIO ey KHHETHIKY

eHeprrja MOJIeKYJIA.

Pewerve: MakcsesioBa pacmojiesia HHTEH3UTeTa Op3UHA U3HOCH

% m1)2
f(v) =4r <2TZT> v2e” 2T
T

mv

Kennmo ma TpachopMUIIeMO CIYVIajHY TPOMEHUBY U Y € = 22 noMmohy jemHaumne 3.58.

Haustazumo j1a je TpancgopMucana ryCTuHa paciojese CjydajHe HPOMemheBe €:

2 _e
fle) = W\/ge KT
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IloraaBpe 6

Meto HajBepoBaTHHI]e pacliojielie

...CHCTEM... KaJa Ce OCTaBHU caM 3a cebe, Op30 mpenasn
y HeypeleHo, HajBepOBATHHI]E CTAIHE

JI. Boamvan

Mero/1 HajBepoBaTHHU]E PACIIOJIEIE Je METO/| KOjH Ce€ MOKe IPUMEHHUTH Ha CUCTEeM HeuHTeparyjyhux
MosieKy/1a (Hin yormreHuje ropopelin decTuna) Koju HazuBamo mjaeajHu rac. Melymosekyscke
WHTEPAKIIHje CY YBEK MPUCYTHE aJIF MOYKEMO CMATPaTH Ja je MOTeHINjaJ THA eHePTHja YCIeI MHTEePaKITja
MOJIeKYJIa pa3peheHor raca MHOI'O Marba OJ KHHETHYKEe Te Ce CTOTa MOKe 3aHEeMapUTH. 3aTo
ce paspehenn rac mMozke MOMCTOBETUTH Ca HJeaJTHUM TacoMm. MeTosa HajBepoBaTHHje paciojesie
1pejicTaB/ba YOUIITEHUju METOJ O/ MeTO/Ia KOju je npuMenno Makcpes Ha pacuojesry Op3uHa jep
y3uMa y 003up M KOOp/JMHATE MOJIEKYJa 1a ce MOKe yrnoTpebuTn 3a ojpehuBame 0COOMHA CUCTEMA
MOJIEKYJIa Ca PA3IHIUTHM CTerneHnMa c10607e (He caMo TPAHCJIAIMOHIM ), MOJIEKYJIA Y CIIOJbATITHEM
OJbY aJIM M HA KBaHTHE CHCTEeMe M CHCTeMe MICHTUIHUX decTuna. MakcBesioBa pacioje/ia Op3uHa
ce J100Mja Kao CIeIrjaanu caydaj MeToIa HajBepoBaTHHje pacioaesne. Taj MeTo je mpBu yHOTpeOHO
Bosinman Ha KjaacudHe cucreMe MOJICKY/1a & KacHUje je IPUMeHheH Ha UJICHTUYHE YECTHIIE.

Cauka 6.1: Tlomema mpocropa Op3uwna MoJekyaa Ha hemmje. Paanm jeanocTaBHOCTH TpHUKa3aHe Cy
caMo siBe oce ox Tpu. MoJiekysn cy npuKa3aHu cgepama.

__‘_\___-_____E____:____J____:____l____:__‘
o o0 . t O, ‘o |

- __Qi____:b___;c_)_ O ol
o © QE E EQ 0 o! °

Vy+AVy---———-:——O— |____TO-__E ———Or——__l____i__‘

w--J-Qi L. 190 2 ot
© 100 1 Oy 10
.o Coioioil it
o O 0. 0o'O0 0 10

oo _lo.i 9% i
\ I O ! I X X
I I Vy VX;'AVX ' '
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MakcseJioBa paciiojiesia Op3una Baxku 3a pazpehene racone 6e3 003upa Ha BPCTY MOJIEKYJIA HITO
yKa3yje jia oHa uMa yHUBep3a/iHu kapakrep. ako emacrudanu cygapu n3mely MOIeKyia J0BOJE 10
PeHOca KHHETHYIKe eHepruje m3Mmel)y Mosekysia, eKCIepuMeHTAIHO Ce TOKA3aJI0 /13, OHU He MEemhajy
MakcBesioBy pacrojeny Op3uHa - OPoj MOJeKyJa KOju uMajy Op3uHy y ojapeheHoM umHTEepBaIy je
YBEK eKCIIepUMEHTAIHO ojapeheH Tako jga je y carimacHocTu ca MakcsesnoBoM pacmogeaom. To
3HAYU Ja PACIOAEY MOXKEeMO M3BecTu 0e3 y3mMama y pa3mMarpame MehyMoJieKyJIcKux
WHTEPAKIHja U cyaapa pa3Marpajyhu camo 6poj MoJieKyJia Koju uMa Op3uHEe Y HEKOM
oncery. IIpobisiem onpehuBama ocobuHa cucrema MoOJIEKYJIA CE OHAA CBOAYM HA CTATUCTUKY
MHKPOCTalkha yMECTO Ha IMIPOYy4YaBaiba MOJIEKYJICKIX CyJapa Ka0 Y KHHETUYKOj TEOPUjU.
3a pazauky oa MakcBesa Koju je mocTaBuo (pU3NIKU 3aCHOBAHE XUIIOTE3€e Y BE3W OCOOMHA IMCTUHE
pacnojiesie 6p3uHa MOJIeKy/a, DBojinMan je 3acHOBAO CBOj NPHHIMII HAjBEepPOBATHHjE pacIojesie
(MakpocTama) Ha ¢ Priori pacrojesn BepoBaTHONe cTamba MOJIEKy/1a Koja je yHAIpe/ 1arta, a anja
ce BEpOJOCTOJHOCT MOXKe IOTBP/JUTH WHJIUPEKTHO KPO3 CJarame eKClepuMeHTAJTHUX pe3yJiTara 1
TEOPUJCKUX IIpeaBuljama.

Kana cmo pazmarpaan MakcBeloBy pacioieny, HHTepecoBao Hac je 6p0j MOJIeKyIa y eJIeMeHTy
3aIpeMHHe IPOCTOPa Op3uHA n3Mely KOMIOHEHTH OP3UHA Uy, Uy, Uy U Uy + Avy, vy + Avy, v, + Av,.
HazoBumo Taj ememenTt 3anpemube hejnmjom um mocMarpajMo cie hesumje y mpocrtopy Op3uHa u
OpojeBe MoseKysna y cBakoj hemmju, camka 6.1. Bpoj mosekysna y i-toj hemmju 3a MakcsenoBy
pacnogeny fy m3nocu N; = N fur(vy, vy, v,) Av,Av,Av,. Bornman je Takolje pasmarpao u apyre
pacnozesie 6p3una (Jpyra MakpocTamba) Koje jajy apyraduje mnouymbeHocru henuja. OH je ¢Bakoj
pacroze/in Op3uHa T0eTH0 BEPOBATHONY MPOIOPIMOHAIHY OPOjy HAYMHA HA KOJU MOXKEMO MEPMYTOBATH
MOJIEKyJIe TTo henmjama Tako ja ce \BUXoB 0poj mo hennjama He Mema. CBaka TaKBa IEePMYyTaIN]ja
MOJIEKYJIa IPEJICTaB/ha jeJHO MUKPOCTAhe YHUTABOI CHCTEMa MOJIEKYJIa Koje oiroapa oapehenom
MakpocTamy. [lomrTo cygapw Ha ciaydajaH HAuYMH Mehajy MHKPOCTAalbe CHUCTEeMa, MOJIEKYJa, TO
yKasyje jia je Opoj MHKpocTama Koja ojroBapajy MakcBesoBoj pacnojen Op3umHa MHOro Behwn
o1 6Hpoja MEUKpOCTarma OCTaJMX PACIOJEeIa jep ocTaje pacuojene Op3uHa HUCMO HUKAJ ONa3UId
y eKCIepUMeHTHMa. YIPaBO Ha TOj YHEHEHUIM Ce 3aCHUBA MeTOJ HajBEPOBATHHje PAacCIojee
jep oH He y3uMa y o03Up OocTaje paclojee U THMe MaTeMAaTHUYKHU II0jeIHOCTaB/byje oiapehuBambe
CPeIIbUX BPEJIHOCTH. ¥ MECTO PavdyHarmbha Cpelibe BPeJHOCTH IO CBUM paciogeaaMa Koje cy moryhe,
MeTO/I HajBepOBaTHHje pacIojesie ce OIpaHnYaBa caMO Ha HAjBEPOBATHHU]Y PACIOJE]y U HheH Opoj
MHUKpOCTama. bojIMaH je mpeIoXKuo /1a je eHTPOIHja MaKpPOCTamha ITPOTOPIIMOHAIHA JJOTAPUTMY
opoja oaropapajyhux MukpocTtama cucrema. 11oImTo je MaKpoCKOICKO PABHOTEXKHO CTaibe HajBePOBATHH]E
U ca HajBehuM OpojeM cTarmba, TO je IHeroBa €HTPOIHja MAaKCHMAJIHA y OJHOCY Ha CBa JIPYra
Moryha MakpocTama IITO je Y caracHOCTH ¢a TPUHIMIIOM MaKCHMaJHe eHTponuje. PazmoTpumo
nerajpHUje y ciaemeheM Oe/bKY CTATUCTUKY TOMYHEHOCTH Nejmja MOJEKYy/JIuMa W HeHy Be3y ca
MaKPOCTAIMA.

6.1 DBoJuamMmanoBa pacmojaeJia

[TocMaTpajMo M30JI0BAHE WJEATHU CHCTEM MOJIeKyJa (WeadHu rac) Koju caap:ku N Mojexky/a
y cydy 3ampeMuHe V. YKyIIHa eHepruja CcuCTeMa MOJeKyJa U3HOCH [V W OHAa je OdyBaHA TOKOM
BpeMeHa jep cy cymapu usMmehy Monekyna u u3aMehy MoseKyia u 3u10Ba cy1a enacTuaHu. Mosekymm
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Cy CJIOZKEHEe 4eCTHIle KOje ce cacToje OJ aTOMCKHUX je3rapa U ejieKTpoHa. [eHepasiHo, MOJIEKyJ
HMa n crerneHn ciaoboge (KoopamHaTa Koje Mory cjaobomHO Ja ce Memajy). IlpocTrop crama
JjeHOT MOJIEKYJIa YiHe CBe HeroBe KOOpAnHaTe (CTeeHn CI000/e) W UMITYIICH, L1, ..., Ly, P1y -y Pn
(3amTo je 6o/be KOPHCTUTH WMILyJICe Y OJHOCY Ha Op3une Guhe jacuuje y cienehieM morjassby).
Panu konmmsnocTu, Hekaa hemo kopucTuTn ckpahene o3Hake T, p" YMECTO X1, ..., Ty, Ply s Pn-
[Torpebno je npumMeTuTH J1a CBAKOj KOOPAMHATH OJroBapa jeJlaH UMILYJIC.

Kperama HeKuX creneHa ca0060e (TpaHCIAIMOHUX U POTAIMOHUX) C& MOXKe OMHCATH MOMONy
KJIACHYHE MEXaHHUKe a 3a HEeKe cTereHe c1000/1e Tpeba Ja KOPHCTUMO KBAHTHY MeXaHUKY (BHOpaIoHe
u eeKTpoHcke). [lerasbHuje iemMo 0 ToMe TOBOPUTH y HapeTHHM TODJIAB/BUMA. Y CJIYUajy Camo
TPAHCJAIMOHUX CTeleHu cJI000/Ie MOJIEKYJIa, ITPOCTOP CTama MOJEeKyda YMHe TPH KOOpJAWHATe U
TPU UMILYJICA, T, Y, 2, Dy, Dy, P-- EHepruja jeasor Mosekysa €(x™,p™) Moxe 3aBHCUTH O] HETOBUX
KOOpJWHATA W UMITYJICA y HAJOTIITHjeM CIyIajy.

Wz pemmMo 9uTaB HPOCTOP CTaiba jeJHOT MoJIeKy/1a Ha hesuje y once3uMa u3Mely &1, ..., Ty, P1,y -ovy P
n

iz + Az, ., Ty + Az, p1 + Apy, .o, po + Ap, auja 3anpemuna usnocn Aw = [ Az; Ap;, cauka
i=1
6.2. TlogpaszymeBajmo ja cy hejmje Maje u 03HaYUMO UX pegHuM OpojeBuMa. Heka ykymnno mmamo

K henmja, kacauje hemo y3eru 1a je Taj 6poj Oeckonadan. [IpocTop crama jeJHOr MOJEKYyJa je
OTpaHWYeH YKYITHOM 3allpeEMUHOM U eHeprujom cuctema. Cpenma eHepruja U Opoj MOJeKyIa KOju
ce Hanazm y k-toj hemmju usHOCH £ U Ny

Cmuka 6.2: Ilogena mpocTopa crama Mosekyna Ha henmje. Paan jeqHOCTaBHOCTH NpUKa3aHe CY
caMo niBe oce. Moustekysn cy npukasanu cdepama.

C A v b ial
:O 1 1 : : :O :
g r0i® 0 ol il
01 © 1 " 00y O©
pi*Ap, - - 4.1 Q__ O} -Q_:Q,,o:_____:____:__.
' |olo 10 00 07 O O
S R e A S Y « SR S S A
i b ) o ' ! !
0O 10 15 9 000 | .
______OJ'____:__O___:_9__:__0_:.__9_:__9_:._
0P 0 ©°t oo 0 10
I R - S - T S < T
1 191 0%0 ¢ ¢
I I X lerAx ' '

Ceu 6pojeBu MoJiekysna 1o hemmjama nq,..nyx dedurunry pacrnogeny (Tofeny) MOJEKyJIa y
HPOCTOPY CTalba MOJIEKYJIa IITO OJroBapa jeJJHOM MaKpocTamy cucrema, ciaumka 6.5. HazoBumo
bpojeBe MoJIeKyJa 1o heaumjama GpojeBuMa 3ay3eroct hesuje. MoxkeMO 3aMUCIUTH PA3JIHIUTE
pacrojesne y 3aBECHOCTH O]l BPEJIHOCTH Ny, aJIu OPOjeBU 3ay3eTocTh hesnja He MOTy CJI000IHO 14
ce Memajy Hero mocToje JBa yCJIOBa KOju OHH MOpPajy Ja 3aj0Bojbe. [IpBuU ce ojHOCH HA yKylaH
Opoj moseKya
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a JIpyI'u HA YKYIIHY €Heprujy

ITpocrop mukpocrama cucrema moJiekyriaa ((a3zHum mpOCTOp) uuHe CBE KOOPIHHATE
M UMITYJICH CBUX MOJIeKyJja. Pa3meHa jBa MoJieKyJja H3 pa3/juduTux heauja He Mema Opojese
3ay3eTocTn hesnja aam Mermba MEKPOCTambe cucTeMa (canka 6.3) jep cMaTpamMo J1a MOJIeKyIe MOKeMO
pasiukoBaru. Crtora mMamo

N!
W(nl, TLK) =

 nglnengl. ng!

(6.3)

Pa3INIUTHX MUKPOCTaMha CUCTEMA KOja 0AroBapajy jeJIH0j Paciomaesn ny, ..., N MoJeKky.aa mno heanjama.
YKynan 6poj MUKpPOCTama JIOCTYIIaH CHCTEMY je/IHAK je

GE)=) .Y W(ni,..ng) (6.4)

re cymMe Uy 1o CBUM MOTYhuM BpeaHOCTHMa OpojeBa 3ay3eTocTu hesmja KOju 3a/10BOJbaBajy JBa
ycaosa 6.1 m 6.2 .

Cauka 6.3: Pa3zmena nsa mosiekysia 1 u 2 w3 pasnanantux hennja a) He Merba OpojeBe 3ay3eTOCTH
fienuja anu 6) Memba MEKPOCTaEhe CHCTeMa MOJIEKY/Ia jep OHO 3aBUCH Ol O3HAKA MOJIEKYJIA.

\ A

X - ==

CraTucTuyka IIpPeTIOoCTaBKa KOjy je BoJjmnMaH KoOpucTmo je Ja cy cBa JOCTYIIHA
MHUKPOCTaka CHCTEMA MOJIEKYJIA MOjeIHAKO BepOoBaTHA (IPUHIINI a Priori BepoBaTHoha,
BeposaTHohe Koje y3aumamo 6e3 mpeTxoHOoT pazMaTpama). 1o je cariacHo ca MakcBea1oBoM
HPETIIOCTABKOM J1a Cy CTambha MOJIEKY/1a MAaKCUMAJTHO XaoTu4dna. llomro cymapu u3mely mosekysia
HACYMUIHO MEajy MUKPOCTAA 9UTABOT CUCTEMA MOJIEKYJIa, TO Ce PA3JININTa MUKPOCTAHA MTOJTjeTHAKO
4ecTo 3amoce iajy. BeposaTHoha jeHor MEUKpOCTama CHCTEMa U3HOCH,

P(E) = —— (6.5)

a jeJIHOI MaKpoCTalba KOje OJroBapa paciojie/in OpojeBa MOJIEKY/Ia 10 heujaMa ny, ..., N je/IHaKa
je
W(nl,...,nK) - W(?’Ll,...,n[()

ni ng

P(ny,...,ng) = (6.6)
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[Toacerumo ce ja 6pojeBu 3ay3eTocTn HUCY €000/ IHU Hero orpanndenu ycsaosuma 6.1 u 6.2. /lakie,
mro je Beha Bpennocr W(ny, ..., nk), 1o je Beha BepoBarHoha Makpoctama. 3ato ce W(ny, ..., nk)
Ha3WBa U CTaTUCTUYKa TE2KHHa MaKpOCTama.

Cpenmy 3ay3eTocT jeqne heamje MOKEMO OJIPeIUTH TAKO MITO YCPETHBUMO 3ay3eTocTh Te hemunje
0 CBUM MaKPOCTAIHbIMA

S mgWi(ng, .ynk)

<nk>:nzl...gnkP(nl,...,nK): ;HZW@%”K) , (6.7)

y3 ycaose 6.1 u 6.2,

Onpehusame pacnogene Beposarnohe makpoctama P(ni,...,ng) je MaTeMATHIKH 3aXTeBAH
HpOLEC jep II0CTOje JiBa yCJoBa Koje OpojeBu nq,...,nyx Tpeda ja 3ajo0Bo/be. Kaja Ou mocrojao
caMoO yCJIOB 3a YKymHH OpOj MoJeky/aa, oHma Ou pacmosena Omia MyAaTHHOMHA. 300T yCI0Ba, 3a
YKYITHY eHeprujy, pacmojena epoBaraohe P(ni,...,nk) He MOXKe Ja ce OApeIN eJeMeHTapHUM
MaTeMaTHIKUM MeTojama. Viak, MocToju pasjior 3allTo He MOPaMoO Ja OIPEIUMO PACIOAeTy
HETO caMo MoJ, pacmojene. 360r orpoMHOr Opoja MOJIEKYJa, UCIOCTAaBJ/ha CE 1A jeTHO]
pacrojenu 14, ..., g oOAroBapa yoea/puBo Hajsehu 6poj MUKpocCTama, Tj. OHA je HajBepoBaTHHja
(To je mox pacuonmesie P(ny,...,nk)). Ta pacriogena ogropapa paBHOTEKHOM MaKpPOCTAY
cucrema. Jlpyre pacmojiesie (MaKpocTama) UMajy MHOIO Marby BEPOBATHONY U EBHX MOYKEMO
3aHeMapuTH, cauka 6.4. OHe oaropapajy HepaBHOTEXKHIM H BUPTYEJIHUA PABHOTEKHUM MAKPOCTAHIMA,
(Ha mpuUMep, CBU MOJIEKYJIN Ce HaJla3e y jeJHOj MOJOBUHY CY/Ia WU CBU MOJIEKYIH UMajy Op3uHe y
HCTOM IpaBiy). MeTos HajBepoBaTHHUjE PACHoese ce 3aCHUBA Ha HaslazKkemy pactomnese (N, ..., i)
nmyTeM Makcumasansaimje 6poja cramwa Wi(ng,...,nk). Tana pacnogeny seposataohe P(ny, ..., nk)
MOZKEeMO AIPOKCUMHPATH €& HheHOM HajBepoBaTHUjoM BpeaHotthy P (7, ..., k) a Cpejitba 3ay3eToCT
neke hemje mocraje mena HAJBEPOBATHU)A 3aY3€TOCT, (M) A2 Ty

[Tpema mpuHITUITY MaKCUMYMa €eHTPOIIH]je, MaKPOCTaIhe KOje 0JIroBapa TePMOIMHAMUYKO] PABHOTEKH
uMa Hajsehy enrponujy. Ilomro paBHOTE)KHO cTame uMa HajBehu Opoj MHKpoOCTamba Koje My
0/IF0BApPajy, OH/Ia MOpa ITOCTOjaTH MOHOTOHA 3aBUCHOCT n3Melhy Opoja MUKpocTama je JHOr MaKpoCTatba
U erope enrponuje. DBoJiMaH je mpeajio’Kmo Ia €HTPONHnja MaKpOCTamka 3aBHCH O
JoraputMa Opoja MUKpocTama

S = klnW (6.8)

rje je k BoanmmanoBa KoHCTaHTa. 3ampaBo BosnmMan je KOpuCTuo MpormopIMOHATHOCT EHTPOIIH]e
1 JJorapuTMa OpPOja MEKPOCTaka & KOHCTAHTY IPOMOPIMOHAJTHOCTH HIAje HUKA Oapeano. KoHcTanTy
k je npeu oapemuo Ilnank m cyrepmcao je ja ce 30Be BosnManoBa KOHCTaHTa Kao yCIIOMeHa Ha
bonrmvana. ErTponuja paBHOTEXKHOT MaKpoCTamba W3HOCH

[Tocnenuia oBe dopmyse je 1a 3aKOHU TEPMOANHAMUKE HHUCY NETEPMUHHCTUYKHN HETO
MMAajy CTAaTHUCTUYKY OCHOBY, Tj. OHHM CY CAMO jaKO BepoBaTHHU. TepMmoamHaMUKa 3ampaBo
Jaje HajBepOBATHHje BPEIHOCTH MAaKPOCKONCKHX BeJHdHHA (MOIOBE DACHofena MaKPOCKOMCKUX
BeJIMYUHA). Y CKOPO CBUM CJIyYajeBHMa, HAjBEPOBATHUja BPEJIHOCT je TOJHMKO TOMUHAHTHA JIa
OJIrOBapa M CpeJih0oj BPeTHOCTH pacroyese. Unak, y eKCTpeMHUM ciydajeBuMa y OJ3UHA (DAa3HOT
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Chuka 6.4: [lemarcku npuKas IpoCTOpa CTamba U30J0BAHOI CHCTEMa MOJIEKYJIa IMOJIe/HeHOr Ha
MakpocTama. Cymapu m3Mmehy MoJeKy/Ja HACYMHYHO MeIba]y MHUKPOCTarha KOja Cy IOIjeIHAKO
BepoBaTHA. 300T OIPOMHOT OpOja MUKPOCTaMha Koje MPUIIAIajy PABHOTEXKHOM MAaKpPOCTAILY, JAPYTa
MaKpOoCTamha MMajy jako MaJjy BepoBaTHohy ja Oy/ay omaxkeHa y ekcuepuMmenty. I obpuyTo,
aKO CHCTEM IyCTHMO Jia ce Kpehe m3 mekor Majo BepoBaTHOI MaKpocTama, OH he 3aBpiiu y
HajBepOBATHU]EM MaKpOCTambYy.

e

PaBHOTEXHO MakpoCTaHe

1

npejiasa Jpyror peja, Jerana ce jia HajBepOBaTHHja BPEIHOCT HE 0JIr0Bapa CPeib0oj BPEJAHOCTH 1

TaJa TePpMOJMHAMUKA He Jaje HCIIPaBHEe OJTOBOPE HA 0COOMHE MaTepuje Hero je ToTpeOHO KOPUCTUTH
METOJIe CTATHCTUYIKe TePMOJIMHAMUKE KOju fieMo pasMOTpuTH y ciegeheM MoriaBJby.

Jlorapuramcka 3aBUCHOCT eHTPOINHje 01 Opoja MUKPOCTaba, JIOBOIY JI0 aJIMTUBHOCTH €HTPOIIH]je
3a cioxkenn cucreM. [locmaTpajmMo U30/10BaHM CUCTEM KOjU Ce CACTOj O ABa MO/ICUCTEeMa Pa3/B0OjeHa
JIMjabaTCKUM 3UJIOM Y TOILIOTHO] paBHOTexKH. llojcucreMu y paBHOTEXKHOM MaKpOCTaIby HUMajy
enepruje Ey u Es. 360r ci1abe narepakiuje u3Mely moacuceTema, YKynaH 6poj MEKPOCTAA CHCTEMA
y PaABHOTE:KHOM MaKpOCTalby jeJHaK je MPOM3BOLY OPOja MUKPOCTaba MOjeIMHAMHAX MOICHCTEMA
[pH BUXOBUM DABHOTEXXKHUM eHeprujama, W = Wl(E’l)WQ(EQ). Taga je enrponuja cucrema
aJINTUBHA 110 CBOjuM JenoBuma S = klnW = kanl(El) + kanQ(Ez) = Sl(El) + Sl(El).

Haljumo cana HajsepoBaTaujy pacnogeny (7, ..., g ) 3a MoJekye. 11orpe6HO je MAaKCHMATH30BATH
W (nq, ..., nk) mMTO 0JroBapa MakCHMaIn30Bamby earponyje (6e3 Boanmanose koucrante) InW(ny, ..., nk)
(kopucturumo CTUPJIMHIOBY allpOKCHMAIU]Y ),

K K
InW(ny,...,ng) = NInN — N — anlnnk + an (6.10)

k=1 k=1

3601 aBa yca0Ba 3a YKyIHY eHeprujy u 6poj MoIeKy/a, moTpebHO je 1a KOPUCTHMO MeTOo/, JlarpaH:keBux
Heoipehennx MHOXKHUTE/ha KaKO OM OJIpe/Injin MakcuMyM. Jlarpanzkea (byHKIUja W3HOCH

K K
Ezan(nl,...,nK)—oz an—N —ﬁ ngnk—E y (611)
k=1 k=1
riie cy o u [ meoapehenn Jlarpanzxkesn muoxxurespn. Makcumywm dyukiuje £ mobujamo u3 jeHaTIHE:
oL 1
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HajsepoBarnuju 6poj Mosiekysa 1o hesmjama u3nocu (BpaTumo ce HOHOBO Ha HHJEK K)
fip = e P = CePer (6.13)

rie je C' koHctanta. VckopucTumo yeaoB 3a yKynaHn 6poj MoJeKy/ia

K K
N=>) iy=C) e (6.14)
k=1 k=1

Ja nobrjeMo pesanujy Kojy Hasmamo BoJsimMaHOBa pacmojiesia MoJIeKyJsa o eHeprujama
o —Bek
T (&
Z e_ﬁak;
k=1

OBJie ¢MO TOpIBY TPAHUILY V¥ CyMH 3aMUHUIN ca OeckoHadHomihy. Mako eHepruja HEKOT MOJIEKY/Ia
He MoKe OuTH OeCKOHAYHA, 3aMeHa IPAHNIA HaM MOYKe MaTeMaTHIKH OJTAaKIIATH Ja HaleMo cyme a
CYIITHHCKH He MeHha pe3yaTaT 300r eKCIoHeHIuja He GyHKIHje y cyMu. bBoJsnMaHoBa pacmnomena
peJIcTaB/ba BePOBATHONY y CMHUCTY CTATHCTHYUKe JAedhHHUIUje 1a ce MoJaeKys Hahe y heauju dmja
je enepruja €. Cyma y nMeHHOIY ce Ha3uBa napruipona QyHKnuja (cyma crama):

o

q= Zeiﬁe’“. (6.16)

k=1

Habhuwmo Bpegnoct Jlarpanzkesor MHOXKUTEBA 5 KOpucTehu BosmvanoBy errponujcky gopmyity:

K K Ne—Bek
S= kW (i, ..., i) = k(NInN =) " figlniiy) = kNInN — k) figln ( )
k=1 k=1

q
K K K (6.17)
=kNIDN — kY ignN + kY figlng + kY i Bey
=1 k=1 k=1
= kNInN — ENInN + kNlng + kGE = kNlng + kS E.
N3Box oBe jenHavYnHE 1O €HEPTHjU J1aje
08 1 kN [ Oq ap
= = — === + k kE
<8E>V,N T q <8E>v7 i (8E>
kN & 08 a8
=— ) e —g (5 kB + kE
q kzle < €k<3E) )+ o <3E)
KN (08 95 (6.18)
— —Bek
=— | == £re +kB+EkE ( )
q (OE) V,N kz} oF
op ) Mg ( op )
=—-—— r—— + kB +EkE = kp.
q (aE V,N ; OF V,N
OnaBne ako omgpehyjeMo BpegHoCT JlarpaH:keBOT MHOXKHTEbA,
B = (6.19)
kT '
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[Tperxono cmo Hanum u3 jejgnadunne 6.17 ja eHTpoIKja HAjBEPOBATHU]E PACIIOILE/IE U3HOCU

)
S = kNlng + - (6.20)

N3 repmounamuke 3aaMo J1a je XeJMxoJIoB norennujas jeauak F = E—T'S. 3amenoMm nperxoaHor
n3pasa 3a eHTPONHUjy J00HjaMO XeJIMOJIIOB ITOTeHITH]aJ

F = —kTNlng. (6.21)

OgBa je BakaH pe3y/ITar jep HaM MOKa3yje jJa padyHameM TapTuinoHe (pyHKINje 3a jeJaH MOJIEKYJI ¢
JIOJTA3UMO 10 XeJIMXOJIIOT TOTeHIjasIa, Tj. OCHOBHE TepMOJIMHAMHAYKE jeITHAaUNHE Y X e/IMXO0JII0BO]
perpe3eHTaInju.

Kako 6u ojpejuiun rycrune paciojesie BeposarHohe y 1mpocTopy MOJIEKyJia, HOTpedHO je ja
npeheMo ca JUCKpPETHHUX hejnja Ha HEMPEKWJIHW HPOCTOP CTama jeHOT MOJeKysra. Ako ce y k-
t0j hennju 3anpemuae Aw 0KO KoopamHaTa x', p" HaJIa3e 7 MOJEKYyJAa OHJIa T'yCTHHA PaCIoiee
HaJIazkerha MoJleKy/1a y T0j henuju u3HocH (KOPUCTUMO CTATHCTUYKY jeduHHIE]y BepoBaTHONE)

g e—Pe(@™p™)

fa"p") = 5is = A (6.22)

Cpeama BpejgnocT Heke dusnuke seqnuune A = A(x" p™) Koja 3aBUCH 0/ KOODIMHATA U UMILYJICA
MOJIEKYJIa, je/THAKa je

o [ Az, ph)e ") duy
(4) = /---/A($">P")f(f'7”>pn) ao=1 &..Ffé?52<xn,pn> dw (6:23)

Ilpumep N3sectn Maxkcsesy pacnozeny 6p3una u3 BoJimaHnoBe paciofesie.

Pewere: Orpanmammo ce Ha MOJIEKYJT KOJH ©Ma caMO TPaHCJIAInOHe cTemeHe caobome. Hberosa
pa+pi+p?
2m

eHepruja M3HOCH € = ['yetuna pacmojesie y TpocTOpy UMIYJICA jeJHOT MOJIEKYIa

N3HOCH 9. o o
_ Blpzt+py+p2) 9 o o
[ 2m (;Dz+py+pz)

Du,Dys P2) = ——————— = Ce™ 2miT
JPepy:p2) qAp.Ap,Ap,

Komcranra C ce oapeljyje u3 yesoBa mopmanusanuje u usnocu C' = (2rmkT )_%. MaxcBenoBa

pactoziesia Op3uHa ce Jobuja TpancopMaujoM Py = MUy, Py = MUy U D, = MAU,.

Y OBOM lLipuMeEpy €Hepruja MOJIEKYJ/1a He 3aBUCU OJI KOOP/IMHATA TAaKO JIa He MOPaMO HPOCTOPHE
KOOpJWHATE Ja JIeJIUMO Ha heiuwje, Tj. mMamMo camo jejHy hejiujy Koja oiroBapa 3alpeMUHU
(AzAyAz =V). Taga je sanpemuna hennje y mpocTopy crama MOJEKY/Ia

Aw = AzAyAzAp, Ap,Ap, =V Ap, Ap,Ap,. (6.24)

Hamuu cMo y nperxomHoM npuMmepy Jjia Koncranta C' U3HOCH

O (6.25)

C= 3
qAp; ApyAp.  (2rmkT)>
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U3 KOje HaJIa3UMO HAPTUIMOHY (DYHKIM]Y 338 TPAHCJIAIMOHO KPETAe MOJIEKYJ/Ia

V(2rmkT)?

X (6.26)

q =
Opaj pesyarar ykasyje ma ce y CIydajy KJAACHYHUX CTeleHH ca000ae mapTuiuoHa (yHKIM]ja,
n3padyHaBa Kao WHTerpaJi o CBUM KOOpAWHATaMa W UMITYJICHMa MOJIEKYJ/Ia T10/Ie/heHa 3alPEMUHOM

hesmje:
1

q=—— [ e Pleiridgy, (6.27)
Aw
[Mpumernmo na Aw ckpahyje jeaunure y KojuMa je WHTErpaj M3ParyKeH TAKO A je MapTUIHOHA
dyukuja Ge3auMen3noHaHa, BendwHa. JIpyro, koHcTanTa Aw He yTHdYe HA TEPMOJIMHAMUYKE
BeJIMUNHE jep ce MOKe IIOjaBUTH Kao JONPHHOC HhuMa y 00auKy InAw a yBek ce Mepe peslaTHBHE
BeJIMYUHE Y OJHOCY Ha HEKYy pedepeHTHY BpeaHocT. Pa3BojeM KBaHTHe MeXaHHKE HPEIJIOKEHO je
Jla eJIeMeHTapHa, 3aIPEMHIHA, TPOCTOPpa CTarmha MOJIeKyIa n3nocu h™, riae je n 6poj creneHu c1oboe
MoJiekyiaa. ['pybo objammeme 3a m36op [Lnankose KoOHCTaHTe 3a 3aNpeMuHy ejgeMeHTapHe hesuje
3a jejan crenen caoboje je TO TMITO HeoApeheHOCT MPOU3BOJA KOOPJIMHATE W UMITYJICA WU3HOCH
npubamkuo h. Kopucrehm Ty BpeanocT 3a 3ampeMuny hejmje jg00HjaMo H3pa3 3a HAPTHIIMOHY

byukmmjy: X

¢=10 e Pelzirit gy, (6.28)
38a MOJIEKY/T ca caMO TPAHCJAANMOHWUM CTeleHuMa ¢10001e, Opoj creneHn caoboae M3HOCH TPUH 1
TaJa je MapTHIUOHa (PYHKIHjA jeTHAKA

3
2rmkT\ ?

[Tomohy jennaunne 6.21 HamazuMo XeJIMXOJIIOB TOTEHITH)AJ

3 2mmkT

) — KTNIV. (6.30)

[Ipumehyjemo na XeaMXOJIIIOB TOTEHIAjaI HAje XOMOTreHa (pYHKIMja IIPBOT peJia MTO yKa3yje JIa je
nobujenn m3pa3 Heradad. OH ce pa3aukyje ox ucnpapaor u3pasa 3a —kTNInN — kT'N = kTInN!
[Tomrro je XeiMx0JI1I0B IMOTEHITHja I TIOBE3aH Ca eHTPOINjOM a OHA ca OpojeM CTamba, MOPa MOCTOjaTh
npobjieM y Be3u Opoja KIACHIHUX CTamkba 3a TPAHCIAINOHE cTerene ciobone.  Ad hoc pereme
npobJieMa je MpBH Mpeiokuo ['ubc am npaBo paspelneme Ipod/ieMa je Be3aHo 3a HJICHTUYHEe
YECTHIIE.

IIpumep Onpe Ty JOIPUHOC CPEJIIboj eHeprUju MOoJIeKy/la KBaIPaTHOr YaHa 110 KOODJIUHATH
2 L2 : :
win mvmyscy Ay? (kao mro cy Do = wm %lmQ) KOJH Ce HaJIa3W y M3pa3y 3a eHeprujy.
x

Pewere: T'ycruna pacnosese 3a KOOpJUHATY Y U3HOCU

2
efﬁAy AU2

Ty == 5, ¢
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Koncranra C ce nobuja u3 nopmaausamuje f(y),

[ A
C— %.

JonpuHoc KBaJpaTHOT WIAHA TO Y CPEIIHb0j HEPTHjU MOJIEKY/Ia U3HOCH

7 A T Ay2 kT
_ 2 — - 207 %T -
(ey) = /Ay f(y)dy—\/ﬂkT/Ay eI dy = —-.

Jlaxse, BosvamnoBa pacmogesia mokasyje Ja Kajda mocToju MoryhHocT ga ce eHepruja
CKJIAANIITH Y PA3JIMYUTUM CTEeIeHnMa cjioboae, oHa he 6utn y ki1acudnoj ousuim
MO/ije THAKO IOo/Ie/heHA Mo BhuMa 6e3 003upa Ha BUXOBY IPUPOay. EKCliepuMeHTATHA
pe3yJITaTu Cy MOKa3aJiu /Ia OBAKaB 3aKJ/byYaK HIUje NCIIPABAH 3a CBE CTENEHe cJI000/1e.
To je moBeJsio 10 cTBapama KBaHTHE TeOpHje KOoje je JaJja objalrbene 3ai1To Cy HeKN
crenenu cjaobone ycmaBaHu, Tj. HuUCy mobyhenmn.

Hpumep OapenuTn cpelmy €HEPrujy MOJEKYyJIa y MPUCYCTBY T'PABHTAIMOHOT TMOJba aKO OHA
3aBUCH O] Z KOODJMHATE.

Pewere: Enepruja mosekyna y TpaBUTAIIMOHOM IOJbY U3HOCH € = mgz. l'ycTuHa pacmosmeste
3a 2 KOOp/IMHATY jeTHaKa je

—Bmgz
e mgz
2) = ———=Ce #7.
1) =5
U3 nopmanusanuje f(z) Hamasumo
c_™
kT

JlompuHOC rpaBUTAIMOHOT 110Jba CPE/IH0Oj EHEPIUjU MOJIEKY/1a U3HOCH
oo
(e) = /mng(z) dz = kT.
0

WNHTepecanTaH pe3yaTar je Ja IPaBATAIMOHO HoJ/be IoBehiaBa MoJapHH TOIIOTHH KAIlAIlATeT
HOeAJHOr raca 3a R.

Ipumep TTocmarpajmo aanjabaTcKu CyI KOjU je Moae/beH 3MI0M Ha, JIBa jeqHaka Jesa. AKo ce
y TIPBOM JIeJIy Cy/1a HaJla3W jeJlaH MOJ WIEAJHOT raca MOJIEKYJa & y JPYyroM JIeJdy cy/Jda Hema
MOJIEKYJIa, U3padyHATH TPOMEHY eHTPOTHje Kajla ce 3UJ YKIAOHU.

Pewerve: O3naunmo ca 1 1 2 paBHOTE)KHA MAKPOCTaIba Kala CYy MOJIEKY/IU CAMO Y jeTHOM JIeTy
Cy/la M KaJla Cy MOJEKyJu y IejioM cyidy. Tajga je npoMeHa eHTpOIlnje ycJjes ajaujadaTckor
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HMIAPEHa Taca
AS = Sy — 51 = kInWy — kInW; = kln%.
Wi
JlonpuHoc mMITyJjica MOJIEKyJa YKYHHOM OpOjy MWKpoOcTama je jeJHaK 3a 00a MaKpocTarba.
3a Jpyro Makpocrambe umamo jse hesuje y dbusmdakoM mpocTopy (MOJIeKys ce Moxe Halim y
jeJTHOM WJTH JIDYTOM JIeJIY CY/IA), JIOK 33 IPBO MAKPOCTalke HMaMo camo jefny henunjy (Mosexy.t
Ce HAJIA3M Y jJeJHOM JIey cyja). YKynan O6poj pasMernirama jeJHOI MOJia MOJICKY/Ia Ha JiBe
hemnje je 2V4. Crora je
AS = kIn2"* = RIn2.

BepoBaTtnoha ma ce KojuM cjydajeM MOJIEKYJIH CaMH CIOHTAHO cabUjy y MOJOBHHY CYIa aKO
3ay3uMajy 1meo cyi je 27V4,

Cnuka 6.5: Pacmomesna Moekyaa mo eHepTrujcKUM HUBOUMA 34 JIBA MaKPOCTabha CUCTEMA.

O
£ O
O
O
OO O
OO0
0000 OO0O000O
00000 O0000O0
00000 00000

3a Heke cremeHe €000/ MOJEKY/JIa MOPaMO y3eTu y 003up Ja Cy KBaHTOBaHW. KBaHTHH
CUCTEMH HEMAjy MPOCTOP CTakha KOJU €€ CACTOJU O/ KOOPJAWHATA W MMITYJICA HETO HUXOB TTPOCTOD
cTarmba CaJp:KHU JUCKpeTHa cTama oapehene enepruje. To je 3ampaBo IpeaHOCT jep CMO J10CA/I
MOPAJIA J1a JUCKPETU3YjeMO IIPOCTOP CTalba jeHOI MOJIeKy/1a Ha heauje ga OW MOIJIM TPUMEHHTH
KOMOMHATOpPHE MeTO/Ie 3a ojpehuBarme HajBepoBaTHHU]jE pacioiese. Y ciiydajy KBAaHTOBAHUX CTEIeHU
cJ10601e MOJIEKY1a PA3MOTPUMO 6POj MOJIEKYJIa 110 eHePrUjCKUM HuBonMa 6e3 merenepariije (Cydaj
JlereHepaiyje ce Hajaasu y caejeliem ofe/bKy), ciauka 6.5. IIpeTxonHo u3Be/ieHe jelHAYNHE BazKe 32
HajBEPOBATHH]Y MaKPOCKOICKY DACIOJETY MOJIEKY/Ia 10 €HePrujcKuM HuBouMa (jeqHaquna 6.15)
u naprunuony byHkmjy (jeqnauuna 6.16) Koja y cebu caipike cyMy MO €HEPIHjCKHUM HUBOUMA.
OBuM MO TIOKa3a/11 J1a TaJaCHU aCHEeKT KBAHTHE T€OPHje KOjU je OATOBOPAH 3a JUCKPETHE
€HEepPrujcKe HUBOE He Mema BojmMaHoBY pacnogesy. JIpyru acnekT KBaHTHE TeOopuje
KOj€ ce OTHOCHU HA CHMETPHje YCJIed UAeHTUIHOCTHA YeCTUIAa JOBOAM /10 IpoMeHe BoJiiivanoBe
pacmojesie.
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6.2 ®depmu-/lupakoBa m Boze-AjHNITajHOBa pacmogena

Cge esleMeHTapHe YecTHIle (€JIeKTPOHH, (DOTOHH, ...) CY HAEHTUYIHE YECTHUIIE U He TTOCTOjH HAUUH
Jla pacmo3HaMo ABe uiaeHTuuHe dectune. CHCTEMHI eJleMEHTAPHUX YECTUIA KOjU jaKO MHTEparyjy,
Kao IITO CY HYKJIEOHH, aTOMHU WA MOJIEKYJ/IH, ce Takohe moHaiiajy kao ujaearuane dectuiie. Hemoryhuocr
[Perno3HaBatba YeCTUIA Ce TUPEKTHO 0JIparkaBa Ha lbUX0Ba MUKpOCTama. Mako cMo joca pasmarpain
MHUKPOCTaHa MOJIEKYJIA, TO je OUJIO CBE Y OKBUPY KJacudHe (pU3UKE Y KOJO] CMO H3MEHOM KOODPIUHATA

M UMITYJICa YecTHIa JOOUjaTu HOBO CTame (HUCY MCTa MHKPOCTAma Y KOM je HPBH MOJIEKYJ Y
nooxkajy ¥/ ca ummyacom p’ a apyruy " ca ummyacom p” Uy KoM je IpBU MOJIEKYJI Y TOI0XKajy 7

ca ummyscom p” a apyruy 7' ca mvmyscom p’, camka 6.3). 3aTo cMo eMarpasy (y OKBEDY KJIaCHIHE
dbusmke) ga ce CBU MOJIEKYJIH HCTe BPCTE 3alPaBO MOHAIIAjY Kao Ja Cy pasanduti. To Mopamo
Jla MCIPABUMO jep MOIYHHOCT Jia pa3/auKyjeMo YeCTHIIe JOBOIM JI0 IPOrPenIHor 6poja MUKPOCTAa
IITO PE3YJITHPA HEKOPEKTHUM TEPMOJIMHAMHYKUM H3Pa30M 3a XeJMXOJI0B HOTeHIHjaJ, IITO CMO
HPETXO/JHO HOKA3AJIM.

UnenTudne gecTuiie ce MpeMa BIXOBO] BPEITHOCTH CIIHHA MOTY MOAEIUTH Ha (DEPMUOHE (YecTurie

135
2027 20
eJeMeHTapHe YecTHIle Koje MMajy Macy cy (hepMuoHU a oHe Oe3 Mace cy 6030HU. CucTeMU decTHna

ca MOJIYIEIUM CIIMHOM, § = .) u 6030He (decture ca neum cnuaoM, s = 0, 1,2, ...). IIpaBe
KOjH jaKO MHTeparyjy cactaB/beHu of (pepMuoHa Mory OuTH (hepMUOHH U OO30HU YV 3aBUCHOCTH
oj1 Tora jia Ju je 0poj bepmuona Henapan ujau napan. [Ipumepu dpepmuona cy esieKTpoH, KBapK,
IPOTOH, HEYTPOH, aTOM JeyTepujyMa, a 0030Ha ¢y (POTOH M aTOM BOJOHHKA.

JenrouecTuyHO cTame (0OpbuTana) je KBAHTHO CTAHE je/IHe YeCTHUIIe. JeTHOUeCTUTHA CTAba
MOXKEMO HUCKOPHCTUTH J1a (POPMHUPAMO BHIIEUECTHIHO CTAaMbe 3a CHCTEM 4YecTura. bpoj decTuia
n; y 1-TOM jeJHOYECTHIHOM CTalby eHepruje €; MpeJcTaB/ba Opoj 3ay3eToCTH (MOMYHEeHOCTH) TOT
crama. Yecrto oapehenn Opoj jeIHOUECTUIHNX CTakha UMa HCTY eHeprujy. Taja ce OHa Ha3WBajy
JleTeHepUCAHUM CTambUMa. Y TOM CJIy4ajy, je/IHOYeCTUIHOM €HEePIUjCKOM HUBOY €Hepruje €; 0JIroBapa
g; JeTHOUEeCTUIHUX CTamba.

Hajsuine jesan ¢hepMuon MozKe J1a ce CMECTH y jeJIHO jeIHOYECTUIHO CTabe JIOK 3a 0030He HeMa
TakBOr orpannderma. Crora 3a depMmuone, n; yauma camo Bpeanoct 0 u 1 a 3a 6030He HOMyIITTEHE
spegnoctu cy 0, 1, 2, 3, ... CBu 6pojeBr 3ay3aTOCTH jeTHOUCCTHIHUX CTamba (11, Ng, N3, ...) TOTIYHO
onpelyjy BUIIEUeCTHYHO CTate (MHKDOCTame cucreMa). VINeHTHYHOCT YeCTUla yTu4de Ha
MUKPOCTal€ CUCTEMA YECTUIlA TAKO IIITO HUje OUTHA 03HAKA YEeCTHIle KOja ce HAJIa3! y
HEKOM jeJHOYECTUYHOM CTamky HEro camMo Opoj YecTHuia Imo jeJHOYECTUIHUM CTAHNMAa
(mozmceTnMO ce Ha TpEMeED Jla HAC je WHTepecoBao OPOj eJeKTPOHA MO opbuTaiaMa aToMa ajiu He
U caMe O3HAaKe eJeKTPOHA). 3aMeHOM II0JIOXKaja M CIIUHA J[Be WICHTHIHE YeCTHUle JT0O0UjaMO HCTO
MHKPOCTame 3a 0030He WM UCTO CTambe ca 3HAKOM MHUHYC 3a (epMHOHE. Y CIydajy CHCTeMa
cacTaB/beHUX 0/ 0030HA 1 (PePMUOHA UCTO BAXKKU 33 3aMEHY WICHTHIHUX Y€CTHUIA [0 APIyMEHTHMA
tajacHe GyHKIHje cucreMa dectuna. ako cse yectuiie MOKeMo mojieiuT Ha 6030He u hpepMuoHe,
PaJii TIOBE3WBAKHA, CA TPETXOTHUM 0/1e/bKOM, HA30BUMO U3MUIIL/HEHE YeCTUIIE KOje MOZKEMO PA3INKOBATH
6ommormma. Baxkna pasyimka u3Mmely 603oHe n pepMHOHA ca jejiHe cTpaHe u OOJIOHA Ca JIPyre
CTpaHe je la CBa MUKPOCTamkha D0JIIOHAa HAaCTaIa MeEPMYyTalnjaMa (bUXOBUX JeTHOYECTHIHUX
CcTamka OAroBapajy caMo jeJHOM MUKPOCTAkhy UACHTUYIHUX YECTUIA.

77



ITpumep TlocmarpajmMo cucTeM O TPH YEeCTUIE KOje HeHHTeparyjy a dnje cy erepruje € = iC,
rjie je kBauTHu Opoj ¢ = 1,2, 3, ... a C je eneprujcka kKouncranta. Hahu 6poj Murpocrtama ToT
cucreMa ca eneprujoM F = 9C' ako cy decrtuiie 60/11I0HA, DO30HE U (PEPMUOHH.

Pewerve: Ako wecruue nemnreparyjy Baxku B = g + 9+ e3 = C(iy + 2 + 13), rae ¢y €, u
i; eHepruja u KBaHTHH Opoj j-Te decTuie. PazMorpumo Opoj pa3jmuyuTUX MHUKPOCTalbha KOja
HACTajy MPepacroies oM YecTUIaA:

KBaHTHU OpojeBn Opoj crama

i1 19 i3 oosimoru  epMuoHu  H6O30HU
7 1 1 3 0 1

6 2 1 6 1 1

5 3 1 6 1 1

5 2 2 3 0 1

4 4 1 3 0 1

4 3 2 6 1 1

3 3 3 1 0 1

[TokayKUMO pacrojiesly 4ecTulia 1o jeJHOYECTHYHUM HHBOMMA 3a TPH CJydaja (KOPUCTHMO
cioBa A, B, C' 3a Goamone Koje MoxKeMO pa3aukoBatu u A 3a depmumone m 6030HE Koje He
MOZKEMO Pa3/JHKOBATH; jeIHOUCCTUYIHI HUBOU Cy mopehaHn 1o eHeprujaMa of J0Je Ka rope):

cayuaj iy # g # i3 (Ha mpumep, i3 = 6, io = 2, i3 = 1)

bosIoHN bo30HI depmuonn
C B CA B A A A
B CACAHB A A
A ABBCZC A A

caydaj caydaj iy = iy # i3 (Ha upumep, i1 =4, io =4, i3 = 1)

00JIIIOHN 6o30HI depmuonn
c A B A 0
AB BC A AA

CJIy"Iaj Cﬂyqaj il = ig = i3 (23 = 6, iQ = 3, i3 = 3)
bosIoHn 6030HU depmuonn

ABC AAA 0

Vxymau 6poj MUKpocTamba 3a OoJrone, dpepMuone u 6030He je 28, 3 u 7.

PasznuyuTn orpanmyema y Be3W pa3Mmerinraiba 0oJroHa, 6o3oHa m depmMuoHa IO
jeIHOYEeCTUYHNM CTAalbUMAa I0BOJE /10 TPU CTATHCTUKE Be3aHe 3a mux: BoJsrmmanose,
Boze-Ajumrajuose (BA) u ®epmu-dupakose (FD). Hanomennmo 1a y Beoma crienujainum
cucreMmuMa HOCTOje 1 HEeKe Apyre ersoTuvIHe CTaTUuCTHKE. PaBMOTpI/IMO IIOHOBO M30JIOBaHU NACaJITHHU
rac Jectuna eHepruje I koju caap:xu N dectuna y cyay 3ampemue V. 3a pa3iauky of caydaja
KaJa CMO pa3MaTpasid BoJMaHoBy paciojesny, OBJe He MOKEMO Jia MOCMATPaMO MOIYIHEHOCT
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jeJIHOYECTHYHHUX CTalba jep y HEKUM CJIydajeBuMa OHE CaJpzKe BeoMa MaJjiu 6poj decruiia (loHeKa, 1
MaKCHMAJIHO jeJIHy ) 1 cTora Huje Moryhe npumennt CTupanHroBy anpokcumanujy. Omaxrrasajyha
OKOJTHOCT je J1a je pa3mak u3mely eHepruja je THOYeCTUIHNX CTamha BeOMa MAJIU 33 YeCTHIIE WIeATHOT
raca. 3oMepdel je TpeIIoKIO /1a TPYNHIIEMO jeJHOUecTHIHA cTama y K henunja Tako na k-ta
hemuja caapxku gx, (g > 1) eHeprujcku GIUCKAX jeJIHOYECTHIHUX CTakha IUja je Cpelha eHepruja
£k M Y 10Oj ce Hajasu ny decruna, ciuka 6.6. Vsmena miaenruynux vecruna usmehy hesmja ne
MeHha MUKPOCTAIhe CUCTEMa 33 PA3JIMKy O/ M3MeHa y OKBUPY jejHe hemuje.

Chuka 6.6: I'pynucame jeJHOYECTHYHEX CTamba 1Mo heanjama.

e E}
E}
g}
%}
.| g}g3
| g}g2

el —u}9
.

Nckopuctumo panuju mpuMep u3 BepoBaTHOhe y Be3w pa3MeniTama KIbUTa Ha MOJTUIaMa €a

nperpajama ja zrahemMo 6poj MUKpOCTama KOju OJIrOBapa jeJHOj Pacroie i YecTula no heaujama
(ny,...,ng). Honune cy caga heanje a nperpajie cy jeJJHOYeCTHYHA CTatba ¥ OKBUPY hesnje.
Y ciyuaajy bepmuona, ny decTuia ce MOxKe pa3MecTHTH Ha §j jeIHOYECTHIHUX CTarba Ha

!
% (6.31)
ni!(gr — n)!
nauuna. [lomrro pasmena yectuna m3melhy hesmja He 10BOJU 10 HOBOT MUKPOCTatha, YKYIaH Opoj

MUKDPOCTarha 3a Pactogeny (ny, ..., Ny ) W3HOCH

K

gr!
Wep = _ .32

Y caydajy 6030Ha, 6p0j MUKpOCTama yeiaea pa3MellTalkba YecTUIla Y OKBUPY k-Te hennje jenax
je
+ng — 1)!
Yxynan 6poj MEKpocTaba 6030Ha 38 pacrnogeny (ny, ..., nx ) r00ujamo MEOKelin OpojeBe MUKPOCTabha
3a cBaky hesujy

K
Wpa = _ 6.34
b gnk!(gk—m (6.34)
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Pasmorpumo u rpehu ciy4daj XunoreTuuKux decruna 6o/oHa. YKyiaH Opoj bbUXOBUX MUKPOCTaba,
3a pacnogeny (ng,...,ng) no hejujama n3Hocn

K
Ix

Wi, = NI (6.35)

k=0

To je meTm m3pas Kao MTO CMO paHUje KOPUCTUIIN 33 PACTIOETY MOJIEKYIa 0 €eHePIrijCKUM HHBONMa
caMo IITO Y OBOM CJIYYajy UMaMO ¢ JeJHOUECTUIHUX CTarba 1o heauju.
N3 cnepehux nejenakocTn

(g +m = DV (ge + 1 = 1)(ge + 1 = 2)...(ge + Vge 91"

- 6.36
(g — 1)! ! ! o
! —1)..(gs — 1 B
ol _gelge =1 (ge—mt1) _ g (6.37)
ni!(gr — np)! it !

Ve s Wep. Y '
~t > Wrp. cjy4ajy HeIereHepHuCaHOr raca, Kaaa

je 6poj jemHodyecTnuHUX cTamkba MHOro Behm ona 6poja vectuna y heamju, g, > ng, 6poj

npuMehyjeMo 7a yBeK Baxku Wpy >

MHUKPOCTamka CHUCTEMAa He 3aBUCH OJ TOra Ja Ju cy 4dectune 603o0um uiam hepMuoHn n
jenHak je 6pojy crama OosmoHa noxesseHor ca V!
W;
B
WBA ~ WFD ~ —. (638)
N!
Osaj 3ax/byuak Ham omoryhyje na opeanMo TepMoInHaMuYKe 0OCOOMHE CUCTeMa YecTuIa He yiaazehn
y TO jJa Jiu ¢y 0030HU miau (pepMUOHHU 3a CAydaj HejereHepucanor raca. JloposbHo je ja Hahemo
6poj (KJIACHYHUX WM KBAHTHUX) CTalba Pa3JuduTHX dectura (Gosmona) u jga ra nogeaumo ca N
3Baro hiemo medunucaT KOpeKTaH 0poj crama 00JIIOHA

_ s

Wp = Nl

(6.39)
Henerenepucanu rac je 3anpaBHo yoe/bUBO Hajuenthu caydaj ca KojuM hemo ce cycperatu. OOpHYTH
caydaj Kaza je Opoj decThia jeaHak mim MHOrO Behm ox Opoja crama y henmju Ha3mBa ce jako
JereHepucaHu rac. Y3wmel)y HeJereHepHCaHOr W JereHepHCAaHOr Taca HaJa3Wu ce Caydaj cjrado
JEereHepUCaHOr raca Kajia eeKTH HIeHTUIHOCTH YeCTUIA TTIOCTAjy TPUMETHH aJId HUCY JJOMHUHAHTHH
Ka0 KOJI JIeTeHEePUCAHOT Taca.

HajseposarHuja pacnogena (N, ..., iy ) ce 106uja MAKCHMATH3AIUJOM eHTPOIH]je Tj. JOorapuTMa

K
6poja MukpocTama (6e3 BosmamuoBe KoHCTAHTE) y3 yeaoBe 3a yKynHu 6poj yectuna N = > ng u
k=1
K
eneprujy F = ) egpng momohy Jlarpamxkese dyukimje. Kopucrehu CtupamHroBy anpokcuMmarimjy
k=1

HaJIa3MuMO (MCKOPUCTHMO YCJIOB Ja je gy > 1y caayuajy Bosze-AjHITajHOBE CTATHCTHKE M KODUTOBAH
6poj MEKpoCcTama GOJIIOHA)

K
InWpg = Z (nglngy, — nglnng + ng) , (6.40)

k=1
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Cauka 6.7: a) Toriora npeHeTa CHCTEMY Mema 3ay3eTOCT jeTHOUCCTUIHIX CTAbha AJId He U hbUXOBe
BPEJHOCTH eHepruja, 6) MeXaHWYKH paj KOJU je W3BPIIEH HaJl CHCTEMOM HEe Memha 3ay3eTOCT
JeTHOYECTHYHUX CTamha all Melbha hUXOBE BPEIHOCTH €HEpIHh)a.

’ " §8d

0
o 00
o
= o _, looo
—> [0 o S
—> [00 00 00 0000
000 00 000
0000 000 0000 00000
00000 0000 00000
000000 [000000  [00000d 000000
K
InWep =Y (gelngs — malnng — (g — ni)In(ge — ny)) | (6.41)
k=1
K
mWpa = (g + ni)In(gs + nx) — nglnng — gylngy) . (6.42)
k=1

Judepenmnujaan oBUX u3pasa cy

K
dnWp =" In (%) dny, (6.43)
k=1

ny,
- g
dnWpp =Y In (2 —1)d 44
Wep =Y (£ 1) du (6.44)
k=1
= g
dnWpa = In(ZE +1) dny. 6.45
Csa tpu audepeniujana 6poja MUKPOCTamha ce MOT'Y MPEJICTABUTH jeTHUM U3PA30M
K
danFD/BA/B = Zln <g—k F 1(0)) dnk (646)
k=1 T
K K
mudepennujaam ycaosa 3a 6poj uectuna u eneprujy usnoce »  dng = 0u Y, edng, = 0. Kombunyjyhn
k=1 k=1

jennaunny 6.46 ca audepenimjagsnma yKyITHOT Opoja decTrIla u yKyIHe eHepruje jo0ujamo audepeHIinjaJHun
ook JlarpanzkeBe dyHKIH]je

K K K

dL = dlnW — aZdnk — B Zskdnk = Zln (z—z F1(0) —a— ﬂak) dny, (6.47)
k=1 k=1 k=1
oL

N3 ycrosa makcumyma, o 0 Has;a3mMo HajBepOBATHUje pacrojesie decTura mno heigmjama Koje
HasuBamo Pepmu-/lupakoBa, Bose-Ajamrajaopa n Boamvanosa pacromgesra

Gk

I 6.48
eatBer 4 1(()) ( )

Nk FD/BA/B =
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Bpennoctu +1, —1 u 0 y umenuony oarosapajy ®epmu-/lupakosoj, Boze-Ajumirajuosoj, oqHocHO
BoanmanoBoj pacroie .

Habuwmo JlarpanzkeBe MHOKHATEBE (v U 3. 3aMEHOM HAjBEPOBATHH]E pAaCIoieie y audepeHInjat
JgorapuT™Ma 6poj MUKpocTamwa (jeqHadunna 6.46) mobujamo

K K K
dinW = o “diy.+ 8 Y erdity, = adN + B _ epdiiy (6.49)

k=1 k=1 k=1

ITO BaKU 3a cBe crarucTuke. lIpumernmo Takohe na audepenHnujaj yKymHe eHepruje CHCTeMa
K K K
qectuna B = ) exfy, usnocu dE = ) epdnyg + Y ngdey. llomTo je npomena enepruje cucrema
K
decruiia jeqnaka 36upy pajga Wy u romnore () 1o je enementapuu pajg dWy = > nydey a Tomwiora
k=1
K
dQ = > epdny jep je paj moBe3aH ca IMPOMEHOM BDEIHOCTH jeTHOYECTHYHUX €HEPIUjCKUX HUBOA
k=1
(myTem TpOMeHe 3alpeMuHe) a TOIJIOTa ¢a MPOMEHOM Opoja decturia no hemujama, ciauka 6.7.

Cnuka 6.8: ®epmu-upakosa (FD), Bosze-Ajumrajuosa (BA) u Bonmmanosa (B) pacmomena
3ay3eTOCTH JeITHOYECTUIHOT cTamba. CTpeTuIioM je mMpuKa3aHa BPEJTHOCT TOIIOTHe eHepruje k7.

_A |
n. |
| |
I\ BA
|
|
|
|
|
|
31 1
|
|
21 |
|
|
|
FD !
! |
| KT
| <>
|
0 ‘ "
n €

Tormtory d() moxkemo 3aMeHuTH y n3pas3 6.49 mTo aaje
dinW = adN + £dQ. (6.50)
Kana ce mema 6poj decTriia y cucreMy, IpoMeHa 6poja cTarmba U3HOCH

dinW = % — BTdS. (6.51)

W3 oBe jennaunne gpobujamo [ = % JlarpamzkeB MHOKHTEb (v HaJ1a3uMo Kopuctehu XeaMxomoB
norennujag F = E — TS. [dudepennujaann obauk XeJIMXOIIOBOI MOTEHIWja 8 u3nocu dF =
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dE —TdS — SdT. Muoxehu jeanaumny 6.49 ca kT gosia3umMo 10 u3pasa

kTdnW = TdS = kTadN + kTB(dE — dWy,).

(6.52)

3amenom 17'dS y dF pobujamo dF = dE — kTadN — ETBdE — ETBdW), — SdT = —kTadN —

AWy — SdT xoju kopuctumo jma HahemMo XeMUjCKHA TOTEHTIHjaJl

oF
== = —kT
: (aN)V,T wre.

a u3 mera Jlanrpaxes neonpehenn MuoKITeH = —=. Bamenom JlarpaH:keBux MHOXKATEbA Yy

(6.53)

jennaunny 6.48 mosazumo 10 Pepmu-/Iupakose, Bose-Ajumrajunose n BoanManoBe pacmnoiese

- Ik
Ng FD/BA/B = o —=p . .
et £1(0)

Omne cy npukaszane Ha cjuii 6.8,

(6.54)

EeHTPOINH]CKY (DOPMYJIY U HAJBEPOBATHH]Y PACIOJIEIY.

6.42) HATA3MMO EHTPOIHNjY HIEATHOT raca

K3y (n(2)+1)

Kao (byHKIH]Y jeTHOUECTUIHHX €HEPruja
( .

ke S gz (Ble; — ) +1)
_e P

14e PBlEj—m

u3pas Jia OJpeuMO €HTPOIN]Y UAEAJTHOT raca OOJIOHA.

S =klnW = { k> <ﬁjhl (g—] + 1) + gjln <1 +
j J

\k:; (ﬁjln (g—; — ) —gjln (1 — %)) dpepmuonn

OOJIIIOHH

> > 0o30HU
g;

OOJIIIOHA

J
S=2k> g (1'8(%—7”) —In (ePlEi—m) — 1)) 6030HH
J

kS g (M +1n (@5(5j—ﬂ) + 1)) dbepMuoHn
\ J

Ipumep OapenuTn eHTPOIN]Y UIeaTHOT Taca 600Ha, 0030Ha 1 hepMroHa Kopucrehn Boanvan

Pewere: Kopucrehu 6poj mukpocrama nHajsepoBarnuje pacuogese (jeamadune 6.40, 6.41 u

3aMeHOM HajBEPOBATHIjE 3ay3eTOCTH jeIHOUECTIHIHOT CTarha, jeiHadnna .54, 1obujamo eHTponuly

Kaja 6yaemo pasmarpasiu 'yCTUHY jeITHOYECTUYHUX CTalba UJIeAJHOI T'aca, HIPpUMeHnheMo 0Baj

DBY
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IloraaBspe 7

Metoa ancamodJia

... Huxana mucam yno3zuao Bumapma ['mbca; moxaa,
Jla caM ra yIo3Hao, CTaBHO OmX ra mopen Jlopenra.

A. Ajumrtaju ToAWHY JaHa TPEI CBOjy CMPT Ha
nuTamke KO je HajMONHMjM MUCIWJIALL KOra je
[IO3HABAO.

Meton HajBepoBaTHHje pacioesie je MoKa3ao J1a ce OCOOMHEe PABHOTEKHUX TEPMOIMHAMUIKUX
cTamba MACAJHUX CHCTEeMa MOTY OJpeuTH 0e3 JeTa/bHOI pa3Marpaiba KpeTamba MOJIEKYJa CaMo
y3umajyhu y 063up cTarucTuky MoJIeKyJaa mo JIeJJOBUMa TPOCTOPa CTamkba je HOr Mojekyaa. CTtaTucTuka
MOJIEKYJIa ce MMPHUPOJIHO OCJIOIbaa Ha OrpoMaH OpOj MOJIEKYJIa KOjU IOCTOJU Y Tacy U MOJIEKYJICKEe
cyIape Koju JI0BOJIe JI0 pa3MeHa Op3uHa MOJIEKYJIa | IIpepacioiese Mojekya 1o hemujama. [Tpunnumnm
Ha KOJUMa Cce 3aCHUBa MeTOJ HajBepoBaTHUje PACIOeTe Cy MOCTY:KHIN 3a Pa3BOj YOIIITEHHjer
CTATUCTUYIKOr MeTo/a Koju je npeioxkuo ['ube. Taj meron je monpaBuo cBe HEJOCTATKE METOA
HajBepOBATHHje paciojese Koje Ccy orpaHnmdaBajie meropy npumerny. OH ce MOXKe TPUMEHUTH Ha
CUCTeM HHTeparyjyhux Mojekysa, y3uMa y 003up cBa MEKPOCTaIba CHCTEMa CarjiacHa ca MAKPOCKOIICKUM
rPAaHUIHUM yCJOBAMa & He caMO OHa KoOja MPHUITaJIajy HajBepOBATHU]O] PACHOJEN W MOXKe Ja ce
HPUMEHN Ha CHCTEM KOjH MHTEparyje ca pe3epBoapoM. 3a Pas3jiuKy OJ] METOJ/a HajBePOBATHH]E
pacnogene, ['m6COB CTATUCTUYKN METO, KOjU je OH Ha3BaO MeTo aHcaMm0Jia, ce 3aCHUBA
Ha BepoBaTHOhU na ce cucrem Hahe y onpehenom nesy dasuor npocropa (ujin BUIIeYeCTUIHOM
cramy 3a KBaHTHe cucreme). I'mbcC je 3aMuCIAMO CTATHUCTHUYKY TEPMOAMHAMHUKY KAao
CTAaTHUCTUKY KOJIEKIje OTPOMHOT OpOja MAaKPOCKOIICKY NCTOBETHUX AJI MUKPOCKOIICKH
Pa3JINYUTHAX CUCTEMA IO AHAJIOTHjU ca BoamanoBoM ctaTucTukKoM MoJjieKyJia. Taj pukrusan
CKYIl CHCTeMa MOJIeKYJIa je Ha3Bao aHcam0J y CMUCIY Jia je BepoBaTHoha ja ce cucreMm Hahe y
ojapebhenom neny daszmor mpocropa jeanaka Opojy WiaHoOBa aHcaMOJa y TOj 3anpeMuHE (das3Hor
IPOCTOPA MOJIe/bEH ca YKYITHUM OPOjeM WiIaHOBa aHcaM0Ja KOjH MOyKe OUTH ITPOM3BOJHHO BEJIUKH.
Apyru HauynH Ha KOju MO>»KeMO MHTEPIPETUPATH BEPOBATHONY ce 3aCHUBA HA OTPAaHUYEHO]
nHOpMAIIj O KpeTamy MOJIEKYJIa yCJieJ, HEIO3HABAKkhA MOYETHUX MHUKPOCKOIICKHUX
YCJIOBA jep Cy HaM MO3HATEe CAMO MaKPOKOOPAUMHATE CUCTEMA TOKOM U3BOhEeHa eKCIIePUMEHTA.
Cymrruncku, BepoBaTHoha je caMo IOTroJIlaH MaTeMaTHIKHA HAYUH KOJU HaM OMOryhyje ga pasmMarpamo
CHCTEMEe Ca BEJHUKHM OpojeM MOJIEKYJIa HMAKO Y EKCIEePUMEHTY IIOCMaTpaMO caMO jeJlaH CHCTeM
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MOJIEKYJIa ca J00po jepuHrcaHuM KOOpJMHATAMA U UMIIYJICUMa MOJIEKYJIa y KJAACUYHOM CJIy4ajy.
Kako 6u yK/by4uno ¢Ba MUKDPOCTaa CHCTEMa MOJIEKYJIa KOju WHTeparyjy, MeTo 1 ancambJia je Mopao
Jla ce OCJIOHM Ha OTIITe OCOOMHE KpeTarha CHCTeMa MOoJeKyja y (hazHoOM TPOCTOPY 3aCHOBaHE
Ha XaMIJITOHOBO] Bep3WjU MeXaHWKe. 3a Pas3JMKy O/ MeToJa HajBepOBATHHje pacIojiesie KOju
pasMaTpa caMo HajBePOBATHH]Y PACIOIeNIy, METOd aHcamM0J/a ypadyHaBa CBe paciojere y CKIaLy
ca MAaKPOCKOIICKUM YCJOBUMa TaKO Jla ce JIobMja cpejiba paclojiesia Wik CPe/liba BPEIHOCT HEKe
du3nuke Besnune. PasmanTa MaKpPOCKOIICKA OT'PAHNYeHha KOja Cy HAMeTHYTa CHCTEMY O/II0Bapajy
Pa3/IMIUTHM I'YCTHHAMa paciojese BepoBaTHohe y ¢pazunom mpocropy, Tj. v ['udbcoBoj hpopmynamuju
pasmunuuTuM ancadauMa. Cpemmbe BpeaHoCTH (DU3NIKUX BeJIUMUYUHA 33 pasaudure ancamdie ouhe
jeTHaKe y TepMOAMHAMUYKO] rpaHunu kKaga N — oo, V' — 00 a oaHoC % je kounctanTan. To je
HOC/IEINIA BUCOKE JIMMEH3MOHAJHOCTH IPOCTOPA CTaha MOJIEKYJIa. 300T TOra, MOYKEMO IIPUMEHUTH
6uso xoju ancam6J1 3a oapehuBame TEPMOAMHAMUYKNX BEJIUYNHA AJIM CE MCIIOCTABJHA
ce Ja Cy HEKH aHacaM0bJiu MaTeMaTU4KH jeJHOCTABHHUjU 32 IIPUMEHY O APYTuXx.

7.1 XaMumjiITOHOBA MEXaHHKA

Y TPeTXOoHOM TIOTJIaB/bY KOPUCTUINA CMO TOJMOBE JeTHOUYECTHIHOT M BHUIIEYECTUYHOT KJIACHIHOT
cTama. PazMOTPUMO CaJla JeTa/bHUje T0jaM CTaha CUCTeMa y OKBUPY KjaacudHe MexaHuke. Crame
CUCTEeMa MOJIEKYJIa MOpa CapzKaTh cBe nHpopMaIje Heonxo/He 3a ojpehuBame ocobruna cucrema
MoJiekysia. Ha nmpumep, yKymHa eHepruja cucTeMa MOJIEKYJa Ce MOXKe OJIPeIuTH KopucTehn cBe
KOOpAUHATe W Op3WHe MOJIeKYJa WA CBe KOOpJIHHATEe W HMIyJice MoJjeKy/aa. /[lpyra ommuja mma
3HAYAJHY TPETHOCT Y OJHOCY Ha MPBY U by hemo cajga paszmorputu. Ona oarosapa XaMmITOHOBO]
MEXaHMIIN KOja je OJurpaja K/bydHy yJIory y pa3Bojy CTATUCTHYKE U KBAHTHE MEXaHUKe. XaMUJITOHOBA
MeXaHWKa je jeJHa O] Bep3nja KJIacuIHe MeXaHuKe Kao IITo je u j1o0po no3nara FbyTHoBa Mexanuka.
Omna pa3sMarpa BPeMEHCKY MpPOMeHY KOOpJuHaTa cucreMa ; (duju ce Opoj Ha3uBa OpOj CTeleHH
cJ106071e CHCTEMA n) U ca BhbUMa MOBe3aHuX UMITyJica p;. KoopauHare Mosekysia mory 6utu Jekaprose,
HPUIIAJIATA PA3JIUIUTUM KOODJUHATHUM CUCTEMMMA WJIM OUTH JOIIl alCTPAaKTHUje, KAO HA IIPUMED
koedunujertn pa3soja y PypujeoBom peay. bes 003upa Ha BUXOBY BPCTY, BPEMEHCKA IPOMEHA
KOOPAMHATA U MMMOYJICA TIOAJIe>Ke YBEeK NCTUM XaMUJITOHOBUM jeTHAUYMHAMA

= —, (7.1)
dp; oH
bi_ 9% (7.2)
rie je H XaMWITOHHWjaH cHCTeMa MOJIEKYyJa a WHIEKC ¢ y3uMa BpeaHoctu ¢ = 1,2, ...,n. Kaxko

ou ce oBe audepeHIUjaTHEe jeTHAYNHE MPBOT Pela pelruye jeJUHCTBEHO, MOTpedHe Ccy MOveTHe
KOODJIMHATE W MMITYJICH.

Pasmarpahemo camo KOH3epBaTHBHE CHCTEMe MOJIEKYJIa (CHcTeMu qduje cuiie u3mehy Monekysa
Ccy jeJlHake HErATHBHOM W3BOJY MOTEHIMjaJlHe €HePrHje MO KOODANHATH) YHja e eHepruja He Mermba
TOKOM BpeMeHa. ¥ TOM CJIy4ajy XaMIJITOHHjaH CHCTeMa je jeTHAK YKYIIHO] eHepruju cucreMa [, Tj.
30Mpy KHHeTHUKe U oTeHnujatne emepruje H(p", 2") = K(p™)+U(2") = E. OBue cMO KOPHCTUIN
O3HaKe P" = P1, ..., Pp U X" = X1, ..., Ty
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Hpumep Kaxo Ou ojipeinyim XaMUJITOHK]aH CUCTEMa TOTPeOHO je nmpBo j1a Hal)eMo JarpanzKujan
cucremMa. OH npeacTaB/ba Pa3JInKy KHHETHYKEe 1 HOTGHHI/IjaﬂHe eHepFI/Ije CHUCTEMa U 3aBUCH O]
(yormmrennx) KoopAuHaTa U (yOUInTeHuX) Op3uHa YecTHIa. XaMUITOHUjAH CHCTEMA je/THAK je
HETaTUBHO] Mapiujaanoj Jlexkanapopoj TpancdopMaluju JarpaHKujana y Kojoj cMo Op3umHe
YeCTHIA 3aMeHNIIN ca uMIiysicuMa. Hahu xaMuiaronnjane 3a a) 9ecTuIly duja je moTeHIHjataH
enepruja U(z,y, z) mace m u 6) MareMaTHIKO KJIATHO JyKHHE [ U Mace M.

Pewerve: a) JlarpamzxKujan decTuIe H3HOCH

m(2® +9° + 2°)
2

L=T-U= —Ul(z,y, 2).

[Torpedno je nahu JlexkanapoBy TpancdopMalgjy JarpaHKujaHa Tako mTo heMo Op3uHe 3aMeHnT
uMmmyacaMa. Vmmyncn cy taga nedpmHUCAHT M3BOIAMA

oL )
pr%:m%
oL |
py_a_y'—my’
oL )
pZ:E:mZ.

Y 0BOM jeTHOCTABHOM IIPUMEPY UMILYJICH CY je/IHAKH IPOU3BOILY Mace u Op3une. ¥ CJI0KEHUJUM
CcTydajeBuMa OHM MOTY UMaTH Jpyraduju oomk. M3 osux jemnaanna namasumo 6psnne & = 2=,
Y= % u z = 22 XaMuaToHMjaH YecTUIe U3HOCH

2 | 2 g 2 2 2 2

: . . Py + Py +P; Py Py _D:
—H:L—xpm—ypy—zpzzZ—y—U(:C,y,z)————y——
m m m m

P2+, + P
2m

H= +U(z,y, 2)

6) Kaja ce MaTeMaTnvKo KJIATHO 3a/by/ba 33 Yrao #, oHJIa ce OHO mojurue 3a h = [ —lcosh =
[(1 — cosf). Crora je morennujanna enepruja U = mgh = mgl(1 — cosf). Besa uzmeby
JlekapToBUX U MOJAPHUX KOOpanHaTa u3nocu x = [cosf, y = [sinf. Tlomrro ce camo yrao 6 mema
KpeTameM MaTeMAaTHYKOr KJIaTHA & He U HheroBa JyKUHa, BaxKu & = —[sinf 9, y = lcosf 0.
Kunernuka enepruja y moJapHuM KOOpJHHATaAMa jeTHAKA je

M@+ i’
N 2 2

JlarpaHKujaH MaTeMaTHIKOT KJIaTHA 3aBUCH O yrJia ¢ u 6p3une 6

1262
L:T—Ih:mQ — (1 — cosf).

86

u



Nmmysic moBe3aH ca yIiioM W3HOCH

Onasie HaaasuMo 0 = % 1 XaMUJITOHU]aH

2

7 ':_Pe . .
H =L — pyb ]2 [(1 — cosb)

2

_ _be _
H = 5l + (1 — cosb).

CBe KoOpJUHATE U UMITYJICH CUCTEMa MOJIEKYIa YuHe (Da3HU TPOCTOP KOjH MPEJICTaBha MPOCTOD
MUKDOCTaHha CUCTEMA. AKO HEMA OIPDAHNICHA HAMETHY THX Ha KOODJAMHATE MOJIEKYJ/1a, OpOj CTereHn
cJ060/1e 3a CBAKM MOJIEKYJT M3HOCH TPH (pa3mMarpaMo MoJekysae 0e3 yHYTpallbhe CTPYKTyDe).
Y Tom caydajy, daszam npocrop mma 6N aumensuja, rae je N Opoj monekyna. (CBaka Tadka
y a3HOM MpPOCTOPY MpelcTaB/ba jeJHO cTame cucTeMa. Kako ce KOOpAMHATE W MMILYJICH
cucreMa MOJIEKYJa ME€HAajy TOKOM BpeMeHa 300T Op3mHA MOJIEKYJIa U CUJIa KOoja ey jy
HA MOJIEKYJIe, TAKO CHCTEM IIPEJa3U M3 TadyKe y TAauKy (pa3HOT HNPOCTOpaA IITO YUHU

TpajekTopujy (opbury) y dbaznom npocropy. Kperame cucrema Mosiekysia y hasHOM ITPOCTOPY

MOXKe IMOYeTH U3 OMJI0 Koje Tadke, Tj. OWJI0 KOja TadykKa MOXKe OJI'OBApaTH HEKHUM IOYEeTHUM
ycJa0BHMa KpeTamba. TpajekTopuja y hbasHoM MPOCTOpy je jeanHcTBeHo ojpehena XaMHUITOHOBHM

jeJlHauMHaAMa, OHEe MOI'y OUTH 3aTBOPEHE aJIU Ce He MOy HUKa/I lipeceniaTu. Kperamwe KOH3ePBATUBHOI

CHUCTEeMa MOJIEKYJIa OroBapa y (ha3nom mpocTopy Kperamby Tadke 10 TPAjeKTOPUjH KOja Ce HATa3!
Ha eHEeprujCKoj XUMepHoBpiy onpeheHoj xamuaroHujanoMm cucrema, F = H(z" p") = K(p") +
U(z™).

Hpumep Oapeautn XaMUJITOHOBE jeIHAYUHE U IPUKA3aTU (DA3HU POCTOP 3a JIMHEAPHH XapMOHHU
OCIIIIATOP Mace m U yraone (ppekBeHInje w.

. 2 .
Pewerve: Xavmnronnjan cucrema msnocn H = 2= 4 2mw?z?. Xammrronose jeanauune cy

dv _OH _p
dt  Op m
@——a—H——mwa
dt — Ox ‘

Bampapo, XaMWJITOHOBE jeHAYUHE Yy OBOM CAydYajy Ccy uieHTndHe FbyTHOBUM jenHaumHaMa.
[ToBpin KoHCTAHTHE eHepruje (KpUBa Y OBOM JIBOJMMEH3MOHATHOM CJIydajy (basHOT mpocTopa)

H3HOCH :
E=H=§—m+§mw2x2

P 2 '

I'mE 2E2 ’
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.. 2 2 . .
Ogo je jennadmna emumnce 73 + %5 = 1 ca moayocama a = 7552 u b= +v2mkE. Tpajekropuje

Pa3/INYATHX €Hepruja JUHEAPHOI XapMOHUJCKOT OCIUIATOpa y (Pa3sHOM IPOCTOPY HpPUKa3aHe

cy Ha cuui. 1o cy 3aTBOpeHe TpajeKTopHhje Koje Cy orpaHutdeHe y ¢a3HOM ITPOCTOPY.
A
p

\ 4

TN
o1

Cmuka 7.1: Tpajekropuje pa3IuIuTHX €HEPIrHja JTHHEAPHOT XAPMOHHUJCKOT OCIHIATOPA Y
dazHoM IPOCTOPY.

Y IpeTXoIHOM MPUMEPY CMO BUJETH JTa Cy XaMUJITOHOBE jeTHAUWHE 38 KOH3ePBATHBHE CHCTEME
y /lekaproBum KoopuHaTama eKkBuBajgenTHe FbyTHoBuM jeiHaunuama. PernraBame XaMUJITOHUBHX
(FbyrHOBHX) jemHaumHA KpeTama 3a CHCTEM Ca BeJIHKHM OpojeM MOJIeKy/da CyodaBa ce ca J[Ba
npobJsiema. IIpBu je orpoman 6poj jenadnna Koje Tpeda peluTa a JApyru je IMTo Cy MOYeTHH YCI0BU
Kperama Heno3naru. Ca IOpacTOM padyHapcKe cHare, pacrte m O6poj MoJeKyJa duje jeJHavunHe
MOZKEMO DEITUTH 33 BPEMEHCKHU MepuoJl Koju MoKpuBa Jeauh cexymme. [lamac je moryhe pemuru
jelHaunHe KpeTarma 3a HEKOJIMKO MUJINjapu MOJIEKY/la Ha padyHapuMa. laj Opoj je MHOTO Marbu
Hero Opoj MOJIEKY/1a Y MAKPOCKOMMMCKUM y30PINMa aJIu JIOBOJFHO BEJIUKH 1A C& CUMYJIHPA]y OCOOMHE
MaTepHje Ha paduyHapy. Apyru npobsem Be3aH 3a modeTHE YCJIOBE je I0BEO 10 pa3Boja CTATUCTHYKE
TePMOJIMHAMHKE TAKO TITO je YCIOCTAB/beH CTATUCTUIKU MOJIET BE3aH 34 MOYETHE YCIOBe.

3a dusnuky Beamuunuy 4, mocTOju MOBe3aHA ca HOM AWHAMHUYKA BesqmduHa A Koja
je medmumcana HA mpoOCTOpY cTama cucreMa, Tj. yHKIuja je koopaumHata u (minm)
nMmmyJjica Mojekyma, A = A(xz",p"). 3a mexanwuke Beqmunse je jako wHahum omrosapajyhy
JUHAMWYKY Beqnanny. Ha npumep, enepruju cucreMa oJroBapa XaMUJITOHUjaH CHCTEMa, BEJIMTIUHY
KOja oJ/iIroBapa MpUTHCKY heMo ojipeuT yOpP30 ¥ OBOM MOTJIaB/by. V3y3eTak cy eHTpONHja U HeHe
JlexkanapoBe TpaHcdopManyje Koje HeMajy MeXaHWUYKYy MPUPOLY M 3aTO HUje OWIO jacHO KaKo
u3IJIe/1ajy BhUuxoBe Bejndnne y ha3zHoM npocropy. 3axsasbyjyhu pany Bosmvana n ['nbca mwuxosu
HU3pa3u Cy MOCTAJH MO3HATH.

Cpaka nmHAMHYKA BEJIMYMHA KOja OATOBapa HEKOj MAKPOCKOICKO] BEJIUYNHH MOPAa
caap>kaTnm KoopaumHarte (U/WMaul MMITyJice) CBUX MOJIEKYJIA W OCTATA HENMPOMEHEHA Y
oAHOCY HaA mepmyTanuje koopamuara (mmimysica). Te BeaudnHe OOUYHO TPEICTABBA]Y 30Up
MATEMATHYKY UCTOBETHHX YWIAHOBA KOJH 3aBUCE OJI KOODJUHATA jeJHOT MOJEKYJIa (MMITYJIca) Kao

MMTO je KNHETUYKA eHepruja CuCTeMa MOJIEKYJ1a

K = f:pi (7.3)
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WJIM CBUX [1apOBa KOOP/IMHATA MOJIEKYJIa Kao IITO je MOTeHIja/lHa eHeprija cucTeMa MOJIEKYJIa

N N
U=>Y uf,i), (7.4)
i=1 j>i
u(r;, Tj) je HOTeHImUjaJaH eHepruja mapa MOJeKy/1a. BeoMa peTko caapre 301D WIAHOBA KOJjU Cy
dyHKIM]ja TPOjKN KOOpAMHATA WK Beher Opoja Koop/InHATa aJii TAKBE BeJNYnHEe HeheMo pa3MaTpaTH.
Ta ocobrHa MAKpPOCKOIICKUX BeJIMYMHA JIa 3aBUCE 0] 30Mpa HCTOBATHHUX YJIAHOBA KOjU €y (hyHKIHja
KOOpJIMHATA (MMITYJICA) jeTHOT WU JBa MOJIEKYJIA Ce TOKa3yje Ja je O/ BeJIUKe KOPUCTH 32 PAIYHAEe

bbUXOBUX CPEAbUX BPEJIHOCTH.

7.2 MakpoCKOIICKa Mepema

[ToBezxknMO cajia MAKPOCKOIICKA MEPEha Ca MHUKPOCKOIICKUM KPeTarheM MOJIEKYJIa TOKOM Mepema.
Maxkpockoncka Mepema ce OAUrpaBajy Ha MHOro BehmM BpEMEHCKUM CKajiaMa Of
KapaKTEePUCTUYIHOT BpEMEHA 3a MUKPOCKOIICKO KPeTame KOje 0/Ir0Bapa BpeMeHY cyapa
n3mely decTnna Toyyapa. 10 3HaUM Ja TOKOM Mepema Beaum4duHe A, cucrem npebe kpos
orpoMaH 0poj MUKpoOcTama. MaKpOCKOIICKA MepEmAa Cy 3aMpaBo yCpeakheHe BPETHOCTHU
0 BpeMeHY CBUX BPEOHOCTU ANHAMUYKE BeJUM4YMHe A y MUKPOCTamUMa KpPO3 Koje je
CHCTEM ITPOIITIA0 TOKOM Mepema,

g1 / A 0)Y Bt 0)N) dt. (7.5)

T
0

TIe je T > Teyuapa BPEME Mepema a 7(t;0)Y u p(t;0)Y ¢y KoopauHaTe M UMIYJICH MOJEKyIa y
TpenyTKy t a umje cy speanocrn y t = 0 omie 7(0)Y u p(0)Y. Cpeama BpeaHoCcT 110 BpeMeHy
3aBUCH 07T BpeMena Mepeta T u ouernnx yeaosa 7(0)Y, p(0)Y. Tloacerumo ce 1a y Bemukoj sehmnm
CHCTeMa BpeMe Mepama T He yTude Ha A jep cy CBI 6P3M pesaKCAIMOHH MPOIECH OIUTrPABajy Ha
CKaJIaMa Teynapa- PA3MOTPUMO Cajla 3aBUCHOCT OJI IOYETHUX YCJIOBa Ha BPeIHOCTH A. TlomTo cy
BpeMeHa Meperma KOHAYHA, TO 3HAYM J1a CUCTeM He Mpohe KPO3 cBa MUKPOCTamha TOKOM BpPEMeHa
HEro Kpo3 jejan Mambu J1eo. ak u taj Mamu 10 MUKPOCTabha KOjeé CUCTEM MOCETH TOKOM Meperba
je JIoBOJbaH Ja Ola3MMO CTAOUIHOCT (ppeKBeHIlnje MojaB/bUBabha MaKPOCKOIICKE BPEIHOCTHU IITO
yuylyje Ha TO 1a MOYETHH YC/JIOBH He YTHUY Ha BPeJHOCT A.

Kako 61 oapemuin A, HoTpebHO je /1a 3HAMO IIOUETHE YCIOBE 33 KPETamhe U KaKO Ce Membajy
KOODJIMHATE W UMIYJICH TOKOM BpeMeHa 7 (JIMHAMUKY CHCTeMa) IITO HaM HHuje mo3Haro. Imak,
MOCTOjH jeJlaH CIIeIjaJiHu CJIydaj KaJla MOXKEeMO OJIPeJNTH CPejiby BpejHocT 1o BpeMeny. Heka
HAC WHTEPeCyje BPEMEHCKa MPOMEHa JTUHAMWIKE BeJTMInHe A, %. Tana je mena cpejma BpeIHOCT
10 BpEMEeHY

dA 1 [dA A(T) — A0
_:_/_dt:—m ) (7.6)
dt T dt T
0
VckoprucTuMo 0Baj pe3yaTar aa HaheMo cpeimby BPeTHOCT IO BPEMEHY BeINYnHe %, rie je A

A= "pi7 (7.7)



jgedunucan 3a cucrem oj N moJsiekysa y cyuy 3aupemunu V. Taja je

dA X dp, N L g . N
E:i: i 1+Z . pi:;E-T1+;%:;E'Ti+2K~ (7.8)
dA

U3 jemmakmme 7.6 3a 7 — oo cieaum ma je 7 = 0 jep cy mpemmoctn A(7) m A(0) xomadme

(koopauHATE HE MOTY JIa My Y GECKOHAYHOCT jep €y HUXOBE BPEJIHOCTU OIDAHUYEHE 3alPEMUHOM
cyna). Crora je

N
> Fii+2K =0. (7.9)

W3 oBor m3zpasa jgo0HjaMO BHPHjAJHy TeopeMy Koja H3jeJHadaBa Cpeliby KHHETHYKY €HEprujy
cucTeMa MOJIEKYJIa ca BUPUJATIOM CUCTEMA,

"111

(7.10)

N)I»—t

N
By moxemo uckopuctutu ga zHahemo nputucak duyuma. Cusa Koja jgenyje Ha -TH MOJIEKy, Fj,
jemHaKa je 30Upy cHJe KOje Jeslyjy Ha mera 300r HHTepakIuje ca OCTaInM MoslekyanMa [ n cuite

KOja Jlesyje Ha mera 300r HHTepakIyje ca 3u10BuMa cyaa F°. F’ ce MOXKe OBe3aTH Ca IPATHCKOM
duynna npeko uspaza dF® = —Pda, gde je do eaemenT noppimae cyga. Tama je

‘Z :__/Pr da———/V rdV——§PV (7.11)
S

Osze cmo uckopuctuau ['aycoBy TeopeMy 3a Be3y MOBPITUHCKOT M 3AIIPEMUHCKOT HHTErpasa. 3a

dayns auju MOJIEKYIN UMAajy camMo TPaHCIAIMOHE CTeleH ca000/1e BayKn
— 3
K= §N kT (7.12)

MITO CMO DaHWje W3BeJIH Yy HOmIaBby 0 MakcmenoBoj pacnogenn Op3uHa (CBAKH TPAHCIAIMOHN
crenen cioboge gonputocu ca kT'/2). Crora je npurucax dbayuga y TOM Caydajy

N
1 =
P=nkT +—Y F".7, 7.13
n +3v;1 g (7.13)

r7ie je n dectTwdHa rycruHa. OBa dhopMyia moBesyje oJCTyIame O TPUTHCKA WIeATHOT Traca yesae
MeDhyMOJIEKyJICKUX UHTEePaKIja ca CPe/lbOM BPeHOIINY 110 BpeMeHY yHYTpallhel' BUpHUjaJia

N
Z Fv. 7. (7.14)
i=1

7.3 CraTUCTUYIKN METOA y MeXaHUIN

Kperawa cucrema dectuna y pa3HoM HpOCTOPY HMa jeJIHY OCOOMHY KOja YUHH XAMHUJITOHOBY
JIMHAMUKY MOTOTHIJOM 32 Pa3MaTpambe CTATUHCTUIKOT MeTO/Ia O/ OCTAJINX Bep3Hja KIaCUIHEe MeXaHUKe
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jep oHa He OM BakKuJja y LIPOCTOPY KoopjuHara u Op3una. Ta ocobuna ce ojnocu Ha JIuyBujaioBy
Teopemy. llocmarpajmMo obsiact kKoja ce Kpehe y da3HOM NpOCTOPY a 4uje Tadke OJroBapajy
KpeTamy CUCTEMa Ca PAa3JUIUTHUM IMOYETHUM YCJIOBHMA. CBaKa TagKa he Ceé KpeTaTnu He3aBUCHO
OJ1 OCTAJUX TadakKa y CKJIdy ca XaMUJITOHOBUM jeHAaYMHAMa KpeTama. KommoHneHTe Op3uHe
KpeTama Tadke y (pa3HOM IMPOCTOPY YK TPajeKTopHje jJaTe cy XaMUJITOHOBUM jeIHATHMHAMA.
TokoMm BpeMeHna Te Tayke MOIY Jia IIOYHY Ja Ce y/a/baBajy jeJHO OJ1 Jpyre Tako Ja O0JUK 00/1acTu
nehe ocraru ucru. JImyBmjgoBa TeopeMa TBpAU Aa ce 3allpeMUHA 00JIaCTH HEe MeHkha TOKOM
BPEMEHA MAaKO Ce HBeH O0JMK MOoxKe Memarm, ciuka 7.2. To 3Haum na je nerepMuHAHTA
JakobujaHna TparcdhopMaIje KoOOpAMHATA U UMITYyJIca u3Mehy 7Ba y3aCTOITHA BPEeMeHCKA TPEeHYTKa
jeTHAKa jeIMHUNA W J1a ce TYCTUHA pachojene BepoBaTHOhe y dha3zHOM MpPOCTOPY HE Mema ca
BPEMEHOM JIyK TpajeKTopuje. Bpemencka npoMeHna ryCTuHe JIyzK TpajeKTopuje morude oJf JOKaIHe
poMeHe TYCTHHE U ITPOMEHE yCJIe/ KpeTamba Tavyaka JIyzK TPajeKTopuje yc/ie, 1 XaMUuJITOHOBE JUHAMUKE
cucrteMa. ¥ CTATUCTUYKO] TEPMOJIMHAMUIIN WHTepecyje Hac jOoIll PeCTPUKTUBHUJU CIydaj Kaja ce
I'YCTHHA pacrojiesie BepoBaTHONe y da3HOM IPOCTOPY He Merha JOKAJHO ca BpEMEHOM Y M3abpaHoj
taukn aznor npocropa. To Ham omoryhyje ma 3a00paBUMO HA TUHAMUKY CHCTEMAa U TTOCMATPaAMO
CaMoO CTATHUCTUYKU MOJIEJI KOjH Ce OCJIaiba Ha KOOP/MHATE W UMITYJICE MOJIEKYJIa Kao IIITO CMO UMAaJIA
y MeTOJly HajBepOBATHHje PACIO/Iee.

Cinuka 7.2: Kperame Heke ob1acTa y (hba3HOM IPOCTOPY TOKOM BpEMEHA He Meha HheHY 3alPEMIHY
ajlm MOXKe Memaru e o0jmk. CBaka Tadka ce kKpehe 1o Tpajekropuju koje cy mehycoOHO
He3aBucHe. TpajekTopuje ce MOTY yjAa/haBaTu TOKOM BpPeMeHa.

A

="

Pazmorpumo nmokas JInmysuiiose TeopeMe. llocMaTpajMo eneMeHTapHY 3alpeMUHY
N
dw(0) = [ ] d*ri(0)d*p:(0) (7.15)
i=1

y Gmusunn tauke (7(0)Y,5(0)N) y dasnom mpocropy y HodeTHOM TpeHyTKy y cucTemy o N
MOJIeKy1a. 'ToKoM GeCKOHAYHO KpaTKOr BpeMeHa t = df KOOpIWHATE W MMILYJICH MOJIEKY/Ia Ce
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MaJIo IpOMeHe. Y HOBOM TPEHYTKY, KOOD/JMHATE U UMILYJICE MOXKEMO pa3Buru y Tejjopos pej u
33IpZKATH IPBA JIBA 4JIaHA

H
7i(t; 0) :ﬁ(0)+@dt+... ~ r;(0) + 8ﬁdt (7.16)
dt op;
pi(t;0) = p;(0) + dt R 0i(0) — 5t (7.17)

Hose koopmunare (7(t;0)Y, p(t;0)Y) MozkeMo mocMaTpaTn Kao Ja €y HacTajde TpaHcOpMAaIdjoM

N

crapux koopaunara (7(0)V, p(0)"). Enementapia sanpevMuna y 6JM3MHA HOBUX KOOPMHATA U3HOCH

dw(t;0) = [ [ d®ri(t; 0)d®pi(t; 0) = |T|duw(0), (7.18)

=1

rae je |J| 6 N-numen3uonaina merepMuHanTa JakoOujana TpancdopManmje KoOpanHaTa

o7 (£;0) 07( 0)
o7

1= | spitt) omied) (7.19)
o (0) 3 3(0)

Habumo mpso |J| 3a cuctem ca jeHUM cTemeHOM ¢1000ze T. Y TOM CIy4ajy JeTepMUHAHTA je
aBoguMensuonasna. Kopucrehu jepnauune 7.16 u 7.17 nerepmunanTa Jakobujana rocraje

| s s s
d (t 0) 9p(t;0) __0%H 9’H
5;() o(0) g dt 1= Gppedt
2H  O9°H 02H \* O2H\ (0°H (7.20)
=1+ - dt — dt* + dt*
Oxdp  Opox 0xdp 0x? Op?

=1+ 0(dt*) ~ 1.

[Tokazannm cMO 7ma 3a CUCTEM €a jeITHIM CTEIIeHOM CJI0007e eleMeHTapHe 3alpeMUHe Y CYCeJTHUM
TpeHyIuMa UMajy HucTe BpemHocTu. VI3 Tora ciean fa ejleMeHTapHa 3allpeMUHA HE Memha CBOJY
BPEJITHOCT Y OMJIO KOM TPEHYTKY BpeMeHa

d/|

= 0. 7.21
5 (7.21)

Konauna 3ampemuna je jeamnaka 30HpY eJIeMEHTApHUX 3alpeMHHA W CTOTa je W OHA KOHCTAHTHA

TOKOM BpeMeHa. Kperame o01acTu y (hba3sHOM HPOCTOPY jeTHOAUMEH3HOHAIHOT JUHEAPHOT XaPMOHU]CKOT

OCIMJIATOPA je JlaTa Ha CJAUIM 7.3. Y 0BOM IpUMepPy 00J1acT HE Meha CBOj ODJIMK TOKOM Kperarba.
JlerepmunanTa Jakobujana y caydajy 3N cremneHun caoboje cCUCTeMa MOJIEKYJIa W3HOCH:

0+ goto-dt G2t

]| = Rkl Opilry, (7.22)
" Bz,0z; dt 0y — 9x,0p; Baap; At

e NHJEKCH ¢ ¥ j WAy IO CBUM CTelleHHMa cJI0007e & U IbUXOBUM HMITyJICHMa D, a d;; je Kponekep
nearta. VckopuctuheMo Teopemy 3a TeTepMUHAHTY

det(I +eM) =1+ eTr(M) + O(?), (7.23)
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Cmuka 7.3: Kperame neke obsactu y (HasHOM IIPOCTOPY jeTHOAUMEH3HMOHAIHOT JUHEAPHOT
XapMOHHU]CKOT OCITHJIATOPA.

I
N

rie je € maso, I w M cy jeauHwdHa W Opou3BOJbHA Marpuna a Tr je Tpar marpuie (36up
JujaroHaHuX ejgeMenara). Kopucrelin Ty Teopemy jiokasyjeMo jia je jeTepMHHAHTa JakoOujaHa
Tpanchopmalije KoopJauHara (GasHor IPoOCTOpa y CYCeJHUM TPEHYIMMA je/HAKa jeJIMHUIU Kao Y
JEeTHOIMMEH3UOHATHOM CJIy4ajy,

|J| = 1+5Z oM oM dt + O(dt?) = 1+ O(dt*) ~ 1 (7.24)
B Oz;0p;  Ox;0p; B T .

[TomrTo HAM MEKpOCTame CUCTEeMa MOJIEKYJIa TOKOM eKCIepUMeHTa HUje TTO3HATO, KOOPJIUHATE
U UMITYJICH MOJIEKYJIa TIOCTajJy CAydajHe MPOMemUBe dija je MyJATUBApHUjaHTHA I'yCTHHA PacIojese
(bynknmja pacmomese) y Hajommrhjem ciaydajy dyHKIHMja u KoopamHata (hasHOT MPOCTOpa 1
spemena, p = p(Z(t)N,p(t)",t). Yeiaos HopMasnzanuje TycTHHe paclojiesie YBeK MOpa BazKUTH,

/p(*(t) PN ) dw = 1. (7.25)

Enemenrtapua 3anpemuna ¢azHor npoctopa dw He Mema CBOjJy BPeIHOCT TOKOM Bpemena. (Crora
MOpa OUTH UCITYHHEHO

& oty 50 o = S1=0, (7.26)
dp(F(t)Nd,tﬁ(t)N,t) o (7.27)

To 3HauM 1a rycTwHA pacnojese He MeHha CBOjJy BpeJHOCT Y TaukaMa JIyzK TpajekTopuje. [Ipmmernmo
Jla TYCTUHA PACHojesie 3aBUCU eKCILTUITUTHO OJT BpeMeHa i U UMILUTHIUTHO MyTeM KOODAWHATA U
UMITYJICA KOJU C€ MEIbajy ca BPEMEHOM Y CalyIaCHOCTU ca XaMHUJITOHOBUM jejHadunnama. [Ipomena
I'yCTUHE %f MOTHUYE OJf JIOKAJHE IPOMEHe TYCTHHE y ITOCMaTpPaHOj TAadyKWU aJii MOCTOjU JOJATHA
IpOMeHa TycTHHe 300T Tora IITO ce KOOpJWHATe Tadke y (a3HOM IPOCTOPY MEHmAjy ca BPEMEHOM
IyK TpajekTopuje. Te nBe 3aBUCHOCTH MOPajy YTUIIATH je/IHA HA JIPYTY jep BazKM jeHa4duHa 7.27.
ToTannu n3BOM MO BpeMeHY T'YCTHHE paclojiesie jeHaK je

dp _ dp d’r’Z dp dp; dp al op OH  0p OH
dt = - =0. 2
dt Z (87; dt  Op; dt at " ; oF, Op,  Op, OF; 0 (7.28)
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OBae ¢MO y HPETHOC/IE 0] jeIHAKOCTH KOPUCTHJIM XaMUJITOHOBE jeaHadnHe. I3 me MOKeMo
nobutn JInyBUJIOBY je THAUMHY KOja TOBE3Yje eKCIINIIUTHY BPEMEHCKY MPOMEHY I'yCTHUHE
pacrnofesie ca W3BOJIOM TYCTHMHE paclofesie U XaMUJITOHHjaHA IO KOOpAWMHATAMA U

oy (Lo omy, (7.29

nMIIyJicumMa:

ot Op; Or; O Op;

i=1
Ona urpa orpoMuy yJaory y pa3Marpaiby HEPABHOTEKHUX IIPOTIECa Ka/ia I'yCTUHA PACIIOEIe JIOKATHO
3aBucH o7 BpeMeHa. [Ipumernmo na cagpxku 3N KOOpJAMHATA M UMITYJICA W 3aTO C€ OHA HUKAI
He pellraBa er3akTHO HEro ce yBOJe Na/be alpoKCUMAalluje 3a ImeHo permaBame. Cirydaj Koju
HAC 3aHUMAa y OBOj KIHU3U je Kaja T'yCTUHA pacHojiesie He 3aBHUCH EKCILIUIUTHO Of,
BpeMeHa %f = 0. To Ba>km 3a KOH3€pBATHUBHE CHUCTEeMe 3a KOje je TYCTWHA pacHojeJie
dbyuknmja xamuaToHnjaHa (WK jOII U HEKe Jpyre BeJUYNHE KOja je 0UyBaHA Ca BPEMEHOM Kao
INTO je YKYIHU UMIIYJIC MJIM YTAOHK MOMEHT ako cy pasamautu on myie), p = p(H (7)Y, pt)N)).
Kopucrehu uzBoj cioxkene pynkiuje HagaznmMo

N
@_Z(ﬁpﬁH@H 0p8Hé?H):07

ot 0H 0p; oF,  OH OF, 0p;

<~ \9H 0p; 0r;  OH Or; Op; (7.30)

Tj. TYCTHMHA pacuojieje je CTanuoHapHAa M MOXKEMO 3a00paBUTH BPEMEHCKY 3aBHCHOCT
KOOp/AMHATA W UMITyJIca O/ BpeMeHa

p(F(0)™, 5(0)") = p(F()™, p(t)™) = p(7, ™). (7.31)

JlakJe, y TepMOJIUHAMHYKOj] PaBHOTEXKH, BepoBaTHOha j1a ce cucTeM Halje y eJleMeHTapHOj 3alpeMIHI
daznor mpocropa dw oxo tauxe (7, pY) ne 3apucu on pemena u usnocu p(7, P )dw. Ha jesuky
ancambJia, Ta BepoBaTHOha jejHaka je yiaeny Opoja cucreMa m3 aHcambJja KOju ce HaJsiaze y dw u
yKyIHOr Opoja cucrema y ancam6uy (I'uOc je Kao W MHOI'H JDYI'M MCTazKHUBAIN HAJBHUIITE KOPHCTHO
craructudky neduHunujy BeposarHolie). VY ciemnehium oxepuuma paszmorpuliemo koje dbyHKImje
XaMHUJITOHUjaHA OJIOBAPajy PA3JHIUTUM I'YCTHHAMA PaCIoJIeie.

[Tocneauna Tora MTO ¢y KOOPAMHATE U UMITYJICH CIyUajHe TPOMEhbUBE je 13 INHAMAYKE BeTnInHe
A = AN, p") Takohe mocrajy ciyuajue mpoMemmBe Koje MMajy CBOje TYCTHHE Dacrojene Koje
ce (y mpunnumy) mory jgobutn Tpancdopmanujom ciaydajuor sekropa (7Y, pY ). Hajuemhe nac
HHTEPEeCYjy Cpejlibe BPEIHOCTH THX paciojena (cpelma BPEJIHOCT 10 aHCAMOJIY) KOjy MOYKEMO
M3padyHATH NpeKo u3pasa (jenxmadmna 3.65):

(4) = / A, ) p(, pY) dw (7.32)

6e3 ojppehuBama TpancdopMucane rycTune paciojere.

Cpeniiby BpeTHOCT 1O aHCAMOJTY MOZKEMO JOBECTH Y Be3y ca BeJIMYHHAMA KOje ce eKCIIePUMEHTATHO
onpehyjy. OmpaBname 3a TO ce HATA3W Y €PrOUYHO] XUIIOTE3W KOja M3jeTHAYABA CPENIbY
BPEHOCT MO aHCAMOJIy ca cpeitbOM BpeaHOIIhy o BpeMeHY HeKe JJUHAMUYKE BeJINYUNHE,
(A) = Axana Bpeme Mepema T — 00. XUTIOTe3a TBPAM a Ne H3010BaHT CHCTEM TOKOM GECKOHATHOT
BpeMeHa TIOCEeTUTH CBe Tauke (pa3HOT MPOCTOpa HA €HePTHjCKOj XUIEPIOBPIIHT jep ce OHe HaJa3e Ha
jennoj TpajekTopuju. Bpeme Koje cucteM mpoBejie y HeKOj 00J1acTH je IPOHOPIIMOHAIHO BepoBaTHONN
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J1a ce cucreM Habhe y Toj obsiactu. CucreMu 3a Koje BayKu €projitiHa XUIoTe3a Ha3UBaMO €ProIHIM.
MaremaTuyuky je J0Ka3aHO Jla OCTOJU MaJju Opoj Tavaka Koje cucrteM uiak nehe mocerutu Tako na
je Xurore3a MpermMeHOBaHA Y KBa3ueproaudny. KBaszueprogudHa XUMOTe3a HUKAJ[ MaTeMaTHIKN
HHje JIOKa3aHa y MOTIIYHOCTH 3a OHJIO Koju cucteM Behu o jemne decrture. Jlomarnu npobdsem ca
OBOM XHUIOTE30M je Jla Mepema YBeK TPajy KOHAYHO BpeMe TOKOM KOjUX CHUCTEM He MPOJIa3H Kpo3
Behuny crama. Hnak, nocroju 0Bo/bHO yBepema Ja je OHa MCIIPaBHA 3a CBE CUCTEMe KOju Hac
HHTEpeCy]y.

[Mocaeuna eprojuvdHe XUIOTe3e je 1a yMeCTO pellaBakha JUHAMEUKE CHCTeMa (IO je TPAKTHYHO
Hemoryhe) MoKeMO OApenuTH YCDelmherhe 10 CBUM IOYeTHHM MHUKPOCKOICKHM YCJIOBHMA KOje
cucTeM Mozke fia uMa (1o je y npuanuimy jegHocraauje). Crora ce craructuaku Metosy ['nbcoBoj
UHTepIIpeTaNyju aHcabja OJHOCH Ha TOYeTHe YCJIOBe 3a IWHAMUKY BEJHKOT Opoja MCTOBETHUX
CUCTEMA. 3aTO ce JecTO Kayke Ja Meperma BPIIUMO Ha aHCaMOJIy MAKO 3alpaBO UMaMO CaMo
jenan cucrem. Ilpumernmo ja mHTErpasi 1o (asHoM HPOCTOPY y U3Pa3y 3a CPeJiby BPEJHOCT
no aHcamOy o0yXBaTa KOODJAHHATE W MMITYJICEe CBHX MOJIEKYJIa T€ CMO CTOTa HAIJIACHIN 714 je Y
NPUHIUITY jeITHOCTABHU]U O] CPEJIIbe BPEJIHOCTH 10 Bpemeny. Kacuuje heMo BujeTn Kako OH MOZKe
Jla ce CBejle Ha MHTerpaJ 1mo MajoM OPojy KOOpJIWHATA.

Jocaj1 cMo pa3MarpaJiu KJjacudHe cucreMe Mojekysa. Mera dopmynanmja Bazku u 3a KBAHTHE
cucteMe MoJeKyaa. llomceTnmo ce ma y KBAaHTHOj MEXaHUIN HEU3BECHOCT MOCTOjH U 300T HeMOTyhHOCTH
Jla ce TOJIOZKA] W MMITYJIC MOJIeKYJIa Ta9HO ofipefie. 3a MaKPOCKOICKe CHCTeMe, MOCTOjH JO0JATHA
BepoBaTHONhA 300T HEMO3HABamha MUKPOCTarha y KOMe ce CHCTeM Hajda3u. ['yCTuHH pacrnojese
o/lroBapa orneparop rycrune 3a kpantae cucreme. Oje nehemo nera/bHo pazmarpaTu MOTHYHA
TEOPUJCKU OKBHUP IOTOJAH 33 KBAHTHE CHCTEME HEero hemMo JIMPEKTHO PAJUTH Y PEelpe3eHTaINju
CBOJCTBEHUX CTalba XaMUJITOHHjaHa YUTABOI CHCTeMa MOJeKy/aa. Ako je BepoBarHoha P, ma ce
cucreM Halje y i-TOM MHKDPOCTamy (CBOJCTBEHOM CTalby) CHCTEMA, OHJIA je CPeJba BPEJIHOCT IO
ancambjiy Besimanne A jeanaka

(4) = Z P A;, (7.33)

rze je A; BpeanocT Besimunne Ay i-TOM MUKPOCTAIbY CHCTEMA & CyMa M€ 10 CBUM MUKPOCTAbIMA
cucrema. Kao m 3a KinacudyHe cmcTeMe, OBJe MMao MOTelmKoha ma wHahemMo cpemsmy BpPeTHOCT MO
ancaM0J1y 3001 TOra IITO HAM HUCY LO3HATA MUKPOCTaha YATABOI CUCTEMA MOJIEKYJIA.

7.4 MukpoKaHOHCKN aHCAMOJI

['ubc je ancamb1 Koju je oIroBapao MUKpPOCTamhUMa Koje je bosMan pazMaTpao Ha3Ba0 MUKPOKAHOHCKH.
3a pazsmmky o Bosnvana, on je je y3eo y pa3marparbe CBa MHKDOCTambha CarjiacHa ca yCJIOBHMA
M30JI0BAHOI CHCTEMa T/Ie CYy eHepIrija, 3alpeMiuHa 1 Opoj MOJIEKY/1a OrpaHnYeHn 0abpaHuM BpeTHOCTIMA.
Haxse, ['ubc je nmopeji HajBepOBATHHjEI MaKpPOCTalba YK/bYUHO U JpPyra MaKpOCTaimbha KOje CHCTeM
MoxKe Ja 3ay3me. llocieauna tora je ja je moTpedHO KOPHUTOBaTH BoJIIMaHOBY €HTPOIHUjCKY
dopmyny Tako ma ymecto 6poja MUKpPOCTarha HajBePOBATHHjE PACIIONENe Y3MEMO CBA MUKPOCTAMA

KOja CHCTEeM MOZKe Jia 3ay3Me

S(E,V,N) = kInG(E,V, N). (7.34)
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YKynan 6poj MEKpOCTaba JOCTYIIaH KJIACHIHOM CHCTeMY MOJIeKysa (IyCTHHA CTamba) W3HOCH

1 N
G(E,V,N) = T /5(E — H(™, ™)) dw. (7.35)

On mpejacTaBba UHTErpaa y ha3zHoM MPOCTOPY OTPpAHUYEH IIyTeM JeTa (pyHKIHje HA TauyKe Koje
HPUIIAJIAjy €HEePIUjCKOj XUIEPHIOBPIIU. Y MPETXOAHOM HOT/IaAB/bY CMO 00jaCHUIN HOPEKJI0 (DaKTOpa
N!R3N uenpen materpana. Yuras n3pas 3a 6poj MUKPOCTamha TPeOaIH 01 Ja TMOAEINMO Ca KOHCTAHTOM
Ap Koja mMa JUMEH3Hje eHepruje Kako oum Opoj MEKpocTama 610 Oe3IMMeH3MOHAIAH jep JIeITa
dbyHKIHMja UMa TUMeH3Hje eHeprHrje (To ce MOKe Pa3yMeTH TAKO IITO JeJTa (DYHKIHja TPe/ICTaBmha
NPABOYTAOHUK KOJU C€ Cy’KaBa HA €HEPrUjcKoj och, cuka 2.2). Ap He yTude Ha peJaTHBHE
BPEJIHOCTH TEPMOJIMHAMUYKIX OCOOMHA M HEeheMo je BHUIlle CIIOMHHATH.

Panuje cmo jokazanm ja kKperame ancaMO/1a cucTeMa MOJIeKyJia He Merba KOHAYHY 3allpPeMUuHy
y dasznom npocropy Tako jga ce G(E,V, N) He Memba ca BpeMEHOM a MOCJIeINYHO HU eHTPOIHja.
Ty ce ['ubcoB npuia3z pasankyje o BoamMaHoBOr jep TpajeKTopHuja cucTeMa y (pa3HOM IIPOCTOPY
HOHEKA/[ 11POJIa3u KPO3 MUKPOCTabha KOja HPUIIaJIajy Makhe BepOBATHUM MaKpoCTabuMma. Y TUM
MaKpOCTAILUMA je eHTPOIINja HUZKa TAKO /1a Yy BoJIaMHOBOM IpUJIa3y eHTPONHja MOKe 1a (hJIyKTynpa
TOKOM BPeMeHa 3a pa3jnKy o eHTponuje y Meroay ancamOia. Crora je ['mbOcoB mpuias eHTpONnju
OJIMKU TePMOJUHAMUYKO] AePUHUIU]H eHTPOIHje Hero BosmmaHnos.

[TomrTo HU jenaH cucTeM HUje TOTIYHO M30JOBAH, MOYXKEMO /I3 PEJAKCHPAMO YCJIOB KOHCTAHTHE
eHepruje Tako Jia JI03BOJIUMO JIa €HePruja Koja MUKPOCTambha MOI'y UMaTu Oy/ie OrpaHUYeHa y yCKOM
uaTepBany udmehy F — AFE u E,

- NIp3N

E—-AE<H<E

G(E,V.N) = — / . (7.36)

Bpeanocr unreppajia enepruje AE He urpa HUKaKBY 3Ha4ajHY YJI0I'Y 1TO heMo KacHUje 1 OKa3aTH.
Y caydajy cucreMa KOju MMa KBaHTHA CTarba, U3pa3 3a 0p0j MUKPOCTAha U3HOCH

G(E,V,N) =) I(E,E), (7.37)

rjle MHJIUKATOpCKa (PYHKIHja CeJIeKTHpPa caMO OHAa MHKPOCTamha CHCTeMa Koja HMMajy eHeprujy
jemHaky FE.

Ilpumep TTocmarpajMo n30/0BaH CUCTEM II0JI€/bEH HA JIBa IOJICHCTEMa pa3/iBojeHa jiujabarcku
31/10M KOjH Ce HaJta3e y TOILIOTHO] paBHOTexKHu. [loKazaTu j1a je eHTponnja auTHBHA BEJIUIHHA
3a MOJICUCTEME.

1 Ey

Crauka 7.4: V3o/10BaHu cUCTEM TIOJIE/HEH AUjaTePMAJTHIM 3UI0M HA JBa HMOICHCTEMA.

Pewerwe: MukpokaHoHCKH aHcam0bJ1 nMa OrpaHHYebe Ha YKYITHY eHeprujy cucrema F aan He
U Ha eHepruje nojcucreMma F; u FEy. 306or Tora, ykynan 6poj MEKPOCTamba MUKPOKAHOHCKOT
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amcam6iia G(F) caapKu ¢Ba MEUKPOCTAIba KOja MMa]y Pa3JInIATe BPEJIHOCTH eHEePIHja MOJCUCTEMA
KOja 0JroBapajy pa3auuuTUM BHPTYEJIHHM PABHOTEKHUM MaKpOCTAIUMa CHCTEMA

6() = [ [ - i~ )G (B)Go(2) aBra,
3aMeHnMO OPOj MUKPOCTAMba Ca €HTPOIH]OM
G(E) = //5(E — By — By T B dE,,

[Tpumenumo mMeToj MpeBojHe Tadke Ha, 0Baj MHTEIrPaJl jep je eHTPOIHja CUCTeMa MAKCHUMAJTHA

3a paBHOTEXKHE BPEJIHOCTH eHepruja mojacucrema. Tejiaopos paspoj dyukuuje g(Eq, Fa) =

w oko MakcumyMma (Fy, ) u3nocu

CSi(EY) + Sa(Er) 1 (0%8, - \2 025, -\ 2
g(El,EQ)— k —|—§ a—E,% <E1—E1> —i—a—Eg <E2—E2> +...

Habumo apyru u3Boj eHepruje mo eHTpOIju

(32_5) _i(a_s) _i(l) __L<3_T> _
0E2?),y OE\OE),y OE\T),y T*\0E),y T°C,

rie je C, TOIIOTHH KaNallUTeT MPHU KOHCTAHTHO] 3ampeMuHU. 3amMeHUMO TajmopoB pasBoj y
u3pa3 3a YKyOHU OpOj MUKPOCTamha CUCTEMA

2

) 5 _(B1-B1)?  (By-By)
G(E) ~ Sl(El)—l:S2(E2) //(5(E . El o EQ)@ 2k'TQCil 2k2TzCQUQ dEldEg

Uckopuctumo cmene Fy — Fy = E] u By — Ey = E)) y uaterpaanMa:

r- I EiQ _ B2
G(E) ~ S1(E1) Z Sa(E) //5(E{ | B T o JEdE,

o0

Sy (Ey) + So(Es) / _ Gyt e S (E)) 4+ Sy(Ey) [27kT?C,1Cly
G(E) ~ 2kT2Cy1Ch2 1 (B =~
() k c o ! k Cor + Co

—00

~ ~ 27T]€T20v10,02
F) ~ E E _—
G(E) = G(E1)Ga(Er)y | it Co

YKynan 6poj MAKpPOCTalka Y MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJIy ce pasjuKyje of Opoja MHUKDPOCTAma

PABHOTEXKHOT cTamba (Y KOMe MOJICUCTEME KMajy PaBHOTeKHe BpeaHocTa enepruja) G (FE1)Ga(Esy

27kT2C,1Cho
C’ul +Cv2

mTo heMo OpeIUTH eHTPOIN]y CUCTEMA

: - omkT?
S(E) = KnG(E) ~ 5y(Ey) + Sy(Ey) + klny | 21
C'Ul + Ov2
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TomaoTHN KanaluTeT ¥ €Hepruja CUCTEMa ce CKaJMpPajy JUHeapHo ca OpojeM MOJIeKyJa jep cy
eKCTEH3UBHE BeJIMINHe. 300T TOTa Ce MOCIeIbH WIAH CKATIPa ¢a GpojeM MoseKyIa kao Iny/N.
Y TepMOJMHAMUYKO] IPAHUIU Kaja [N — 00, OH MHOI'O CIODPHje pacTe O/ JUHEAPHUX UJIaHOBA
1o 6pojy momexyma Si(Ey) n Sy(E,) ma ce moxe 3ameMaputi. 3aTo je y TePMOIMHAMIYKO]
I'DAHHIE eHTPOIIja CHCTeMa aIiTHBHA 110 mojcucreMuMa, S(F) = Sy(Fy)+S3(FEsy). Y Hape oM
oJleJbKY heMo paszmaTpaTh ciaydaj Kaja je jeJaH mojcucTeM MHOTo Behu ox apyror. Tamga
hemo entponujy Belier moacucrema So(E — F1) passutu y TejnmopoB pem mo eHepruju Mamer
HOJICHCTEM TaKO J1a 100HjeMO PacIojesy eHepruja Marmber HOJCHCTeMa.

Barkna mocseuiia oBOr MpUMep je /1a 9aK HaKo Y3MeMO y pa3MaTpame BUITe MUKPOCTamha Hero
mro ux uma y G(FE), Taj BUIIAK He MOpa Ja yTude Ha TepMojuHamMudke ocobune. leduHunmmmo
caJla YKyIaH Opoj MEKPOCTaIba CHCTeMa KOja MMajy eHeprujy Mamy Wid jeaHaky F,

S(E,V,N) = ﬁ /e(E — H,pY)) dw (7.38)

3a KaacudHe cucreme. VHTerpas mo (pasHoOM IPOCTOPY ypadyHaBa caMoO Tadke YHMja eHepruja je
Mamba WIH jeJHaka BpeaHocTn F. 3a KBAHTHE CHCTEME BayKu

S(E,V,N)=> 6(E - E)). (7.39)

Vkyman 6poj crama U I'yCTHHA CTamba Cy noBe3ane MehycoOHo

OX(E,V,N)
GE,V,N) = ————~. 7.40
(B.V,N) = = (740
Y TepMoIMHAMHUYKO] TPAHUIN he BaXKUTH
S(E,V,N)=InX(E,V,N) (7.41)

jep 2(E, V, N) He caapzu MHOTO Butiie cramba o1 G(F, V, N) (mogcernmo ce ga y BUCOKOAMMEH3HOHATHOM
IPOCTOPY CKOPO CBe TadKe yHyTpa cdepe ce Hajla3e Ha IEHO) HOBPIIMHUA TaKo Jia je Opoj Tadaka
yHyTap cdepe Beoma Masm). PaHuje ¢MO J03BOJHIN Ja eHepruja cucrema He Oyue dukcupana
Hero y unrepasaiy [E — AFE, E|. Cana npousunasu jga MOKEMO y3eTH CBA MUKDOCTatba y OICEery
enepruja [0, F]. IIpobaem ogpehuBama OCHOBHE TepMOAMHAMUYKE je JHAYWHE Y €HTPOIIjCKO]
pemnpe3eHTanuju ce CBOAM Ha m3paudyHaBawe X(E,V,N) mmau G(E,V,N). Unrensusne
BesimunHe oapelhyjeMo Kopucrehu u3Boje eHTPOIHje 10 eKCTeH3UBHUM BeJIMINHAMA

1 s

7= (52), . (7.42)
P o)

7 (7). .
i (05
r=(ov),, (7.44)

BonmnmMan je yremesbere IPETIOCTaBKe Jla CY CBA MUKPOCTamha Y MUKPOKAHOHCKOM aHCAMOJTY
1O/Ije THAKO BepOBaTHA Hallao y JIyuBMIOBO] TeopeMu U eprofndHoj npernoctasiu. [locmaTpajmo

98



JgBe obJiactu y pa3sHOM LPOCTOPY OJ KOjUX je Jipyra HacTaJja iocje BpeMvena t u3 upse. I3
JIyuBuioBe Teopeme cJjieu ja CHCTEM Koju ce Kpehe 1o TpajekTopuju Koja npoJia3du Kpo3 ode
obJtacTu TpoBoM UCTO BpeMe y obe obsractu. [lomro je BepoBarHoha 1a ce cucrtem Hale y HeEKO]
0bJIacTH MPONOPIMOHAJIHA BpeMeHy KOjeé CHCTeM IPoBele y TOj 0O0JaCTH CJEIN 1a PA3JIUINTE
obJlacTu Ha MCTOj TPAjEKTOPHUju MMAjy MCTy BepoBaTHohy 1a ce cucreM Habhe y muma
IITO OArOBapa HNPETIOCTABIM A je TYCTHHA pacmojiejie Yy MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJry

yHudopmHa
0 (B —H(@™,pY))

SN N
= 7.45
pNVE(T P ) N‘h3NG<E) ( )
Cpenma BpeIHOCT ANHAMAYKE BeJndnHe A y MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJIy jeqHaKa je
_ 1 SN N SN N
(A) = —N!h3NG(E) /5 (E — H(™,p )) AP, p) dw. (7.46)

[TomrTo ce BpeJHOCTH MAaKPOCKOIICKE BeJTHUInHe A He MeHajy V OJHOCY Ha TIepMyTallije KOOpIHHaTa
(nmmysica) Moekysia, To he ¢cBa MUKpOCTamba Koja OJIroBapajy PABHOTEIKHOM MaKpOCTAY UMATH
UCTY BPETHOCT A. TpajekTopuja Ha MOBPIITY KOHCTAHTHE €HEpruje oOu/ia3u U MaKpOCTalbha Koja Ccy
Mambe BepoBaTHA a y KOjuMa BeJudnHa A mma apyre BPEeIHOCTH, IMITO OAroBapa (IyKTyalrjama
peanante A. Te duykryanuje MOKeMO OIpeUTH TAKO MITO HOBe:keMO 6poj Mukpoctama G(E, A)
Koje umajy Bpegnoct A ca mwuxoBoM entpormjom S(E, A). Taga rycruna pacnogese BeJmdnHe
A nma npubsmxkuy FaycoBy pacmomeny

H(S(B,A)+

Q

L8 (AP mSED) o -] 28] (4-2)"

CEA  roma s
P(E’A) - ﬁ = ek(S(EaA) S(E,A))

N|=
Q

=e
(7.47)
jako nenrpupany oko cpejwe Bpeguoctu (A) = A jep ce A u cTaHJAPAHO OJCTYIAE OJl CPEHHEe

BPEJIHOCTHU ]%[ ckasmpajy kao N u v N ca 6pojeM MoJjeKky.ia.
9AZ

Hpumep OapeuT eHTPOIU]Y UICATHOT raca MOJICKYJIa U MOKA3ATH A BaxKK jeJHAYMHA CTAIba
HIeATHOT raca MOMONYy MHUKPOKAHOHCKOT aHcamoO.Ia.

N
Pewerwe: XaMuaTOHHjaH CHCTEMa 33 WJIEAJHHU Trac MoJiekyJa je H = ; 21_’:1 . Ykynau 6poj
MHUKPOCTamba CHCTEM J0 eHepruje F u3HocH
1 N N 1 3. 13 3. 13, 13 3
X(E) = NN O(F — H(™,p")) dw = NN Ad’rd’ry...d°rNd*pr1dps...d PN
H<E
VN . )
= NN / dsplddpg...ddp]\[.

H<E

Vesios unrerpanuje pi + pa + ... + pa < 2mFE oarosapa csum Taukama 3N JIMMEH3HOHAJIHE
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jonte nojpynpednuka R = v2mE. Uckopuctumo jegnauunny 2.28 na jgo0ujeMo

3N

VN —— VN T2 3N

[Toacerumo ce na je I’ (% + 1) = (% + 1)! 1 3210 MOKeMO TTpuMeHnTr CTUDINHTOBY aipOKaCHM
KAKO O HAILTH €HTPOIN]Y

3
V (4dmm E\ 2 5
S = kInX(F) = kNln (N ( 37,2 N) > + §kN'

[Toxkazkumo caja Jaa ce UCTH pe3yJaTaT JH00uja y TEPMOAMHAMUYKO] TPAHUIIN 1 Ka/1a, & KOPUCTH
I'YCTUHA CTabha

3N

o dZ(E) VN T2 sN 3N _sn 1 3N

= om) T Sl ER T = n(B) o
5~ NN (2 4 1) o) E)3E

G(E) :

Tama je kInG(E) = kInX(E) + kln(3N) — kln(2E). IlpBu u apyra nBa diana ce CKaJupajy ca
opojem mostekyna ~ N u ~ InN. Kaga N — oo Baxu kInG(F) = kInX(FE). Jeanaunna crama
ce 100uja U3 U3BOJA EHTPOIH]je MO 3aIPEeMUHN

P_(05) _kN
T \oV/)gpy V

mro gaje PV = NkT.

Hpumep OmpenuTn TOMIOTHE KAMANMUTET MO KOHCTAHTHO] 3AITPEMHUHH 32 CUCTEM (DUKCHPAHUX
aToMa ca JiBa eJJeKTPOHCKA CTalbha YHjU je pa3Mak € MoMoly MHUKDPOKAHOHCKOT aHcaMOJa.

Pewerve: Tlorpebno je jna naljemo 6poj mukpocrawa cucrema G(E) koju ojroBapa eHepruju

E. Tlomro ce aromu He Kpehy, eHepruja ce MoxKe pPacnopeuTi caMO Ha €JIEKTPOHCKA CTaba.

Nmamo % aroma y nodoyhenom cramy u N — g y OCHOBHOM CTamby. DBp0oj MUKpOCTama KOju

oJiroBapajy usbopy g aroma ox N je jennak OMHOMHOM KoeHUIHjeHTY

N!
BN =By

Kopucrehn CtupamHroBy anpokcuMarujy HaJa3uMoO Jia je eHTPOIuja jeTHaKa

E

JenHaunHa crama U3HOCH

G(E) =

100
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W3 we HAJIa3uMO eHeprI/ij CHCTEMa U TOIIJIOTHH KallalUTeT

~ Ne
Coefe 1’

2.2 Be
= (G_E) _ g <8_E> _ NkFee™
) yn B )vn  (14e%)

7.5 KaHoHCKN aHcamMOJ1

Jlexkanipose Tpancdopmalinje OCHOBHE TEPMOJIMHAMUYKE je/THAYUHE Y eHTPOIIM]CKO] Pelpe3eHTTalu]

Cy TOTOJIHE 33 ONMHMCHUBAE MAKPOCTamha CHCTEMa KOju WHTeparyje ca pezeppoapoM. CJaumdHO TOME,

y CTATUCTUYIKO] TEPMOJMHAMUIIT MOZKEMO YMECTO MHUKPOKAHOHCKOT aHCaMOJIa pa3sMaTpaTh JIpyre
arcambJie KOjU O/Ir0Bapajy pa3InduTAM pelpe3eHTaljaMa MaKpOCTamba Y 3aBUCHOCTH O] MAKPOCKOTICKHX
IPAHUYHUX YCI0Ba. 3aTo Huje nsneHalyjyhe na cy Jlexkanapose Tpauncdopmanuje eHTponnje
IMOBE3aHe Ca OCTAJIMM aHCaMOJMMa Kao MITO je EHTPONKja TOBe3aHa A MUKPOKAHOHCKUM
aHcambJioMm.

Y MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJIy CBe eKCTEH3UBHE BEJIMUYNHE KOje OIICY ]y MaKPOCTAHe
uMajy TauHo ojapebhene Bpeanoctu. Kajma cucrem mHTEparyje ca pe3epBoapoMm, jeaHa
WJIN BUILIE EKCTEH3UBHUX BEJIMYMHA MOXKe Ja ce pa3Memyje nudmely cucrema u pesepBoapa
U 3aTO OHE BUIIE HUCY KOHCTAHTHE Hero (IyKTyupajy 0K Cy HHUXOBEe KOHYTOBAaHE
WHTEH3WBHE BeJINYNHE KOHCTAHTHE Y CUCTEMY.

Cnuka 7.5: CucreM Koju pasMermyje eHeprujy ca pe3epBoapoM.

R

AlM

\ 4

Pasmorpumo caja ciaydaj Kajga cucteM S pasmerbyje eHeprujy ca pesepBoapoMm R, cauka 7.5.
[iobasan (3aje JHUYKHI) CUCTEM je M30JI0BAH Ca yKYIHOM €HernjoM E u crora MOKeMO IPUMEHUTH
MIKDOKAHOHCKH aHcaMO Ha mera. VHTepecyje HAC cpe/ma BpeaHOCT auHaMmdKe Besmanmae AS)
Koja je meduHncana Ha (asHOM MPOCTOPY CHUCTEMA!

1 dw') d®
)y — = &) (5) (R) _

rie je G(E) 6poj MuKpocrama riobaaHor cucreMa. lIpeypeaumo apryMeHT jenta (dbyHKIHje U

Pa3IBOjUMO HHTErpaJ o (pa3HoM IPOCTOPY CUCTEMA U pe3epBoapa

1 dw) dw®
S)y — _ ~ (s) aw— (R) )
(A¥)) = G(E) /A N3N /5(H (E—H )) —N(R)[h3N<R)' (7.49)
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Murerpast 1o pa3zHom mpocTopy pe3eppoapa ojrosapa 0pojy crama pesepBoapa ca eHeprujom FE —
H®),

s(R)(g_u(9)

GRE-H®)Y=e¢ 7 . (7.50)
PazBujmo y Tej1opoB pesl eHTPONHjy pe3epBoapa OKO eHepruje F
0S™) 19%25®
SE(E-HY)=sW(E) - ——H® 4+ - H? 4 7.51
( ) = 5O(E) = )+ ST (HO) + (7.51)
Tpu mpsa wiana y pasBojy ce CKagupajy ca 6pojem moiekyra kao N NG gy % ITormro
je NO®) > N 1pehn u cBu Bumu wianosu ce crora Mory 3amemaputu. Kopucrehn g(E) = %
1001jaMo M3pa3 3a Cpelby BpeIHOCT BeqndnHe A camo mo ¢dasHOM IPOCTOPY CHCTEMA,
1 " dw
_ §/A€ e (7.52)
rje CMO CKJIOHWJIM W3Hake S 3a cucreM. decto ce % 3aMmembyje ca . Boamamanos dakTop e~ #r

oAroBapa I'VCTHUHH pacCIIoaeJie KOja ce Ha3WBa KAHOHCKH aHCAMOJI

_H
e kT

DT (7.53)

pnvr (P, ) =

() ce Ha3WBa MAPTUIMOHA (PYyHKIMja KAHOHCKOT aHcaM0OJj1a u OHA HOpMaJsu3yje Bosyanos hakTop

Q- / = h3N (7.54)

[TapTunuona dyHKIHja mpecTaB/ba OPOj MUKPOCTama KOja €y JOCTYIHA CUCTEMY Y KAHOHCKOM

Ha, JeJUHUILY

ancamba1y. Taj Opoj MukpocTama je Behu Hero y MEKpOKaHOHCKOM aHCAMOJIy jep je MHTerpaJ 1o
9uTaBoM (Pa3HOM HpocTOpy O€3 OrpaHuvema HA €HEPrhje MUKPOCTaha. 3aTO KAHOHCKH aHCaMOJT
Ipe/iCTaB/ha KOJICKIIN]y MUKPOKAHOHCKHUX aHcambaJia ca pa3induTuM eHeprujaMa.

TparchopMumumMo napTUMHOHY (DYHKITH]Y TAKO IMITO HHTErPAJ 0 (ha3sHOM HPOCTOPY 3aMEHIMO
ca WHTErpaJioM 10 eHeprujaMa CucTeMa

dw E
Q:/e_k T /dE/ (H = B)e™fr :/G(E)e_kT dE. (7.55)

Y ToM ciay4ajy TyCTHHA paclojiesie eHepruje cCucTeMa H3HOCH

B

G(E)e ®r
—0

3a KBaHTHE CHCTeMe Bayke aHAJIOrHe (DOpMYyJe Kao 3a KjaacudHe cucreme. Bepoaraoha ma ce

pnvr(E) = (7.56)

cucteM Habhe y i-TOM BUIIEYeCTHIHOM MUKPOCTAWY Ca €HeprujoM [F; m3HOCH

P = (7.57)

rje je NapTHIMOHa (PYHKIIH]a

Q=Y it (7.58)
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Pasmorpumo npoussoj G’(E)e’% KOjU Ce II0jaB/byje y T'YCTUHHM PacIojiejie U MapTUIMOHO]
dbyuxmuju. Tycrura mukpocraba G(E) pacre ca ereprujom a Bosmmanos $hakTop eKCIoHeHIHjATHO
omajia ca eHeprujoM. IlpomsBoxa Te nBe dyHKIHje je pyHKIMje Koja je jaKo IHeHTpupaHa OKO
PABHOTEZKHE BPEIHOCTH eHepruje E. VICKOPHCTHMO TO [a NApTHIHOHY (DYHKIH]Y HOBEKEMO Ca
JlexkanipoBoM TpaHcdOpMalnjoM eHTponuje. ['yeTUHY MHKpOCTamba Y U3pa3y 3a MapTHIHOHY
dbyuxnujy (jesnadnna 7.55) 3aMEHHMO ca €HTPOIRjOM,

Q- /e”%}” dE. (7.59)

. . TS(E)-E
Caja MOXKeMOo J1a TPUMEHNMO MeTO/T TpeBojHe Tadke. MakcnmyMm pyHKIMje Y eKCTIOHEHTY, %,
dS(E) 1 [

C€ HaJla3ul M3 JeAHa4YUHE iE =T U OJHOCH C€ Ha PaBHOTEXKHY BPEIHOCT €HEpPIruje E = F.

Axo y3MeMO CaMO IIPpBH YJIaH Y METOOY HpeBOjHe TavyKe, MOXKEMO allPpOKCHUMUDpATHA MapTHIUOHY
. TS(E)—E _F . . .
Cl)yHKL[I/IJy Q e kT = e~ ®7. Yyanone KOJ€ CMO 3aHEeMapUJIn y pa3Bo)y (byHKLLI/IJe Yy eKCIIOHEHTY

criopuje pacty ca rnmopehamem Opoja MoJiekyJia o npBor wiana. Taja je Jlexkanposa Tpancdopmariija
eHTPOTNje jeHaKa

Tl = = Q. (7.60)

OnpehuBame OCHOBHE TepMOAWHAMUYKE jeqAHAUYWHE Y XeJIMOXOIIOBOj perpe3eHTalluju

5 {1] F(N,V,T)

ce CBOAM Ha padyHame nmapTunuone QyHKINje 3a KAaHOHCKHN ancambu. [Iputucak, xemujcku
HOTEHIINjaJI WK €HTPOIN]Y HAJTA3UMO IIOMONY IPBOT U3BOJA X eJIMXOIIOBOT TOTEHIIN]aJIa 10 3apeEMUHH,

Opojy MOJIEKyJIa NI TEMIEPATYPH.

TS(E)—E
kT

WIAH je jeJHAK HyJu 300r MakcuMyMma (DYHKIMje) HATA3UMO Ja TYCTHHA DACIOJe]e eHepruje

AKO MCKOPHUCTHMO W KBAJPATHU UAAH [0 €HEPrUju y Pa3Bojy (MYHKIIHje (maneapHu
CHCTeMa HMa alPOKCHMATHBHO ['aycoBy pactofiey ca cpeamoM speauonthy (E) = E. Crasapiazo
OICTYIAIbe Te PACIOIETIE Ce CKaImpa ca 6pojeM decrnia kao v N. To 3HAYH 1a He JOMPHHOCE
CBa MUKPOCTaBa IO/jeJHAKO I'YCTUHHU PACHOJeJie eHepruje, Hero HajBHIlle JOIIPUHOCe
OHA KOja MMajy €Heprujy jegHaky mau cy u OausumHuM cpeame BpenHoctu (F) jep
ocTajla MUKPOCTalkha MMAajy 3aHEeMapJbuUBY BepoBATHOWY. VY TepMOIMHAMHYKO)] TDAHUIIHA
KaJla CTAH/IaP/IHO OJICTYakhe eHeprije MoCTaHe 3aHeMapJ/bUBO Y OJHOCY Ha CPeJIbY BPETHOCT eHepTHje,
Cpe/iihba BPEJHOCT ¥ KAHOHCKOM aHCaMOJTy ce n3jeHadyje ca Cpe oM BpeTHOIhY y MUKPOKAHOHCKOM
aHcamOry cucreMa Koju uMa eHeprujy (F).

OnpenuMo n3pasze 3a Cpeiby BPEJIHOCT eHepTHje W meHy Bapujancy kopucrehm naprunmony
dyukmujy. Cpeama BpeIHOCT eHepruje jeTHaKa je TEPMOJAMHAMUYKO] BPETHOCTH eHepTHje

) 1 d ol
E=(E)=(H) = a/HeﬁH N!;‘;N = - ( 3115Q)Nv' (7.61)

Cpenma BpeIHOCT KBaApaTa XaMUJITOHHAjaHa jeIHAKA je

_ 1 _ do 1 (0°Q
(E?) = (H?) = @/H% BH NI~ G (8_52) - (7.62)

Bapujanca pacmnomesne enepruje y KAaHOHCKOM aHCaMOJIy je MoBe3aHa ca TOILIOTHEM KAIIAIUTeTOM

0 KOHCTaTHO] 3alIPEMUHH,

(E®) — (E)? = (a;;lf)]v’v _ (%?) W KT (%) e KT2C,. (7.63)
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IMITo je Beha Temueparypa pe3epBoapa, T0 je Beha u BapujaHca eHepruje 0J[JHOCHO CUCTEM MOXKe Jia
ce Hahe y MuKpocTamuMa dHuja eHepruja ce Hajas3u y Behewm orcery BpeIHOCTU eHepruja.

TepMOAMHAMUYIKN CHCTEME e OOMIHO CacTOje U3 HCTOBETHUX MOJACTHCTEMA (JIeJI0BA) KOje MOTY
OWTHU IMOjeIMHAYHEe YeCTHUIEe, KOJEKTUBHO KpeTarmha YeCTHId WM HeKd JpYyru eHTureTd. Vmeannn
CHCTEMH CY CHCTEMHU y KOJUMa je eHepruja jegHaka 30upy eHepruja moJCHCTeMa IITO 3HAYH Ja He
noctoju (MM ce MoXKe 3aHeMapuTh) mHTepakiuja usmehy nogcucrema. Kanonckn amcamb6ia nma
OTPOMHY MPEJHOCT y OJHOCY HA MHUKPOKAHOHCKH aHCaMbJ1 y Be3u ojpehuBamba TePMOIUHAMUYKIX
0coOMHA MIEAJHHX CHCTEMa. 3a Pa3JIMKYy O/ MHKPOKAHOHCKOI aHcamMbOJia rae je morpebHo
NPUMEHUTH TJI00AJTHU YCJIOB €Hepruje 3a CBe CTemeHe cjoboae oajeHOM, IMPUMEHA
KAHOHCKOT aHcaMm0bJia Ha maeajiHe CHCTEME Ce CBOAM Ha pa3MaTpame MOoACHCTeMAa ca
caMO HEKOJIMKO cTemneHm cJjobo/e.

Pasmorpumo cajia ciy4aj uaeaHor raca MOJIEKY/Ia OJ] KOjUX CBAKHM UMa 110 TPH CTeleHa CJI000/1e.

N
Taya je xammarorujan cucrema jennax H (7N, p™) = = hi(7, ps), tae je hi(7, P;) xammironujan
i=1

3a jegan Mojiekysa. llomro je 30up wiaHoBa y €KCIIOHEHTY jeJHAK ITPOU3BOJLY €KCIIOHEHATA TUX
1IaHOBA, HAJIA3UMO

N

N
dw 1 -8 hi(Fipi) dw 1 1 (> qN
J— 75H - = 1= - = - 7ﬁhz(r7,7pz) 3 . 3 . —_ =
(7.64)
[Taprunuona ¢bpyHKIM]ja 3a jeJJaH MOJEKY H3HOCH
1 .
q= F/eﬁh(’"’m crd’p. (7.65)

3a KBaHTHE HICATHE CHCTEMe, CHEePrHja MUKPOCTama jenuaka je E(ji, jo, ..., JN) = €15, + €1j, +
...E1jy, D€ CY Jn U €;;, KBaHTHU OPOj M eHepruja ¢-TOr HOjACUCTeMa. Y CAydajy Kaja MoJCUcTeMe
MOZKEMO Pa3/JUKOBATH (Ha MpPUMepP, aATOMH Y YBOPOBHMA KPUCTAJHE PelleTke)

N
i J2 JN J1 J2 JN =1 \ Jjn
(7.66)
rje je ¢ napTuimona (pyHKIHja jeJHOr MOJICUCTEMA,

q= Z e P (7.67)
J
Y caydajy cucreMa HJIeHTUIHUX YeCTUIA, UH/IEKCH KOJU O3HAa9YaBa]y BUIIeYeCTHYHA KBAHTHA CTambha
cy OpojeBH 3ay3eTOCTH jeJHOUECTUUHHUX CTakha U3 KOJUX CY Ta cTamba ¢popMupaHa. BpojeBu 3ay3erocTu
HUCY HE3aBUCHU U CTOTA HUje jeJHOCTABHO MTPUMEHUTH KAHOHCKH aHCaMOJT Ha U/ICATHHU Iac UJICHTHIHIX
yectuna. BujeheMo ja y BeJMKOM KaHOHCKOM aHcambiiy Taj npobjieM MOXKEMO JIAKO DEeIuTH.
N3yszarak je cirydaj HeJlereHepUCAHOT raca 3a KOji 3HAMO Jia BayKu

0=L (7.68)
NI

0e3 ob3upa ga Ju cy dectune depMuoHd wiam 6o3oHH. OIIOKHMO H3padyHaBamhe MaPTHIIHOHE
dpyHKIMje NIEHTUYHUX YECTUIA 33 CJIYy4a] BEJUKOI KAHOHCKOD aHcaMOJIa.
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Hpumep Onpenutu XeJMXOITOB MOTEHIUjAT U jeHAUNHY CTaha WICAJHOT raca MOJIEKYJIa.

N 2 .2 2
. . . . _ _ Pty tps 1
Pewerve: Xamunronujan cucreMa jeHax je H = § 1 hi, h; = =—=2—=. llapTunuona gpyHkuuja
1=
3a jelaH MOJIEKYJT U3HOCH

3

o0 3
1 _BWR4ry+ed) V _ B3 V [(2mm)\?
q = F / e 2m dxddedpmdpydpz — F / e 2m dp.’L' — ﬁ (W) .

— OO

Kanoncka napruiimona pyHKIja 38 4uTaB CUCTEM MOJIEKYJ1a JI001ja ce U3 napTuinuone QyHKIuje

_qN_VN 2mm k3
NI NI\ ph? ‘

[Ipumenom CTuUpJIMHTOBE allPOKCHMAIIMje HAJA3UMO XeJIMXOJIIOB MOTEHIIH]a

34 jeqaH MOJIEKYJ

F =

1 N_ 'V 3N 2mm N vV 3 2mm
_BIHQ =——In———-=In ( e > — — = —kTNIn— — —kTNln ( i

g N 2 g N 2
a U3 Wbera U jeJIJHaYNHY CTalbha UJIeaJTHOT raca MOJeKyJIa

p__(OF kTN
oV ),y VO

) - wrx

Hpumep OapeauTn TOMTOTHA KANAMUTET TP KOHCTAHTHO] 3aIIPEMUHH 33 CUCTEM (DUKCHPAHUX
aToOMa Ca JIBa eJIEKTPOHCKA CTama YUjU je pa3MaK € MOMONYy KaHOHCKOT aHcambJia.

Pewerve: Tlaprumuona $hyHKIHja 33 jeaHa aToM m3nochm ¢ = 1 + e % a 3a cucrem aToma
jeaHaka je
N
Q=q¢"=(1+e")".

Huje morpebno nespeme 6poja MukpocTama ca N! jep cy aromu (pukcupaHu i He MOI'Y pa3MembuBal
KooparHaTe. EHepruja cucreMa M TOILIOTHH KAIIAIUTET CY

o _ JlnQ _ Ne
N op ‘/71\,_1—1—6/357

2.2 (e
C, = (8_E) - _k52 <8_E> - M_
or V.N op vy (1+eP)

7.6 Begunkm KaHOHCKU aHCAMOJI

I'ubc je amcambie koju mmajy KOHCTaHTaH Opoj MoJjekysa 3Bao petil ensembles, a ancamO.ie
KOjH HeMajy OorpaHHver-e¢ Ha YKyImaH O6poj Mojekyaa grand ensembles. locam cMo pa3zmarpanin
caMo aHcaMOJie KOju He MOTY MemaTu 0poj moJekyaa. Pasmorpumo caga cucrtem S KOHCTAHTHe
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3alpeMuHe KOju pa3Memyje ca pe3epBoapoM R decTule u eHeprujy. YcJjej Tora, 0poj MOJIeKy/ia u
eHepIHja CHCTeMa MOTY Y3HUMAaTH Da3JndanuTe BpeAHoCTH. [100anHu cucreM (CucTeM u pe3epBoap) je
M30J/I0BaH TAKO Jla BpeHOCT enepruje [ u 6poja mosekyna N y meMy odyBaHa. Bpoj MUKpocTama
robasmor cucreMa je G(FE). Cpenma spennoct semmumae A nedbwnncama camo y dasnom
IPOCTOPY CHCTEMa M3HOCH

dw®) dw®
(A Z / / 9+ HO = B) b0 ) gy v (7:69)

N<S

Cyma mo Opojy MOJeKyJa CHCTeMa ce TMOjaBbyje Y U3pa3y 3a CPeiby BPEIHOCT jep BeTUINHA
A®) 3apucu ox 6poja mosekyra. Kpomexep mesnra o6e36ehyje KoHcTaTHy BpeAHOCT 36upa 6poja
MOJIeKYJ1a cucrema un pesepoapa. Hahumo 6poj crama pesepBoapa Tako 1mTo hemMo WHTErpaJ Imo
dazHOM HPOCTOPY pe3epBoapa IPETBOPUTH ¥ OPOj MUKPOCTaba pe3epBoapa, a 3aTUM U3Pa3UMO Taj
OPOj MEKpPOCTaIba MIPEKO eHTPOIIIje pe3epBoapa, CJANYHO KAo IITO CMO PN Y CJIYYa]y KAHOHCKOT

ancam0J1a
dw ™)
(S R _ (g _ g©
(A Z / h3N<S> /5(H (E = H®)) dv_nsnm N (R PINE®?
N<S> =0 '
(7.70)
dw®)
(s A®) (S) (9)
(A g / GU(E = H N = N sy (7.71)
0
s(R)(e—g(S) N_N(9)) dw(s)
(S =
(4 N%: / k T (7.72)
0
PazBujmo y TejmopoB pesl eHTPONHNjy pe3epBoapa
oS (R) oS (R
SE(E _—HO N NOY= B (E N)— (5) _ N®)
( , ) = 508, N) - 2 -
1 [0?SH) 0% 9?5
(g2 19 HONG £ Z 2 (NE)H2
(aE2 H) + 25 o e W)
(7.73)
Kao u y caydajy KanoHnckor ancambiia, MOXKeMO OJ0AIMTH CBE JIpyre W BUIIE TEPMOIUHAMHYKE
9s® 1 gsBR) m .
H3BOJIE. 3aMEHOM <= = 7 S5~ = —7 Yy U3pa3 7.72 Jo0ujaMo Cpesiby BPEJHOCT MO BEJTHKOM

KaHOHCKOM aHcaMO.J1y
(H—pN) dw
}: / Ae S 0 (7.74)

rJle CMO M30CTaBUJIM O3HaKe S 3a cucteM. lIpuMerumMo ja 3a cBaky BpeJHOCT Opoja MOJIEKYJa
HMaMO Pa3JIMIUT HHTerpaa 1o asHoMm mpoctopy. OBaj mspas geduHHUIIEe HOBH aHcaMOJ ca
I'YCTHHOM PACIIOIEeIe

N 6_%
puvr (7,7, N) = NN (7.75)

Y BeJIMKOM KAHOHCKOM aHCaMOJIy I'yCTHMHA pacmojieje 3aBHUCH U 0 Opoja MoJseKkyJsia
nmopea koopanHara (pasHor nmpocropa. Tpeba mpuMeruTn j1a je Beuduna N Koja ce 1ojaBbyje
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y IYCTHHHU DAcCIojiesie BPEJHOCT cilydajHe npoMemuse Opoja Mosiekysna (00MYHO CMO KOPHCTHIIN
o3Haky N 3a TepMOJMHAMUYKY BpeIHOCT Gpoja MoJekyna). 3aro, Ha MpHUMep, He MOCTOjH U3BO/
N 1o npurucky ON/OP 10K 3a TepMOIMHAMIYKY BPEIHOCT OpOja MOJIEKYJIa OH HAPABHO TOCTO]H.
[Taprunuona ¢byHKIUja BEJTUKOT KAHOHCKOT aHcaMb/ia uMa 0OJIMK

— o) dw
== Z / AN (7.76)

Nurerpan no ¢hasznoMm npocropy y HapTUNHOHO] (DYHKIUjH MOZKEMO 3aMEHUTH €a WHTErPaJIoOM
MO eHeprujamMa CucTeMa

— > _H-pN)  dw _E-uN) dw
gzzfew el Z/M/E{E e

(7.77)
(E uN)
—Z/G IE
W3 oBor u3paza cjaejid Ja je IyCTHHA paclojese eHepruje u 6poja MOJIeKyJa y CUCTeMY
(E—pN)
G(E)e™ #r
puvr(E,N) = L (7.78)

3a kBaHTHE cUCTEM, BepoBaTHONA j1a ce cucrem Hahe y ¢-roM N-9eCTUIHOM MUKPOCTAIbY U UMa
6poj mosekysa jeanak N u3HOCH

_Ei—,uN
e kT
P(E;,N) = ———, (7.79)
s E;—puN
E=) ) e wm (7.80)
N=0 1

Bamennmo G(F) ca eHTponnjoMm y m3pasuMa 3a NapTHIMOHY (DYHKIHU]Y U IYCTHHY Daciojese
TaKo JIa JIOOMjeMO {JIaH
TS(E)—E+uN
e T (7.81)
Ha mwera mozkeMo HIpUMEHUTH METO/I IPEBOjHE Tauke Kako Ou Haim JlexkanipoBy Tpancdopmariu]y
eHTPOoIIHje ca KOjoM je naprunuona pynknuja mosesana. [IpBu 4jan y pa3Bojy Koju oJrosapa

MaKCUMYyMy Jiaje

=_ Z /GTS(E)kTE+pN JE ~ eTS(E)k}EJruJ\.f _ e_k%, (7.82)
1 p Q
—, —| = ——= = kIn=. .
S [T7 T] T n (7.83)

Osze cy E u N paBHOTeKHe BPeIHOCTH eHEPrije H 6poja MOJIEKyJla y CHCTeMy. BeInKn KaHOHCKK
MOTEeHIjaJ ce oapehyje u3 maptunuone (pyHKIUje BEJIUKOT KAHOHCKOT ancambia. Kana
je OH m3pavyHat, cpe/itbu OPOj MOJIEKYJIa, TPUTUCAK WU EHTPOIHja Ce MOTY OJIPEJIUTUH KA0 HheroBu
M3BO/IM TIO0 XEeMHUJCKOM TIOTEHINjaJTy, 3alIPeEMAHN WU TeMIepaTypH.

CimdaaO Kao y KAHOHCKOM aHCaMOJTy, aKO YKJbYYMMO KBaJIDATHU YJIAaH MO €Hepruju u Opojy
MOJIEKYJIa ¥ Pa3Bojy m3pasa 7.81, Hama3uMo Jia TyCTWHA pacmojiesie eHepruje W Opoja MoJeKyJia
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ojarosapa laycoBoj pacunojenu. Ilomro ce cramjgap/iHa OjcTyliamha eHepruje u Opoja MoJeKyJia
cKaJampajy ca GpojeM Moekyaa kKao v/ N To 3Ha4n 1a je cBa BepoBarHOlia KOHIIEHTPHUCAHA OKO
MEUKpPOCTama Koje uMajy emeprujy E = (E) u 6poj moaexkyra N = (N).

Cpeame BpegHOCTH eHepruje u Opoja MOJIEKYJa V BEJHMKOM KAHOHCKOM aHCcaMOJIy ce MOIyY
OJIPEJIMTU U3 MApPTUIHOHE (DYHKIIH]je

. 1 & dw Oln=
R - & (7580
== Nh3N ap BV
. 1 « dw o=
N=(N)== / Ne AUH=uN) = ( ) (7.85)
Dy = (22
Bapujanca u KoBapujanca MyJITHBapHjaTHe paclioje/ie eHepruje u 6poja MoJIEKyJIa H3HOCe
O(E) 0?In=
(5H)?) = - (—) _ ( ) (7.86)
aﬂ Bu,V 862 Bu,V

0591 (5~ (aur),, rsn
(0HON) = (%)W = (%)V. (7.88)

TepmounamMuyuke U3BOJAU KOjJU Ce 1OjaB/by]y Y OBUM (popMysiaMa MOTY Ce PeJIyKOBaTH Ha TPHU
Hajdenrthe kopwuirhena u3Boja. [lokakumo Ha npuMepy BapujaHce Opoja decTHIia Kako ce TO
u3Boau. [lomTo ce M3BOJ BPIIH IO KOHCTAHTHO] BPeIHOCTH (3, OHJA [ MoxKe Ja uzahe u3 m3Boma

rie je n = (N)/V decruuna rycruna. OBaj TepMOJMHAMHYKY U3BOJ HATA3UMO U3 jeJIHAKOCTH

on () 7.0, on oP oP
K7 1) (55) 7.0 TNy NS TNy K7 iy
Kopucrehu I'nbe-/Tujemony jennauuny 4.18 qo0ujaMo u3BOJ MPUTHUCKA IO XEMHjCKOM TOTEHIIA]AJTy
oP N
(—> = S0 =n. (7.91)
o ) 7y Vv
Hoerosom 3amenom y jeanaduny 7.90 caean
0
<_n> = n’kr, (7.92)
o)z )

a M3 OBe peJiallje TPOU3UIA3H 1A j€ U30TEePMCKA KOMIPECHOMIHOCT HOBE3aHa ca (DJIyKTyalljaMa
Opoja MoJiekyJsia y CUCTEMY

k’T(N)Ql{T

((ON)?) = KTV n?ky = 7

(7.93)
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Yecro ce y u3pa3uMa KOPUCTH BeJinuuHa A = ¥ Koja ce Ha3uBa aKTUBHOCT (HEKM NCTPasKUBAIM
(o]
je masupajy dyracuoct). Tama je, ma npumep = = > QnAY, rae je Qn kaHOHCKa TapTUITHOHA
N=0

dyuknuja 3a N MoJieKy/1a u cpejmbi OpOj MOJIEKYJia y CHCTEMY HU3HOCH

(N) = A (agf)w (7.94)

jep je
0 — OA gzeﬁugz)\g.
o(Bu)  I(Bu) O O\ O\
Tepmoimnamuake ocodnHe Koje ce n3padyHaBajy moMohy BeJIMKOI KAHOHCKOI aHcaMbJia j100ujajy
ce kao dbyukmmje ox pu (mam ), T'u V. Obugno xeammo ja vHaliemo ocobune xoje 3aBuce ox (N) a
He o1 i 300r Tora Ham je orpebra jexnaunua (N) = (N)(T,V, 1), a n3 mwe nHBep3ujoM 1061jamo

p o= p((N), T, V). 3BameHOM XeMHjCKOT MOTeHIHjasta GpojeM MOJEKYIa Y KeJbeHUM ocoOHHAMA

(7.95)

JI0Ja3UMO 710 uxoBe 3aBucHoct on (N), T'u V.

Ilpumep Hahu BeTMKHM KAHOHCKM MOTEHIMjAJI 33 HICAJHH Tac MOJEKYIa U MOKa3aTH 1 BayKH

jeHauYnHa WIeaJIHOT raca.

Pewerve: Ilaprunuona GpyHKIMja BeJHKOI KAHOHCKOT aHcaMmbJia jeJHaka je

N

== NZOQNAN - NZ:OQN% — M,

Cpenmn 6poj MoJiekyaa ce ofapehyje u3 napruiuone QyHKI]je

OlnZ
(N) =\ ( ) = A\q.
O ) sy

Bennku KaHOHCKHW TIOTEHIIHja/l W3HOCH

1 N
0=-imz=-2_ )

B B B

[Tomrro je u3 Tepmonunamuxe 2 = —PV | caequn PV = (N)ET.

Hpumep OapeauTy TOIIOTHA KAIAIUTET 10 KOHCTAHTHO] 3allPEMHUHH 33 CUCTeM (PUKCHPAHIX
aToOMa €a JIBa eJEeKTPOHCKA CTalba YUjU je pa3MaK € MOMONY BEJIUKOr KAHOHCKOD aHcaMOJIa.

Pewere: Kanoncka napruiuona (yHKIMja 3a jenna aroM nznocu g = 1 4+ e~ 7. Tlapruiuona
dyHKIM]a 338 BeJUKH KAHOHCKH aHcaMbJ1 je/IHAKA je

D
N=0 N=0

[1]
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bpoj atoma y cucrtemy m3HOCH

Oln= qel
N) = =
W) ( OBu ) sy L—qefn

Enepruja u TOIJIOTHE KaNAIUTET jeTHAKHA CYy

B _ (éﬂnE) gePeen (N)e
Bu,V

op T 1—gePr 1+ ePe

C - (3_E> _ (3_E> _ (I)kpZee”
or V,(N) op V,(N) (1+66€)2

PaSMOTpI/IMO Ca/la KaKO Ja MPpUMEHUMO BECJINKN KaHOHCKH aHC&M6JI Ha nJeaJJHU CUCTEM NACHTUYIHUX
yectuna. Ilogcernmo ce 1a 6poj YecTHIA ¥ 1-TOM jeTHOYECTHIHOM CTAIby €A €HEPIUjOM £; IPEJICTAB/ba
Opoj 3ay3aTOCTH TOT CTama, N;. JeTHO MUKpOcTambe je oapeheno 6pojeBuma (ny, ng, ...). 3a njeasme

cucreme Bazke ycaosu N = > n; u £ =) gmn;. Kaga cMo npumemuBain MeTo HajBEepOBATHH]E
i i
pacmojesne IpymucaIn CMO ¢; jeAHOYeCTHUHNX cTama y henmje. OBae Hehemo pasmarparu hesnje

Hero gerenepanujy g{n;} nusoa E{n;}

1 3a 6030He U (hepMUOHE
g{ni} =
i % (HLH') 3a OoJIoHe

Kanoncka maprurnumona (pyHKIHja ce JIaKO MoOyKe H3padyHaTu 3a OoJinoHe Kopucrtehm mzpas 3a
Pa3BOj MYJITHHOMA

@ = Z g{ni}e_ﬁE{ni} = Z 1 N! e_ﬂzi:nisi

ni,mna,... ni,na,... N' H nz'
(> ni=N) (S meh) :
| : o N (7.96)
e Pl p—pnag2 1 q
i N _651 _ﬁ€2 = —.
"LGz:, ( ny! No! ) Nl (e +e + ) L

(S ni=N)

3a MJIeHTUYHE YeCcTHulle JiereHepaliuja je je/JlHaka jeJJMHUAIM U He MOKEeMO HPUMEHUTH H3pas3 3a
pPa3Boj MyJTHHOMA KaKO OM M3padyHAJIM KaHOHCKY IMapTuimony <pyuknujy. Besa uzmehy 6pojeBa

3ayseTocTn yeaesd yeaosa N = > n; ce MoKe npeBa3ulin y BEIUKOM KaHOHCKOM amcamO.1y. Hberosa
i

110



HAPTUIMOHA (DYHKIK]JA U3HOCH

E — i Z )\Ne ﬂ;n‘gi _ i Z ﬁuznze—ﬁzn =

_ Z Z B(M 51) n1 (eﬁ(u—ag))HQ o Z Z (eﬁ(u—m))m (%(u—&))m (7.97)

N=0 n;l;;’;?:»N) n1=0 no=0
Nimazx N2mazx Nkmaz
(o) (5 er)-n(Eer)
n1=0 no=0 k nE=>0

Kipyunu kopak y u3zBohemy ce Haja3W y JIPYrOM peiy Tle CMO U3MEHWIU PeJocje)] cabupamba
YJaHoBa y cymMaMa. [lokakmMo Ja Ta je THAKOCT BazKM TaKO IITO NeMO je pa3sMOTPUTH Ha TPUMeEDPY

== Z dYoooamm = (i a"1> <§: b”2> : (7.98)

ni,n2 n1=0 ngo=0
ni+ng=

nBe opbuTase

Hamummumo 4wiaHoBe m3pasa ca JieBe CTpaHe je THaKOCTH

N=0 1

N=1 a+b

N =2 a*+ab+ b

N =3 a*+a®b+ab® +1° (7.99)
N =4 a*+d’b+a’b*+ ab® + b*

CabepuMo WIaHOBe IMjarOHATHO

E=1+b+"+0+b"+..)+ (a+ab+ab®+ab® + ..)+
(a® 4+ a®b+ a®b® + a®b* + ..) + (a® + a®b + a®b* + a®b® + ) + ...

no=0 no=0 no=0 n1=0ngo=0 n1=0 no=0

(7.100)

MoryhHoCT BeJINKOT KaHOHCKOT aHcaM0J1a fia pemtu npodJjeMe y KOjuMa MOCTOjU OTPAHNYEH€
Yy Be3u Opoja 4ecTuiia je orpoMHa IIPeJHOCT BEJNKOT KAHOHCKOT y OJHOCY HAa KAHOHCKH
arncam0OJI.

Ospeaumo napTUIHORY (PYHKIH]Y 3a (hepMUOHe 1 O030HE & 3aTUM U3BEIMMO KBAHTHE CTATHCTUKE.
3a (pepMHUOHE BasKN OTPAHUICHHE Ngmaer = 1. [lapTunuona dbyHKIHMja je Tajga jeaHaka

Epp = [ (1+Xe). (7.101)
k
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3a 6030HE HEMA TOI OIPAHUYCIHE (Njmar = 00),

Zpa =[] (1 e 4 (e ) ) -1 N (7.102)
k

1 — e Pex’
K

oBJe cMo cabpanm reomerpujckn pea. Cyma komseprupa 3a [Ae 7%k < 1, 1j. |A|]e P+ < 1, u < 0.
XeMUjCKH MOTeHIIHja  0030Ha je YBeK HeHeraTuBaH JOK 3a XeMHUjCKHU IOTeHIUja 1 pepMUOHA HEMA
TaKBOT OTpaHUYema, canka 7.6. Obe maprunuone pyHKIHje ce MOTY TPeJICTaBUTH jeTHUM U3PA30M

Zrppa =[] (1£xe5)7 (7.103)
k

N3 norapurma napruiinone GyHKIIje

InZpp/pa = + Z In (1£ e %) (7.104)
k
HAJIA3MMO cpeamu Opoj decTuiia

- oln=
Nep/a = (N)rp/Ba = Y ("k)rD/BA = (—>
Zk: o(B) BV

7.105
. )\ (71115 . Z :tA (j:e_ﬁak) . Z )\Gi’BEk ( )
N o\ By N - 1+ e Ber - 1+ e Pex
M CPe/Iihy 3ay3eTOCT jeTHOYECTHIHOT CTakkha
e Bk 1
(nk)Fp/BA = = (7.106)

1+ )\e*ﬁgk eﬁ(ek*llf) + 17

I7ie rOpkH 3HaK oarosapa Pepmu-/InpakoBoj CTATHCTUIN a 10U Bo3e-AJHIITajHOBO] CTATHCTHIIN.
OBo je ucTH pe3ysITaT Kao IMTo CMO 001 ToMohy MeToIa HajBepoBaTHH]e pactoaene. HajsepoBaTHuja
U Cpeaka 3ay3€TOCT jeTHOUYECTUYHOT CTamha Cy NCTOBETHE.

Comka 7.6: 3aBUCHOCT XeMUjCKOT MOTEHIUjasa o TeMieparype 3a a) dbepMuone u 6) 6030He.

a) 0)

A
o o

\4
o
\{

3a uaeanHe cucreMe YKymHa €eHEPruja jeqHaka je 30Mpy eHepruja 4ecTura

Aepe ek
E=(E)rp/pa= Z(nk>FD/BA5k = Z m (7.107)
k k
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N3zpas 3a nputucak j1o6ujamo kopucrehu Gpopmysiy 3a BeJIMKH KAHOHCKY 1moTennujast ) = — PV =
—kTInZ=,

kT
Prpjpa =45 ; In (1 e P (7.108)

BoanmanoBa craructuka npous3umia3u u3 Bbozse-AjHiitajuoBe nu ®epmu-lupakose
crTaTucTuKe Kana je A < 1, Tj. u <0,

1

=S 7.109
Tefen£1  ° (7.109)

<nk>B =
Mozxke ce mokazatu jga je yciaoB i < (0 ekBUBaJeHTAH YCJIOBY % > A e je A\p = \/#7”
ne Bpomesa TomnoTHa TajacHa myxKuHa. Jlakie, ycaoB da HeKH rac Oyae HeJIereHepHcaH je Ja
3anpeMuHa 1o dectuiiu Oyjae MHOrO Beha o1 Kyba jie BposbeBe ToIIoTHE TajiacHe JyzKUHE KOja
peJCTaB/ba OMCET HA KOMEe YeCTHUIa MOYKe KBATHO J1a HHTeparyje ca Apyrom dectunom. [Ipumepn
JIBa JaKO JIereHeprucaHa CUCTEeMa YECTHIIA:

(N)X}  )4800 ma T =300 K 3a eJeKTPOHCKH Iac y MeTajluMa
4 3400 ma T =3 K 3a “He

7.7 NPT ancam0OJ

Kana je cucrem y paBHOTEXKH ca TEPMOCTATOM M 0apoCTaTOM, OH MMa KOHCTAaTaH OpOj MOJIEKYy.Ja
U TeMIIepaTypy M IPUTUCAK YHje Cy BPEJIHOCTH HaMeTHYTe pesepBoapoM. M3Boheme rycrune
pacnogene NPT ancambia mpatn m3Bohema 3a KAaHOHCKHM U BeINKH KaHOHCKH aHcambia. Jlakie,
NOTPeOHO je Pa3MOTPHTH Cpejby BpeaHocT 1o ancambuy semanue A 3a mzomoann rmobasmnn
CHUCTEM KOj! Ce CAaCTOj! OJi CHCTeMa W pe3epBoapa

1 dw®av S dwB gy (R

)y = — (9) (9) (R) _ (S) (R)
A = G(E) ////A O(HT + I = E)o (V4 VI -V) NENRING N @3N
(7.110)

XaMWITOHUjaH CHCTeMa MMILIAIIUTHO 3aBUCHU O] 3allpEMUHE CHCTeMa jep ce MOJEeKYJIdu Hajga3e y

cucTeMy KoHauHe 3ampeMmuue. "Maprunanusanujom" ryctuHe pacmomerie 3a pe3epBoap I00HjaMo
Opoj crama pe3epBoapa KOju je IOBE3aH ca eHTPOIHjoM pe3epBoapa. HEurpomnujy pasBujamo y
Tejropos pen

R R
S(R)(E_ HS v — V(S)) _ S(R)(E, V) — 08! )H(S) B oS! )V(S)

oF ov
| (925 55 5"
= (HON2 L9 HS1 ) 1/ (5))2
+2(8E2( V4 25 Eay T V)
(7.111)
U JIOBOJBHO j€ 3a/pKATH CaMO 9IAHOBE JI0 HPBOI U3BOJA. 3aMEHOM ag? = %, 8‘;8% ) — % HaJ1a3UMO

cpeamy BpeaHocT aunamudke Bejquanae A y NPT ancamOmy

1 __H+PV dde
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[Jie CMO M30CTaBU/IM O3Hake S 3a cucreM. Cpejba BPEIHOCT OJIr0Bapa I'YCTHHH PACIIONE/Ie
_H+PV
e kT

ANIh3N

I'ycruna pacnonmene NPT ancambaa je medpmHmMcaHa Ha 9YuTaBoM (Pa3HOM MPOCTOPY U

pnpr(FN, PN, V) = (7.113)

3a pa3JauYuTe BPEAHOCTHU 3ampeMuHe cuctema. [laprunuona dbyHKIMja H3HOCH

H+PV dde
A= / / L (7.114)

Hamomenumo jia naprunuosa GyHKIuja (M IyCTHHA PACIOese TOCIeIUYHO ) IMa TUMEH3Hje 3alpeMuHe
360r muTerpamuje mo 3amnpemunn. CTora uxX je MOTPeOGHO MOAETUTH ca KOHCTAHTOM Ay Koja nMa
JuMeH3uje 3amnpemune. Ta KoncranTa Hehe yTHUIATH HA PeJaTUBHE TEPMOJMHAMUYKE BPEJTHOCTH
(kao m KoHCTaHTa Ap KOJy CMO DaHHje CIOMUbaN) Te je HeheMO KOPUCTHTH.

[TapTunuony yHKIM]Y MOXKeMO TpaHCHOPMEUCATH TAKO Jla Ce YMeCTO HHTerpaja mo ¢gpa3zHoM
OPOCTOPY NMPeTBOPU y WHTerpaJj 1Mo eHeprujaMa cucTeMa

_H+PV dCL)dV H+PV dCUdV E+PV
://e e //dE/ (1 — B)e " L0 //G(E dEdV

(7.115)
Crora je rycruna pacrnozese eamepruje E u 3anpemune V cucrema
G(E)e "t
pNPT(E,V) = % (7116)
3a kBaHTHE cucTeM, BepoBaTHOha j1a ce cucreM Hahe y i-ToM cTamy W MMa 3alpPeMUHY jeTHAKY
V' m3n0CH
_E;+PV
e kT

/Ze S d (7.118)

BamenoMm G(F) ca eHTPONUjOM y jeTHAYNHAMA 33 TYCTHHY PACIOESe U MAPTHIIHOHY (DYHKIIH]Y

JIOJIA3UMO 10 (DYHKIIHje
TS(E)—E—PV

e (7.119)

Ha KOjy MOKE€MO IPUMEHUTH METOJI IPeBOjHe TauKe. AKO HCKOPHCTHMO caMo IpBH WwWiaH y TejaopoBom
Pa3Bojy KOju 0JIroBapa MaKCUMyMy, HAPTUIIMOHA (DYHKIIHja [OCTaje

A= / / G(E)e 55" dBdV ~ e i = o (7.120)

E u V cy paBHoTe:kHe BpeIHOCTH eHepTHje W 3ampeMmuHe cucteMa. llaprunmona dynKIHja je
nose3aHa ca JlexkanapoBoMm TpaHchOpMalijoM eHTPOIIn]je

1 P G

Koja yKJbyuyje ['nbcoB norennujan. Enrponuja, 3anpeMuta uid XeMHjCKH IMTOTEHIIEjaJ ce 100ujajy
Kao u3Boau ['ubcoBOr moTeHNMjaMa MO TeMIepaTypr, TPUTHCKY WM OPOjy MOJIEKY.JIa.
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Axko y TejiiopoBom pa3Bojy 3a/ipzKUMO 1 KBa/IPATHE YJIAHOBE 110 €HePIrUuju 1 3alPEMUHHA HAJIA3UMO
Jla pacrojiejia eHepruje u 3alpeMune CUCTeMa uMa anpokcuMarusno laycoBy pacmnozeny. Csa
PYCTHHIHA pACTofieie je KOHIeHTpucana oko speanoctn £ = (E) u V = (V), mro omoryhasa
Ja cpeambe Bpeganoctu mo NPT ancaMmOiy Oyiy jeqHake BpeIHOCTHMA YV OCTAIUM aHcaMOJIUMa y
TePMOIMHAMHUYKO] TPAHUIIH.

Cpenme Bpeanoctu enepruje u 3anpemune y NPT ancam0/iy Kao y tbUXOBE BAPUjAHCE U KOBAPHjAHCE
JlaTe Pas3IuduTIM U3BOAUMA MapTHUIHOHE (DYHKITH]je

B = (E) = (H) = - (agf)m (7.122)
V=(V)= ( a(lnA)> (7.123)

w2,
won- ()
E

(SHON) = — (%)M - (%)N (7.126)

2
0 hlA) (7.124)
BP,N

~
- (o)

(7.125)

Ipumep Onppenuru ['mOCOB MOTEHIIN] AT HICATHOD Taca MOJEKY/Ia I MOKA3ATH /18 BAXKH je THAUNHA,
CTama W1eaTHOT Taca.

Pewerve: I'ubcop nmorenmujan u3padynaBamMo u3 HapTHIIHOHe DYHKIH]e

A:/ _mpy dwdV /QNeIZ‘T/ dV:/V— <27kaT) i
0 0

N3N N! h?
WNurerpan ce cBoau Ha raMa (pyHKIH]y CMEHOM % = x. Pememe usnocu
L N+1
A~ 2omkT\ 2 (kT
S\ R P '

['ubcoB moTeHnHjaI je jeTHaAK

3 2rmkT kT

G = —kThhA = —ilen e T (N + 1)len?.

Jeqnaumna crama ce J1o06uja n3BoaoM ['nbcoBor moreHmnujaaa Mo 3anpeMuHNI

V) = (g_g) _ k;T(Jl+ 1)'

Y TepmoanHaMudkoj rparumm Baxku (N + 1) ~ N rtako ga uzpaszu 3a G u (V) umajy ncnpasan
o0uK. Mnak, 3a cucreMe ca MajuM OpojeM MOJIeKyJa J00HUjeHH W3pa3u HUCY KOPEKTHH.
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[Torpebno je 3HaTH MaTeMATHIKH OOJIMK I'YCTHHE CTakba 3allpeMuHe Koja Tpeba j1a UMa jeIMHHIIE
WHBeP3HEe 3alpeMuHe. Pa3iuduTn neTpazkKuBadn cy JIOMLIN 0 PA3IAIYUTAX BPeTHOCTH TYCTHHE
3alPEMUHCKUX CTamba KOje Jlajy UCTe pe3yaTrare y TepMOANHAMHYIKO] TPAHUIIA.

Ipumep PazMoTpuMO je THOTMMEH3MOHATHE Iac YBPCTUX MOJIeKy1a cdhepHOr obInKa mopehanux
Ha mpaBoj. llpernocraBumo 1a Moiekynun umajy npedyHuk . Mosaekynum HemHTeparyjy ocum
y TPEHYTKY JI0/INpa KaJia ce oJMax oJ0ujajy u CTora ce He MOXKE MEHATH PeJOC/Ie]] MOJEKYJIa
Ha npaBoj. OapeauTn jeHAMNHY CTarba U €HEePrujy TOT raca.

Pewewe: Ozraunmo MoseKkyae OpojeBuMa modeBmu Opojame o HyJe 10 N — 1. Heka ce myaTn
MOJIEKYJI HaJIa3K Ha MOYeTKY ca JeBe crpane. llooxkaje cBUX ocTaaIux MoJeKyJa oapehyjeMo
pPeJIATUBHO Y OJHOCY Ha HYJITH MOJIeKY/1. Tako je xi 1moJioxkaj MOJeKyJa ca WHJIEKCOM jejlaH a
X N_1 TOJIOXKA]j TTOCTIeTiher MojieKysta ca naaekcoM N —1. O3HaunMo 3aIrpeMuHy ¢a KOOPIHHATOM

V = xn na 6u mam ce cjarajie o3Hake Kao 3a jpyre mojekyse. [laprunuona dyunknuja NPT
ancambJia U3HOCH

N PzN o0
e dpydps...d
/ / / &y 2mkT IcT pl p2 PN / dx 1 / dfl]g / dIg / de.
—00 —00 r1+R xo+R zN_1+R
0 1 2 N-1
X (0 i
) NPAN
- XN-1 N
) X

»
-

Chnuka 7.7: PenatwuBHU TOMOKAJU MOJTEKY/IA. 3AMPEMHUHA je 0O3HAUEHA KOODPIUHATOM X .

N
271'ka) )

NuTerpast mo uMmy/icuMa je mo3HaT u3 paHujux mpumMepa, ( 03

penraBaMO CMEHOM

. Marerpas mo koopauHaTt

Y1 = T = T1=1U
Yo = To — Ty = XTo=Yt+trT1=Y2+ U
Ys=2x3— Ty = T3=Y3+To=Y3+ Y+

YN = TN —TN-1 = IN=YN+tIN1=YNTt YN T T YT Y1

aMa
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HerepmunanTa Jakobujana TpancdopMaluje £ KOOpJAdHaTa Ha 3 KOOPJAUHATE jeHaKa je

1 00 0
110 0
| = la(xl,arg,...,x]v) _ 111 ...0 _1
a<y17y27"‘7yN)
1 1 1 1

Tanma je TpancdopMucan HHTETPaJ

2rmkT\ 2
T™m
2= (T

|
P
)
3
GH
N
~__
—
—y 3
@ ~
| e
el Sy
o E
= &
2 [l
' :0\8
-
A/~ N7
A
) \8
3 2
= s
~
~__ —y
. =
"U||ﬂ =
®
?r‘“u
i
~_
=

W3 jorapurma napruipone pyHKITje

InA — gm (27””) + Nln— — PNRA

Bh? ppP
HaJIa3UuMO jeTHAUMHY CTamba W eHeprujy raca
JlnA ) N
V)=- = _——=+NR
W) == (o7, = 77

((V) = NR)P = NKT

OlnA N NET
E)=— =—=—.
) ( op )(51)),]\{ 20 2

7.8 TI'mbcoBa enTponujcka dpopmysa

PazMorpumo HajyommITeHNjn CIy49aj KaJda CUCTEM pa3Membyje ca pe3epBoapoM eKCTeH3WBHE BeJTHIHHe
X1, Xo, ..., X, aocrase ekcren3usHe Bejudnne X, 11, X9, ..., X; Cy ouyBane. Pacnosesia Bepoarnohe
na ce cucreMm nHabe y Mmukpocramy ca ogapehenum Bpegnocruma Xi, Xo, ..., X,, nu3Hocu

1 -1 3 Fi X
P(Xl,Xg,...,Xn):Ze = (7.127)

rie cy F; WHTeH3WBHHW TapaMeTpH pe3epBoapa y €HTPONHJCKO] pempe3eHTanuju. [lapTummona
dyHKIHja je moBe3ana ca JlexkaHapoBoMm TpaHchoOpMaITjoM eHTPOIN]je

1 X
A — Z o El FiX; — o #SIFL P Fo] (7.128)
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OBae ¢MO pajid jeJHOCTABHOCTH KOPHUCTHJIHM CYyMe II0 €KCTEH3MBHUM BEJIMYMHAMA CHUCTEMa KOje
ce pasMemyjy ca pe3epBoapoM. 3a HENpPeKHIHe eKCTEH3MBHE BeJHMJIHHEe MOTPEOHN Cy WHTErpaJu.
BamenoMm maprunuone GpyHKIHje y pacnogenn BepoparHohe m1o6mjamo

—2S[Fy,Fa,....Fn]— % fj
P(X1, X9, s Xp) = © =T (7.129)
I'ubcoBa eHTpomnujcka dopmysa moBe3yje pacnoleay BepoBaTHohe aHcambaa ca
€HTPONNIjOM. 3a HajyommTeHnju caydaj, [ mbcosa enrponujcka (popmysna n3Hocu

S=—k Y P(X1,Xy .., X))InP(X;, Xy, .., X,,). (7.130)
X1,X2,.,Xn
[Tomro ce pacmomena BepoBaTHOhe He Mema ca BpPeMEHOM, TO HH €HTPOIHja CHCTeMa He 3aBUCH
oI BpeMeHa. 3a joka3 ['mbcose enTponujcke (GopMyse UCKOPUCTUMO JIOTAPUTAM PaCIoIee 13
jennauune 7.129 u pedununujy maBep3ne Jlexkanapose TpancdopManmje,

S =—k Z P(X17X2, ,Xn) <_ES[F17F27 ceny — — ZFX)

X17X27~-'an

. (7.131)
= S[F, Fy, .., F,]+ ) Fi(X

Pacnogena BepoBaTHohe Hekor amcambGJjia MakcuMaan3dyje eHTpomnujy. Excrpemywm je
YCJIOBAH jep IIOCTOjU YCJI0B HOpMAJIH3allnje pacioaeie, a Takohe u cpe/iibe BpeIHOCTH eKCTEH3UBHUX
BeJIMUNHA KOje CHCTEeM pas3Membyje ca pe3epBoapoM ¢y HaM IOo3HaTe u3 TepMoannamuke. Moryhaoct
J1a 0] CBUX pacliojie/ia BepoBarHohe nzadbepeMo OHy Koja ojrosapa Makcumymy 1'ubcoBe eHTpoujecke
dopmysie omoryhyje vam jga Hahemo pacuojese BepoBaTHOhe 3a cBaKu aHCaMOJI.

ITpumep N3eectu pacmojene BepoBaTHOhe 3a a) MHUKPOKAHOHCKM W 6) KAHOHCKH aHCAMOJ
nomohy ['mbGcose enTpornujcke popmysie.

Pewewe: a) P; npencrasiba BeposaTHoly na ce cucrem nabe y i-rom mMukpoctamy. ['ubcosa
G(E)
entponujcka dbopmyna usnocu S = —k Y PInP;. by je morpebHO MaKCHMATH30BATH Y3
i=1
G(E)
ycsioB HopMasm3anuje » . P =1, rue je G(F) ykynas 6poj MUKPOCTama. YCJIOBHH €KCTPEMYM

i=1
ce onpebhyje momohy Jlarpanxkese dyHKIH]je

G(E) G(E)

L=-kY PlP-X|>Y P-1],
=1 =1

Atk

8P = 0, 1j. pacnogena BepoBaraohe P, = e -+ = ( je yHudopmuHa. 3ameHoM PF; y ycioB

HOpMAaIn3aluje Hata3uMo Kouctanty C|

G(B)
Y P =G(E)C=
=1
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'n6coBa enTpornmjcka (opMysia 3a OBy pacmojeny ce coaum Ha (KopurosaHy) BosnmanoBy
EeHTPOIH]CKY (hOopMyJTy

1 1
=—k Zl @m@ — kInG(E).

6) P(E;) mpeacrasiba BepoBaTHOLY J1a ce cucTeM Halje y MEUKpOCTamwy ca eneprujom F;. Makcumad

enTpornujy y3 yeiaose » P(E;) =1wu Y, E;P(E;) = (E). Jlarpamxkesa byHKITja H3HOCH
i=1 i=1

— —k:ZP )InP(E (ZP - 1) — X (Z E,P(E;) — <E>) .

ExcrpemyM HaIaznuMo u3 ycaoBa gjf = (, a pacmozena BepoBaTHOhe je jeqHaKa
_ (kM +A0 By _ME;
P(E;)=e F =Ce %

N3 ycnoa HopMmanuzanuje HaIa3zuMo KoHcTanTty C

Y PE)=CY e
1=1 1=1

Nckopuctumo jipyru ycjiosa ja nahemo neonpehenn MHOKUTED Ao,
Z EP(E)=C Z Eie 5" = (E).

Bamenumo P(FE;) y u3pa3 3a eHTPOIHjy

A2 By A Ei
S:—kC’Ze‘ ; (mC— Qk ):—kClnC’Ze +AQOZE6 B = pInC4 (B,

N3Boj enTpoImje 10 eHePruju Jaje BPeIHOCT Ag,
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Crora je pacnojiena BepoBaTHONEe Y KAHOHCKOM aHCAMOTY

E;
e wT

P(E)=—""_
(£ Ze*%
i=1

Llpumep Ynopeauru cpeamy BpeanocT BoanManose eaTponujcke (bopmyJie o0 CBUM MaKPOCTAHHUN

ca ['mbcoBoM eHTpOIIHjCKOM POPMYJIOM Y €JIY4Ya]y MUKPOKAHOHCKOI aHcamOJ1a.

Pewere: Makpocrame je ogapeheHO €KCTEH3WBHUM BeJMYMHAMA Koje hemMo O3HAYUTH a =
(X1,...,Xn). Bpoj Mukpocrtama koje memy ofaroapa je W(a). Mukpocrame i MOBE3aHO ca
OUI0 KOJUM MAKPOCTaIbeM CALJIACHAM €A TPAHUYHHAM YCJIOBHMA UMa YHH(MOPMHY PACIOLETY
ca sepoaruohom p; = p. Taga je BepoBarnoha makpocramwa P(a) = W(a)p. Ykynan 6poj

MHUKDPOCTaha Y MUKPOKAHOHCKOM ancamony je G =Y W(a).
a
['ubcoBa enrTponuja je jejHaKa

a
g=—k sz‘hlpia
i
a bonMaHOBa eHTpoOIHja MAKpOCTama a4 W3HOCH
Sp(a) = kInW (a)

Cpeama BpeanocT BoJiliMaHoBe eHTPOIIHje IO CBEM MaKpPOCTabHMa UMa, 0DJIUK

<Sg(a)):ZP )Sp(a _kZP YInW (a _kZW )

:—kZW plnp—i—kZW )plnP(a :—kJZpllan—l—kZP JInP(a

= Sg—FkZP (a)lnP(a).

Kama 06poj mosekysia Texku OECKOHAYHOCTH, JAPYTH WIaH IOCTaje jeJIHaK HYJIHU jep ce CBa
BepoBaTHONA KOHIIEHTDHINE Y HAjBePOBATHUjeM MaKpOCTamwy @ Tako na je P(a) =1 u

kY P(a)lnP(a) = kP(a)lnP(a) = 0.

Y tom caydajy je (Sp(a)) = Sg(a) = Sg. Kaga cucrem canpzxu manu 6poj MOJIEKYJIa, CPeiba
Bosmnmanosa u ['ubcosa enTponuja ce pa3iukyjy.
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IlormaBipe 8

Vl neasTau racoBu

A o0 Gexy oHU NUBH
Koju cy te mampen 3Basm,
Koju ¢y Te ojavanmu,

Koju cy mu kpuna nasu?
— To 6ejaxy nmeasmn!

Ceeru rpobosu, J. J. 3maj

Tepmomuunamuuke ocobune HIeATHUX TacOBA €€ MOIY JIOOMTH y TOTHYHOCTH 0€3 JOJATHUX
AITPOKCUMAaIIja jep ce lhUXoBa napruiuona pyHkimja Mmoxke (pakropucaru. Mako niaeananu cucremu
IpeCcTaB/bajy HAeaTnu3allnjy PeaJTHuX CUCTeMa, HBUXOBO MpOyUYaBambe je KOPUCHO 3aTO IMITO he
HAM TOCJYKUTH 32 TeCTUPaihe OCHOBHUX HJIeja CTATUCTUUYKE TepMOJMHAMWKA U 3a nopeheme ca

peaJiHuM CuCreMuMa.

8.1 JlerenepucaHu racoBu

Kana cmo pazmarpasin pasiandure ancaMmoOjie, peraBajiy CMO CJIydaj HeJereHePUCAHOr UJIeATHOT
raca OOJIIIOHA YHje ce ocobHMHe 00ujajy M3 KaacumaHor Opoja crama xKopurosanor ca N!. Osxe
HAC MHTepecyje cjydaj cabo WU jaKo JereHepUCcaHor HJIeaJHor raca 0030Ha Wid (pepMHUOHA.
Boze-AjumrajrooBy u @epmu-upakoBy CTaTHCTHKY HOTPEOHO je IPUMEHUTH Ha MOJIEKYJICKE TacOBe
caMo y Caydvajy BeoMa HHUCKHUX TeMIeparypa jep je Taja Je bposbeBa TOMIOTHA TajgacHa TyKHHA
MOJIEKY/Ia YIIOPEJNBa Ca CPeIibUM pacTojameM udMehy mostekyna. Ejaekrponun nMajy MHOTO Mamby
MacCy 0/ aTOMCKUX je3rapa Te Cy KBaHTHH e(eKTH KO/ IbUX 3Ha4YajHU TaKohe Ha BUIITUM TeMIepaTypaMa.
[Tocneauna Tora je ja ce cJa000/IHE €JIGKTPOHU Y MeTaJIMMa Ha COOHO] TeMIIEpaTypH He IMOHAIIA]Y
KJIACUIHO U 3aTO je moTpebHO KopuctuTu Pepmu-/IMpakoBy CTaTHCTHKY Kako OW ce MpoydaBae
IbUXOBE 0COOUHE.

[ToaceTnmo ce ga Tpeba KOPUCTUTH jeIHOUECTUIHA CTaha 3a OIMUC CUCTeMa 0030Ha U (bepMHOHA.
360r Tora, pa3MOTPHMO MIPBO jeTHOYECTHIHA TPAHCIAIMOHA CTatha YeCTHIA Ca MacoM (He y3umajyhu
y 003up crnun uecrune). Heka umamo ¢1060jHy uecTHily y Kounku sampemune V = L3 unju
Cy 3UJIOBH TBDJM U He JONYINTAjy TyHeJOBame (camuaj 6eckoHadHO jnyboke jame). Icnocrasiba
ce J1a OBAKBU TPAHUYHU YCJOBHM He YTHYY HAa KOHAYHU PE3YJATAT jep OM W MEePUONWYHH YCJIOBH
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JIOBEJI JI0 MCTOI' pe3yarara. [paHCaannoHO cTambe decrtuie oapebheno je xkBantHum OpojeBuMa

N, Ny, N> = 1,2,3, ... Bexrop ramacuor 6poja uecrune je k = 7(ng,ny,n.), a eHepruja H3HOCH
2 2
_ P2 _ kb .
e = 5- = 5. Pagmmuure BpennocTn kBanTHUX OpojeBa (pasamunTa cTama) MOTY JaTH HCTY

BPEJIHOCT eHepruje, Tj. je/laH eHePrujcKu HUBO MOxKe Outu jerenepucan. 111To je Beha enepruja, To
nocToju Behu 6poj pa3IuduTUX KOMOMHAIM]ja KBAHTHUX OpojeBa KOjU OAroBapajy MCTOj BPeIHOCTH
enepruje. Onpenumo gerenepanujy (ryCTUHY CTamkha) TPAHCJIANMOHUX €HEPTUjCKUX HUBOA
csaoboaue yecruie ¢(¢),

CEDIDIPII Cer

ng=1ny=1n,=1

S(n2 +n2+n >> . (8.1)

Jesra dyHKIMja ceIeKTHpa caMoO OHE HUBOE KOjU UMAajy €Heprujy jegnaky €. AKo je JyKuHA

Cy/Jla BeJIMKA, OH/IA Cy pa3maru u3Mmel)y eHeprujckux HUBOA BeOMa MaJid. 3a BEJUMKE BPEIHOCTH &,

KBaHTHEU OpojeBu he OuTu Takolhe BeJIMKHU TaKo jJa Cy HUXOBE IPOMEHE 33, je/IMHUILY 3aHeMap/buBe y

OJTHOCY Ha BUX0Be BpeiHOCTU. (CTora MOYKEeMO CMaTpaTH J1a ce KBAaHTHU OPOjeBU Memajy HEIIPEKUTHO
U CyMe V jeJIHAYUHU 8.1 MOKeMO 3aMeHHTH UHTerpaJjnMa

[ eIe ol o}

/// ( e (” +Tl +n )) dngdnydn., (8.2)

—00 —00 —OO

rjie CMO JIONYCTIIN 13 KBAHTHU OpojeBu Oy/1y MO3UTHBHU W HETATUBHU U 3aTO HaM Tpeba (haxTop %
ucnpesn unrerpaia. IIpehumo ca ny, ny,n, #a py, py, p. Koopaunare y3 gerepMunanty Jakobdujana

= (L)
g<a>:§(§i)3 [ [ [5(:-£) tnnir.. (53)

—00 —O0 —O0

[Ipestackom Ha cdepHe KOOpAUHATE U UHTETPAIUAjOM YIaoHOT Jesa JT0O0HjaMo

__V i P’
g(e) = Wélﬂ/é (5 — %) p” dp. (8.4)
0

Uckopuctumo jeanauuny 3a cioxeny genra dpyuakuujy 2.19. Choxena dynkuuja g(p) = € — %
uMa HylLy y po = V2me. Hben ussox y 10j tauxu jeanak je |g'(po)| = Y22

I'YCTHHY TPaHCJIaAOIHOHHUX je,ZLHO‘IeCTI/I‘IHI/IX CTalba

. 3amenoM mobujamMo

[e.9]

(5 5) 5 \% 2m 2
gle 7r2h3/ NeTE p*dp = 2h3\/_\/ _47TV 5 V2 5—27r(h2) Vy/e.

0 m
(8.5)
OBJie MO UCKOPUCTHJIN TO IITO Ce BPETHOCT /2me Hala3u y TPaHUIIAMa WHTerpallmje.
Bparmmo ce caia Ha BeaHN Tac UASHTHIHIX YeCTHTIA Ca TPAHCJIAIMOHNM CTeITeHNMa cJI0007e.
[lomTo ce TpaHC/JAMOHM HUBOM MeEHbajy HENPEKHIHO, CyMe II0 CTalmbuMa y H3pa3uMa 3a Opoj
decTuIa, eHeprujy u npurucak (jeanadmne 7.105, 7.107 u 7.108) ce 3aMembyjy MHTerpajnma Io
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I'YCTUHYU TPAHCJIAIMOHUX JeJIHOUECTUIHUX CTAmba

3

om\? [ VENePE
<N>FD/BA =27 (ﬁ) \%4 m de (86)
0
3 0 3
2m )\ 2 g2 e P
<E>FD/BA =27 (ﬁ) V/ m de (87)
0
or [2m\* [
PFD/BA = ﬂ:% (h—gn> /\/ghl (1 + )\e_ﬁa) de. (88)
0

Ilpumep Tlokazaru ja 3a ujgeasne racope 0030Ha 1 GePMHUOHA C& MACOM BayKH jeIHAUNHA CTAba
PV = 2(E), ka0 mro Baxu y caydajy Bommmanose crarucruxe.

Pewere: Tpanchopmuiiinmo uspas 3a eHeprujy

2m\ 2 g2 \e Pe 2m \ 2 s de
E)=2r (2= = de=2r (= [
(E) 7T(h?) V/li/\e—55 © 7T(h?) V/€ LTefe 11
0 0

nomolly napiujajine unrerpanuje u = 2, du = %&édf, dv = %, v = :F%ln (1+Xe™?),
A
om )\ 2 1 ~ 31 [
(By =27 () V|5l (1£re )| =+ ——/séln(1 + Ae %) de
h? B o 28
0

3 o)
327 (2m\ 2 1 3
_ 5 —Be _
—§B(h2) V/e?ln(l:i:)\e )d5—§PV.

Kopucrehu Jlonurano npasmio nokasyjemo ja Baxku lim uv = 0.
£—00

Cabo JereHepucaH;m racoBM MMajy Manay akTuBHOCT (A < 1) m muxoBe ocobGunHe
HE3HATHO OJICTYIIAjy OJ OCOOMHA HeJIETEHEPHUCAHNX TACOBA. Y TOM CJIyUajy, ce Opoj dyecTuIa,
NpuUTHCAK U eHepruja raca (jemmaumne 8.6, 8.7 m 8.8) MOry NpEJCTABUTH KAO CTENEHH DEIOBH
no akrtuBHoctu. [lomro je akTMBHOCT MaJia, JIOBO/BHO je y3€TH HEKOJUKO IPBUX Y/JIaHOBA Y
paspojy. 3a jakomereHeprucaHe HeasiHe racoBe MopaJu OHCMO y3e€TH CBe WIAHOBE pa3Boja jep
AKTUBHOCT HHje MaJjia U 3aTO Taj Ipuja3 HehemMo KOpHUCTUTH 3a ojipehuBaibe ILUXOBHX OCOOHMHA.
Kao mro cmo Beh pekiu Kajia cMO pa3MaTpa/iid BeJIMKH KAHOHCKH aHcaMOJI, OHO IIITO HAC 3aIPaBo
HHTepecyje Ha Kpajy je Ja Jo0HjeMo CTelmeHH peJl eHeprHje W HPUTUCAK 10 YeCTUYIHOj I'YyCTUHU
a He 10 aKTHBHOCTH (MJIM XeMHJjCKOM moreHnujaty). Jlakie, norpebHo je u3 jennadnse 8.6 3a
Opoj decTHUIa U3pa3uTH AKTUBHOCT KA0 CTENEHU PeJl 10 YeCTHYHO] TYCTHHU U Ta] PeJi 3aMEHUTH Y
CTereHe pejioBe 3a eHeprujy u nputucak (jeqnadube 8.7 u 8.8). Crenenu peji 10 IYCTUHU HAJTAZAMO
Yy BUPHjAJIHO] jeIHAYUHU CTalba PEAJHOr raca. 3a pas3juKy OJl peaJHoI Traca IJe OJCTIAba O
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UJI€AJTHOL [IOHAIIAa 1OCTOje ycJies MeDyMOJIEKYJICKUX UHTEPAKIMja, Y OBOM CJIY4ajy OJCTYylatbha
cy 300r KBAHTHUX CUMETPHjCKUX edeKara.

Habumo HajamKYy KOpEeKInjy 3a eHeprujy u NPUTUCAK Y OJTHOCY Ha BPEHOCTH 3a HejeTreHeprcane
racoBe. KopuctuheMo reoMeTpujcku pe

1
1—=zx
1

1+ =z
PazBujmo npBO 4ecTUUHY T'YyCTHHY Y CTEIIEHW Pej M0 aKTUBHOCTH,

3 © 1 3 0 o0
(N) 2m\ 2 g2 \eP¢ B 2m\ 2 1 g a1 [ —peya—1
7 =27 ﬁ m de =27 h2 A g2e Z(ZFl) ()\6 ) de
0 0

a=1

=l+ao+a>+28 2"+ (8.9)

=l-a+2? -2+ — .. (8.10)

3 o)
3 X L
N
a=1 0
(8.11)
WHuTterpan ce cBoan Ha ramMa GYHKIH]Y cMeHOM afe = t, de = f—é,
3 o o0 1 3 o0
2m\ 2 tz de (AT
=9 = 1a71>\a _ft__ 1 ~vVe
n W(h2> ;(ZF ) /(aﬁ)ée B <5h2) ;:F 22
“ 0 “ (8.12)

1 © A1 AN
= — 1a71_:_ A — + — .

A%Z@) : A%( Tt )
OOGpHIMO OBaj CTENEHN PeJI TAKO Ja U3PA3UMO A Kao CTENeHn peJl 1o n. 1o ce MOXKe ypaJIuTh TaKko
IITO ce A\ IIPUKaXKe Y OOJIUKY

A= po+pin+ pan® + psn’ + ... (8.13)

U 3aMEHU ca JecHe cTpane jeanaunne. 3jenavaBamem KoeduimjenaTa y3 UCTH CTEIIEH N Ca JeBe
U JecHe cTpaHe fA00ujamo muxoBe BpeaHoctn. OBae hemo Kopuctut Op:Ky METOMY 3aCHOBAHY Ha
urepanujama Koja Jaje IpBy KOpekiujy (ajaum HUje MOrojiHa 3a BUIlle Kopekiuje). 13pa3uMo npBu
YIaH A U3 3arpajie ca JiecHe crpane jeanadute 8.12 mpeko n,

AZN3
A=n N+ 5 — 5+ (8.14)
22 32

3aMeHnMO A\ MOHOBO y WCTHU M3Pa3 W CAKyIUMO CAMO JBA HAJHUKA TIaHA

1 22 2 1 /\2 3 n2\8
A=n\p £+ — (m; + 5 - ) <nA3 + = - ) + .=+ T+ (815)
22 2 2 2 2
Crenenu peji eHepruje 1Mo A MOKeMO JOOUTH Ha OCHOBY CTEIIEHOI peJia YeCTUYHE T'YCTHHE,

. . . 3
jennaunHa 8.12. Paziuka je y TOMe IITO eHepruja y WHTErpaJy 1o £ CaJpyKU UJIaH €2, & YeCTUIHA
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1
. 3 1
IyCTHHA YIaH €2 INTO Pe3y/ITHPa WIAHOM — = yMecTo —>r Kaja ce yBele CMeHa IPOMeIbHBe.
a)?2

(Ba)2

Pememe unrerpajia ce ceogu Ha rama pyuknujy, I’ (g) = %F (%) Crora je enepruja jegHaka

25}\32

3aMeHOM A Kao CTemeHOr pejia Mo 4YecTH4YHOj rycruam (jeaHadmHa 8.15) y MpeTXOAHU DPa3Boj

(8.16)

w\cn

J100mjamMo
3V n2\S 1 n2/\6
(E) = =— (n)\3T + T+ ) F (n)\?} + —5 )
25)\71 23 22 22 (8 17)
3 n2N  n2A3 3 A3 '
= kTV (n+ 57 L4+ ) =ZKTN 1+ “En+ .
2 23 23 2 23
Hajuumxku KoeduIujeHT KOpeKInje y3 YeCTHIHY I'YCTUHY Y Pa3BOjy
(E) Ap
n+ .. 8.18
%k‘TN 22 ( )

A3 . . .
n3nocu +£-%. Enepruja cinabo jgerenepucaHor mjaeasHor raca depMuoHa je Beha o oxrosapajyhe
22

eHepruje 3a HeJereHepucaH MJIeajJHd Tac, a Mama y ciaydajy Oozona. llomTo je rac umiaeanan
OBa pa3jINKa y €HepTHWju MOTHYe 0N KBATHUX edekara MOBE3aHUX Ca PA3TUIUTAM Pa3MENITAHeM
uaeHTnannx dectura. Pepmumonu m3berasajy Beh momymeHa jeTHOYECTUYIHA CTaHa IITO JTOBOJIH
710 ebeKTHBHE MHTEpaKInje Koja noBehaBa yKymnHy eHeprujy. DBoO30HM MOry jia ce HarOMUJIaBajy
y MCTOM jeJHOYECTUYHOM CTamby IITO Pe3yJaTupa epeKTUBHOM IPUBJIAYHOM CHJIOM KOja CMarbyje
eHeprujy. TakBo moHammame GpepMuOHA H 0030HA JIOBOJIU H JIO JpyTadrjer MPUTHUCKA Taca Y OJTHOCY
Ha HelereHeprucanu rac. Hahumo cajma HajHUXKY KOPEKIU]Y 33 TPUTHCAK. YMeCTO TeOMEeTPH]jCKOT
paJjia KopucTuheMo pa3Boj Koju ce jg00uja mHTEerpanujoM reomerpujckor peja. Muarerpajiumo obe
crpate jepnaunua 8.9 u 8.10 (He Tpeba ma GPHHEMO OKO AIlCOJYTHE BPEIHOCTH KOja Ce jaB/ba y
JgorapuTMy 3600 WHTerpaluje jep reOMeTpHjCKN peJi KOHBeprupa 3a |x| < 1),

1 5 3 et
de=—In(l—2z)= [1+ax+2°+2°+...de =0+ —+—+ ... (8.19)
11—z 2 3
1 2 3
/1+$dx:1n(1+x):/1—x+x2—x3+...dx:x—%+%—... (8.20)

Crenenu peJl IPUTUCKA IO A U3HOCH

P
— —Be
X i27r< ) /\/_lnlzt)\e ) de

£ (8.21)



V cayuajy @epmu-/Iupakose crarucruke, 3HaK ILIyC MCHpej UHTerpajia He Mema ujian (—1)%Th
JOK y caydajy Bose-AjHINTajHOBE CTATHCTHKE, 3HAK MUHYC HCIPEJ HHTerpasa ce MHOKH ca (—1)
MTO Pe3yJTupa CBUM TTO3WTHBHUM dYJIaHOBUMA y pas3Bojy. VIHTerpas ce perraBa MCTOM CMEHOM
Kao HHTErpaJ y CJaydajy decTU4YHe T'YCTHHE. 3aMeHOM aKTHUBHOCTH U3 jeaHadnue 8.15 HaIa3MuMO

HPUTHCAK
kT A Z D)5 [(+1) 5] ;\:
= % (nA% - ”22% + ) ¥ Qi (nA% = ”QQGT + )2 .. (8.22)
)\13 ( PEAE= ;\GT q:n;g\6T+,..) :n(li;§n+._') .
ngT -1 ;_3” Tt (8.23)

KoedunujenT y3 HajHUZKY KOPEKIH]y [0 TYCTHHU (JIPYTU BUPUjATHI KOeDUIHJEHT) jeTHAK je :I:%
Oxcrynatma ocobuHa €1ad0 JiereHepUcanor raca 0/1 0Co0MHA HEJIereHEPUCAHOI I'aca Cy 3aMaCKHpa21ia
MehyMOJIeKyJICKUM MHTEPAKINjaMa KOje yBEK MOCTOje.

Ha Beoma HucKmM TeMmepaTypamMa KBAHTHU €(eKTH IOCTajy JOMUHAHTHU jep Cy
4eCcTUlle IPUCUJbEHE JIA IOIYyHaBajy caMO HAjHU»Ke TpaHcjanmoHe HuBoe. TakaB rac
ce HA3WBA jJaKO AEreHepHCcaHu rac. Pa3zMoTpuMo WieaTHu jaKo JereHeprucanu rac (pepMUOHA
Kao MoJIeJ1 3a CJI0D0/HE eJIEKTPOHE Y MerajuMa. HalloMeHuMo Jla eJIeKTPOHU UMajy JABOCTPYKY
CIIMHCKY JIeTeHepaInjy gs = 2 mTo omoryhyje ma ce /1Ba eJeKTpoHa (Ca CYNPOTHHM CIIHHOBHMA)
CMecTe Y jeJHy IIPOCTOPHY OpOHUTaTy.

Ha T = 0 K, cBu depmuonn 3ay3mMajy TpaHCJIAlMOHEe HUBOE OJ HAjHUIKEr JI0 MOCJe/IEher
HOMY-eHOT Koju ce HazuBa PepmujeB HuBo. OH oarosapa xemujckom norenmnujary Ha 1T = 0 K.
[ToaceTrnmo ce jia cy TpaHCJIANMOHNA HUBOU NPAKTHYHO HEIPEKU/IHHA U JIa IbUXOBA I'YCTUHA PacTe ca
eneprujoM Kao /e. Cpeama 3ay3eToCT TPAHCAAIMOHNX CTAba jeJIHAKA jé jeIMHUIN 33 CBA CTamba
no PepMuoBOr HUBOA 4Hje eHepruja je cp. (CTama Koja mMajy Belly eHeprHjy HUCY HONYHeHa U
IbUXOBA Cpeiba 3ay3eTocT je jeanaka nyau. llomrTo cucrem dhepMuoHa MOXKE Ja 3ay3Me CaMo
jemno mukpocrame (G(E) = 1), onga je enTponuja uaeadHor rac (pepMHOHA jeJHAKA HYIH HA
AICOJIYTHO] Hy/au mTO Tpeba ma Bayku 1o Tpeliem 3akoHy TepmogmHamuke, S = kInG(E) = 0.
EnTponuja ujgeasnor HejereHeprucaHor raca Huje jeJiHaKa HyJH Ha allCOJyTHOj HYJIU IITO yKa3yje
Ha OrpaHWYerma KOHIEeNTa OOJIOHA 3a HUCKe TeMieparype. BpemHOCT €p MOXKeMO OJpeIuTd U3
YeCTUIHE T'YCTUHE

3 [ele} 3 EF 3
2m\ 2 Args (2m\? . 3
(N}-Zﬂgs( ) v/ﬁ ) de = 27g, (h—T) V/\/Edez 7;9 (h—T) Ve, o (8.24)
0 0

e () () o

3a cs1060/11e eiekTpone y Metasinma, @epmuje nuBo uznocu o 2 10 10 eV. To je orpomua enepruja

win

y nopeherby ca TOIJIOTHOM eHEepPrujoM Ha coOHOj TeMIlepaTypH Koja ojarosapa Bpegaoctu kT = 0.025
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eV. YKylHa eHepruja ujaeajsHor raca epMuoHa Ha allCOJIyTHO] HYJIU je/IHAKa je

7 N\
[\
3

3 oo 3 EF
om\ ? 2 3
(E) = 2mg, (h—T) V/52<n> de = 27g, ﬁ) v/ei de = =(N)er, (8.26)
0 0

IMTO JIaje BPEITHOCT ge r 10 (bepmuony. Ha mcToj TeMmeparypu HejereHepucanu rac o0u Tpedao Ja
UMa HYJITY TPaHC/JaluoHy eHeprujy uo decrunu. Vako ¢pepmuonu we unreparyjy mehydecruanum
UHTEPAKIMjaMa, OBa €HEpruja MmoTuve O/ KBAaHTHUX cuMerTpujckux edekara. I[lopem Tora miro
dhepMHOHCKY Tac WMa eHePriujy, OH NMa 1 PUTHUCAK KOJU ce MOyKe J100uTHn n3 jeanadnne PV = %(E)
3a e1eKTpoHe y MeTajuMa, NpUTHCaK uzHocu oko 10° Pa. Ejexrponu He nsiehy u3 MeTasa 3aTo
IITO MTOCTOJU IIPUBJIAYHA CHJIa H3MeD)y HUX U jJOHA CMEMITeHHX YV YBOPOBHMA KPHCTAJIHE pelleTKe
KOja KOMIIe3yje OrpoMaH HPUTUCAK.

Ciunka 8.1: a) Cpeamba 3ay3eT0CT TPAHCJIAIMOHUX HUBOA JAKOJEICHEPUCAHOr raca hepMHOHA HA
T=0KuT>0K;6) lllemarckn npukas 3ay3eToCTH TPAHCIANMOHAX HUBOA JaAKOJET€HEPUCAHOT
raca ¢dpepmuona na T’ = 0 K u muxoBa npomena ycJjes TOIJIOTHOT KpeTamba (pepMHOHA.

a) 6)

<n>

1 KTzo | +}p

T>0 — e

Ha Tremmeparypama n3Ha/ alicoJiyTHe HyJie camMo Maau 6poj dpepmmona AN =~ §<N )
y 6smm3unan PepMujeBOT HUBOA MOXKE 1A Ce TOILIOTHO nobyau u npelhy nsnag PepmujeBor
HuBOA jep je cp > kT (ciumka 8.1). @PepMmMuoHM KOjU €y HA HUKHUM HUBOMMA HE MOTY Ja
npehy Ha BuHIIE jep cy ouHu Beh 3ay3eru. Pasznuka m3mely eHepruja maeasgHor raca ¢pepMuoHa
Ha Temmeparypu 1’ u amncoayrHo] Hygu u3HocH AF = %(N)kT. Crora je TOIIOTHH KalaluTeT
auneapan ca temmeparypom, C, =~ %k(]\f) Hberosa BpemHOCT je 3HATHO Mamba O %k(N)
36or dakTopa g 3aTo je AOOPUHOC CIO00OJHUX €JeKTPOHA YKYIHOM TOILJIOTHOM KATAIUTeTy
MeTaJjia Ha cOOHOj TeMIlepaTypH 3aHeMapJ/buB. TOILIOTHOM KallalUTeTy MeTaJja JAOIPHUHOCH CaAMO
BHOPAIMOHO KPETahe jOHA Y KPUCTAIHO] PEITeTIi. Tex Ha TeMepaTypama u3Hal € g/ k hepMuoHcKn

rac IMOYHHe Ja Ce IMOHAIIa Kao rac 0OJMoHA. 3a eJIeKTpoHe y MeraanMa one cy m3uan 20000 K.

8.2 VYHyTpalllihbu CTEeleHU CJI000/1e

MoJiekyan ¢y CIOKEHH CHCTEMH YeCTHIA KOjH €€ CacToje Ol aTOMCKHX je3rapa W eJeKTpoHa. 3a
Pas3JIMKYy O] eJJeKTPOHA KOJU Cy eJeMeHTapHe 9ecTHUIle, aTOMCKa je3rpa Ce cacToje OJ HyKJeOHa KOju
cy Takohe ciozxene decture. CrelneHu c000/1e MOBE3aHH Ca KPeTamheM THX YeCTHIA Cy KBAaHTOBaAHU
U MOTY OUTH TOIIOTHO mobyhern. CKJIIAAUINITEHE €HEPTuje Y PA3JINYNTUM MOJIEKYJICKNM
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cTeneHmMa cjodoae yTude na MOJIEKYJICKU TaCOBHM MUMAjy PA3JIMYNTE TEPMOANHAMMYKE
ocoOuHe O/ TacoBa KOju MMAjy CaMO TPAHCJAIUOHE CTENeH cJa00omae.

Kperame el1eKTPOHCKUX U je3rapHUX IPOCTOPHUX M CIUHCKHX CTeleHH cja00oje mehycobHo
jeé CHperHyTo ejaekTpoMarueTHuM cumiama. MoryhHoeT ma moxa ogpeheHHM ycaoBHMa 3aceOHO
HOCMATPAMO CIIPErHYTE CTenene ¢j1000/1e noTuyde n3 aanjadaTCcKor MPUHINNA § MeXaHuiu. AKO
cy dbpekBennuje kperama (pazmanu n3Melly eHeprujckux HEBOA) cropor u 6p30r cremeHa caobome
Pa3INYUTHX PEIOBA BEJIUUINHE, OH I 063 003upa Ha CIPe3amhe MOKEMO PAa3MaTPATH MTOCEOHO CBAKH
creren ciobojge. Kpetaime cropor crenena cjaobo/e He yTude Ha Op3u jep OH M3IJIea CTATHYIHO Y
onHocy Ha Op3u. Kperame Op30r cremnena coboe He yTHUe HA CIOPH HETO caMO CTATHYKH TOMepPa
eroBy (pekBeHIujy jep ce Op3u crerneH ¢jiodo/jie npuaarohabBa TPeHyTHO CIIOPOM CTEIEHY.

Kperame 1mmeaTpa Mace u yHyTpalllibe KpeTarbe eJIeKTPOHA U je3rapa OKO IeHTPa Mace MOJIEKY/1a
ce yBeK MoxKe pazapojutu. Taja je yKymHa eHepruja MoOJeKyJa jeJHaka 30HpYy TpaHCJIaIHoOHe
eHepruje MeHTpa Mace €4, U YHYTPAIIILe eHePTHje £,, € = &4 +&,,. [lapTunuona ¢pyHuknuja 3a jegan
MOJIEKYJI jeJIHAKA je MPOU3BOY O/roBapajynux napTunuonux QpyHKImja

4= qi(T,V)qu(T). (8.27)

Kanoncka naprurnmnona GpyHKIAja 32 WIeaJHU Tac MOJEKY/1a y BoamnmManoBoj crarucTuim jeaHaka
je
qN CL{X (T7 V) N

Q="1="pnr % @) (8.28)
[IpumeTumo J1a TpaHCAAIMOHA MAPTHIIMOHA (DYHKIIMja 3aBUCH U OJI 3allpeMUHE U O TeMIlepaType.
[Taprumnuone dbyHKIHje 38 YHYTpAIIhe KpeTame 3aBUCe caMO O] TeMIlepaType H OoHa He yTude Ha
NIPATHUCAK Traca.

YuyTpalume Kperamwe ce 300r a/injadbaTCcKOr IPUHIAIIA MO2KE allPOKCUMATUBHO PA3JI02KUTHI

HA KpPeTambe je3rapHuX CIONHOBA, €JEKTPOHCKHX CINHOBA, POTAIMOHO KpeTame je3rapa,
BHOPAIMOHO KPEeTame je3rapa, eJIEKTPOHCKO KPETame U KpeTame HyKJIEOHA y je3rpuMa
TaKo JIa je yHyTpallliba eHepruja jejHaka 30upy eHepruja 3a oBe crernene cjiodboje

Eu = Ens T €es t Erot + Evib + €l + Enuc- (829)

Onpaprame 3a Kopuiitheme aamjadbaTcke ampoKCUMAaIdje ce HaJa3W y TOMe ITO pa3Main n3mehy
eHePrUujCKUX HUBOA KOJU OJITOBApajy TUM CTelleHuMa cJiodoje umajy ciejgehu mopemak

Agps K Aoy K Aepor K Aeyipy K Negp <K A pye. (8.30)

Paznnka uzmely mpsor u moc/ieamer 4wiaHa je mpexo 12 pegopa BeanduHe. AKO MOKEMO Pa3IBOjUTH
pasImyuTe cTerneHe ¢1000ae OHIA je MapTHIIHOHA (DYHKIH)A 3a YHYTPAIIbe KpeTambe

Gu = QnsYGesrotQuivdeldnuc- (831)

OHo 1ITO je moTpebHO pasyMeTH jecTe j1a je aamjabarcKa alrpoKCHMallija Ha4uH KOju HaMm omoryhe
78 TI0jeJJHOCTABUMO Da3MaTparhe eHePrujCcKuX HHBOA MOJIEKYsa (CIANYHO KAO €A aTOMCKUAM WJIH
MOJIEKYJICKMM opOuTaiama). ¥ CTBAPHOCTH, je3rapHU U €JIEKTPOHCKH IIPOCTOPHU CTEIEHU
cao0boze cy cuperuyTu mito omoryhyje na enepruja npesia3m u3 je JHOT CTelleHa cjiobo/e
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y Aapyru. be3 Tora Hukaj He Ou MOIJIA Jia €€ YCIOCTaBU TEPMOJMHAMUYKA PABHOTEXKA y Tacy
MoJiekyiaa. Ha mpumep, mocrojana Oum paznudura TpPaHCHAAIMOHA W BHOpaIMoHA TeMIeparypa
MoJiekyia. 2Keanmo ja KarxkeMmo Ja ce 'y J100P0oj Mepu Cripe3amme MOoyKe 3aHeMapuTn bapeM 3a HUBOe
KOjH €y JIOCTYIIHH TOILIOTHOM MOOYDUBaIbY, Tj. JIa He Meha 3HATHO BPEIHOCTU €HEPIHjCKUX HUBOA
Mosekysa. IlocToje MoteKy/u rie cy e1eKTPOHCKH B BUOPAIIMOHU CTEIIeHH CJI0D0E jAKO CIIPerHyTH
4YaK 1 Ha BEOMA HUCKUM eHeprujama. lTaja rpeba KOpUCTUTH €HEPrUujcKe HUBOE 3aje THUUKE 32 BUIIIE
crerneHn cj1000/1e ja O6u ce oxpeniie TepMOJANHAMUYKE BeJIUIIHE.

Monekyn ca N crenenn cjio6oje nma 3N jesarapHux MPOCTOPHUX CTENeHU cJa000je jep CBAaKO
je3rpo MOXKeMoO IIOMepaTH JyXK T, y U 2 IpaBiia. bpoj cremenu ciodoje 3a TpaHCIANH]y HEHTPa
Mace U3HOCH TpHU. Bpoj porammonux cremnenn cjao00/1e 3aBUCH O/ TOTA, JIa, JIH je MOJEKYJI JUHeapaH
WM HeJIMHeapaH. 3a JHHeapaH MOJIEKYJI IOCTOje JABa CTeleHa ¢J1000/1e KOJU OAroBapajy poTaimjama
OKO OCa HOPMAaJIHMX Ha OCY MOJIEKYJIA jep OKO Oce KOja IpoJia3u KpPOj je3rpa Hema poranmje. Y
caydYajy HeJMHeApHOT MOJEeKYJa MOCTOje TPHU CcTereHa €Jj1000je KOju OJAropapajy poralujamMa OKO
JIaBHUX oca potanuje. Ilpeocranu crenenu cjiodboje ce oaHoce HA BUOPAIMOHO KpeTaibe jesrapa u
u3noce 3N — 5 nim 3N — 6 3a JIMHeapHW WU HeJWHEAPHU MOJEKYI.

Heku cremen ciaobome he mONMPUMHOCUTH TOMIJOTHOM KAaMNallITETy aKo je pa3mMak
n3Mehy OCHOBHOT M IIPBOT NMOOyheHOr eHeprujckor HMBOA HPUOIUKHO jegHAK WU
Mmamu on k71T Tako ma Gapem jegaH mopes HUBO OCHOBHOT MoxKe OmtTu mobyhen. Kana
je pasmak m3mel)y HuBoa MHOTO Mamu o k7', oHJA je BeJUKH OPOj HHBOA TOILJIOTHO HOOyheHO.
Tama ce cyma 1o cTambuMa Y TapTUIHOHO) DYHKIUJH MOXKe 3aMEHUTH HHTErPAJIOM U KBAHTHH OpOj
1HOCTaje HelpeKu/Ha IpoMetbuBa. 10 ce Ha3uBa BUCOKOTEMIEpATypCKa alpokcumaluja. Taksu
crerenu ¢j1060/e ce TOHAINAJy KJIACUYHO IIa CTOra BaKU TeopeMa O €KBUIAPTHIMjU eHepruje,
CBaKM KBaJPATHHU 9IaH y N3pa3y 3a eHeprujy Mosekyaa gonpunocu k1/2. Y caydajy Ja je pasmak
uzMelhy eHeprujckux HUBoA HEKOT cTeneHa caoboe mocta Behu ox kT onja taj crenen cobose nehe
JIONPUHOCUTH TOILIOTHOM KAaIlallUTETY jep je caMO OCHOBHU HUBO HONyHeH. Taj cremen ciobome ce
Ha3uBa ycnmaBaH cTeneH cjiobone. [louerkom XX Beka Huje OUJIO jJaCHO 3aITO CYy HEKU CTEIEHU
c1000/1e ycraBanu y ojpeheHuM MOJIEKYJIUMa a Yy HEKHM JApyruma uHucy. 1o murame 3ajegHo ca
npobeMoM yarpabybrnaacte Karacrpode (I1To je CyInmTHHCKA HeTr TpobJieM) je JT0BeJIo 0 pas3Boja
KBaHTHE TeopHje.

Pasmorpumo cama maprunnoHe (yHKIHje 3a pasjndnTe CTeleHe cjI000me. ANpokcuMmalimje
Koje hemo nomatuo yBectn omoryhuhe na ce maby jeanocTtaBHE M3pas3u 3a MapTUNHOHE (DYHKIH]E.
Ha kpajy hemo patu npumep rie hemo ymnorpebutu napruiinone (GpyHKIHUje 3a TPAHCIANU]Yy U
YHYTPAIhbe KpeTame J1a OJPeIUMO TePMOJIUHAMUYKE BEJIUYNHE UICATHOT raca MOJIeKyJa moMohy
BosmManose crarucruke.

[lounumo oI TpaHCJAMMOHUX CTEHmEHW cjaobomae meHTpa mace. OBaj mpobiaeM cMo Beh
permuan nmoMohy BosiMaHoBe cTaTucTHKe Kajda CMO pa3MaTpad KaHOHCKH aHcaMOJ Tako IITO
CMO HAILIN KJIaCU9IHU Opoj crama. OBe KeJquMO a8 MOKazKeMO Ja Ce UCTH pe3ysrar 100uja Kaaa
y3MeMO y 003Mp KBaHTH3AIH]y TPAHCJIAIMOHWX HUBOA M HHUXOBY jeTHOUECTHYHY TyCTHHY, ¢(€).
Tajta je Tpancaanuona HapTUHOHA (DYHKIIH]a jeIHAKA

[ oo 2m') * -5
Qi = /g(e)e “de =2m (ﬁ) V/\/Ee “de. (8.32)
0 0



WNurerpan ce cBomau Ha rama pyHKIHjy moMohy cmene e = x,

G = 2 < ) 07 —V (27””)3 . (8.33)

Bh?
Illpumep Panumje cmo Hammim KopucTehum MeTo HajBepoBaTHHje paclojee Ja je mu3pas3 3a

o5

eHTPOIINja UJIeaJHOT raca 0OJIIoHA

S = ket Zgje_ﬁaj (B(ej — p) +1).

Kopucrelin jeiHO9eCTHYHY I'YCTHHY TPAHCIATHOHUX HUBOA ¢(€) MOKA3aTH J1a €HTPOIja UIeaTHOT

raca 60JII0Ha U3HOCH

3
V [(4dmr E\? 5
=kNIn [ — — —kN
5 n(N(BhQN)>+2 ’
IITO CMO JIOOUJIM TPUMEHOM MHUKPOKAHOHCKOT aHcambJia.

Pewere: Y MeTonyn HajBepoBaTHUje pacHojiese KOPHCTHCTUIN CMO YCJI0Be KOHCTAHTHOT Opoja
MOJIEKYJIa U KOHCTAHTHE YKYITHE eHepruje MTOo 0JroBapa MUKPOKaHOHCKOM ancaMmOmy. Hajseposat

pacmosesna 3a 00/I0He T3HOCH
;= e Plei—n)

YeJI0B KOHCTAHTOT Opoja MOJIeKyJIa J1aje

T 3
N =) ij=e™) g = eﬁu/% ( hn;) Vi/ee P de = Py ( Bwh?) .
J j )

XeMUjCcKH MOTEHIHjad U3 OBE jeJ[HAYHHE je je HaK

ph?

kTl
g <V (27rm

JIpyru ycjioB KOHCTAHTHE eHeprHje W3HOCH

2m\? s
E = Zejnj = eﬂ“Zgje e P = 66“/27(‘ ( 2 ) Veze P de
0
%
_ 5y (27””) — ;Nk:T.

~ 23 Bh?

Y oba ciydaja wHTerpaau ce pemanajy moMohy rama dyHKIuje. 3aMeHOM OBa JIBa yCJIOBA Y
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u3pas 3a eHTPOIHjy U JJ0OHjaMo
S=Fk|eMp Z gjéje_ﬂsf — et Z gje_ﬁef + ePH Z gje_ﬁef
J J J

SNET :
:k(2 —ﬂ+N>=kN1n<K(M>)+§kN

kT kT N h? 2
3
V [dmr E\? 5
=kNIn [ — — —kN.
Y < 3h2 N) T3

Poranmono KpeTame ce 0THOCH Ha KpeTambhe je3rapa OKO Oce poTaluje MoJeKyaa. » alpoOKCUMAIWju
KPYTOI' pOTOpa, pacTojarba je3rapa o Oce poTaldje ce He Memajy TOKOM poTalldje. 3alrpaBo,
cIpe3ame poTalje i BUOpaliije jesrapa u NeHTpudyraTHa JUCTOP3uja T0BOIE 10 IIPOMEHe PACTOjamba
u3meby jesrapa Tokom porammje. OBae hemo 3anemMapuTu e gogarHe ederTe. PoTannoHa napTHIIHOHA,
dyHKIM]ja ce y HEKUM CJydajeBUMa He MOXKe pa3Marparu 6e3 y3uMarha y 003up je3rapHor CIHHA
300I' CAMETPHJCKHX yCJa0Ba. Pa3zMOoTpuMO IPBO poTaIMOHE eHepTrHjcKe HUBOe, Ia NeMo ce KacHuje
BPATUTH Ha YJIOTI'Y je3rapHOr CIIMHA. 3a JIBOATOMCKH MOJIEKYJ Y allPOKCHMAIMjd KPYTOI' pOTOPA
pOTAIMOHA eHepTHja W3HOCH (CInKa 8.2)

J+1h?

Eror = g = Bhej(j + 1), (8.34)

rae je j = 0,1,2,3, ... poTalMOHN KBaHTHH 0poj, I = pr? MOMEHT HHepIUje 3a POTAIU]Y MOJICKYJIa

OKO oce (f1 = % je peJlykoBaHa Maca, mj U Mgy Cy Mace jesrapa, r je pacrojame nsmely jesrapa)
. h2 . .
a B = 55— je poranmmona KoHcTanTa. Porammona KoHCTaHTa ce eKcrmepuMeHTanHo ofpeDyje n3

poTanMonux crekrapa. IlomTo ce oHa dYenrhe HaBOJAM HEro MOMEHTH HHEpIIHje y JIMTEPATYPH,
by NeMo KOPHUCTHTH YyMECTO MOMEHTa HMHepIHje MOJeKyJa y H3pa3y 3a €Heprujy pOTAIHOHHUX
HuBoa. /lereneparuja poranuonor Huoa usnocu 27 + 1. Poramuona maprumnuona (yHKIHUja je

AdaTa U3Ppa30M
oo

Grot = Y _(2j + 1) PP, (8.35)
§=0
36up oBOr peja HEje MO3HAT y OOJAMKY MaTeMarwndke (PYHKIHje HEro MOpaMo cabparu oipehenn
Opoj usaHoBa KaKO OW OJIpe/ININ POTAIMOHY MAPTUINOHY (DYHKITU]Y.

Crpesame poraryje W je3rapHOr CIMHA MOPaMO y3eTH Y 003Up Y CJIy4Yajy XOMOHYKJIEAPHUX
MOJIEKYJIa KOJU UMajy je3rpa UCTOT W30TOoTa. Y KBAHTHO] MEXaHWIIH, TaJacHa (PYyHKIja MOpa OUTH
cumerpudHa (3a 6030HEe) WM aHTHCHMeTpUYHA (332 BepMUOHE) Y OJHOCY HA M3MEHY HPOCTOPHUX U
CIMHCKUX KOOP/JAMHATA MIeHTHIHNX decTuna. llomro Tpancianuja n Bubpaiuja jearapa He JOBOIN
JIO M3MEHe I10JI02Kaja je3rapa, OHe He YTU4Yy Ha HapHOCT TajacHe PYHKIHje yCjie/ u3MeHe je3rapa.
Poranuja moBoau 10 n3MeHE IPOCTOPHUX KOOPAMHATA je3rapa n beHy MapHOCT MOPaMoO
moBe3aTu ca napuoiithy coumHcKe Tajmacan dbyHKuje jesrapa. [lapHocT porannone TajgacHe
dbyHKIMje 3aBUCH 0/ POTAIMOHOT KBaHTHOT Gpoja j npema u3pasy (—1)/. Ako je cuun jesnor jesrpa
Sp, OHJA TOCTOjU 28, + 1 ciuHcKa crama jegHor jesrpa (Mpojekiuja Ha 2 ocy) U gns = (25, + 1)2
CIIMHCKA CTama 3a 00a jesrpa. O tux crama, (S, + 1)(2s, + 1) cy cumerpudna a s,(2s, + 1) cy
AHTUCUMETPUIHA.
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Cruka 8.2: PoTanuonu HUBOU W eHEpruje ABOATOMCKOT MOJIEKYJIA.

j=5 —— 30Bhc
j74 —— 20Bhc
j=3 —  — 12Bhc
J=2 —— 6Bhc
j=1 ———— 2Bhc
j=0 0

Axko cy jesarpa depMUOHU, POTAIMOHN HWBOW €A MAPHUM KBAHTHUM OPOjeM j OJroBapajy camo
AHTUCUMETPUYHAM CHUHCKUM CTalbUMa a POTAIlMOHW HHUBOW Ca HeapHUM KBaHTHUM OpojeM j
OJITOBAPAjy CAMO CUMETPHYHUM CIIMHCKUAM CTalbUMa. PoTanumoHo-HyKIeapHa HapTHIIMOHA PYHKIIN]A
3a (pepMHUOHCKA HIEHTUIHA je3TPa H3HOCH

Grotmie = 50280 +1) S (2] + e PO 4 (5, 4 1)(25, +1) Y (2) + D)e FBRIGHD,
J=0,2,4,... j=1,3,5,...

(8.36)
Pasmaxk m3mely jearapHumx COHMHCKHX CTaiba OCHOBHOI HHBOA HYKJICOHA y je3rpuUMa je BeoMa
MaJIi U OHA Cy IOJjeIHAKO TOMYHEeHA HA CBUM TEMIIEPATypaMa OCHM BEOMa, HUCKHX. 3aTO CMO
CIIMHCKY HYKJIEAPHH JONPHHOC POTANMOHO-HYKJIEAPHO] MAPTUINOHO] (PYHKIUjH TOMHOXKUIN Ca
muxoBUM Opojem. Hacympor tome, pasmak uzMmely eHeprujckux HUBOA HYKJIEOHA Y je3rpuma
je orpoMaH W OHa MOTY OWTH MONMYHeHa caMO Ha eKCTPEMHO BHUCOKHM TeMIlepaTrypaMma. 3a CBe
NpaKTUYHE MpHUMEHe, CTeHmeHu cJI000/ie HyKJIeOHA Yy je3rpuMa cy yclaBaHu W HeheMo uxX
pasMaTpaTn.

Y caydajy Ja cy jesrpa OO30HHM, pDOTAIlMOHe HUBOE Ca MApHAM KBAaHTHUM OpojeM j Tpeba
CIIPETHYTH Ca CAMETPHYHUM CIIHHCKAM CTAalbUMa & HUBOE ca HeTapHUM KBAaHTHUM OpojeM j Tpeda
CIIPETHYTH Ca AHTHCUMETPUYIHUM CIUHCKUM cTamuMa. Tajla je poTannoHo-HyKJIeapHa TapTUITHOHA
dyuKIMja 338 uaeHTHIHA ODO30HCKA je3rpa je/iHaKa

Grot—nue = (50 + )25 + 1) D> (2f+1D)e P90 45, (25, +1) D (2f + 1)e PP,
=024, J=1,3,5,...

(8.37)

Koa xereponykjeapHux MOJIEKYJla Ca pa3/JMINTUM je3rpuma, 3aMeHa I0J0zKaja je3rapa He
JOBOJIM JI0 HCTOT cTama. Tala je CIMHCKA AereHepanuja gns = (28,1 + 1)(28u2 + 1), 11e ¢y sp1 u
Spo CIIMHOBH IIPBOT' U JIPYTOr je3rpa. 300r Tora ce poTalmoHO-HyKJeapHa MapTHIHoHa (DYHKIHja
MOKe (paKTOPHCATH Ha HYKJIEAPHY U POTAIMOHY HAaPTUIHOHY (DYHKIIH]Y

Qrot—nuc = Qnuclrot = (25n1 + 1)(25n2 + ]-)qrot- (838)

Pazmak u3mely poranunonux HUBOA je 3a BehUHY IBOATOMCKHX MOJIEKYJI1a 3HATHO Mambu o1 kT Ha
CBUM TeMIlepaTypaMa OCHM BeoMa HUCKHX. 300T Tora MOYKeMO /I3 HCKOPUCTIMO BUCOKOTEMIIEPATYPCKY
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AlPOKCUMAIII]y TAaKO MITO CYMYy y U3pasy 8.35 3aMEHUMO Ca WHTEI'PaJIOM
oo
Grot / 2] + 1)eABheIG+D) g5 (8.39)
0

Uurerpasn ce pemasa cmernom x = j(j + 1),

o0

1
rot — 7ﬁBhCId = . 8.40
o= [ P = o (540

3a XOMOHYKJIEpHE MOJIEKYJIe Y BUCOKOTEMIEPATYPCKO] AIIPOKCUMAIIN]H BAZKA

o0

Z <2j+1) ﬂB’LC] ]+1 Z 2j+]- ﬂBhC](]-i—l % Z 2.]+1) f)’Bth(j-‘rl)‘ (841)
7=0,2,4, 7=1,3,5,... 7=0,1,2,...

Tajia ce poranMoHO-HYKJleapHa napTuiinona (pyHKIrja MozKe (pakTopucaTu Ha POTAIMOHY U HYKJIeapHY
HapPTUIMOHY (DYHKITH]yY

(e 9]

1

1 1 1
Grot—nue & 5(2% +1)2 Z 2] +1)e —BBhcj(j+1) _ 5 ~ (28, + 1)2———

BBh EQHSQTOt' (842)

o ce Ha3wBa (PAKTOPOM CHUMETPHje MOJIEKYJIA U M3HOCH 0 = 2 33 XOMOHYKJIeapHE MOJIEKYJIe.
Axo craBuMo BpenHOCT 0 = 1 100uja n3pas 3a XeTepoHyKaeapHe MojeKy/e. lakie, Opoj KIacuIHX
POTAIMOHUX CTaha (.,; CMO MOPAJH Aa TOAEJaNMO ca PAKTOPOM CUMETPHje 300T CHUMETPIjCKIX
OrpaHMYena 3a MAEHTUIHEe decThre. 10 je CJIMYHO Kao Yy CJIydajy TpaHcjaaluje, riae O6poj
KJACUIHUX TPAHCJAIMOHKX CTaba U3 ucror pasjora jgeaumo N U3yserak kaja He MOKEMO
HPUMEHUTH BHCOKOTEMIEPATYPCKY AIPUKCUMAIU]y CY MOJIEKYJIU KOJU CaJprKe HajIaKIlIe aToMe
kao o cy H u O. VY cayuajy Ho, uw Dy, Ha Temmeparypama ucnog 250 K tpeba ga xopuctumo
CIIPETHYTY POTAIMOHO-HYKJIEApHY HapTUIMOHY DYHKIW)Y U3 jeaHaunHa 8.36 u 8.37.

Jlerenepamuja je3arapHuX COIUHCKUX CTalba BUIIEATOMCKH MOJIEKYJIa U3HOCH

gns = | [(25m + 1), (8.43)

=1

IJIe je Sp; CIHUH (-TOr je3rpa. ¥ cjydajy JUHEeapHOT BUMIIEATOMCKOT MOJIEKYJIA I/ UMaMO
CaMo jeJIHY POTAIMOHY KOHCTAHTY, poTannoHa PyHKINja Y BEICOKOTEMIIEPATYPCKO] AITPOKCUMAIIH]U
UMa HCTH H3pa3 Kao 3a JBOATOMCKE MOJEKyJe KopuroBan ¢akTopoM cumerpuje. Hesmaeapne
BUIIIEATOMCKE MOJIEKYJIe MOYKEMO MOJeTUTH ¥ TPU IPyIie IpeMa peJaTUBHAM BPeTHOCTHMA TJIABHUX
MoMeHnata unepiuje: cdepue gurpe (I, = [, = I.), cumerpuyne uurpe ([, = I, # I.) u
acumerpuune qurpe (I, # I, # I.). To 3naunm ga cdepHe durpe umajy jenHy pOTAIUOHY
KOHCTaHTY B, cumerpudHe uurpe mmajy jBe poraruone koucrante B u C' a acuMeTpudHe 4urpe
uMajy Tpu poranunone Kouctanrte A, B u C. [lpumepn chepHux, CHMETpUIHAX U ACHUMETPUIHUX
aurpu cy mosekyan CHy, CH3Cl u HyO (comka 8.3).
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Cnuka 8.3: a) Cdepre gurpe, 6) cuMeTpudHe YUTpe U B) acUMeTpudIHe durpe. [y1aBHe oce poraruje
cy O3HaueHe ca a, b u ¢, a MOMEHTH HHepIHje KOjH IhuMa oarosapajy cy I, I u 1.

a) 7

-
P

x
C

6)

i [\
Lﬁg
D

S,

e

Poranuonu nusou cdephe yurpe cy (25 + 1)%-nyra gerenepucanu. Y BHCOKOTEMIEPaTypPCKOj
AITPOKCUMAITHjU POTAIMOHA NAapPTUIMOHA (DYHKIH]a 3a cepHe YUTPe U3HOCH

Grot =

SHE

/ (2] + 1)2eABReiUHD) g (8.44)
0

Ha BucokmMm TemmepaTypaMa ¢y MHOI'H DOTAITMOHH HUBOU TOMYH-EHU, 3aTO Baxku (27 + 1) ~ 2j u
JG+1) =57

17 |
Grot = / 42~ BB g, (8.45)
0

Cmenom z = BBhcj? namasuMo poTal@oHy NapTUIHOHY (DYHKIH]Y 3a cepHy Iurpy

_174356_95 g 71
Grot = BBhc  2y/BBhcx o (5th)%'
0

(8.46)

Poranmone nmaprunuone (pyHkKIuje 3a CAMETPUYHY U ACUMETPHYHY YUTDY HAJIA3UMO AHAJIOTHjOM
ca chepHHM ciaydajeM. 3aMUCIAMO JIa MOXKEMO Ja MehaMO MOMEHTe HHEepIUje CHMeTpUYHe U
aCHMETPHYHE TUI'Pe TAKO J1a CBHU HocTany jeanaku. OHja IUXOBH H3PA3U 3a MapTHIIHOHE DYHKIA]e
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Tpeba j1a ce mperBope y m3pa3 3a napTunuony yHkimjy cdeprae uumrpe. Crora, poTranmoHa
napTunuona (PyHKIKja 38 CAMETPUYHY YUTDY UMa OOJIHK

\/_% 1 1
o (BBhe) (BChe)z

(8.47)

Qrot =

a 3a aCUMETPUYIHY

v 1 1 1

Grot = 1 1

o (BAhc)s (BBhe)z (BChe):’

Y cBUM OBUM U3pa3uMa o je (haKTOp CUMeTPHje KOjU Mpe/icTaB/ba OPOj HAUYMHA Ha KOJH €€ MOJIEKYJT

(8.48)

MOXkKe poTalijaMa TpancopMucaT y uAeHTUIHY KOH(Urypalmjy jearapa. ¢ ce oIl je JHOCTaBHH]e
MOYKe OJIPEJINTH U3 IPyIe CHMeTPHje MOJIeKyJa: 0 je jeJ;iHako Opojy ejieMeHaTa poTaluoHe MoArpyie
rpyne cuMmerpuje Mojiekysia. Pakropu cumerpuje 3a mosiekysae HoO, NHs, CHy u CgHg cy 2, 3, 12
u 12.

Anmjabarcka (Bopu-OnenxajMepoBa) anmpoKCHMAIja Pa3iBaja je3srapHo O/l eIEKTPOHCKOT KPeTarba
HA OCHOBY IbHXOBHUX PA3IUUUTUX (DPEKBEHINja KpeTamba. EJIeKTPOHU KOjU HUMajy TPHU pela BeJTuInHe
Mamby Macy oJ jesrapa ce kKpehy Opxke o jesrapa. 3a CBaKd II0JIOXKA] je3rapa, eJeKTPOHHU Ce
TPEHYTHO TPUIATOJEe TAKO Ja (POPMUPAjy BPEMEHCKH HE3aBUCAH ITOTEHIM)AJI KOjU JIelyje Ha je3rpa.
3aTo MoxkeMo JiepUHUCATH IIOBPII IIOTEHINjaTHE €JIEKTPOHCKE eHepruje 3a cBe KoH(uryparmuje
je3rapa koja mesyje kKao MOTEHIUWjAJIHA €HEPruja 3a je3rapHo Kpertame. MuHuMymn
Ha TOj TOBPIINHU OJArOBApPajy PABHOTEXKHUM KoHMUIypamnujama jesrapa (Koje Ha3MBaMO CTPYKTYpe
MOJIEKy/T1a). ¥ CJIydajy JBOATOMCKOI MOJIEKY/Ia, CaMo pacrojarme n3Mely jesrapa MOKeMO MemaTu
Te TIOBPIII TTOCTaje KPUBa MOTEHIIMjaTHEe eJIeKTPOHCKe eHepruje (canka 8.4)

Cmuka 8.4: KpuBa mnorennujajne eJeKTPOHCKE €HEpPrHje 3a OCHOBHO © TPBO mobOyheHo
eJTeKTPOHCKO CTale ca aHXapPMOHU)CKUM BHODAIIMOHUM HUBOMMA 33 PA3JIHYHTa PAcTOjama jesrapa
y JABOATOMCKOM MoJiekyny. Dy u D, cy eHepruje aucordjaiuje u 1yOnHa eJIeKTPOHCKE jame.

A

5

\ 4

e 1T

0
Se,o :.De 4
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N3 mexanuke je 03HATO J1a je KPeTarhe 4eCTUIle OKO MUHUMYMAa IOTEHIAjaJIHe eHepruje BUOPaImoHo
jep je HajHMKM YjIaH PasjuduT oJ Hy/e y TejopoBoM pa3Bojy MOTEHIMjajHe eHeprHje KBaApaTH!
K0 KOJI XapMOHH]CKOT OCIIIIATOpa (y3MMathe Y pasMaTparhe CaMo TOT Y4JaHa Ha3uBa ce XapMOHUjCKa
ampoKcuUMaImja). Y caydajy BUIE YeCTHIA, MOTEHIHjaJHa eHepruja ce MOXkKe WCTO PA3BUTH 0
KBaJPATHOT WiaHAa W J00MjeHa KBajpaTHa (opMa IUjarOHAJTM30BATH Ha KOJEKIU]y He3aBUCHUX
XapMOHHUjCKHUX OCIUIATOPA (BHOPAIMOHUX CTelleHa CI1000/1e) KOjU ce Ha3iBajy HOPMAJIHA MOJOBH
(cnuka 8.5). Yecrune ce y jenHoM HOpMaJHOM Moy Kpehy ncrom dbpekBeHIMjoM aai MOry HMaTh
pazauaute ¢ase.

Cnmuka  8.5: a) XapMOHHjCKa  alpOKCHMAIlHja  AHXapMOHHJCKOT  HOTeHIHjaza  y
jeJTHOTMMEH3HOHATHOM CJIydajy NpHKa3aHa ca BUODAIMOHMM HHBOUMA; 6) HOPMAJTHU MOJOBH
TPOATOMCKOT JinHeapHor MoJiekyia X-Y-X (aromu ce kpelly BaH paBHU y HOCJEIEM MOJIY;
NOCTetha JBA MOJa Cy JIeTeHEPUCAHA); B) HOPMATHU MOJOBH TPOATOMCKOT HEJIHHEAPHOT
mosekysa X-Y-X. CrpenunnamMa cy IpUKa3aHd MPaBIH BUOPHPambha aTOMA.

a) 9]

o
e
A

Y mosekyianMa je3rpa BUOpHUpajy 0OKO paBHOTEXKHE reoMeTpuje MoJjekysaa. bpoj Bubpanunonmx

£33

crenern ¢1000e fi,;, 3ABUCH O] TOTA Ja JIU je MOJIEKYJI JTUHeapaH UJId HeJTHHeapaH. XapMOHU]CKa
alrpoKcuMalija J1006po omnucyje BHOPAIMOHO KpeTalbe y OJM3WHU PaBHOTE:KHE €Hepruje jep cy
BPEJIHOCTH €HEePrujCKUX HHUBOA OJIMCKE CTBAPHUM BPEJIHOCTHMA M3 aHXapMOHHjCKOr ciaydaja. Ha
coOHMM TeMIilepaTypama, OOMYIHO je CAMO OCHOBHU MJIM U OCHOBHM M HEKOJIMKO HAJHUKHMX BUOPAIMOHUX
HUBOA 3aIM0CEIHYTO. 3aTO je XAaPMOHU]CKA APOKCUMAIN]ja TOTO/THA 32 0/ipehIBakhe TePMOTHHAMAIKAX
BesmanHa. OBze je OWTHO TPUMETUTH Ja je3rpa WHTEeparyjy ca eJeKTPOHWMA, Al KOJEKTUBHO
KpeTame CBUX je3rapa MOXKeMO VIMHUTU He3aBUCHUM MAaTeMAaTHYKOM TpaHC(OPMAIAjoM KOja HaM
naje HopMaJsHe MozoBe. Jlaxie, "mmeasHocTt" BHOpaIMOHOr KpeTama Ce OIHOCH Ha OICYCTBO
AHXapPMOHUJCKE HWHTepakiyje u3Mehly HOpMAJIHUX MOJIOBA & HE OJICYCTBO CHJIA KOje JIeIyjy Ha
MOjeIMTHATHO je3TPO.

Ereprujcku HUBOU BHOPAIMOHOT MO/ CY HeJIET€HPUCAHU U HUXOBE BPEIHOCTU U3HOCE €, =
(n+ %)wh, w je KpyKHa ¢ppeKBeHlnja BUOpaluje a BUOPAIMOHA KBAHTHUH OpOj y3UMa BPEIHOCTH
n=20,1,2,... [IpumeTnmo ga mOCTOju HY/ITa BHOPAIMOHA €HEPTHU)A £, = %wh (3a n = 0). Takobe,
XapMOHHjCKA allPOKCUMAIII]a Jaje Mojje/iHaka pacrojama n3Mehy BUOpanuoHuX eHePrujcKuX HuBOa
wh, MTo 3HATHO OJIAKIIIABA U3PAYYHABAILE BUOpAIMOHE TapTUITNOHe (DYHKITUje. YKynHa BUOpalnoHa
eHepruja jejiHaka je 36upy BUOPaAIMOHUX €Hepruja cBUX MojioBa. HamomeHnmmo, Kao u y paHHjuM
CIyYajeBHMa, J1a MAKO je KPeTame PA3InYUTIX MOI0OBA HE3ABICHO, aHXaPMOHHJCKO CIIPEe3ambe
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KOje yBEK MOCTOju Yy MOJIEKYJY je OATOBOPHO 3a IMPEepAaCIofiesly €Hepruje m3 jeIHOT y
APYTU MOJ M YCIIOCTaBJ/balhb€ TEPMOANHAMUYKE paBHOTexKe u3mely mux.

JIBoaTOMCKHN MOJIEKY/IM UMA]y CaMo jejiaH BHOpPAIMOHU CTENeH CJ000/ie U IhUXOBa BUOpAIMOHA
naprunuona hbyHKIHja H3HOCH

S B de) _ 3B § g i
CIm‘bZZ€ nT = 72 ”“Ze Ml:l—e—mw' (8.49)
n=0 n=0

WNckopucTuiin cMo u3pas 3a cyMy reoMerpujckor pejia jia nahemo naprunuony gyuknujy. [laprumnuona
¢dyHKIM]ja ¥ KOjO] OCHOBHU BUOPAIIMOHN HUBO MMa €HEPIHUjy je/IHAKY HYJIU U3HOCH

1
0o _
Wiv = T ~pha" (8.50)
Besa mamely quip 1 ¢ je mata mspasom
—18hw
GQuin = €270y, (8.51)

Bubpanuona naprunuona (hbyHKIMja BUITEATOMCKIX MOJIEKYJIa je/IHaKa je ITPOU3BO/LY BUOPAIIMOHUX
HNApTUITMOHUX (DYHKIMjA 38 CBAKH MOJ

Suwib 6_%@}7%

Qiv = ) | T (8.52)
i=1

re je w; KpyKHa ppekBeHImja 1-Tor HOpMaaHOT Moja. ¥ BeJHKoM Opojy ciaydajera je wh > kT
Ha COOHOJj TeMIlepaTypH TaKO Ja CY MHOTH HOPMAJHU MOJOBU YCIABAHU.

PazmoTpumo cajja eHeprHjcKe HUBOE MOBe3aHe ¢a e I€eKTPOHCKUM IIPOCTOPHUM U CIIMHCKHUM
creneHmMa cjobose. 3a pasyiuKy o TPAHCJIAIMUOHOT, POTAIMOHOT M BHOPAIIMOHOT KpeTamba
jesrapa e cmo (6apem alpOKCHMATHBHO) 3HAIM BPEJIHOCTH €HEPIHjCKUX HUBOA, Y CJIYUajy eJeKTPOHCKIX
HIBOA MU IUXOBE BPEIHOCTH He 3HaMO yHanpea. OHe ce 100Hjajy n3 eIeKTPOHCKE CIIEKTPOCKOIN]e
WM KBAaHTHOXEMHjCKUX IpopadyHa. [loBo/pbHa dumbeHuiia je ja je pazmax u3Mehy eJeKTpPOHCKHX
HHBOA MoJIeKyJia Behin Hero m3Mmel)y BUOPAIIMOHUX HHBOA TAKO Ja CY €JIEKTPOHCKHU CTEIeHH CJ10001e
JecTo ycnaBanu. EJIeKTPOHCKU CIMHCKHA MOMEHT Ce CITPeXKe ¢a eJIEKTPOHCKUM OPOUTHUM MOMEHTOM
(cimH-OpPOMTHO CHpe3athe) a OHHM 3ajeJJHO Ce CHPEXKY Ca YraOHHM MOMEHTOM je3rapHe pPOTalli]je
y JABOATOMCKHUM MOJIeKy/InMa. Ha memmeparypama Ha KojuMa cy modyheHum pOTaIMoHU HUBOW,
cIIpe3ame YKYITHOT eJIEKTPOHCKOT U POTAITMOHOT MOMEHTA, Ce MOYKe 3aHEMAPUTH TaKO /14 C€ POTAIHOHO-
eJTeKTPOHCKA TMApPTHIMOHA (DYHKIMja MOKe (DAKTOPHCATH Ha POTAIMOHY W eleKTpoHcKy. Tanma
Jierenepalija eJIeKTPOHCKOI HUBOA 1OTHYE OJi CIUHCKE WJIM CHUH-OpOUTHE JlereHepaiuje. Hecro
CMaTpaMo Jia je Ielame eJIEKTPOHCKUX HUBOA YCJeJ CIUH-OPOUTHE CIpere MaJo Tako Jia Cy CBU
HNUBOU HO,HJG,ZLH&KO MOy HEHU. 3& HeJIMHeapHe MOJIeKYyJie, OCHOBHH €JIEKTPOHCKW HHUBO HE MOXKe
OUTH IPOCTOPHO AU MOYKe ODUTH CHUHCKU JeTeHepucan. ATOMU MOTY UMATH HEKOJTHMKO HECTIAPEHUX
eJIEKTPOHA MITO Pe3Y/ITY]je TOCTOjamheM HEKOJIHUKO OJINCKIX eJIeKTPOHCKUX CTalba Y OJTU3WHI OCHOBHOT
cTama Koje Tpeda y3eTu y 003up KaJia ce pa3Marpajy TepMoJMHAMUYKe OCOOMHE Ha COOHO] TeMIIepaTypH.

[Taprunuona ¢pyHKIMja 3a eJIeKTPOHCKE CTeleHe ¢j10060/1e H3HOCH

[e.e]

_ —Beei __ —Beco —Bee1 —Bee2
el = Gei€ = ge0€ + ge1€ + ge2€ + ...
Zi:@ (8.53)

= e-ﬂ%o (geO + gele_ﬂAe‘51 + 962€_BA662 + ) )
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IJIe j€ §e; JereHepanuja i-Tor eJIeKTPOHCKOr HUBOA a A&, HeroBa €Hepruja y OJHOCY HA OCHOBHU
eJeKTpoHcKru HUBO. Mamo nornyny cjo00ay Jia OJpeJnMO IJe ce HaJjia3u OCHOBHU €JIeKTPOHCKU
HUBO Yy OJIHOCY Ha HYJIy €Hepruje jep ce eHepruja yBeK MepHW y OJHOCY Ha HeKy pedepeHTHY
BpeanocT. Kana OymeMo pazMaTpaim KOHCTAHTY PaBHOTEXKe XeMHUjCKe peakIuje, Mopahemo ma
ofabepeMo HCTY HYJIY eHepruja 3a cBe MoJiekyse. 300r Tora, 3a MOJIEKyJIe OODMIHO ODHpaMO HYITY
eHepruje Tako Jia je OHA eJIEKTPOHCKA eHepruja KaJja Cy aroMu MOJIEKYJa y/a/beHn Ha DeCKOHAYHO
pacTojame W HaJla3e ceé Yy OCHOBHOM €JIEKTPOHCKOM HUBOY. Taja eHepruja OCHOBHOI' €HEPI'HjCKOT
HABOA MOJIEKYJa OJIrOBapa HETaTHBHO] €JTeKTPOHCKO] eHepruju OCHOBHOT HUBOA Y PaBHOTEXKHO]
reOMeTPpHju MOJeKyIa, £g = —D,, a eJIeKTPOHCKA MapTUIOHA (DYHKIIH]A je jeTHaKa

el = 6ﬁDe (ge() + gele_BAEEl + ge2€_ﬂA862 + ) = eﬂDqula (854)

rre je qgl eJIEKTPOHCKA TapTUIIMOHA (PYHKIHMja Y KOjO] OCHOBHU €/JIEKTPOHCKU HUBO UMa, €HEPIrUjy
jeTHAKY HYJIN.

Wckopuctumo cBe napruiinone pyHKIHje KOje CMO J0caj Pa3MOTPUIN Ja moMohy m3pasa 8.31
n 8.27 nobujeMo naprunuony pyHKIHU]y 3a jejgaH MOJEKY.JI

fvib
_1lp..
q = Gtr9rot—nucquivdel = qtrqrot—nuc H € 2ﬁwthgibeﬁDqul
j=1 (8.55)

5( D33

_1 iy
o 0 0 © 2]':1 ’ _ ,0,.8D¢
= GtrQrot—nucyipqcl € =qe )

rae je ¢° maprumuona GpyHKIIja MOIEKyIa Kada OCHOBHI MOJICKY/ICKH HIBOH HMa BPEIHOCT jeTHAKY

HYJH, a
fm}b

1
Dy =D. — lejh (8.56)
=

je eHepTHja JUCOIHUjalje MOJEKyIa.

3aMeHOM W3pa3a 3a MapTHIHOHEe QYHKINje Pa3InINTUX cTeleHa caoboae u y3uMajyhu y ob3up
CaMO OCHOBHH €JIEKTPOHCKHM HUBO M BHCOKOTEMIIEPATYPCKY AlPOKCUMAIIM]Y 38 POTAIUOHO KPETAHE
J00ujaMo mapTunuony (PyHKIH]Y 3a JIMHeAPaH MOJIEKY.JI

orm\2 1 NP o-pwih
_v Pl 8.57
! (5h2 ) oBBhc jljl 1 — o Buyh Insgeo® (8.57)

1 3a HeJInHeapaH MOJIEKYJI

3 3N—6 1

2rm\ 2 /7 1 e~ 3Bwih

=V ( 2 ) £ 3 1 ,&U.hgnsge[)eﬁDe (858)
ph 0 (Bhc)2(ABC)z j=1 1 —e P

[Taprunuona ¢yHKIUja 3a jeJIHAH MOJEKYJ 3aBUCH OJI IlapaMeTapa KOjU OIHUCY]Y MOJEKYJCKY
eneprujy (m, A, B, C, wj, Gns, geo, D). Pazmudamri MoeKyaH uMajy pasindure BPeIHOCTH
OBUX TapaMeTapa MITO UMILTHIIIPA Ja MOTY Ja CKJIAIUIITE HA PA3TUIATE HAUWMHE eHePrujy a THMe
U UMajy pa3/inauTe TepMOJIUHAMUYKE OCOOMHE.
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Ipumep OppennuTu JOIPHHOCE TPAHCJIAIM]e, poTalije, BHOpaIlije U eJeKTPOHCKOD KpeTarmha
EeHEPrUuju ¥ eHTPONUjH WICAJTHOT Taca HeJIMHEAPHUX MOJIEKY/a. ¥Y3eTH Yy 003UpP caMO OCHOBHU

€JIEKTPOHCKHN HHUBO.

Pewere: Kanoncka naprunuona (pyHKIMja 3a njeaJ Hu rac jgara je jegunadnaom 8.28. [lTorpedan

HaM je JIorapuTaM napTunnone GyHKInje jep u3 mera u3padyHaBamo eneprujy £ = — (61;5@)
V,N

n XeJIMXO/II0B noreHrujan F = —%an. Enrpornujy moxkemo m3padyHatu u3 gopmyie S =

%. Ynan N!uze y3 rpanciaanuonn gonpusoc. Tparcaanuonu (T.), porarmuonu (p. ), BUGpanuoH

(B.) u eJleKTpOHCKH jonpuHOC (e.) ¢y gaTu y Tabesu.

In@ E
3
T, Nln ( (:%)2) +N 2
LV, S 3N
p. Nln (U(th)g(ABC)%> 2B
SN6 / n . N6, o
o (am o) (2 )
= j:
e. Nlng.o + NGD, —ND,
S
3
T kNln( (2&@)2) SEN

§
p. kNln (g(ﬁhc2(ABC§> ok
3N—6 5 r

e. k:Nlngeo

&

Hpumep Onpenutu MOJAPHU TOIJIOTHY KAMAIUTET IIPU KOHCTAHTHOj 3AMPEMITHE 38 JTUHEAPHN
" HeJMHeapHW MOJIEKYJT aKO BayKW 3aKOH €KBUIMAPTHUIMje eHePruje 3a TPAHCAAIN]y, POTAIN]Y

U BHOPAIIMOHO KpPeTarbe.

Pewere: JlonpuHocu TpaHcalyje, poTaiyje U BUOparuoOHOl KpeTamha MOJAPHOM TOILIOTHOM
KalaluTeTy IPU KOHCTAHTHO] 3alPEMUHU JIATH Cy Y Tabesu.

cTeleH coboe Opoj KBaIpaTHUX WIAHOBA nonpunoc Cy
TpaHCIAI]a 3 %R
poraruja 2 (nuneapun)/3 (HesMHEAPHN ) R/3R
Bubparnuja 2 R

3a nuneapue mosekyie, C,, ,, = %R+ R+ (3N —5)R = (3N — 2)R. 3a HejuHeapHe MOJIEKYJe,
Com =3R+ 3R+ (3N —6)R = (3N — 3)R.
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ITpumep Cxunmparu C, ,, 38 JBOATOMCKH MOJIEKYJ Y (DYHKIUJH TeMIIepaType.

Pewerve: Penocnen nobyhusama crenenu coboje o HajHHXKe 10 HAJBUINE TeMIIepaType:

TpaHcIanuonu (1), poranuon (p), Bubpanuonu (B) na ejeKTpoHcku (e). V3Ha 1 KapaKTepucTHIHE

TeMIepaType 3a CBAKW BHJI KpeTarba, €HEePIUjCKM HUBOU IOBA3aHU Ca TUM BHJIOM KpeTaiba

IMOCTaHy IIOTIIYHO HO6ybeHI/I 1 IbUXOB JOIIPUHOC TOIIJIOTHOM KallallUTeTy He 3aBUCHU OJ TeMIlepaType.
A

Cym

»
»

(O ‘p B e T

Cmuka 8.6: C,,, 32 ABOATOMCKH MOJIEKYT y byHKImju Temueparype. (O3HadeHH Cy OICe3H
TeMIeparypa y KojuMma ce mobyhyjy pa3aIuduTu cTeneHn caoboje.

8.3 KoHcTaHTa paBHOTEXke XeMHjCKe peakIiije

PazmoTpumo cMenty naea Hux racoBa Moekyaa Aq, Ao, By u By Koju momie:ky XeMujcKoj peakIimju
arAi+a1Ay = B1B1+51Bs.

KoncranTra xemujcke papHOoTeke K, ommcyje cacTaB paBHOTeXKHe cMelle racosa. llapnmjannnm

HPUTHUCIU T'acoBa y cMmeltn cy P; = % Tajia je KoHCTaHTa XEMUJCKE PABHOTEZKE T'acHEe CMellle

(P_%l)ﬁl (P_%Q)ﬁb P, v; N,ET v; LT ;,,i )
K, = (%)m (%yxz :H (ﬁ) :];[(VPG) = (W) HNz , (859)

% %

rJie je v; HIO3UTUBHA UM HEraTUBHA BPEIHOCT CTEXUOMETPUJCKOT KOeDUIIUjeHTa Y 3aBUCHOCTH /1 JIX
je 1 Ipou3BOJL peakiyje min peaktant, p’ je cran apaHu NpUTHCAK (omoryhapa Ge3nnMeH3HOHATHOCT
KOHCTaHTe paBHOTexkRe). [leduHUIIIMO HOBY KOHCTAHTY DABHOTEKe

K=]]nr (8.60)

1 HCKOPUCTHMO KAHOHCKHM aHcaM0.1 1a HaheMo Be3y uzMely e 0 KaHOHCKUX MapTHITHOHUX (DYHKITH]a
3a MmoJjiekyste. llaprumnpmone dyHKIuje cajipzke MHUKPOCKOICKE HapaMeTpe Be3aHe 3a MOJIEKYJICKE
eHepruje W cTora he W KOHCTAHTA PABHOTEXKE 3aBUCHUTH O TuX mapamerapa. Obwuano Hajpehm
JIOHPUHOC KOHCTAHTH PABHOTEKE JIajy CTeleHn ¢/1000/1e KOjU ce MeIba]y v PeaKIUji a HOce HajBUIIIe
eHepruje.
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NsBeauMo 1pBo TEPMOAMHAMUYKE YCJIOB XeMHIjCcKe paBHOTexke. OH He 3aBUCH O] BPCTE
pe3epBoapa ca KOjUM CHCTEM HHTeparyje. Y3MHMO Ja je CHCTeM Y TOILJIOTHOj PAaBHOTEXKHU Ca
pe3epBoapoM M Jla MWMa KOHCTAHTY 3anpemuny. I[Ipm Tum yciaoBuma, mpomMeHa XeJIMXOJIIOBOT

IOTEHIINjaTa 3aBUCH CaMo 01 TpoMeHe 6poja mostekyta, dF =Y pu;dN;. TIpomere 6poja Mosexy.a
i
HUCY He3aBHCHE 300T CTeXHOMETPHUjCKUX KoepUIInjeHaTa U3 XeMHjcKe jeJHaUYnHe Hero cy MehycoOHo

Hopesate AN ANy dNp  dNps dN
S P £ ] 2 P (8.61)

aq (8% 51 52 v

oliceroM xeMujcke peakije €. Kopucrehu HOBY KoopanHATY & HATA3UMO /13 TPOMeHa X eIMOXOII0BOT

OTEHIIMjasIa ycJie 1 mpoMere 6poja MOJIeKyJIa HACTAJNM XeMHjCKOM peakijom usnocu dF =Y p;v;dE.
i
V XeMHjcKOoj paBHOTEKH, XeJIMXOJITOB TOTEHIHjaJ 1 je MuHIMaJaH. 3 ycaoBa ekcTrpeMyma Ha1a3nuMo

OF
<a_§) - = ;uim = 0. (8.62)

36up XeMHjCKUX MTOTEHIMjala CBUX XEMUjCKUX BPCTa OTEKAHUX Ca V; jeJIHaK je HYJHW Y XeMHjCKOj

VCJIOB XeMUjCKe paBHOTEXKE

paBHOTeXkKH. VICKOPHUCTUMO CTAaTHCTHYKY TePMOJMHAMUKY Ja HaheMO XeMHjCKH MOTEeHIWjaa i-

Te XeMHjCKe BpCTe KOoju heMo 3aMeHHTH y YCJIOB XeMHjcKe paBHOTexke. KaHOHCKa TapTHUIIMOHA
N.

J
. . q.;
dbyHKImja 32 cMenry ueanHux racosa y Boammanosoj crarucrunu usnocu () = [ 3. Kopucrehn
A J*
(2
CTUpIMHTOBY AIPOKCUMAIN]y A00MjaMO JOTAPUTAM MAPTUIHOHE (DYHKIIHje

n@ =) (Njlng; — N;InN; + N;), (8.63)

J

U XeMHU]CKHU MOTEeHIINjaT

i = (aF) = —kT (am) = —kThh-L. (8.64)
ON; V,T,Nj#Ni ON; V,T,Nj#Ni N;

3aMeHOM XeMHjCKOT TOTEHIN]aIa Y YCI0B XeMHjCKe PAaBHOTEZKE HAJIA3MMO KOHCTAHTY PAaBHOTEXKE

Z,uiyi = —k?TZVihl% = —/{:TZIH (%) ) =0, (8.65)
I1 (q—) —1 (8.66)
N; o .

7

; ; qgllqgé
K=][n~r=]]a =22 (8.67)
; ; 9a1942

MozkeMo mopeuTH pas3jauduTe MOJEKYJICKe MapTUInoHe (DYHKIHje caMO aKO CBU PEAKTaHTH U
MPOU3BO/IN PeaKIiije UMajy UCTy HYJIy eleKTpoHcKe eHepruje. To mocTumzKkeMo TaKo IMITO 3a CBAKU
MOJIEKYJT n3abepeMo /1a OCHOBHU MOJIEKYJICKH HUBO OJITOBapa HYJIM eHepruje a MapTHIIHOHA (pyHKIH]ja
@) je MOMepeHa 3a eHeprujy auconmjanuje, jeqaaanna 8.55. Taga je KOHCTAHTA PABHOTEKE jeTHAKA

K =TT = (TTa ) 5" = (Tl ) e (3.65)

(2 (2
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A, Hy je eHrajuuja XeMHUjCKe PeaKipje Ha AICOAYTHO] HYJM U IIPEJACTaB/ba PAa3/IUKYy €HEPIruja

NHUCONMjalnja 32 POM3BoJie peakinje n peaktanara. diaan e~ 10 ce naznBa eHTAINNMjCKN YIaH

u y Hajsehem O6pojy ciaydajeBa on oapelyje BpeIHOCT KOHCTaHTe paBHOTeKe. EHTPONMjCKN YJIaH
[T1(¢?)” | 3aBucu ox rycrune mosieKyJcKuX HEBOa, Gpoja cTeleHH cj106o/e MojeKy/a, (hbakropa
i

cUMeTpHje MOJIeKyJa U Opoja MOJeKyJa ca JieBe M JieCHe CTpaHe jeJHadYnHe XeMHUjCKe peakiiuje.

On nmosa3m 70 m3pazKkaja Kaja ce y PeakIuju He Mewmajy jaurnHe XeMUjCKIX Be3a, Kao Y PeakIujn

U3MeHe U30TOIIA.

Ilpumep 3padyHaTy KOHCTAHTY paBHOTezKe [, quconujanuje jogHe mape

ILL=2I
na 7' = 1000 K, kopucrehu mnojarke: jerexHepaiuja OCHOBHOI' €JIEKTPOHCKOI HHUBOA aToMa U
MOJIEKYJ1a jofa cy 4 u 1, poranuona KOHCTAHTa U BUOPAIMOHH TajgacHu OPOj MOJIEKYJICKOT joIa
cy 0.037 u 214 cm™!, a emepruja juconujanuje MoJseKyjackor joaa je 150 kJ/mol.

Pewewe: Koncranra paBHOTeXKe U3HOCH

KT\ 4t
Hr = (v—p) ar

qr
%
qr = C]tr(f)q@l([) = )\3—(])9@0(1)7
T
|4 1 1

= G (12)Gror (12)q°., (12)q% (12)ePP0 = —g.o(1
qr qt ( )q t( )qmb( )qel( )6 )\%1(12) O‘ﬁBhCl _ e—BVth 0( 2)6

Bamenom Gpojuanux speanoctn (P? = 105 Pa, 0 = 2) mobujamo q;,.(I) = V x 8,5 x 1033,
G (12) =V x 3 x 10%, gror = 9,39 x 103, ¢°, = 3,77, /P = 6.85 x 107 u K, = 0.022.

ITpumep MostekyIcKu BOMOHUK ITOCTOjH ¥ /1Ba O0JMKA (CIHHCKA H30Mepa): OPTOBOJOHHK THje je
je3rapHO CIUHCKO CTafbe CHMeTPUIHO (TPHUILIETHO) U MAPABOJOHUK UHje je je3rapHO CIHMHCKO
CTatbe aHTHCUMETPUIHO (cuHDIeTHO). OJpejuTH OJHOC OPTO W Mapa BOJOHHKA HA BHCOKO]
TeMIIEPATYPU U AIICOJYTHO] HYJIH.

Pewere: Poranuono-uykJieapHa napruiinona QpyHKIAja 38 OPTOBOIOHUKE je/IHAKA je
-3 Z 2,] 4 1 ﬁBth(j+1)7
a 3a HapaBOJIOHMKA M3HOCH

-1 Z 2] + 1 ﬁthj(j+1)'

NO_QO
qp

10 IIapHUM H HEIlapHHUM POTAllMOHHMM KBAaHTHHM 6pOJeBHMa cy Je,ZLHaKe 3arto Je Ta,ZLa

. Ha Bucokum remueparypama cyme
No _

Ojmoc 6poja MoJIeKyJia OPTO U apaBOJOHUKA je R
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Ha amncosyTHOj HY7H, caMo je HAajHUKU POTAIMOHU HUBO 3ay3eT. OH oAroBapa MapaBOJIOHUKY
u crora Hema oproBomonuka Ha 1' = 0 K. Cynapu usmehy mosekysia BoAOHHKA HE MOTY Ja
Mema]y YKYIaH CIHH je3rapa MOJIEKY/1a KOjHi ce CyAapajy. 3aTo MOJIEKYICKH CyIapu He JTOBOIE
JIO YCIIOCTaB/batha paBHOTEZKEe n3Mehy OpTo U mapaBoOOHNKa. PaBHOTEXKA ce Y CY/y yCIOCTaB/ba
IpPEKO WHTepaKIMje BOJOHNKA ca MAarHeTHHM HedncTohaMa cy/ia 3a mMTa cy MOTpeOHe Heslesbe I
Mecer. KataamsaTopu Kao MTO ¢y MapaMardHeTHU MaTepHjaJn Wi aKTUBHH yTasb yOp3aBajy
JIOCTU3Aabe PABHOTEXKE 338 HEKOJIMKO CeKYHIW UJIH MUHYTA.
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IloriaaBs/pe 9

Peanannu racoBu m TedHOCTU

Enucremosiomka Bpennocr tTeopuje BeposarHOohe
3aCHHBA Ce Ha YHBEHUIN [a CJAydajHe II0jaBe,
ocMarpaHe KOJIEKTMBHO M Yy BEJIMKOM ODUMY,

CTBapajy HECAYUajHY TPABAIHOCT.

A. Kommoropos

Meton ancambia je mo3BosiMO Ja pasmarpaMo (IyKTyaruje eKCTEeH3UBHUX BEJTHYHHA KOje
cucTeM pa3Memyje ca pesepoapom. (OHe Ccy MOBe3aHe €a TEPMOAMHAMUYKHM H3BOJAMMA KOJH
OITHCY]Y OJI3UB CUCTEMA Ha CIOJbAIILY MOOYAY. Y OBOM HOT/IAB/bY HJIEMO KOPAaK JaJ/be U POy daBaMO
npocTopHe (GIYKTyalldje eKCTeH3UBHUX BEJMYUHA YV jeJH0j Win Bulie tadaka. Orpanudmhemo ce
caMo Ha JOKaJHe TYCTHHE OPoja MOJIEKYJIa HAKO ce UCTH (pOpMaIn3aM MOKe IPUMEHUTH H HA OCTaJIe
BeJIMYUHE.  Ycje, MeDyMOJIeKYJICKUX MHTEPAKIUja U MOJIEKYJICKOI KpeTamba, JIOKAJHE I'yCTHHE
MOJIEKY/Ia Y Pa3/ITYUTUM TadKaMa IIPOCTOpa OJICTYTA]y O cpeiiibe BpeanocTu. Mako kopesaruje
dayKTyanuja JoOKaJHe TYCTHHE TeTHOCTH UMajy OTICer O] CBera HEKOJMKO MOJIEKYJICKUX ITPeTHUKA,
OHe yTHYY HA TEePMOJMHAMHYKE OCOOMHE TeYHOCTH. 10 HaM Jaje MOryhHOCT Ja H3padyHaMmo
TepMOJIMHAMHUYKE BesTmauie 6e3 mo3HaBambha BpeHOCTH MAPTUIIMOHUX (DYHKIIN]A, IIITO je 0T OTPOMHE
BasKHOCTHU 32 PeaJiHe CUCTeMeE.

9.1 Mehymomekyiicke MHTEpPaKIIje

MelhymoJstekyacke HHTepaKIIFje MOKEMO MOIC/TUTH Ha KJIACUIHE €JIEKTPOCTATUYKE HHTEPAKIIje
KOje MOTHYY OJi PACHOJesie HACTEKTPUCAA U CIIOCOOHOCTH HheroBe moJjapusanuje (mocroje u 3a
MaKPOCKOTICKA HAEJIEKTPHICAha) i Ha KBAHTHE NHTEPAKIIje HACTAJIe YCIe HAEHTHIHOCTH eIeKTPOHA,
MHTEPAKIHja MOJEKYJICKAX opOuTasia u MelycoGHO 3aBHCHOI KpeTamwa eJIeKTPOHA (He IOCTOjH
MaKPOCKOIICKA BapHjaHTa THX WHTepakiuja). OHe €y OArOBOPHE 3a PA3JUdYhTe BPCTE XeMHjCKUX
Be3a W HEKOBAJEHTHUX WHTepaknuja. OHO MTO je 3ajeIHUNYKO CBUM WHTEpAKIWjaMa je 1a Cy
KpaTKOr joMera, OOMYIHO HEKOJUKO IPeYHHKa MOJEKYJa jep je HHUXO0Ba 3aBUCHOCT OJI PAcTOjaiba
m3mehy monekyna r;; = |17 — 7| n3HOoCH Ty o> 3. V3yserak cy CayvajeBu KaJa je MOJIeKyJl
Hae/JeKTPUCAH WM HUMa CTAaJHU JUIoj jep KymoHoBe u AUION-IHUIION HHTEpPAKIUje 3aBUCE O]l
HHBEP3HOI pacTojama Ipeko crernena n = 1 u n = 3. Ilopex pacrojama uzMmely moJiekya,
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MehyMoJieKy/IcKe MHTepaKIlnje 3aBUCe U OJ PeJIaTUBHE OPjeHTallnje MOJIEKYJIA.

Pazmorpumo JIenapa-IToncos n3pas 3a MOTEHIIUjAJTHY €HEPTUJY Ka0 je THOCTABAH IPUMED
mehymoutekyiicke narepaknuje. On ce ciake ca eKCIePUMEHTAJTHUM MOJAINMA 33 WHTEPAKIIN]Y
aToMa IJIeMeHHTUX racoBa KOju MMajy cepHOCHMETPUYHY pAclojiesy HaeleKTPHCamha U He MOTY
Jla Tpajie XeMUjCKY Be3y 300T MONMYHEeHOCTH aTOMCKHX OpOHUTAa,

o= (@) (), o

rje je r, 0 U £ pacrojame uzMehy aroma, edeKTHBHH IIPEYHUK aTOMa M JAyOHMHA IOTEHIUjaTHE
jame. 3a pacrojama usMehy aroma Koja cy Mama 0 0, HOTEHIM]aJHA €HEPruja jako pacre Ka
HO3UTUBHUM BPEJIHOCTUMA IITO OJI0Bapa OrpOMHO]j CHJIM KOja He JI03BO/baBa JIa Ce aTOMU MPHUO/IHZKe
HA MaJia pacrtojarba. 1o je moc/aejuIa YUmeHUIEe Jia He MOXKEeMO eJeKTPOoHe CA0UTH Ha MaJsiu
npocTop 360r muxoBe depMuoHCKe mpupoje. Ha BehuMm pacrojamuma IocToje caMo JUCIEpP3HEe
HHTepaKIyje u3Mehy aroMa yc/iel 3aBUCHOT KpeTalba eJIeKTPOHA PAa3JIHIuTIX aToMa. Hamomennmo
Ja ce y uspazy 9.1 3a noreHmujajHy €HEPrujy HUIJE HE 10jaBJbyjy €JEeKTPOHCKE KOOPJAWHATE
HEro ce BHUXOB yTuiaj eeKTUBHO M0jaB/byje MPEeKO MaTeMaTH4dor O0JIMKa TOTEHIHjaIHe eHeprHje.
Y oBom mnoryiaB/by cMaTpaheMo Ja je moTeHIMjaJHa eHepruja jegnaka 30upy Jlemapia-IlorncoBux
MOTEeHINjaJTHUX eHepruja Mo mapoBUMa MOJEKYIa

U =33 ullii -7 92)

i=1 j>i

[Tomrro kuHernuka enepruja K He 3aBUCH 0J KOOP/UHATA MOJIEKYJa a MOTEHIMjaJHa, eHePruja
U me 3aBucu oj uMIyJaca MoJeKy/aa, bosmMvanoB (akTop ce mMoxKke (aKTOPUCATH 3a KJACHIHE
CHCTeMe Ha YJIaH KOjU 3aBHCH CaMO OJ MMIIYJICA ¥ WIaH KOJU 3aBHCH CaMO OJ KOOp/JMHATA,

e PH — g=FK=FU (9.3)

ITocsieuna Tora je jia cy y KAHOHCKO] MYJITUBAPUJATHO] I'yCTUHHU PACIIO/IE/I€ CBU UMIIYJICH HE3ABUCHU
Ol CBUX KOOPJUHATA,

SN SNy e_BH _ e_ﬂK e_ﬂU — P —N P N 4
pnvr (7, p) = fe—BHd3Nrd3Np = fe—ﬂKd3pre—5Ud3Nr = Qnvr(P" ) Prnvr(7) (9.4)

Kunernuka enepruja jeinaka je 30Mpy KHHETUYKIX €HEPrUja CBUX MOJIEKYJIa, T€ Ce I'yCTUHA PACIo/Ie e
ummyica @ yyr(p") Moke dakTopucaTH Ha IPOU3BOJ TYCTHHA PACIOE/a 38 CBAKH MOJIEKY.I

) s B _ 853 N
[ 1= e 2m e 2m e 2m
cI)NVT(Z?N) = 3N 2 = =) =) ) = fM(ﬁl)f]W(ﬁQ)fM(ﬁN)a
. B B B
f€75¢:1% N [ =5k dp [ 52 dpy [ =5 dpy
(9.5)
rie je fu(p) MakcsenoBa pacriofena 6p3uHa (y OBOM CIydajy MMITyJIca),
_ort
fur(p) = ——— (9.6)
M(p) = : -
(2rmkT)2
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N3 oBor mnpousuiaze jaBa 3ak/bydka 0 KAaHOHCKOM aHcam0OJjiy: MakcBesoBa pacmoaesia Op3uHa

Ba>KM 3a CBe KJIACHUYHE CHCTEMe MoJiekyja 0e3 ob63mpa Ha IIOTEHINjaJIHy €Heprujy

cuCcTeMa M MMIYJICH CBUX MoOJeKyJja mMehycobHo cy HezaBucHH. CinyHo ce mokasyje n 3a

octase ancambiie. CBaka MehycoOHA 3aBHCHOCT HMITYJICA MOJIEKYJIA KOja TIOCTOjU Y HEPABHOTEXKHUM

CTAbUMA HECTaje Y PABHOTEXKHOM cTamy. V3padyHaBaibe cpelibe BPeJIHOCTH OWJIO KOje BEeTHInHe
N

Koja 3apucu on umiyiaca B(p™) = > b(p;) nocraje TpuujaaHo 360I HE3ABUCHOCTH MMILYJICA CBUX

i=1
YeCTHTIA,

B) = [ @wr ") BE) =3 [ fuleb) dp =N [ fu@p@ s 0

I'ycrura pacnozgesie KoopAnHATA MOJIEKYIa ce HedaKTOPUIe Ha TPON3BO, PACIIOEIa 38 CBAKN
MOJIEKYJI jep CY IbUXOBH II0JIOXKAJH CIPErHYTH HOTEHIIH]aJJHOM €HEPrujoM Koja 00yXBaTa HHTEePAKIIT]je
0 TTAPOBHUMA, MOJIEKYJIa

PNVT(FN) _ e—BUN) _ e~ BUN) (9.8)
f e—BUN) 3Ny ZNVT ’ ’
Nurerpas
Znyr = / e AU BNy (9.9)

ce HazuBa KoHdurypamuonum unterpaaom. Cpeama ppennoct sesnunne A(7) koja 3aBucu
caMo 0l KOOpJMHATa YecTHIa 100uja ce yepemabambeM 1o Pyyr(iY),

. 1 = .
(A) = / Pryr(P)A) d*r = — / e PV AFY) @V, (9.10)
NVT

Ipumep aTu u3pas 3a cpeiby BpeanocT npomemnuse A(7Y) Koja 3aBucu caMo o KoOpIuHATa
y BEJUKOM KAHOHCKOM aHcaMOJ1y.

Pewerve: Kopuctuhemo pesyarar u3 kaHoHcKor ancambOsia. Maprurasina pacro/iesia 3a KOOp/nHare
1 OpOoj YecTHIa y BEJIUKOM KAaHOHCKOM aHcaMOJ1y H3HOCH

1 BU—uN)

Pt ) = g

—(
~(BU-pN) ,—BK 3N, _ €
/e c dp_E)\%NN!'

Murerpasehn nmmysice, mapTuiuony (GyHKIM]Y CBOAMMO Ha

Bu gz
v —-B(K+U) 3N, _ ez
N3N /e =2 NN
N=0 N=0

—_
—

Cpe/iba BpeiHOCT npoMemuse A(7Y ) Koja 3aBHCH caMo 0J1 KOODJUHATA Y BEJUKOM KaHOHCKOM
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arncaMOJIy jeJHaka je

© ~ . 1 o= efrN
Wrr =3 [ Barr ™ MAG) ¥ = 23 YRR
N=0 '

N=0

/G—BU(FN)A(FN) d3NT

S PN Znvr (A nvr

1 & N Z v N= =
-2 3 S e = 2 = 3" Br ()
N=0 T °%° S ePrNZnyr N=0
N=0

V nocJieimb0j jeIHAKOCTH Ce TI0jaBJby]je pacioe/ia BepoBarHohe jga cucrem caapxku N MOJIeKy/ia

1 eﬁuNZNVT eﬁ”NZNVT
Puyr(N) = =7 BNNI X
- T > BN Znyr
N=0

9.2 PeaJjyHu racosm

[Iputncak m apyre TepMOJAWHAMUYKE BeJHYWHE PEATHOT Taca ce MOTY MpEeICTABUTH Y OOJIUKY
CTemeHor peja 1mo dectudnoj rycrunnu. Ca mpobiaeMoM ofpehuBama HAJHUKEr WIaHA Y CTEMEeHOM
peay cMo ce Beh cpenn y cay4ajy craboiereHeprucaHor 0Iea HOT Taca KOJH CMO PETTHIN TPIMEHOM
BeJINKOT KaHOHCKOT aHcaMOsa. Taja cMo jenHadymHe 3a Opoj dYecTHIA, MPUTHUCAK W €HEPTH]Y
PA3BWIN y CTEMeHU PeJI 0 AKTUBHOCTHU. JeqHaunHy 3a 6poj decTuIra cMO OOPHYJIH TAKO Ja T00UjeMo
AKTHBHOCT Ka0 CTEMEeHU PeJl M0 YeCTUIHO] rycTuHr. Ty jeIHAYNHY MO OHJIa 3aMEHHJIN § Pa3Boje
3a nputrucak u emeprujy. CimdHy nporegaypy HpUMEYjeMo u y cjay4ajy peasnor raca. Kako Oum
HAIILIM CTeleHe pejioBe Opoja MOJIEKYJ/Ia, eHepruje U MPUTHCKA 10 aKTHUBHOCTU, NOTPeDAH HaM je
CTENeHN peJi JIoTapuTMa napruiinone (pynkiuje mo akrunoctu. Koedunumjenre Koju ce jaB/bajy
y TOM pejly MOXKeMO H3Da3HTH MPeKO KOHMUIYPAIMOHOT WHTerpaJa 3a je/aH, ABa, TPU U BUIIE
MoJekyJa. U3 jeqnaunne 3a 6poj MoJieKyIa u3pa3uheMo aKTUBHOCT KaO CTEIIEHH PeJl 10 YeCTUUIHO)]
I'YCTUHU U 3aMEHUTH y Pa3BOje HPUTUCKA U €Hepruje KaKo Ou OJIpe U/ HajHUZKe KOpekiuje y
OJTHOCY Ha WJeaHU Tac.
[Taprunuona ¢pyHKIUja BEJTUKOT KAHOHCKOT aHcaMmb/ia H3HOCH

o0

T—i@ AN—i 2 AN—ZZN AN (9.11)
T NN L NTA N '

N=0

Zn cy Koudurypanunonu narerpaan 3a N mosiexyna. Kondurypamnumonun naTerpaJim 3a HyJia, jejiaH
U J[Ba MOJIEKYJIa U3HOCE

Zy =1 (9.12)
7 = / e OdPr =V (9.13)
ZQ = /€_Bu(rl2) d37“1d37‘2 == /e—ﬂu(rn) d3R0d3T12 =V / 6_@&(7‘12) d37“12. (914)

Y mocienmemM u3paly CMO MPENLId Ca KOOPAWHATA MOJEKYJIa 7'y U Ty Ha KOOPAWHATE HUXOBOT
neHTpa Mace R, W pejaTUBHOI pacTojarma 712. JlerepMmunanTa jakobujana Te TpancdopMmalmje
jeTHAKA je je TUHUTIIH.

147



Y BeJIMKOM KaHOHCKOM aHcamOJjiy, OpOj MOJIEKyJia, €HEPrujy U IPUTUCAK M3PadyHaBamoO U3
JIOTAPUTMA NapTUINoHe (PYHKIH]je

Oln= Oln=
N = =\ 9.15
W) (8(5H)>ﬁ,v ( OA )5,1/ ( )
Oln=
(E)y = — < > (9.16)
9B/ v
KT _

Kako 6u mobusim crenmeHe peaoBe MO aKTUBHOCTHU 3a CBE TPHU jeJAHAUYNHE, NMOTpebaH
HAM je CTeNeHu peJi JOTAPUTMAa MAPTUINOHE (PYHKIHje MO AKTUBHOCTU KOJU MOXKEMO
npeacrasutu y cienehem obiuky

) )\ 7
mE=V> b (A—S) . (9.18)
j=1 T

Ogaj 06/1MK cTeneHor pejia ¢Mo oJabpasiu jep je 3a ujpeastnu rac A/\3. jeJJHaAKO YeCTUYHO] IYCTHHH.
Koedbunujentu b; cy nam nenosnaru. Onu ce Hajtase kopuctehu pa3poj naprunuone dpyHKIHje Ha
KOH(UTrypamuone uuTerpaJe u3 jeanadune 9.11,

N Iy X2 Zg )\ Vb A by 22 1bg A0 1)
B4 e 2 L=e Ap TAr o TAT (919)
ST VAREET)
Nckopuctumo pa3Boj y Tejjiopos peji eKCliOHeHTa
A Zo X2 Zg A3 A A2 A3
Ay 200 3LAT A A7 AT (9.20)

VQ < /\2 /\3 )\4 v3 )\3
+ — b2—+2b1b2—+62—) + — (b3—+...) + ...
21 \ "M\ AT AR 31\

Jla opeauMo Koedunujerte b; Tako IMTO n3jeHauuMo Koedunujenare y3 UCTH CTelleH A ca JieBe
u JilecHe crpane u3zpasa. lIpsa jBa koedunujenra usnoce

Z
b, = 71 -1 (9.21)
Zo—V? 1
b= =g =3 / (e ) — 1) dPrys. (9.22)

[TomTo TpaxKuMo HajHUKE KOpeKIuje, HeheMo HaIa3uTu octase Koeduiujente. Ilpumernmo ma ce
b; xoedunujenTu n3padynasajy Kopucrehn KondHrypalloHe nHTerpajie 3a MaJjn 0poj MoJIeKy1a.
Kopucrehu jeanauune 3a 6poj mosiexysia 9.15 u jjorapuram naprunuone pyunknuje 9.18 najaazumo

1 2bs A 3b3)\2 A 2b2)\2 363)\3
NY=)\NV[—+ —— )=V =4+ — o 9.23
) (A%* YRS ) (A% N AT (9-23)
N3 we n3pa3uMo 4eCcTUUHy I'YCTUHY KAO CTEIEeHH Pejl 110 aKTUBHOCTH
N A 2b5\2 3ba\3
_ W) 2 > (9.24)

VoA A, 2D,
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7Kejiumo J1a 0OpHEMO 0OBaj peji Tako /@ aKTUBHOCT M3PA3uMO KAO CTEleHU Pejl 110 YeCTUUYHO]
rycrunn. Kopuctuhemo ucTu mpucTyn Kao y ciaydajy ciaabojgerenepucanor raca. l3paszumo A
U3 NPBOT WIaHa Ca JIeCHe CTPaHe MPETXO/IHE jeTHAKOCTH

20002 3bsA?
/\:/\%n—L)\—M—... (9.25)

Crenenu peJi YeCTUIHE T'yCTUHE MO AKTUBHOCTU JOOWjaMO MTEpalujaMa OBe jeTHAKOCTH

2b o2 3bs)\3 23 o2 3ha\3 3
A= - 5 (Ai’pn—%—?’%—...) —3—(5 <A§:n—L3—3L6—...) - ..
)\T )\T )\T /\T )‘T )‘T (926)
2% 3b
= \in — )\_32()\6Tn2 +...) - )\—63(/\9Tn3 ) — = A3m — 2byn? A3+ L
T T

Kopucrehu jeqnaanue 9.17, 9.18 u 9.26 nanazumo pa3Boj IPUTHCKA MO YECTHIHO] T'YCTHHH

P AN Ma -2 M e (e’ — N )

P_A A ‘ | = n—byn® ... (9.27
T )\%+2)\6T+ ¥ G + n—>byn”+... (9.27)

Ymnopehyjyhu oBaj pa3Boj ca BUPHjaTHOM jeTHAYHHOM

P
ot By(T)n? + Bs(T)n® 4+ By(T)n* + ... (9.28)

JIOJIA3UMO JI0 U3pasa 3a JAPYTH BUPHjAJTHU KOEPUIN]eHT
1 .
By(T) = =ba = 5 / (1 — e~ Pulrz)y g3y, (9.29)

Tpehu Bupujaanu KoedpuiujeHT OU caJIpzKao KoopauHaTe Tpu dectuiie. Mosekyiu pazpeheHor raca
CY Ha JIOBOJHHO BEJTUKUM PACTOjarbUMa Jla ce BhUX0oBa MehycoOHa WHTePAKIIMja MOXKe 3aHeMapPUTH.
Ca nmosehameM decTHYHE I'yCTHHE, JIEIIaBa Ce J1a Ce JIBa MOJIeKy/a Hahy y OJu3uHu 1 Taja Tpeda
y3eTu TakBy KoH(purypamujy y oo3up. To omroBapa japyrom Bupujasaom xoedwurmjerty. Ca
jour Behum mopehamem decTudHe IycTHHE TPU MOJIEKyJa ce MOTY Hahu J10BO/bHO OJIM3Y IITO je
noBe3ano ca Tpehum Bupujaainum koeduinujeaToM. Hamaxkeme MaTeMaTHIKOr 00/IMKa BUPUjATHEX
kKoedunujeraTa Tpeher u BUIEr pefla U IbUXOBO U3pAavyHABAIbE TIOCTAje TOCTa TexKe Hero 3a JPYTH
BUPUjaIHU KOCDUIUJEHT. Y Ty CBPXY OCMHUINHEHA j€ TEXHUKA JIMjarpaMa Koja oJ1akiiaBa (hopMaJHO
3AMMCHBAIGE PA3JIUUNTUX WIAHOBA AJTM HE W HUXOBO m3padyHaBamwe. Jlocaa cy m3padyHatn camo
OpPBUX JeceTak KoedulujeHata. ¥ TEYHOCTHMMA CBHU MOJIEKYJIM CY AOBOJAHO O/mM3y 1a
MehycobHO mHTEparyjy u 3aro je morpeban N-Tu BUPpHUjATHU KOeUIjEeHT 3a padyHambe
MPUTHUCKA. JacHO je /1a OBaKaB MPUJIa3 pa3Boja y PeJ M0 YeCTUIHOj TYCTUHHU HE MOYXKEMO
MCKOPUCTUTH 33 ONUCUBAKHE€ TEPMOAMHAMUYIKNX OCOOMHA TE€YHOCTH.
Habhuwmo caja npBy KOpeKImjy 3a eHeprujy raca y 0JiHOCY Ha BPeJIHOCT 3a njaeajtHu rac. Kopucrehn

jennaunHe 9.16 u 9.18 Hasmazumo

o3 0 G))

> db; [ A’ > 1 (O
- vy Z (—) — VY b N(=35) e (—> .

(9.30)

(Bp),V
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N3Boj akTuBHOCTH 110 OeTa je jejiHaK

D\ L
( ’ 5)(%[2 . (9.31)

3aMeHOM OBOT M3BOJIa y W3pa3 3a €HePTHjy W ymoTpeboM jeanadnue 9.23 HAIAZUMO

X db; (AN 3 0 A\’ dby N2 dbg \3 3
By=-VY 2 (XL CkTVS b L) =kT2V (S22 2220 ) 4+ ZETUN
2 ;dﬁ (A%) T3 ; i) (X}) (dTAGT+dTA9T+ TR N)

3 dby 1 dbs 1
3 oo [dby 3 o, dBs(T)
= SKT(N) + KTV (dTn + ) = SET(N) = KT*(N) === +

(9.32)

Jlakje, mpBa KOpPEKIMja €Hepruje peajHor raca y OJHOCY Ha MJICAJTHU CAJIPKU U3BOJ, JIPYTOr
BUPHjaTHOT KOeDUIIHjeHTA 10 TeMIIePATYPH.

IIpumep Uspauymatu apyru Bupmjantnun koedunmjent Bs(1') 3a rac umja je moTeHImjagHa
eHepruja MHTepakiuje MoJeKy/1a uvMa obIuka jame (camka)

o r<a

u(r)=9 —uy a<r<b
0 r>b
A
u
0 a b r-
-Ug -

Cnuka 9.1: [lorennujanna eHepruja HHTEPAKIMje MOJIEKYIa 00TUKA jaMe.

Pewere: llorennujajsna eHepruja WHTepakIiije MOJEKyJIa OOJUKA jamMe je alpoKCHMAIn]a
Jlernapa-IlorncoBor ob/inKa OTEHTIMjaJlHe eHepruje KOju HaM OMOTyhyje /1a je THOCTABHO OIPe MO
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BUPHjaIHU KOeDUIIH]EeHT

1 o0
By(T) = 5 /(1 — e Pulr2)y B, = 27?/ (1 — e Pur)r2qy
0
a b

=27 /r2dr+/(1—eﬁ“°)r2dr+/0-r2dr :?ﬂ(b?’—eﬂuo(b:i—a:i)).
b

0 a

9.3 JlokaJyHe rycruHe

CraTucTnyka TepMOANHAMUKA JIaje HAUNH KAaKO Ja MPOYyYaBaMO MaKPOCKOINCKE BeJINYNHE
KOje ce He M0jaBjby]y €eKCILININTHO Y TepMOoguHaMunu. JIokajiHe rycTuHe nIpeacTaBibajy
BPEHOCT HEKe eKCTEH3NBHE (PU3NYKE BEJIMYUNHE Y jeIHOj NI BUIIIE Ta4YaKa Y (PUBUIKOM
IPOCTOPY ¥/WJM HPOCTOPY UMITyJICcA jemHor moJiekysa. Opne fiemo ce 3aap:karu camo Ha
rycTuHaMa 6poja MoJiekysa (4ecTHIia) jep cy OHe OJl OPPOMHE BasKHOCTH 3a MPOYYaBahe TEIHOCTH.
[Inb HAM je ma HahemMo AMHAMUYKE TPOMEmNBE KOje OAroBapajy JOKAJHUM I'yCTHHAMA MOJIEKYJIa.

Cauka 9.2: Jeana ox KOHHUIYpALKja MOJEKY/Ia Y CYAY 3anpeMuHe V KOju CaJpKu IPOU3BOJbHY
obmact S.

OOO OQQOQ QmOOV

0. 00
0" 09,090 ¢

OOOQQQQ O O
O~ O 000 Y0000

[Mocmarpajmo Mostekyste y Hekoj obmactu S cyna 3anpemune Vo (camka 9.2). Mouekyn ce
HaJIa31 y 00JIaCTH aKo je Heros IeHTap y Toj obaactu. Hahumo semumuuny N (S, 7) koja maje 6poj
MOJIeKyIa y Toj obmacTi. Bpoj Momexkyna y obaacTu S 3aBHCH OJ KOODANHATA CBHX MOJCKyaa 7.

Cpeama speanoct (N(S)) ce nobuja yepeamemem N (S, 7V) 10 ceum kondurypannjama KaHOHCKOT

— / / N(S, ) P() d*Nr (9.33)

Uuaukaropcka dyuknuja I;(S, 7;) Bpaha Bpeaaoct 1 ako je i-tu Mostekys1 y obnactu S u 0 ako Huje.
Jacno je na je dynknuja N(S,7) jennaka 36upy HHAMKATOPCKHX (bYHKIHja 32 CBAKH MOJEKYJI

ancam0JIa

N(S, ™) =) Li(S,7). (9.34)



[Towrro cy cBu MoJIeKy/IM UCTOBETHH, Cpebu OPOj MoJieKy/ia y obsactu S U3HOCH

N N
(N(S)) = / / SIS AP i = S / / (S, 7)) P ) d®N
i=1 i=1 (9.35)
- N/ /11<5, PP d*r = NP(S),
rie je Pi(S) BepoBarHolia ga ce mpeu MoJiekyst Halje y obaacru S jep usHocu
N(S

IIITO OJIr0Bapa CTATUCTUYKO] jepUHUNIMjH BepoBaTHONE.

(9.36)

PazmoTrpumo 6poj Mostekysta y obsactu S Kaja ce obaacT cMamyje 10 OecCKOHaTHe MaJie 3allpeMuHe
d3r' oxko Tauke ca Koopaunatama . Kopucrehnu Besy msmely unamkaTopcke byHKIMje U JeaTa
dyuknmje, jejHadnta 2.25, HaJa3uMO UHIUKATOPCKY (PYHKIM]Y 3a OeCKOHAUYHY MaJiy 00JacT

Li(d* 7)) = 67 — 7 ") d>r (9.37)

U cpedambu OPoj MOJIeKYIa Y TOj 00JIacTH

(N(d)) = dv / / 25 ) @y (9.39)

Cpenma JTOKaIHA TYCTHHA MOJIEKY/Ia Y eJeMenTy 3amnpemune d°r’ oko 7/ jenmaka je

<n(1)(77/)> — WC(ZZZ—/ / /25 —»N) B3Ny (939)

OHa ce HA3WBa U jeJHOYECTUYHA I'yCTHHA (CHHIVIeTHA pachojena). [Ipumerumo fa oHa peicTaBba
CpeIIby BPeIHOCT 10 aHCaMOJ1y TUHAMUYKE TPOMEIbUBE

nM (") Z G (9.40)

Osge je ¥/ mapamerap jep 3a cpaky Tadky y mpocropy n') (7 ') mocraje pasmmumra ciyudajna
HPOMEHLUBA.

[Tomrro MapruHaHa IyCTUHA PACIIOIEIE YBEK MOKE JIa Ce PUKAYKE KAO CPEJItha BPEIHOCT JIe/1Ta
dbyrkngje (jemmaanna 3.49), osnaummo ca PU () Maprunasny rycTHHY pacioese 3a KOOpIuHaTe
IIPBOT MOJIEKYJIA,

P(l)(/r?/) :/"‘/P<F/7F27"'7 ) ra.. .d TN_\/ / 7? 7_" ﬁN) dSNT' (941)

Crora je " (7') jennaka 36upy MapruHAJIHEX PACIIOIe]a KOOPAMHATA 34 CBAKM MOJIEKYI.
nM(7 "d*r' uuje jenmaka BepoBaTHOhm Haja’kema GO KOjer MOJIEKYJA y €JIEMEHTY
zanpeMuHe d°r’ jep je BeposarHOha 306mpa Jorabhaja

P(mosekyn 1y d*r' + monexyn 2 y d®*r' + ... + monexyn N y d°r')

9.42
# P(monexyn 1y d®r') + P(monexyn 2 y d°r') + ... + P(momexyn N y d*r') (9.42)
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jep csu jorabaju "mosexyn iy d3r’" mucy mcksbyumsu ocmM ako je d°r’ jako majio Tako aa
HajBUIIe jeIaH MOJIEKYJI MoKe fa ce Habe y Toj sanpevuan. Taza n(V(7') nocraje jeanaka
T'YCTHHHI PACIONeNN HaJIayKemha OMI0 Kojer MOJIeKyIa Y eJeMeHTy 3ampemuae d>r’

N N

P(Z Mostekya iy d*r') = Z P(monexyn iy d*r')

i=1 i=1 (9.43)
=> PO = NPOF)d*r' = n (7" )d™.
i=1

JeTHOUeCTYHA TYCTHHA HUje HOPMAJN30BaHA HA JeIMHUILY HETo Ha Opoj MOJeKysa
/ O (F )P = N / PO(F")d% = N. (9.44)

3a xomorene daynae (n (7)) je ynudopmna (ocuM y BeoMa MaJioj GJIM3HHM HBUIA CHCTEMA Ha
rpanunu dasa urro obudHo 3anemapyjemo). 1z jeanauunne 9.44 nanasumo (n)(7')) [d®r’ = N,
: Dy(=zn\ _ N _ :
7j. (nW(F')) = & = n wro cmo panuje KopucTHIM 33 YeCTHUHY TYCTHHY. Y CIOJBAILLBEM IOJbY,
jelHOYeCTHYHA I'yCTHHA (DIIyHIa MOKe 3aBHCUTH O] I0JI0XKaja Taduke 7 .
Bpoj maposa Mo/eKy/Ia 3a AaTy KOHMUTYpalnjy MoaeKyda 7' y Hexoj obaacta S H3HOCH

0(S) = 23" 1y(8.70,7) (9.4

i=1 j#i

On 3aBmcw o7 KOOpAWHATA CBUX TApOBA MOJEKyJa 7; W T; y JaT0j] KOH(MUTYDAIWMjH MOJEKyJIa.
[Ipumerumo ja 6poj mapoBa 3aBUCH OJI TOTA KOjU MOJIEKYJI je V KOjOj Ta4KH IPOCTOpa, Tj. HUje
HCTO J1a JIM je IIPBU MOJEKYJI y 7; a Apyra y 7; uiam oopuyro. Cpeamu 6poj maposa ce nobuja
ycpeimbeM 110 ancambiry Opoja nmapoBa 3a cBakKy KOH(UIYpPAIUjy MOJIEKYJIa

I(s)) = [ .. L (S, 7, 7)) P(#N) d*Nr (9.46)
[-]X%

AKo ce 3anpemMuHa cMamyje Tako ja ce TPBU MOJIeKYJ Hajla3| y eJeMeHTapHoj sanmpeMunu d>r’ a
apyra y d*r” oko tauaka 7' m 7" omga je mHaEKaTOpcKa (GYHKIHja Koja 6pPOju MPHCYCTBO Iapa
MOJIEKYJIa Y TUM 3allpeMHHAMA, jeTHAKA

Li(d & 7, 7)) = 8(7 — 7)o (7y — 7 ") d>r' dPr” (9.47)

a cpe/iibu Opoj 1apoBa MOJIEKYJIa

N N
{I(d, d*r")) = dPr'dPr" / / >N o -7 — 7 ") PEY) d*r (9.48)

i=1 j#i

N3 oBora npousmiazu ja JIOKa/JHA TYCTHHA CPeIiber Opoja mapoBa MOJIEKY/Ia U3HOCH

<n(2)(7:»/’7;»//)> _ (II(d®r", d®r'")) _ //ZZ(;(F% - 7_”/)5(7?] o F”)P(FN) 43N (9.49)

d37" d37‘”



Ona ce Ha3suBa ¥ ABOYECTUYHA TYCTHHA (mapHa pacnojesa). JuHamMmdaka npoMemuBa Koja
omucyje 6poj maposa MoJiekyJa y Tadkama ' u 7" usnocn

n@ (! 7" ZZ& 7y — "), (9.50)

=1 j#i

MapruHajiHa rycTHHA pacHojesie 1a ce IpBu MoJiekya Hahe y 7/ a apyru y 7 jenHaka je

P(Q)(F/’F”):/---/P(F/,F”,F?’"“ ) r3.. d?”N_/ / —*/ 7—,» —F//)P(FN)d:gNr.

(9.51)
[octoju N(N — 1) napoBa MoJIeKyJIa, M4 je JIBOYCCTHIHA I'YCTHHA

(@ (7" 7"y = N(N = 1)PD(F' 7" (9.52)

a IbEeH MHTEerpaJl U3HOCHU
// ) d*r'd*r” = N(N —1). (9.53)

Axo cy eqeMeHTapHe 3anpeMuHe d°r’ u d°r” Toamko Mmaje Ja ce y HBuUMa Moxke Hahn
HajBUILE jeJaH Map MOJIEKyJa OHia cy gorabaju 1a ce CBH HapOBH MOJIEKy/Ia Hally y Tum
sampevmHamMa uckbyunsn na (n? (7' 7 ")) mocTaje rycTmHa pacmofesie HaTayKema OUI0 KOT

napa y sanpemunama d>r’ u d3r”,

N N N N
P(Z Z MoseKyT iy d*r'm momexyn j y d°r”) = Z Z P(monexyn i y d*r'm monexyn j y d*r")
i=1 j;éi i=1 jAi
_ Z Z P dS Byt — N(N _ 1)P(2)(77/,77//)d37’/d37’// _ n(2)(,,;»/’ ’F”)dS’I“/dST”.
1=1 j#i

(9.54)

Huje remko yourmrrutu oBaj npmias Tako Ja Jedunuiiemo Jjokajany rycruny k-ropku (k-
YEeCTUYHY T'YCTHUHY) y TadKaMa I, Lo, ..., Tk,

(@1, @, ., T / /ZZ Z 87 — #1)8(7) — Ta).-0(F — &) P(7Y) d*Nr

i=1 g ki

N!
_ Y pyz oz oz
N k:)!P (1, Zo, ..., Tk),
(9.55)
re je MapruHaJHa rycTHHA pacrojere 3a k KoopanHaTa
PO (), &y, ... T) = /.../5(7?1 — T1)0(Fy — @o)...0(F) — Zp) P(7) d*Nr. (9.56)

Ako HaM je mo3HaTa k-4ecTUYHA TYCTHHA OHJIA JIAKO MOXKEMO Halil YeCTHYHY TYCTUHY 33 Malbu
Opoj MOJIeKyIIa S,

S . N —k)! L .
<n(s)<$17$27...7l'5)> = ﬁ//(n(k)(l‘hxg,,xk)> dST‘S+1d3T’S+2...d37”k. (957)

OOpHYTO He BazKW, HE MOXKEMO OJIDEIUTH YeCTUIHY I'YyCTHHY 3a Behn 6poj MoJekyaa ako 3HAMO 3a
MamH.
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Ipumep OnpenuTn ABOYECTUYHY TYCTHHY 34 WJI€AJTHU TaC.

Pewerve: llorennujasina enepruja u KOH(MUIYPAIMOHA HHTEIPAJ HJICATHOI raca Cy jeTHaKH
nym u V. Kopucrehn nspas 9.10 Halta3uMo IBOUECTHYHY I'YCTHHY

@ 7)) = % / / e PV (71 7 1) BNy

N N
1
:W/.../Zz(sm—f’)a(a—f”)d?’Nr
i=1 j#i
N(N-1)VV2 NN-1
VN Vv T

_ <7”L(1)>2.

Mozke ce ToKazaTH Jia je s-uecTuyna rycruna ugeasnnor raca (n'® (7, ... 7)) ~ (nM)s. Hakme
y WJIeaJIHOM Tacy He IOCToje KopeJjaluje IMoJoXKaja J9ecTHIla, Tj. IOJOXKaju MOJEKyaa Cy
MehycoOHO He3aBUCHHU.

S-4eCTUYHE T'yCTUHE Yy OTBOPEHOM CHUCTEMY Ce JI0OHjajy YCpeIIbermeM S-4eCTUYHe TYCTHHE W3
KaHOHCKOT aHcaM0J1a 110 pacIojie/ii BepoBaTHohe 3a pa3/jinduT Opoj MOJIEKYJIa CUCTEeMA,

(W (@, B))vr = Y (n(F, o, E)) vvr Payr(N) (9.58)
N>s

Houxop unTerpaJs u3HocH

/.../<n<s>(;zl,...,@»Md%l...d%s = ZPM(N)/.../<n<8><fl,...,fs)>NVTd3;c1...d3xS

= Bur(N) (N]i!s); - <(N]\i!8)! >,m

(9.59)

9.4 Kopenanunone dbyHKIIje

360or nocrojama Me)yMoIeKyJICKUX WHTEPAKINja, MOJIEKYJIN Ce Jelihie Hajla3e y HEKUM
JeJIOBUMAa IMPOCTOPA HEero y HEKMM apyrum. JacHo je jga jgorahaj ma ce mostekysr Habe
y HEKOj ejieMeHTapHOj obJjacTu npocropa 3aBucu oJ1 Jjorahaja jga ce japyru moJiekyan Hahy y
OKOJIMHU Te 0061acTi (YHOPEAUTH ca 33JaTKOM O MIeaJHOM racy y MONJIaB/by O BePOBATHONM) MITO
sHaum jga i gorahaju Hucy HesaBucHU. Y MPETXOIHOM OE/bKY CMO pa3MaTpau OpPoj MOJEKyJia
WA [apoBa MOJIEKYJIa YV je/IHOj OOJIACTH M IITa ce JelllaBa ca IbUMa KaJl ce 00JacT cMaibyje J0
eqemenTapHe. (OBje Hac HHTepecyje 3aBUCHOCT OpojeBa MoJIeKyJaa y JBe objacTu mTo he Hac
JIOBECTH JI0 TI0jMa IlapHe KopesanuoHne pyHKIje Koja je Haj3HadajHuja (DYHKIM]a 3a HPOydaBabhe
CTPYKTYPE W TePMOJAMHAMUIKIX OCOOMHA T€IHOCTH.

Kopenanuona dyukuuja C(7',7") 3a aBe ciydajHe IpOMembEBe KOje TTapaMeTapCKi 3aBUCe
on koopgunarta, A(7') u B(r"), ce medunuine Kao cpeba BPEIHOCT IHUXOBOT TPOU3BOIA

cr', 7"y = (AF")B(")). (9.60)
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Ona 3aBHCH 0] KOODAMHATA CJYYAjHHX [POMEHUBAX. 34 HE3aBUCHE CJIydajHEe IIPOMEhUBE BarKH
(AP )B(")) = (A(F)(B(")) (9.61)

(To je mpaBmwio 4. U3 0cOBUHA CPeJiEhe BPEJIHOCTH Y MOTJIaBby O BepoBaTHONm). AKo ciaydajae
IPOMEIbUBE HUCY HE3ABUCHE, IbUXOBY 3aBHCHOCT KBAHTUTATUBHO MOZKEMO U3PA3UTH TOMONY KOpeJiarnoHe
dyuknuje dbaykryamuja ciydajuux npomemusux, S(7’, 7"). Ona npencraBba pa3ianky usmehy
CpeJithe BPeTHOCTH MPOW3BOA U MPOU3BO/IA CPEIHUX BPEIHOCTH CAyIajHHX TPOMEHUBUAX

S, 7)) = (GAF)SB(r ")) = ((A(T") = (AT )N(B(") = (B "))
= ((AF")B(F")) = (A7 ){(B("))

1 07iroBapa Kopapujaucu caydajuux npomemsusux A(r’) u B(r"). Ilomcerumo ce na je y BepoBarHohn

(9.62)

KopeJaruoHn KoeduujeHT 0o jeHaK KOBapHjaHCH 110/Ie/beHO] Ca KOPEHOM ITPOM3BO/a BapHjaHCH
JBe caydajHe TPOMEmhUBeE.

Osze nac mHTepecyjy kopemanmoHa dyHkmnuja daykryanmja 6poja mosaekymaa N(S)
u N(S2) y aBe obaacru Sy u Sy Koje ce nagaze y cyiay 3anpemute V (camka 9.3). Tu 6pojesu
MOJIEKY/Ia CYy CJAydajHe MPOMEmhUBe U IbUX0OBa KOpeaanuona GyHknuja MayKTyalnuja n3HoCu

(ON(S1)0N(52)) = (N(S1)N(52)) — <N(51)><N(52)>
[ ( [ >
)

d3 // F,/) d3rl/> P(T?N) d3N7”
= S 5
_/ <n(1)<f'/ Br / <n(1)(,’7//)> A3

So

51
= /(/5/521215 ") d*r'dr > P() d*Nr

- [t [ w0y

S1
N

— / d3 1/ d3 /1/ / —»// i—F’)P(FN)dSNT
i=1 /51 S2

N
+ZZ/S d*r’ /S d3r”/.../5(ﬁ~ — 77 — 7" P(FY) d*Nr

=1 j#i

- [ty [ e erpe e

S1
N
= / d3r'/ d?’r”/.../é(ﬁ-—F')5(F’—F")P(FN)d3Nr
S1 So
/ d3 // (2 >d3 //_/ < (1)(—»/)> d3 // <n(1 (—»//)> d3 //P(—»N)dBNT
S1 So

_ nl 7! 37,/ — 3,,,// 3/ 2) A (1) 7! nl) 7 37,//.
-/ <>>d/6< yitr s [t [ (@O ) - O O d
(9.63)

w

: HMZ
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Y rpehem pey MO pa3/iBOju/In JIBOCTPYKY CYMY Ha 4IAHOBE KOje UMajy UCTE MH/IEKCE U Ha YJIaHOBE
KOje mMajy pas3jinduTe WHIAEKCe. VY CYMH [0 UCTHM WJIAHOBUMA ¢, KOPUCTUJIM CMO HJIEHTHUTET 3a
nearra dymuny 8(7, — ')8(7 — 7 ) = 8(7, — 7O — 7).

Cauka 9.3: Kondurypamuja Mojekysia y cyay sanpemute V' Koju CaJpzKu IIPOU3BO/bHE 00/1aCTH
Sl " SQ.

O O OQQO
O @) O
Lo OB opETe, 0

O o d] O
OO@Q 41070 O

"

Wurerpanujom no 7 " xoopamnarama y obsactu Se genta dbyukmuje o(7 ' — 7 ") mobujamo
7_1’

/

JEIUHUILY aKO Tadka npunaga obsactu Sy W HysMa ako He mpumaga. (Crora je 3a XOMOreHe

dayuie npBy YIaH jeJHaK
/ nW (") d>r’ / S(F' — 7" dP*r" =nV (SN Sy), (9.64)
S1 Sa

rae je V(51 N Sy) 3ampemuna mpeceka obmactu Sy u Ss.
Hedbunumumo napry kopesaanuony byHkiujy (Kopeaanuony (byHKIH]Y TapoBa MOJIEKYJIA)
g(2)(,r—,» /’ ,r—,»//)7
("7 ")) = (D)) W) g? 7" (9.65)

> 2N

O6mano e 3amucyjemo cymepexkpunt (2), ¢ (7 /.7 ") = g(F',#"). 3a XoMoreHe W H30TPOIHE

dbaynne Baku a HUXOBE OCOOHHE OCTajy HENPOMEHeHEe y OJHOCY Ha TPAHCJAIU]Y U POTAIH]Y

npocropa. To yruay ma szasucuoct (nP (7' 7 ")) u g(¥',7 ") ox KoopamHaTa. YMECTO mMecT

KOOD/IMHATA, JIOBOJLHO j€ OJIPEJINTH CaMO jeJHY KOOP/MHATY KOja ¢e OJJHOCH HA PEeJIATHBHO PACTOjakhe

r u3mely Mostekya. HempoMemnBoCT y 0J[HOCY Ha TpaHCIANujy oMoryliyje f1a cTaBuMO KOODAUHATHH
cucTeM y jeaH MosieKysl. HempoMemHBOCT y OJHOCY Ha POTAIU]y JOBOJM JIO TOTA JIa YraoHe

cepre KoopauHaTe APyror Mosieky/1a Hucy norpebue. Ocraje caMo PeIaTHBHO PACTOjarbe, TAKO

aaje (n@(F 7 ")) = (0P (r,0)) = (WP (r)) u g(7',7") = g(r,0) = g(r). Jakse, 3a xomorene u

u3oTpornHe aynjie Baxu

(n®(r)) =n’g(r). (9.66)

[Tapua xopesmanuona (pyHKIHja TPEICTAB/HA OJACTYNAE IBOYECTHIHE TYCTUHE OJ JIBOYECTHIHE
ryctuHe ujeaanor raca. OHa ce 4ecTo Ha3WBa W pajujasHa (PYHKIH]ja PACIojiee.

Y ciy4dajy XOMOTeHUX W M30TpOmHuX (uiynaa, Kopenamnunona ¢yakinja Gaykryanmja opoja
MoJIeKy1a y obiactuma S; U So M3HOCH

(SN(S1)6N(Ss)) =nV(S1 N Sy) —l—n2/ dr / —1)d*” (9.67)
S Sa
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Kana cy obsiactu S7 u So upentuane, S; = Sy = S, onjya je kopesanuona dpynknuja Qaykryanuja
opoja mosekyaa y obaactu S

(GN(8))%) = (N(S)) + n? / & / (9(r) — 1) d*" (9.68)

3a GeckoHadno MaJe objgactu S; u Sy ca 3anpemuHama dor’ u d3r” xopesanuona (yHKIHja
daykTyanuja 6poja MOJIEKy/Ia Y THM OOJACTHMA je jeTHaKa

(ON(d*rYoON(d®r")) = (nVO(FNo(F" — 7"y d>r' d®r" + (nD(F )N nOF ")) (g7, 7") — 1) d>r'd>r"

(9.69)
a KopeslanuoHna dyHukiuja dbaykryamnuja gokanue (jeHOYECTUYHE) TyCTUHE
. ) (ON(d*r")oN (d*r")) N . - Y-
(a0 (7)o (7)) = S EDEEET) ()6 -+ (7)) (D () (g ) 1),
(9.70)

3a xoMoreHe U U30TPOIHe GJIyn/ie KopeaanunoHa MyHKIja MIyKTyaruja JoKaJIHe TyCTHHE 3aBUCH
caMo oJ] pacTojama u3Mehy Tadaka

(6nD (r)6nD(0)) = nd(r) + n(g(r) — 1). (9.71)

Ynan nd(r) je pasaudaut o HyJe camMo ako nocMarpamo (GbJIyKTyaluje JOoKaJHe I'YCTHHE Y HUCTO]
tauxu. Crora je (M (r)nM(0)) = n?g(r), mTo onpasiaba Ha3uB Kopenanmona GpyHKIHja 32 g(7T).

[TocToje Tpu HaYMHA J1a ce MapHa KopeJaluoHa GpyHKIEja oapean. IIpBu HavuH je perraBamem
alPOKCUMAaTUBHUX jejHaduHa Koje HeheMo u3BojuTH OBJie. Jlpyrn HadMH Jlaje er3sakTHO pellierhe
U KOPHUCTHU METOJEe MOJIEKYJICKUX CHMYy/Ialuja Ha padyHapuma. 1pehu nauyun je ekcriepumenrtaanu
nmyTeM pacejara X 3paderha uin HeyTpoHa. Fbena ormira ocobuna 3a TEYHOCTH je Jla UMa je/IaH UIn
BHIIIE MAKCHUMYMa KOJH OIaJIajy ca PacTojalb-eM TaKo JIa 3a pacTojarma u3Mehy Mojekysa Koja cy
Beha 071 HEKOJIMKO MOJEKYJICKUX MPEeYHUKA OHA ACUMOTOTCKU TEXKH jeTUHUIU. VY CIydajy Maaux
cepHux MoOJIeKyIa WM aroMa Koju uHreparyjy Jlenapji-IloncoBum mnoreHmnumjajsoM, MakCUMyMU
OZiroBapajy yMHOIIINMA MPeIHHKA MosteKyJIa (canka 9.4). Makcumymu ce Hasaze Ha pacTojamuma
r7ie je BepoBaTHUje Hahu MoJIeKyJT OKO n3abpaHoT MOJIEKY/Ia Y KOOPJAUHATHOM MTOYeTKY KOjer IIOCMaTPaMo.
Ha TuM pacrojatbuma MOJIEKYIH 00pa3yjy KOOPAHHAIMOHE JbyCKe (IIPBY, APYTY, ...) OKO H3abpaHor
MoJieKyma. Ypeheme MoIeKynaa y JbycKe je TOCIeauIa jake ombojHe cuie m3Mehy MOJeKyaa Ha
pacTojalbIMa MabUM O] IPEYHHKA KOja He JIOMYINTa CakuMmame Mosekysa. [lormro je g(r) =1 3a
ujeaTHe racoBe, TO Ha pacTojarmbuMa Koja ¢y Beha 0J1 HEKOJMKO MOJIEKYJICKUX MPEYHUKA, HEIMOCTOje
KopeJanuje rycTude. Ypeheme MoJiekyjia y TEYHOCTUMA je BeoMa KPATKOT MPOCTOPHOT OICeTa.
Crora mapHa KopesnanuoHa (GpyHKIHja HOcH HHPOPMAaIIHje 0 CTPYKTYPH MaTepHje U 3aTO ce CBPCTaBa
y CTPYKTYPHE OCOOMHE CHCTEMA.

9.5 VYcJioBHe T'yCTUHE

YciioBHA rycTuHA pacnojesie Hajgakema N — 1 MoJiekya ako je jeJaH MOJIEKYJ y TauKu’

7' uznocu
P e—BUG 7y 7N) B IR
P(fy, oyl ") = T2 T2T) — 7 e PO
To, .... TN|T = = T Ee— = =S .
BN PO(77) [onf e PO R diry ey [ [ e P T TN dry L dPr
ZN

(9.72)
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Cnuka 9.4: [lapna xopenaruona (pyHKIHja 32 MOHOATOMCKE TEIHOCTH.

A
g

[Tomohy e MoxkeMo jeduHucaTd yCJAOBHY jeIHOYECTHUUYHY T'YCTHHY y TA4KU ©° aKO Ce
je1an MoJsiekyJ1 HaJIa3u 'y Tadku 7/,

(@ |[7') = (N — 1)/.../P(F, Ry |7 ) AP P (9.73)

Taxobhe, yc/0BHA jeHOUECTHYHA TYCTHHA je jeJHaKa MPOU3BOILY HMapHe KopeJjarnuoHe (hpyHKIHje 1
jeTHOYeCTHYHE TYCTUHE

(n®(F, 7))

n(r|r') = (nM(7 1))

= g(7, 7 ) (nM(F")). (9.74)

3a xomorene u uzorpomte biyne Baxu n(r |0) = ng(r). YcI0BHA jeTHOUECTHIHA TYCTHHA HHjE
yaubOPMHA jep IPEJICTaB/ha IYCTHHY MOJIEKYJIA y T0Jby CHJIA jeJHOT MOJIEKYJA Y KOOPANHATHOM
noderky. Cumcrem o mpeoctasux N — 1 mMosiekysia HEje HU XOMOTeH HEU m3oTpomnaH. VaTerpas
YCJIOBHE je THOYECTHYHE T'YyCTHHE Y HeKOj obstacTu S aje 6poj MOJIEKy1a OKO IOCMATPAHOT MOJIEKY./1a
y TOj obJacTH,
N(S) = / n(7 0)dr = n / o(r) dr. (9.75)
s s

Osa dopmysra HaM Jlaje HAYUH Ja U3padyHaMo Op0j MOJEKY/Ia Y PAa3THIUTHM KOODIHHAIIMOHUM
JbyCKaMa OKO M3a0PAaHOT MOJIEKYJ/Ia TaKO MITO heMO HHTerpaJuTH NapHy Kopeanuony QyHKIujy y
rpaHuiiaMa JbyCKH.

PasmoTpumo yc/ioBHY IyCTHUHY paciojiesie HajdaXKema N — 2 MOJIeKyJia aKo je O3HATO
Ja ce ABa MOJIEKyJa Hajiaze y Tadkama 1’ u 1",

S 20 2 — —BU (T "7 s, T
P 7" s, TN) e AU "7 5, TN
P(Q)(,F’/),F’//) o f fe—ﬁU(F v ’/,F3,...,FN)d3’r‘3,...,d37”]\] ’

P(i%, ., x| 7)) = (9.76)

Vcil0BHA jeTHOYECTNYHA IyCTHHA y TAYKHU I aKO je TMTO3HATO JA Ce ABa MOJIeKyJa Hajlase
y Taukama 7’ u 7" je jennaka

TL(F|7?,7’I?”) = (N—2)/.../P(F,FZ;,...,FN|F',F”)d3r4,...,d3rN. (977)
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9.6 TepmMmomuHaMU4Ke BeJIMYMHE

Cpe/ibe BpeTHOCTH 0 aHCaMOJTy MAKPOCKOICKHUX BEJIMYNHA KOje 3aBHCe Ol KOOp/IuHaTa (jeHaunHa
9.10) MOzKeMO YITPOCTUTH TTOMONY YECTHYHUX I'YCTHHA IITO Y MHOTOME OJIAKIIIABA FhUXOBO H3PATY HABAHE.
Maxkpockoncke BeJIMYUHE Cy jeaHakKe 30MpPy MCTOBETHUX YJIAHOBA KOju Cy (byHKIHje
MojeAMHAYUHUX MJIU ITapOoBa KOOPAMHATA MOJieKyJja. VICTOBETHOCT 4jlaHOBa oMoryhyje
Ja ce BbUXOBE CPeiibe BPETHOCTHU CBO/Ie HA MHTETPAJIE MO je JTHOYECTUYHOj NI JTBOYECTUIHO]
ryCTUHH.

Pazmorpumo npBo c1ydaj Kajia MaKpOCKOIICKA BeTnInHa A 3aBUCH 0] KOOPIUHATA TOje THHATHUX

N

MOJIEKYJIa Kao y CIydajy HOTeHIHjaTHe eHerrje y rpaBuTaiuonoMm mowy, A = > a(r;). Cpemamwa

i=1
BPEJHOCT ¥ KAHOHCKOM ancaMmO,Iy Beanuune A u3HocH

/ /AHNVT dBN?” = / /Za i)e fBUd?’ L dPry

:N/.../a(a)e Sy drdiry :/a(r1)< W) (7)) dor,.

Cpeama BpeaHOCT MaKpOCKoIcke Benndnne A = ) >~ a(7, 7;) koja je jenHaka 306upy daaHOBa
i=15>i
110 KOOpAMHATAMA CBHX HAPOBA MOJICKYJIA Ce CBOIM Ha WHTEIDAJ

/ /AHNVT d3N / /ZZ a(r;,75)e AU By dPry

=1 7>t

N(N -1 —-BU . Qo 1 0
-5 )/ / (7, 72) d%"-ddrNdS“dd”:i/ / (s, 7) () (71, 7)) d*radrs.

(9.79)

(9.78)

OBu u3pa3u MOKa3yjy /ia je T0BOJHPHO 3HATH jeTHOUYECTUYHY U JIBOYECTUYHY I'YyCTHHY KaKO Ou ce
oJipe/inyie MeXaHU9IKe MaKPOCKOICKe BeJudumHe. TOMJIOTHE MaKpPOCKONUCKE BeJTMYUHE Kao IMTO je
XeMHjCKH TOTEHIN]aJ ce TaKohe MOTY OpeuTH KOPHCTehn MOIeKyJICKe pacioiesie adn je u3Boheme
JIOHEK,/Ie KOMILJTUKOBaHUje U Ihera NeMo MpPeCKOYUTH.

IHpumep OnpennT u3pas 3a YKYIHY €HEPTH)Y MOHOATOMCKOT (bJiyua Koju nHTeparuje Jlenap/i-
[ToncoBum noreniujaaoMm Kopuctehu mapuy Kopeaanuony yHKIHU]Y.

Pewere: Ykynua eHepruja jenHaka je 30upy KMHETHUYKe W IOTeHNUjatHe eHepruje, (F) =
(T)+(U). Cpeama kunernuka enepruja nsnocn (T') = SNET. Cpeama norennujaana enepruja
ce mobuja KopuinhemeM jeqnadnne 9.79,

1 .
= 5//u(r12)<n(2)(F1,Fg)>d?’rld‘s?@.

Tpancdopmanujom KoopauHaTa 71 U 71 y R. U 79 U 9UBEHUIIOM JIa je MOHOATOMCKU (DJIyH L
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XOMOT'eH 1 U30TPOIIaH HaJA3UMO Cpediby BpeJIHOCT HOTGHLLI/IjaJIHe eHeerje
1 (2) 3 3 v 2 3
<U> = 5 U(T12)<TL (7“12, 0>> d Rcd T2 = 5 U(Tlg)n g(Tlg) d 12
Nn

= T/1,L(7”12)g(7’12)47r7‘f2 drs.

0
Wspaz 3a yKYIIHY €eHeprujy MOHOATOMCKOr (hJIyHaa je

o0

3
(E) = §NkT + 27an/U(7’12)g(7“12)7’32 dryz.
0

Hpumep N3BecTn u3zpas 3a NpuTrUcak MOHOATOMCKOI (ityuia Koju unreparuje Jlenap-Iloncosum
HOTEHIHjaJIOM KopucTehn napHy Kopejalnuony (pyHKIUjy u jegHaduny 7.13.

Pewere: Y jennaumam 7.13 cpeamy BpPeTHOCT IO BpeMeHY MOXKEMO 3aMEHHTH Ca CpPeTHhOoM
BpeHOMNY 0 KAHOHCKOM aHcaMO.Iy,

N
1 —
P =nkT + — EF.“~7 .
n +3V<i:1 i r>

TpanchopMunmumo yHyTpaIibu BUPUja

N
Z (FE T+ F}“z : f}) JYILIEPAMO CYMY H KOPHCTHMO F¥ = (

N N
1 — . ]
=3 Z Z FY.(r; —7j) KODHCTHMO 3aKOH aKIje I Peaxiuje
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Cpenmpa BpeTHOCT YHYTPAIllbelr BHpPHjaJa Yy KAaHOHCKOM aHcambiy ce nobmja KopHIThemeM
jemnaunne 9.79,

al du(r du(r
<Z - 7_‘;’> = ——// len2 (71, ) dPrid’ry = ——// njn 29(r12) d*Red’ro
i=1 Tij Tij

du(r;
- _T/ ( ])r”g(ﬁg) d3rys.

dri;

N3pa3 3a npurucak MOHOATOMCKOT (hJIynJIa U3HOCU

2nNn Oodu(ri-)
P = nkT — 3 / drij] g(?”lg)?"ib d?"lg.
0

Kajia mocmarpamo daykTyanuje 6poja MOJIeKy/Ia YUTABOT CHCTEMA MOPAMO HPUMEHUTH BEJTHKA
KAaHOHCKH aHCcaMOJI jep OHe HUCY JI03BOJbeHe y KaHOHCKOM aHcaMOmy. Kopucrehw jennauwmny 9.68

3a YUTaB CUCTEM HaJIa3UMO

((6N)?) Y+ n / d*r ’/ guvr(r) — 1) d*r”
_ (N} 422 /V &R, /V (guvr(r) = 1) d*r = (N) + n(N) / (Guvr(r) = 1) dr-

v

(9.80)

OBie cMO Mpenin ca KoopJauHaTa ' u 7" Ha KoOpAWHATe TeHTpa Mace R, u pejlaTuBHe KOOPIHHATEe
7 nBa MoJsekyaa. Kopemamnuje dpuiykryammja Opoja MoJIEKYJIa Y BEIUKOM KAHOHCKOM aHCaMOJIy ce
MOI'Y 1I0B€3aTH Ca IPOMEHaMa YeCTUYHEe I'YCTUHE YCJIe/[ IPOMEeHA HPUTUCKA

(8% = KT (N = L0 (3—?) - = (ag]/jv))m

W3 nperxomne 1Be jeqnadnne A00MjaMo jeJHAUUHY KOMIPECUOUIHOCTH

KT (8”) — 1+ n/(gWT(r) — 1) dr. (9.82)

(9.81)

oP

ITpumep Kopucrehn jegaaduny KOMIPeCHOHIHOCTH W3BECTH jeHAYMHE CTAarba 3a Caydaje: a)
¥IeaTHOT raca MOJIEKyJ/Ia 33 KOju je g,y = 1 1 6) raca MoJieKy/1a 33 KOji BasKn alPOKCHMAIIH]a
Juvr = e~Pur) koja mpecTaBba pacIoeTy MOIEKYIIA Y CIObANIHEeM H0JBY () OKO IOCMATPAHOT
MOJIEKYJIa.

Pewerve: a) 3a ugeaann rac HAJa3UMO

P

uuje je peniewme n = ;.
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6) Jemmauuna KOMIPECHOMITHOCTH H3HOCH

kT (g—:}) . =1+ n/(e’gu(”)l) &Pr=1+nB

re eMo ca B osHaummm uarerpan. Oba nupepeHnnjaHa jeJHaUYNHA ¢ MOXKe 3aIlUuCaTH Y
00JIUKY

, nB 1
Pememe nexoMorene JimHeapHe audepeHIidjaine jeJHadnHe IPBOr pea je

nze%dp /e—fgdpidp+0 :—i—{—Cefﬁ
kT B

N3 ycioa n = 0 3a P = 0 pobujamo koncranty mHTerpanuje, C' = JejiHaunHa cramba

1
5
MOYKEMO Pa3BUTH y CTEINEHU peJ, 10 JeJJHOYECTUYHO] TYCTHHH,

nQB2 nSBB n4B4

P=""lnnB+1) =" (nB— _
Bn(n+) Bn 2+3 1

W3 oBe jeanadmHe HaAJIA3UMO U3pa3 3a JAPYI'd BUPHUJAJTHH KOoepUIEjeHT

B 1
ByT) = —5 = ¢ /(1 _ e Py gy

JacHo je ma je oBa ampoKcUMallija TapHe KopesjalnnoHe (bYHKIHje KOPUCHA caMO 3a TacoBe Ha
PETATUBHO HUCKUM TPUTUCIIIMA.

9.7 IloreHmujan cpeame CHJIe

[Torennujaj cpejiibe cujie je BepoBaTHO HAajBarKHUja BeJIMYMHA 110BE3aHa Ca MOJIEKYJICKUM IIPOIECUMa,
y TednoctuMa. lako ce Mosiekysim Herpecrano kpehy, camMo mpoMmena jeine Wiiu BUIE KOODIUHATA
KOje ce Ha3MBajy peaKIMOHe KOOPAMHATE (MM TapaMeTpH OPeTKa Y 3aBUCHOCTH OJT KOHTEKCTA )
JIOBOJIM 10 OJIMTpaBama Mporeca. PeaKnoHe KOOpJIWHATE Ce cacToje Ol KOODJAWHATA jeTHOT WU
BUIIEe MoJeKyta. Ha mpuMep, XeMujcKe peakiidje MOTY YK/BYIUBATH TPOMEHY pacTojamba MOje TMHAX
aToMa MCTOI WM PA3/IMYUTUX MOJIEKYJa, JBa JUje/IpajiHa yIyia aMUHOKUCEJUHCKUX OCTaTaKa
NPOTENHA, CJYZKe 3a KaacuUKaIujy KOH(pUTYpalldje NpoTerHa, JOK CY KOOPJAWHATE MOJIEKYJa
pacTBapada y KOODJMHAIMOHUM JbyCKaMa MOTpeOHe 3a pa3MaTpame KpeTama joHA, eJeKTPOHA
WU TPOTOHA y pacTBopuMa. (OHO MTO KeauMo /1a HaheMo y CTAaTUCTHYKO] TEPMOIUHAMUIIA je
TyCTHHA PACIOEJ€e PEaKINOHNX KOOPANHATA 1 IbeHY Be3y ca PaJioM KOju je moTpebHOo
U3BPIINTA KAKO OU ce cuCcTeM mOMepHo ay»K TuxX Koopaumuara. Taj (peBep3ubuiinn)
paj je jeAHaK IMIPOMEHU IMOTEHIMJAJIa CPEhEe CUJIE.

Pasmorpumo jegnocraBan npumep Ha KoMe hemMo Mmoka3aTu Be3y m3Mel)y MOTEeHIHjajia CpeJihe
CHUJIe ¥ TYCTHHE pacIoiesle peaknuoHe KoopaunHate. [locMaTpajmo 1Ba Mosekysia ca KoopuHaTaMa
7/ u 7" Koju ce HaJIa3e y XOMOTE€HOM U W30TpornHOM (uryuay. IloTeHrujaina enepruja MHTepaKkInje
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aBa mojiekysa u(r ' 7 ") nupeacraBiba paj Koju je 1moTpebHO YJI0KUTH Jla OU ce JiBa MOJIEKYJIa €A
OeCKOHAUHOI pacrojama jgoBee Ha koudurypauujy 7/ u 7" y sakyymy. Nnaxk y ¢guyusy nocroje
JPYTU MOJIEKYJIV KOjU WHTEPATyjy ca MOCMAaTPAaHUM MOJIEKYJINMa TOKOM BUXOBOT TPEMEITamba, T).
OCTAJIH MOJIEKY/IU HUCY (PUKCHPAHU HETO U IbHXOBO KpeTambe Tpeba y3eTu y 003up Ka1a pa3sMaTpaMo
noMepame n3abpaHux MOJEKyJIa. 3aTo pajl IOBe3aH ca JI0BOhermeM MOJEeKY/Ia ca OeCKOHATHOT
pacrojama Ha pacrojawe r = |7/ — 7| y duayusy oarosapa npomMeHu BeJMdYMHE KOjy HA3UBAMO
NOTEHIHja cpentbe cuie F(r).

OnpeiuMo TycTHHY pacIojiesie MoBe3aHy ca pacrojameM r u3Mmely mzabpanux mosekysa. Y
cayaajy dbayuma ca N Mosekyaa Ha TeMrepaTypu 1’ u y 3anpemuan V | XeJIMXOIIOB TOTEHITH]aJT

1 3
e PF = DAY / / e PUT) @3N (9.83)
T

Axo dpukcupamo aBa MosieKy1a y Koudurypanuju ' u 7, morennumjan cpeame cuie ce u3padyHapa

HN3HOCH

yCpe/IlbaBameM 10 KOHGUTypallijaMa CBUX OCTAJINX MOJIEKYJa,

o BE() _ T / / UG ) Py P

— (7 = 73y — 7 e VTR @y dPradrs. dPry
(N — )u)\ S(N— 2)/ /

B Znyr PO (7,7 ")

C(N—2

(9.84)

rie je P@) (7' 7 ") maprunaana pacnoena koopaunara 7 u i "
[Tpomena morennujasta cpeame cute AF(r) = F(r) — lim F(r) uamely aBa crama kajga cy
r—00

HOCMATPAaHU MOJIEKYJIN Ha PACTOjarby r W Ha OECKOHAYHOM PACTOjaby W3HOCH

Invr PO 7 ") N(N—1)P®(F ' 7 ")

—BAF(r) _ (N—2) X3V _ — _ g(r) _ g(r) _ 085
€ lim ZNVTP(Q):g:N/ ;)”) lim N(N—-1)P 2>(q' ) lim g(r) 1 g(r). ( . )
r—oo (N=2)I\} r—»00 n? r—00
N(N-1)

Y JIpyroM KOpaky CMO TMOMHOXKHJIA MMEHHJIan u Opojunarn ca — r— Kako Om jobumn napmy
kopesarnony dbyukimjy. Axo yamemo na je F(co) = 0, oHja HAJTA3WUMO peJIali]jy

g(r) = e PO, (9.86)

3a pazsuky o Jlenapj-Ilomcose morennujasie eHepruje HHTEPAKIUje 1Ba MOJICKY/Ia, TOTEHITH] AT
Cpe/lihe CHJIe HMa HEeKOJIUKO MHUHHMYMa OJIBOjeHa MaKCUMyMHUMa 3a cepHe MoJIeKyJsie WJIH aToMe
reunoctu (cauka 9.5). MakcuMyMu U MHUHHMYMH Ce jaBJbajy Ha pacrojamuma u3melly mosekyna
3a KOja llapHa KopeJanuoHa (pyHKIHja mMa MUHEMyMe U MakcuMmyme. MakcumyMmu moreHrmjasia
cpejiibe CuJie MpejcTaB/bajy Oapuje 3a m3ja3ak MOJEKy/Ia U3 Kape3a Kora CTBapajy OKpyxKyjyhwu
Mostekymu. Moutekysn y pacTBOpEMa ce CTOTa BUIIe TIOHATIA]Y Ka0 MOJIEKYIN 3aTBOPEHN MOJIEKYIIMAa
pacTBapada Hero Kao cJobomHn MoieKyan. 1o ce Ha3mBa edeKaT Kapesa.
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Cnuka 9.5: Iorennujas cpeame cue F(r) n mapua xkopesanuona dbynkmuja ¢(r) 3a MOHOATOMCKE
TEYHOCTH.

F(r),g(r) g(r)

F(r)

Ilpumep Tlokazaru ma je cpeimba CUJIa KOja Jeyje Ha MPBU MOJIEKYJI jeHaKa 30Upy JAHpPeKTHE
cuje w3Mehy JBa mocMarpaHa MOJEKYJa U CHJIe WHJIMKOBAHE OCTAJUM MOJIEKYJIUMa aKo je
VKYIIHA IOTEHIIMjaTHa eHepruja je JHaKa 30Mpy MOTEeHIINjATHUX eHePrija HHTePAKIIH]e MOJIEeKYJIa
o mapopuMa. lIpwkazaTu Apyru wiaH Kao HHTErpaJs Mo YCJIOBHO] jeTHOYECTHIHO) TYCTHHH.

Pewere: Cpeama cujia Koja Jelyje Ha NPBH MOJIEKYJ je TPAJUjeHT MOTEHINjAIa CPEIhe CIIe
no 7/,

. . 1= 1= e
<.F /> = —V/F<T') = Evllng(r) = Bvlln ( Z n2 / / —BUN(T BUE ) d37’3...d3TN)

- 1 f...fﬁle_ﬁUN(F/’F N )d37’3...d3TN
N 5 f...fe‘ﬁU(F/f "T85 TN) d37’3...d37“]v

[TomTo je yKymHa moTeHIUja/IHA €HEPTHja jeiHaKa 30UPYy eHepruja mo napoBUMa MOJEKYJIA,
MOYKEMO W3JIBOJUTH YJaHOBE KOJjU Ce OJIHOCE Ha TOTEHIWjaJTHYy €HEePrujy OcTaJInX MOoJIeKYyJia,
YJIaH KOjU Ce OJIHOCH Ha WHTEPAKIIN]Y OCTAJUX MOJIEKYJa W JIBa MOCMAaTPaHa MOJIEKYIa Kao |
YJIaH MOTEeHIHjaTHe eHepruje WHTepakKIuje ABa mocMaTpaHa MOJIeKyJIa,

N
Un (7" Py, o T) = Un—als, o i) + Y (w(F ' 75) + u(F 7)) + ul 7).

=3

3aMeHOM y 0BOj M3pa3a y jeAHAUNHY 3a CPEIby CHIY J1001jaMo

fmfe*ﬁUN(F’,F“,F ( ZV/ ( ) V/ (—»/ —»//)) d37’3...d37“N

[ fe—ﬁU(F'F”Ff» STN) dBrg...dBr N

F -

Kopucrehu rycruny pacnogesne nHanaxketha N — 2 mosekyaa y ojapehenoj kondurypamuju
T3, ..., T aKo cy aBa Mosekynay 7' 7" (n3pa3 9.76), nperxomHa jemHakocT ce TpaHchOpMuIITe
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N
_ _v/ (—»/ —»// <_ZV/U(F/’7:;>>(N72).

=3

[IpBu 4iaH mpejcTaB/hba AUPEKTHY CHJIY W3MeDy JBa mocMaTpaHa MOJEKyJda a JPYTU UIaH je
UHIMPEKTHA CHJIa jeJIHAKA CPEJIbOj CUIN yCpeaibenoj mo Kondurypamnujama N — 2 MojekyJia.
[Ipeypenmmo Apyru WIaH TakKo Jia ce MOjaBU CPelha BPEIHOCT 1O YCJIOBHO] jeTHOYECTUYIHO]
rycrunu (jennaduna 9.77) jep cyma crBapa N — 2 HCTUX 4JIAHOBA,

/ / (73, ey, P[P T g V(7' 7)) | drs...d®ry

=—( —2/ / (Fay ooy PN |7 7 YN U(F 7)) dPrs...dPry
=—(N - )/V' 3)d 7“3/ / Sy e TN|T T ) Py dPry

- / V/U(’F /, 7?3)71(773|7? ,, T ”) d37’3.
Crora je cpemmha cuia Koja Jiejlyje Ha IPBH MOJIEKYJ jeTHAKa

(F'y = —V'u(f',7") - /V’u(F’,F)n(F]F’,F”) dr.

Cnuka 9.6: Ilpumep moTeHmnumjanga cpeimbe CUIe 33 KOODIWHATE S; U Sg Yy OOJUKY KOHTYDHOT
rpaduka. A u B cy crabuiHa cramba CHCTeMa [I0Be3aHa DeaKIMOHUM IMyTambama (HCHpeKnjIaHe
JWHEje). 3Be3auiiaMa ¢y O3HauYeHe MPeBOjHe Taduke Ha IyTamaMa.

A

YOIIITHMO IPETXOJHI CJydaj YMECTO KOOpIAUMHATa JBa MOJeKya ' u " Ha KoOpAuHATE S1 U
Sy TAaKO Jia je cBaka KoopauHaTa (DYHKIHja cTelleHH cj1060de cucTeMa Mojekyia, s; = f;(7V). ¥
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TOM CJIy4ajy, I'YCTHHA paclojiesie KOOPJANHATA S; U So Y KAHOHCKOM aHCaMOJ1y M3HOCH

P(s1,82) = C'(0(s1 = fu(PY))d(s2 = fo(7)))

L (9.87)
=C / / §(s1— fL(FP))0(sg — fo(PN)e PUTTN) @B dBry,
rae ¢y C' u C KoHCTaHTe KOje HaM Hucy 3HadajHe. One ce n00Mjajy HOPMATU3ANUjOM TYCTHHE
pacmozgene P(sq,sy). [loTennujan cpeme cute moBe3aH ca OBUM KOOPIMHATAMA U3HOCH

e ) = P(sy, 5), (9.88)

F(s1,8) = —len/ .../(5(51 — f1(7V))d(sy — fg(FN))e_ﬁU(Fl'”FN) d*ry..d*ry — ETInC.  (9.89)

[TomTo Hac wHTEpPECYjy caMO peaTUBHE BPEJHOCTH MOTEHIINjaja, JPYTU YIaH KOJU je KOHCTAHTAH
He Urpa HUKAKBY VJIOTY W OH ce He y3WuMa y 003up. Y HPeTXOTHOM TPUMepY HoMepama JIBa
MOJIEKYJI1a, pedepeHTHY BPEIHOCT MOTEHIHjada CMO Y3UMaJIH 3a OecKoHadHa pacTojama. decto
pedepenTHY BpesHOCT y3uMaMo y MuHuMyMy dyHkimje F(s1, s3) Koja oaroBapa cTabuIHOM CTAIbY.
Cnuka 9.6 mpukasyje mpuMep HOTEHIHjaJia Cpeame cuae y DYHKIUjH KOOPAMHATA S; U Sp. A
u B cy crabmwriHa cTama CHCTeMa Koja Cy IOBe3aHa ca JBe peaknuoHe myTamwe. (Baj mpumep
PEIMO MOZKe OJITOBApaTH MPOMEHH je/IHe KOHMOopMaIlinje TPOoTenHa Y APYTY WK MTpea3aK JUTAH1a
U3 jeHe y JIpYTry Be3WBHY KOH(UTYpPaIHjy V OKBUpY mpoTenmHa. l[IpeBojHe Tauke Ha HOBPIIN
HOTEHIINjaJIa CPe/Iibe CUJIe OAroBapajy MakCHMyMuMma Ha myTamama. (OHe ce MOry moBe3aTH ca
OpP3MHOM MpesacKa CHCTeMa U3 jeIHOT Y IPYTo cTabmaHo cTame. [loTeHImjast cpeimbe ciie IpojekTyje
BHCOKOJIMMEH3UOHAIHNA KOH(MUIYPAIMOHU IIPOCTOP Ha MaJ Opoj JUMEH3Hja Koje HaMm oMmoryhyjy
JIa jeHOCTaBHHUje pasMarTpaMmo (pusnakoxeMujcke mnporece. IIpobsem ca Kojum ce cyodaBaMo y Toj
aHaJU3M je MITO HaM peaKIMoHe KOOpJIWHATEe He Mopajy yBek outu moszuare. [lorenmnujan cpemme
cujie ce ojipehyje y MOJIEKYJICKUM CHUMYJIAIMjaMa Ha padyHapuMa.
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