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Предговор

Уџбеник Статистичка термодинамика намењен jе студентима Факултета за физичку
хемиjу коjи слушаjу курс Статистичке термодинамике мада може бити од користи, надам
се, и осталим читаоцима заинтересованим за разумевање ове области. Уџбеник jе написан на
основу предавања коjе jе аутор држао дуже од десет година на Факултету за физичку хе-
миjу. Принцип коjи jе користио на предавањима, да студенти треба да прођу кроз извођења
различитих концепата, али да jе решавање задатака суштинско за разумевање материjе, та-
кође jе применио у писању овог уџбеника. Многоброjни примери знатно олакшаваjу усваjање
апстрактних тема Статистичке термодинамике. Напредниjе теме, за коjе jе потребно више
времена за савладавање, означене су звездицом у уџбенику.

Уџбеник садржи седам поглавља и два додатка. Прво поглавље доноси кратки увод о
статистичкоj термодинамици и jедноставан пример коjи осликава њене главне идеjе. Друго
поглавље односи се на поjмове из термодинамике коjи су потребни за савладавање касниjих
поглавља. Студенти Факултета за физичку хемиjу су се срели, кроз претходне курсеве из
Термодинамике, са многим, али не и свим поjмовима коjи су дати. Поменуто поглавље служи
да се они подсете градива из раниjих курсева Термодинамике. Треће поглавље односи се
на Максвелову расподелу брзина, коjа jе такође позната студентима из претходних курсева.
Нове на овом курсу су статистичке претпоставке на коjима се ова расподела заснива, као и
неке њене особине. Четврто поглавље односи се на метод наjвероватниjе расподеле, у коjем
су представљене идеjе коjе ће се у даљим поглављима детаљниjе разматрати. Пето поглавље
односи се на метод ансамбла. Оно садржи статистичке основе метода, као и примере наjчешће
коришћених ансамбала. Шесто и седмо поглавље садрже примене претходно представљених
идеjа на идеалне и реалне системе. Ова поглавља су посебно битна jер се многи резултати
одатле користе касниjе на другим курсевима. Први додатак садржи математичке функциjе
и апроксимациjе коjе се често користе у књизи. Други додатак даjе преглед вероватноће.

Аутор дугуjе велику захвалност рецензентима уџбеника, проф. др Милени Петковић и
проф. др Сунчици Елезовић-Хаџић на многоброjним сугестиjама коjе су знатно поправиле
квалитет текста и jасноћу излагања материjе. Посебно им jе захвалан на саветима како да
прилагоди текст тако да читаоцима материjа буде лакша за савлађивање. Аутор се, такође,
захваљуjе Луки Петковићу на коментарима.

Аутор
Београд, септембар 2025. г.
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Глава 1

Увод

Како су емпириjски одређени, закони термодина-
мике изражаваjу приближно и вероватно понаша-
ње система са великим броjем честица. Прецизниjе
речено, изражаваjу законе механике за такве си-
стеме онако како се поjављуjу бићима коjа нема-
jу финоћу перцепциjе за процену величина коjе се
односе на поjединачне честице, тj. бићима коjа не
могу понављати своjе експерименте довољно често
како би добила било какве резултате осим оних
наjвероватниjих.

Џ. В. Гибс

Термодинамика jе теориjска дисциплина коjа се бави проучавањем макроскопских по-
следица микроскопског кретања на равнотежна стања материjе. Њу jе могуће применити
на огроман броj различитих система и поjава, од агрегатних стања, смеша, хемиjских реакциjа
до електромагнетног зрачења, па чак и црних рупа. Термодинамика даjе везу између разли-
читих, наизглед неповезаних особина посматраног система, као и ограничења коjа те особине
треба да задовоље, али не даjе начин како те особине могу да се одреде, што представља
значаjан недостатак. Вредности особина посматраног система могу се добити емпириjским
путем, тj. мерењем у експерименту, или израчунати применом статистичке термодинамике,
што jе предмет ове књиге. Подсетимо се да jе jедначина стања разређеног гаса добиjена тако
што jе употребљено неколико емпириjских закона (Боjл–Мариотов, Геj–Лисаков и Шарлов
закон) – њу ниjе било могуће извести из саме термодинамике.

Статистички метод у проучавању материjе прво се поjавио у облику кинетичке теориjе
чиjи jе задатак био да опише особине разређених гасова помоћу кретања делића материjе–
атома и молекула, пре него што jе само постоjање атома било опште прихваћено. Проблеми
коjи су већ били jако уочљиви у калориjскоj теориjи топлоте у вези са претварањем механич-
ког рада у топлоту постали су решиви у кинетичкоj теориjи. Она jе давала предвиђања коjа
су се слагала са мерењима, што jе дало индиректну потврду атомскоj теориjи. Ипак, било
jе потребно одређено време да се из кинетичке теориjе створи статистичка термодинамика у
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Слика 1.1. Дрмање кутиjе доводи до прерасподеле куглица.

садашњем облику, захваљуjући радовима Максвела, Болцмана, Гибса, Планка, Аjнштаjна и
многих других истраживача. Максвел jе био први коjи jе увео вероватноћу уместо детаљног
разматрања молекулског кретања разређеног гаса и jедан jе од зачетника кинетичке тео-
риjе. Болцман jе наставио рад на кинетичкоj теориjи гасова. Бавио се начином на коjи се
успоставља равнотежа у гасу помоћу молекулских судара и разлогом зашто гас не излази из
равнотежног стања jедном кад доспе у њега. Ентропиjу гаса повезао jе са наjвероватниjим
макростањем преко jедначине коjа jе касниjе названа Болцманова ентропиjска формула. Гибс
jе оснивач статистичке термодинамике у садашњем облику. Његов метод ансамбла поправио
jе недостатке пређашњих метода и довољно jе универзалан да се примени на било коjи систем.

Иако статистичка термодинамика пружа увид у термодинамичке особине ма-
териjе на основу њене молекулске структуре, што отвара пут за широк спектар њене
практичне примене, она обезбеђуjе много више од практичних резултата. У овоj књизи да-
ћемо одговоре на питања зашто постоjи мали броj макроскопских величина коjе можемо да
меримо, како можемо повезати ентропиjу равнотежног стања и молекулско кретање, зашто
термодинамика у специjалним случаjевима има потешкоће да предвиди особине материjе, за-
што материjа има различите особине на ниским и високим температурама и на многа друга
питања. Кључно за разумевање ових питања било jе сазнање да jе математичко обjашње-
ње везе између микро и макро света математичка вероватноћа и да се проблеми коjи нас
интересуjу могу решити помоћу статистичког модела.

Како бисмо стекли ширу слику о значаjу вероватноће у статистичкоj термодинамици и
о микро и макро величинама размотримо jедноставан пример. Нека имамо кутиjу и N

куглица у њоj, слика 1.1. Сваку куглицу можемо означити броjем. Ако кутиjу добро продр-
мамо, колико куглица ће се наћи у левоj половини кутиjе? Искуство нам говори да таj броj
K може да се мења од jедног до другог извођења експеримента, али да, када броj куглица
постане jако велики, онда ће приближно износити N/2 куглица у левоj половини кутиjе.

Броj куглица K у левоj половини представља макроскопску особину коjа дефинише ма-
кростање система. Детаљни распоред сваке куглице по половинама кутиjе представља
конфигурациjу система, тj. микростање система. На пример, у случаjу шест куглица,
микростање система може бити 1л, 2л, 3д, 4д, 5д, 6д, где су л и д ознаке за леву и десну
половину кутиjе. У том случаjу, макростање системa износи K = 2. Пошто смо добро изме-
шали куглице, подjеднако jе вероватно да се куглица нађе у левоj и десноj половини кутиjе,
P (л) = P (д) = 1

2
. Вероватноћа налажења jедног микростања у претходном примеру износи

P = 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
= 1

26
и сва микростања имаjу подjеднаку вероватноћу. У случаjу

N куглица, вероватноћа налажења jедног микростања jе P = 1
2N

.
Jедном макростању одговара више микростања, jер куглице имаjу различите озна-
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ке. Вероватноћа jедног макростања jеднака jе збиру вероватноћа свих микростања коja одго-
вараjу том макростању. Тих микростања има колико и начина да изаберемо K од N куглица,(
N
K

)
= N !

K!(N−K)!
, што представља биномни коефициjент. Пошто су сва микростања подjеднако

вероватна, вероватноћа макростања износи 1
2N

(
N
K

)
, тако да суштински она зависи само од

биномног коефициjента. Вредности коефициjената могу се добити из Паскаловог троугла, у
коме jе сваки броj jеднак збиру два броjа из претходног реда изнад њега, а ивице троугла
увек имаjу вредност jеднаку jединици.

Паскалов троугао за првих седам редова; k-ти елемент у сваком реду jеднак jе биномном
коефициjенту

(
n
k

)
.

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1

Приметимо да се наjвеће вредности биномног коефициjента за изабрани броj куглица
налазе на средини сваког реда. Како N расте, тих неколико вредности ће бити значаjне,
док ће остале имати занемарљиве вредности у односу на њих. Последично, постоjаће мали
броj макростања коjа имаjу велику вероватноћу и велики броj макростања коjа имаjу малу
вероватноћу. Може се математички показати да се за велико N вероватноћа макростања
претвара у Гаусову расподелу jако локализовану око вредности N/2 (видети пример Б.19),
што представља наjвероватниjе макростање и очекиван броj куглица у левоj половини кутиjе.
У граничном случаjу, када броj куглица тежи бесконачности, макростање коjе има вредност
N/2 постаjе толико вероватно да се остала могу занемарити. Математички апарат потребан
за таj доказ налази се у додацима А и Б.

Шта треба разумети из овог примера? За сваки посматрани систем можемо дефинисати
микро и макро стање. Jедном макростању одговара велики броj микростања, али не знамо у
ком микростању се налази систем. Уопште нисмо узимали у обзир детаљно кретање
куглица током дрмања кутиjе, њихове положаjе и сударе, нити нам jе та инфор-
мациjа била позната. Знали смо само на коjи начин можемо распоредити куглице
у делове кутиjе и подразумевали да се свака куглица може подjеднако вероватно
наћи у оба дела. Имамо две врсте особина: оне коjе зависе од свих куглица (на пример броj
куглица у левом делу кутиjе) и оне особине коjе не зависе од свих куглица (на пример да
ли ће куглица броj jедан бити са леве стране). За велики броj куглица, особине коjе зависе
од свих куглица имаће jедну вредност уз занемарљива одступања, док ће особине коjе не
зависе од свих куглица имати велики броj различитих вредности jер су одступања од jедне
вредности знатна. Макроскопске величине припадаjу првоj врсти особина.

Књига jе организована на следећи начин. Прво разматрамо макрокоординате и различите
репрезентациjе макростања система. Следећа три поглавља разматраjу статистичке моделе
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заузетости микростања, полазећи од наjjедноставниjег Максвеловог модела, преко Болцма-
новог приступа, па до Гибсовог метода ансамбла. У сваком следећем поглављу даjемо осврт
на претходни метод са становишта нових идеjа коjе излажемо. Књига се завршава применом
Гибсовог метода на изабране системе. Прво ће бити изложени jедноставни системи, коjи се ре-
шаваjу помоћу оловке и папира и служе нам за jедноставну примену и проверу статистичког
метода. Последње поглавље односи се на системе молекула коjи међусобно интерагуjу.
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Глава 2

Макростања

Машине коjе не добиjаjу своjе кретање од топлоте
... могу се проучавати чак и до своjих наjситниjих
детаља помоћу механичке теориjе. ... Слична те-
ориjа очигледно jе потребна за топлотне машине.
Имаћемо jе тек када закони физике буду довољно
проширени, довољно уопштени да унапред учине
познатим све ефекте топлоте коjа делуjе на одре-
ђени начин на било коjе тело.

Н. Л. С. Карно

2.1 Микро и макро координате

Сваки макроскопски (термодинамички) систем препуштен сам себи без спољног
побуђивања ће после извесног времена доћи у (термодинамичко) равнотежно стање.
Термодинамичка равнотежа обухвата, поред механичке (одсуство макроскопског кретања), и
топлотну (одсуство преноса топлоте) и хемиjску равнотежу (одсуство преноса броjа молова
хемиjских врста). Равнотежно стање не зависи од начина на коjи jе систем дошао до њега и
његове особине не зависе од времена. Ова друга особина равнотежног стања повезана jе са
релаксационим процесима одговорним за достизање равнотеже. Они се могу одигравати
на различитим временским скалама. Обично се брзи релаксациони процеси догађаjу на вре-
менима коjа су много краћа од времена макроскопског мерења (τ). Тада се систем понаша
као да jе у равнотежи иако постоjе спори процеси коjи jош нису почели да се одиграваjу, jер
су њихова времена одигравања много већа од τ . То нам указуjе да равнотежне особине си-
стема могу зависити имплицитно од времена мерења τ иако се оно не поjављуjе експлицитно
у термодинамици.

Наведимо неколико примера система и њихових релаксационих процеса. Ако сипамо то-
плу воду у шољу, можемо приметити да имамо неколико релаксационих процеса: хлађење
воде до собне температуре (τрел ∼ 1 сат), испаравање воде (τрел ∼ 1 дан) и сублимациjу шоље
(τрел ≫ 1 година). Jасно jе да време мерења макроскопских особина тог система одређуjе
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коjа равнотежна или неравнотежна стања проучавамо. Други пример односи се на комад
руде ураниjума. Одређени изотопи ураниjума распадаjу се на друге елементе са временом
полураспада од неколико милиjарди година. Ако вршимо мерења на скалама коjе су много
краће, систем ће се понашати као да jе у равнотежи. Коцка катрана на краћим временским
скалама реагуjе као чврсто еластично тело, а на дужим скалама као течност. Особине стакла
jош више зависе од времена у односу на претходне примере. Конверзиjа орто и пара водоника
из jедног у други облик веома jе спора без присуства катализатора и мерење топлотног ка-
пацитета њихове смеше зависи од тога да ли jе присутан катализатор. Ипак, за наjвећи броj
система, брзи релаксациони процеси су jако брзи, а спори jако спори, тако да често можемо
занемарити проблеме везане за време мерења макроскопских особина.

Макроскопски систем састоjи се од огромног броjа честица. Те честице могу бити сложене,
као што су атоми и молекули, затим елементарне, као што су електрони и фотони, или
колективне осцилациjе и квази честице, као што су фонони, шупљине и електрони у металима.
Честице система непрекидно се крећу и судараjу међусобно иако систем изгледа статично у
макросвету. Кретање честица доводи до веома малих флуктуациjа макроскопских особина,
коjе се могу опазити само уређаjима високе резолуциjе. Jасно jе да велики броj честица
захтева велики броj микрокоордината за опис њиховог кретања.

Термодинамичка равнотежа jе описана малим броjем макроскопских физичких величина,
као што су запремина и површина, електрични и магнетни диполни момент или броj молова
хемиjских врста. Сви наведени примери представљаjу тзв. екстензивне (адитивне) величине,
за коjе важи да jе њихова вредност за неки систем jеднака збиру њихових вредности за де-
лове од коjих се систем састоjи. Такве физичке величине, коjе описуjу макроскопско стање
система и коjе су адитивне, зваћемо макроскопске (термодинамичке) координате. Броj
ових координата jе мали, али ниjе нам увек унапред познат. То заправо ниjе тврђење, него
претпоставка jер њихов броj нам не мора увек бити познат. Као што смо видели, њихов броj
може зависити од времена мерења τ . Да ли користимо довољно координата за опис термоди-
намичке равнотеже, можемо утврдити само помоћу експеримента. Ако са изабраним скупом
макроскопских координата можемо предвидети понашање система у експерименту, онда jе
таj броj довољан. Мали броj макроскопских координата потиче од тога што су макроскопска
мерења груба у односу на просторне и временске скале на коjима се крећу честице систе-
ма. Макроскопска мерења даjу слику усредњеног микроскопског кретања и само
мали броj комбинациjа микрокоордината може бити макроскопски опажен.

Друге теориjе о макросвету, као што су механика, теориjа еластичности, електростатика и
магнетостатика, такође користе макроскопске координате, где су оне повезане са законима
одржања одређених величина. Оно што су нам те теориjе показале jе да се енергиjа може
пренети променом макроскопских координата. Кад дође до преноса енергиjе услед промене
механичких координата (нпр. запремина и површина за флуиде), говори се о механичком раду
као облику преноса енергиjе. Хемиjски рад jе енергиjа пренета променом броjа молова хемиj-
ских врста. Термодинамика се, с друге стране, бави макроскопским последицама
микроскопских координата коjе се не поjављуjу експлицитно у опису макростања.
То нас доводи до алтернативног начина преноса енергиjе у односу на механички или хемиj-
ски рад, коjи се назива топлота. Макроскопска координата коjа jе повезана таквим преносом
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енергиjе назива се ентропиjа. Она не потиче од закона одржања неке величине, него постоjи
због огромног броjа микрокоордината коjе нам нису макроскопски доступне.

Интеракциjа између система у термодинамици одвиjа се преко зидова коjи ограничаваjу
или допуштаjу размену екстензивних величина: адиjабатски (не допуштаjу размену енерги-
jе), диjатермални (допуштаjу размену енергиjе), покретни (допуштаjу промену запремине),
полупропустиви (допуштаjу размену само неких честица), итд. Уколико дође до промене огра-
ничења између делова система, доћи ће до размене екстензивних величина између делова,
што ће резултовати новим вредностима макрокоордината система у равнотежи. Назовимо
сваки могући скуп макрокоордината коjи би могао да описуjе равнотежно стање система
виртуелним стањем система. Онда се решење проблема налажења новог равнотежног стања
после уклањања ограничења у систему своди на налажење стварног равнотежног стања међу
свим виртуелним равнотежним стањима. Приметимо да термодинамика дозвољава постоjа-
ње само jедног равнотежног стања система. Ипак, непрестано микроскопско кретање честица
доводи до тога да систем може у неким тренуцима да буде и у другим виртуелним стањима.
За скоро све системе, та друга доступна виртуелна стања веома су блиска, jер су флуктуациjе
веома мале. Зато термодинамика даjе исправне резултате у смислу да су одступања од њих
занемарљива. Jедини изузетак jе у близини фазних прелаза другог реда када већи броj ста-
ња постане доступан. Статистичка термодинамика ће тада дати коректан опис особина тих
система, за разлику од термодинамике.

2.2 Основна термодинамичка jедначина

Пошто статистичка термодинамика даjе начин како да се израчунаjу сва равнотежна ста-
ња неког система, до краjа овог поглавља ћемо разматрати различите репрезентациjе преко
коjих се та стања могу изразити. Заправо, са проблемом репрезентациjе равнотежних стања
система смо се срели на раниjим курсевима Термодинамике. Први закон термодинамике ус-
поставио jе jеднакост промене (унутрашње) енергиjе система са радом коjи систем изврши и
топлотом коjу систем преда околини. За елементарне промене важи dE = d̄Q + d̄Wk. У слу-
чаjу механичког рада ширења неког флуида, елементарни рад износи d̄Wk = −PdV , где су P

и V притисак флуида и запремина флуида. Анализа Карноовог циклуса показала jе да еле-
ментарни пренос топлоте (уз услов jеднакости температура резервоара и система) одговара
производу температуре (T ) и елементарноj промени макроскопске величине коjа jе названа
ентропиjа (S), d̄Q = TdS. Комбинуjући ове две jедначине, налазимо да диференциjал енер-
гиjе флуида износи dE = TdS−pdV , тj. енергиjа jе функциjа ентропиjе и запремине система,
E = E(S, V ). Енергиjа флуида, такође, зависи и од броjа молова хемиjске врсте, N (у овом
поглављу користимо ознаку N за броj молова, у статистичкоj термодинамици користићемо
за N броj честица),

E = E(S, V,N). (2.1)

Та jедначина зове се основна термодинамичка jедначина у енергиjскоj репрезентаци-
jи. Ако нам jе она позната, све термодинамичке величине можемо одредити из ње. Основна
термодинамичка jедначина представља површ у термодинамичком конфигурационом про-
стору одређеног координатама E, S, V,N . Свака тачка на тоj површи представља (виртуелно)
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равнотежно стање система, а крива на тоj површи представља термодинамички процес у ко-
ме систем прелази из jедног у друго равнотежно стање. Такав идеализован процес назива
се квазистатички процес. Идеализациjа потиче од тога што, када систем изађе из jедног
равнотежног стања, потребно jе одређено време да се релаксира у следеће равнотежно стање.
Раниjе смо рекли да jе за већину система то време веома кратко и износи делић секунде.

Ако изразимо ентропиjу као функциjу енергиjе, запремине и броjа молова, добиjамо jед-
начину

S = S(E, V,N). (2.2)

Та jедначина назива се основна термодинамичка jедначина у ентропиjскоj репрезентациjи.
Термодинамика не даjе начин како да одредимо основну термодинамичку jедначину, него
намеће услове коjе она треба да задовољи. Основна термодинамичка jедначина посматраног
система може се одредити индиректно путем експеримента или израчунати коришћењем ста-
тистичке термодинамике. Услови коjе треба да испуни основна термодинамичка jедначина
су:

1. S jе адитивна функциjа своjих делова. То значи да jе она и хомогена функциjа првог
реда, λS = S(λE, λV, λN),

2. S jе монотоно растућа функциjа енергиjе,
(
∂S
∂E

)
V,N

> 0,
3. када jе

(
∂E
∂S

)
V,N

= 0, следи S = 0.
Ова три услова су заправо преформулисана позната правила термодинамике: ентропиjа

jе екстензивна величина (први услов), температура jе позитивна величина (други услов) и
трећи закон термодинамике (трећи услов).

Пример 2.1. Да ли S = A(NV E)
1
3 може бити основна термодинамичка jедначина неког

система? N jе броj молова, V jе запремина система, а A jе константа.

Решење: Проверимо да ли jе S хомогена функциjа првог реда:

S(λE, λV, λN) = A(λNλV λE)
1
3 = λS.

Услов jе испуњен. Други услов jе, такође, задовољен:(
∂S

∂E

)
N,V

= A(NV )
1
3
1

3
E− 2

3 > 0.

За проверу трећег услова изразимо енергиjу, E = S3

A3NV
. Тада jе(

∂E

∂S

)
N,V

=
3S2

A3NV
= 0

за S = 0, што значи да jе и таj услов испуњен. Предложена jедначина може бити основна
термодинамичка jедначина за неки систем.

Температура T , притисак P и хемиjски потенциjал µ су први изводи основне термоди-
намичке jедначине у енергиjскоj репрезентациjи. Они се називаjу jедначинама стања jер су
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функциjе ентропиjе, запремине и броjа молова:

T =

(
∂E

∂S

)
V,N

= T (S, V,N), (2.3)

P = −
(
∂E

∂V

)
S,N

= P (S, V,N), (2.4)

µ =

(
∂E

∂N

)
S,V

= µ(S, V,N). (2.5)

Уведимо ознаку Pi =
∂E
∂Xi

за општу jедначину стања у енергиjскоj репрезентациjи. Pi се нази-
ваjу термодинамичким силама, jер представљаjу извод енергиjе по координати (слично као
механичке силе коjе су изводи потенциjалне енергиjе по координати). Оне су интензивне ве-
личине jер су хомогене функциjе нултог реда, Pi = Pi(λS, λV, λN) и не зависе од величине
система. Када се комбинуjу три jедначине стања, добиjа се диференциjал енергиjе

dE = TdS − PdV + µdN. (2.6)

Ако се из претходне jедначине изрази dS, онда се у ентропиjскоj репрезентациjи S =

S(E, V,N) добиjа

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN, (2.7)

одакле следе jедначине стања

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
(E, V,N), (2.8)

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

=
P

T
(E, V,N), (2.9)

µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
E,V

=
µ

T
(E, V,N). (2.10)

Користићемо ознаку за интензивне величине у ентропиjскоj репрезентациjи Fi =
∂S
∂Xi

.

Пример 2.2. Наћи jедначине стања за основну термодинамичку jедначину E = AS3

NV
. A jе

константа.

Решење: Jедначине стања су T = 3AS2

NV
, P = AS3

NV 2 и µ = − AS3

N2V
.

Интензивне величине нису међусобно независне. Веза између њих дата jе Гибс–Диемовом
jедначином у диференциjалном облику, коjа jе позната из раниjих курсева о термодинамици.
Како бисмо извели ту jедначину, прво докажимо Оjлерову теорему о хомогеним функциjама.
Хомогене функциjе n-тог реда f(x1, x2) задовољаваjу услов

f(λx1, λx2) = λnf(x1, x2) (2.11)
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за било коjе λ. Извод по λ даjе
∂f

∂(λx1)
x1 +

∂f

∂(λx2)
x2 = nλ(n−1)f(x1, x2). (2.12)

Пошто jедначина важи за било коjе λ, заменом λ = 1 добиjамо
∂f

∂x1

x1 +
∂f

∂x2

x2 = nf(x1, x2). (2.13)

За хомогене функциjе првог реда n = 1, као што су енергиjа и ентропиjа, применом
Оjлерове теореме о хомогеним функциjама долазимо до израза

E =
∑
i

PiXi = TS − PV + µN, (2.14)

S =
∑
i

FiXi =
1

T
E +

P

T
V − µ

T
N. (2.15)

Диференцирањем ових jедначина уз помоћ jедначине 2.6 добиjамо Гибс–Диемове jедначине

SdT − V dP +Ndµ = 0, (2.16)

Ed

(
1

T

)
+ V d

(
P

T

)
−Nd

(µ
T

)
= 0. (2.17)

Гибс–Диемовe jедначинe показуjу да увек jедну интензивну величину можемо да изразимо
преко осталих. Зато у систему не можемо слободно да подешавамо температуру, притисак
и хемиjски потенциjал, него само две величине, а трећа ће зависити од њих. За jеднокомпо-
нентни флуид, броj независних интензивних величина jе два, што представља броj термоди-
намичких степени слободе система.

Основна термодинамичка jедначина може се добити директном интеграциjом њеног ди-
ференциjалног облика или одређивањем jедначина стања путем Гибс–Диемове jедначине и
накнадним коришћењем Оjлерове теореме о хомогеним функциjама. Први начин jе лакши за
одређивање основне термодинамичке jедначине.

Пример 2.3. Наћи основну термодинамичку jедначину за идеални гас ако он задовољава
jедначине PV = NRT и U = cNRT , где су c и R константe. Овде jе U = E енергиjа.

Решење: Пошто имамо jедначине за запремину и енергиjу, нађимо основну термодина-
мичку jедначину у ентропиjскоj репрезентациjи. Трансформишимо дате jедначине тако
да се поjаве моларне величине, u = U/N и v = V/N ,

1

T
=

cNR

U
=

cR

u
,

P

T
=

NR

V
=

R

v
.

Из општих jедначина 2.15 и 2.17, за диференциjал моларне ентропиjе s = S/N добиjамо
израз

ds =
1

T
du+

P

T
dv =

cR

u
du+

R

v
dv,
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одакле следи jедначина

ds =
cR

u
du+

R

v
dv,

а њеном интеграциjом добиjамо

s = s0 + cRln
u

u0

+Rln
v

v0
,

где су s0, u0 и v0 константе интеграциjе. Ако пређемо са моларних на екстензивне величине
налазимо да jе ентропиjа jеднака

S = Ns0 +NRln

((
U

Nu0

)c
V

Nv0

)
.

Када будемо одређивали ентропиjу преко микроканонског ансамбла, наћи ћемо вредности
константи c, s0, u0 и v0.

Равнотежно стање система добиjа се максимализациjом ентропиjе уз услов константне
енергиjе или минимализациjом енергиjе уз услов константне ентропиjе.

2.3 Лежандрова трансформациjа

Често се у термодинамици сусрећемо са системима коjе називамо резервоарима. Они ин-
терагуjу са системом од интереса тако што размењуjу екстензивне величине са њима преко
зидова. Њихова особина да складиште много већу количину екстензивних величина од систе-
ма доводи до тога да они намећу систему жељене вредности интензивних величина повезаних
са тим екстензивним величинама. Резервоари коjи служе за одржавање жељене температуре,
притиска и хемиjског потенциjала називаjу се термостати, баростати, односно честични ре-
зервоари. Често нам нису познате jедначине стања резервоара, него само њихове вредности
интензивних величина коjе можемо да контролишемо. Практични разлог за коришћење ре-
зервоара jе то што можемо много лакше да контролишемо вредности интензивних величина
од енергиjе или ентропиjе.

Основна термодинамичка jедначина у ентропиjскоj или енергиjскоj репрезентациjи зависи
од екстензивних величина, док се интензивне поjављуjу као њихови изводи. Било би пожељно
да постоjи функциjа коjа би зависила од интензивних параметара система коjе можемо по-
десити помоћу резервоара. Математички аспект проблема може се формулисати на следећи
начин. Ако jе дата функциjа f = f(x0, x1...xr), потребно jе наћи нову функциjу коjа ће уместо
xi користити pi =

∂f
∂xi

као независну променљиву, а истовремено сачувати одређене особине
функциjе f . Решење тог проблема дато jе Лежандровом трансформациjом.

Размотримо прво Лежандрову трансформациjу функциjе jедне променљиве f = f(x).
Нагиб p тангенте на криву f(x) у некоj тачки дат jе вредношћу првог извода функциjе f(x)

у тоj тачки:

p =
df

dx
. (2.18)

Тангента ниjе потпуно одређена само нагибом, него jе потребан и одсечак g на y оси како
бисмо jе jеднозначно одредили. Оно што желимо jе да заменимо криву y = f(x) скупом
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y

x

y

x

y=f(x)

f(x)

g(p)

0 x

a

a) б)

Слика 2.1. а) Дуалност геометриjе тачке и геометриjе линиjе: y = f(x) може да се представи
као скуп тачака или као скуп правих коjе су тангенте на y = f(x). б) Тангента на криву
y = f(x) потпуно jе одређена коефициjентом правца p = tgα и одсечком g(p).

свих тангенти на ту криву коjе имаjу коефициjент правца p и одсечак g(p), слика
2.1. То jе могуће због дуалности између геометриjе тачке и геометриjе линиjе.

До Лежандрове трансформациjе функциjе f = f(x) долазимо на следећи начин. Извод
функциjе f = f(x) у тачки x jеднак jе тангенсу угла α:

p = tgα =
f(x)− g(p)

x− 0
. (2.19)

Из ове jедначине налазимо
g(p) = f(x)− px, (2.20)

што представља Лежандрову трансформациjу функциjе f = f(x). Са десне стране jеднакости
имамо x, коjе треба елиминисати преко p. Из jедначине 2.18 изразимо x као функциjу од p и
заменимо у f = f(x). Тако добиjамо функциjу

g(p) = f(x(p))− px(p). (2.21)

Инверзна Лежандрова трансформациjа функциjе g(p) износи f = f(x). Диференци-
рањем jедначине 2.21 добиjамо

dg = df − pdx− xdp = −xdp. (2.22)

Изразимо x,

x(p) = −dg

dp
. (2.23)

Из ове jедначине нађемо p као функциjу од x и заменимо у g(p). Оригиналну функциjу
налазимо из израза

f(x) = g(p(x)) + p(x)x. (2.24)

Пример 2.4. Наћи Лежандрову трансформациjу функциjе f(x) = AeBx, а затим и њену
инверзну трансформациjу. A и B су константе.

12



Решење: Нађимо извод функциjе f(x),

p =
df

dx
= ABeBx.

Из њега изразимо x као функциjу од p,

x =
1

B
ln

p

AB
.

Заменом у f(x) налазимо f(p) = p
B

. Лежандрова трансформациjа износи

g(p) = f(p)− px(p) =
p

B
− p

B
ln

p

AB
.

Одредимо инверзну Лежандрову трансформациjу користећи jедначину

x(p) = −dg

dp
=

1

B
ln

p

AB
.

Из ње налазимо да jе p(x) = ABeBx и g(x) = AeBx − ABxeBx. Заменом добиjамо f(x) =

g(x) + p(x)x = AeBx, што одговара оригиналноj функциjи.

Размотримо сада функциjу две променљиве f = f(x, y). Она представља површ у троди-
мензионалном простору одређеном x, y и z координатама. Уместо тангенте, у овом случаjу
имамо тангентну раван на површ дефинисаном функциjом f = f(x, y), коjа има пресек са z

осом у тачки g и нагибима p и q на z−x и z−y равни. Лежандрова трансформациjа функциjе
f = f(x, y) износи:

g(p, q) = f(x(p, q), y(p, q))− p · x(p, q)− q · y(p, q). (2.25)

Функциjе x(p, q) и y(p, q) добиjамо из jедначина

p =

(
∂f

∂x

)
y

, (2.26)

q =

(
∂f

∂y

)
x

. (2.27)

До инверзне трансформациjе долазимо користећи диференциjал jедначине 2.25,

dg = df − pdx− xdp− qdy − ydq = −xdp− ydq. (2.28)

x(p, q) и y(p, q) су онда jеднаки

x = −
(
∂g

∂p

)
q

, (2.29)

y = −
(
∂g

∂q

)
p

. (2.30)

Из ове две jедначине можемо изразити p и q као функциjе од x и y. Тада jе инверзна Лежан-
дрова трансформациjа

f(x, y) = g(p(x, y), q(x, y)) + p(x, y) · x+ q(x, y) · y. (2.31)
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Често ниjе потребно да се трансформишу све променљиве неке функциjе, него jе довољно
да трансформишемо подскуп променљивих. Размотримо поново функциjу f = f(x, y). Же-
лимо да трансформишемо променљиву x, али не и y. Из jедначине p(x, y) =

(
∂f
∂x

)
y

налазимо
x = x(p, y). Парциjална Лежандрова трансформациjа jе тада

g(p, y) = f(x(p, y), y)− p · x(p, y). (2.32)

Инверзна Лежандрова трансформациjа налази се коришћењем диференциjала jедначине
2.32, dg = df − pdx− xdp = qdy − xdp. Из ове jедначине следи да jе

x = −
(
∂g

∂p

)
y

, (2.33)

q =

(
∂g

∂y

)
p

. (2.34)

Приметимо да jе q jеднако изводу g по y, као и у случаjу оригиналне функциjе, али сада
уз константну вредност p. Из jедначине 2.33 изразимо p као функциjу од x и y. Тада jе
f(x, y) = g(p(x, y), y) + p(x, y) · x.

2.4 Термодинамички потенциjали

(Парциjалне) Лежандрове трансформациjе основне термодинамичке jедначине
у енергиjскоj репрезентациjи називаjу се термодинамички потенциjали. За флуиде
са основном термодинамичком jедначином E = E(S, V,N) дефинишу се следећи термодина-
мички потенциjали:

потенциjал замењене Лежандрова диференциjални
променљиве трансформациjа облик

Хелмхолцов S → T F = E − TS dF = −SdT − pdV + µdN

F (T, V,N) F = −PV + µN

енталпиjа V → −P H = E + PV dH = TdS + V dP + µdN

H(S, P,N) H = TS + µN

Гибсов S, V → T,−P G = E − TS + PV dG = −SdT + V dP + µdN

G(T, P,N) G = µN

велики канонски S,N → T, µ Ω = E − TS − µN dΩ = −SdT − PdV −Ndµ

Ω(T, V, µ) Ω = −PV

Лежандрова трансформациjа омогућава нам да посматрамо основну термодинамичку jед-
начину у енталпиjскоj, Хелмолцовоj, Гибсовоj и великоj канонскоj репрезентациjи, а не само
у енергиjскоj или ентропиjскоj репрезентациjи.
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Пример 2.5. Наћи Хелмхолцов потенциjал за идеални гас ако jе основна термодинамичка
jедначина у ентропиjскоj репрезентациjи у моларном облику

s = s0 + cRln
u

u0

+Rln
v

v0
.

Решење: Пребацимо основну jедначину у енергиjску репрезентациjу

u = u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR .

Моларни Хелмхолцов потенциjал добиjа се из u(s, T ) Лежандровом трансформациjом у
коjоj смо моларну ентропиjу заменили температуром. Температура jе извод енергиjе u по
ентропиjи s,

T =

(
∂u

∂s

)
v

= u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR

1

cR
=

u

cR
.

Из овог израза налазимо енергиjу као функциjу температуре, u = cRT . Потребна нам jе
ентропиjа као функциjа температуре. То добиjамо из jеднакости

cRT = u0

(v0
v

) 1
c
e

s−s0
cR ,

s = s0 + cRln

(
cRT

u0

(
v

v0

) 1
c

)
.

Моларни Хелмхолцов потенциjал jеднак jе

f = u− Ts = cRT − cRT ln

(
cRT

u0

(
v

v0

) 1
c

)
− Ts0,

a Хелмхолцов потенциjал je тада

F = cNRT − cNRT ln

(
cRT

u0

(
V

Nv0

) 1
c

)
−NTs0.

Лежандрове трансформациjе користе се за дефинисање следећих термодинамичких по-
тенциjала у ентропиjскоj репрезентациjи.

потенциjал замењене променљиве Лежандрова трансформациjа

S[ 1
T
] E → 1

T
S[ 1

T
] = S − 1

T
E = −F

T

S[P
T
] V → P

T
S[P

T
] = S − P

T
V

S[ 1
T
, P
T
] E, V → 1

T
, P
T

S[ 1
T
, P
T
] = S − 1

T
E − P

T
V = −G

T

S[ 1
T
, µ
T
] E,N → 1

T
,− µ

T
S[ 1

T
, µ
T
] = S − 1

T
E + µ

T
N = −Ω

T
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Овако дефинисани потенциjали немаjу велику примену у термодинамици, али имаjу огро-
ман значаj у статистичкоj термодинамици. Они су директно повезани са партиционим функ-
циjама коjе, како ћемо касниjе видети, представљаjу централне поjмове статистичке термо-
динамике.

Равнотежно стање система добиjа се минимализациjом термодинамичког потенциjала у
енергиjскоj репрезентациjи или максимализациjом термодинамичког потенциjала у ентропиj-
скоj репрезентациjи (вредност интензивне величине система повезане са резервоаром одговара
вредности коjу има резервоар).
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Глава 3

Максвелова расподела брзина

Или, у кратким цртама, ако jе топлота кретање ко-
начних делова материjе и ако можемо применити
алате на те делове материjе како бисмо их обрађи-
вали одвоjено, онда можемо искористити различи-
то кретање различитих делова како бисмо вратили
jеднолико топао систем на неjеднаке температуре
или на кретање великих маса. Само што не може-
мо, jер нисмо довољно паметни за тако нешто.

Џ. К. Максвел

Наjjедноставниjи молекулски систем за проучавање jе разређени гас. Он се истражи-
вао сада већ у давном XIX веку пре него што jе било директних експерименталних доказа
о постоjању молекула, него се само спекулисало о атомскоj и молекулскоj природи материjе.
Тада jе коришћена молекулска хипотеза коjа тврди да свака макроскопска запремина садр-
жи огроман броj молекула. У разређеном гасу укупна запремина молекула jе много мања од
запремине суда. Међумолекулске интеракциjе су само важне током кратког времена судара
и могу се занемарити у осталим тренуцима. Средње време судара много jе мање од времена
између судара. Ове претпоставке сугеришу нам да међумолекулске интеракциjе немаjу ва-
жну улогу у особинама разређених гасова. Ипак, судари између молекула доводе до размене
кинетичке енергиjе молекула, што jе пресудно за успостављање термодинамичке равнотеже.
Jедном када се термодинамичка равнотежа достигне, судари између молекула не могу да jе
измене.

3.1 Максвелова статистичка претпоставка

Максвел jе међу првима схватио да немаjу сви молекули разређеног гаса исте брзине, него
неки имаjу мање, а неки веће брзине, коjе се сударима мењаjу. Предложио jе први статистички
модел у физици коjи се односио на брзине молекула разређеног гаса. Другим речима, брзина
молекула постаjе случаjна променљива, коjоj одговара густина расподеле брзина повезана са
њом. Брзина неког одређеног молекула jе реализациjа те случаjне променљиве.
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Посматрамо простор брзина коjи чине три компоненте брзине, vx, vy, vz. Неки молекули ће
имати веће брзине, неки мање, а правци вектора брзина молекула такође могу бити различи-
ти. Нека jе укупан броj молекула N , а броj молекула чиjе су компоненте брзине у опсегу vx,
vy, vz и vx + ∆vx, vy + ∆vy, vz + ∆vz jеднак jе ∆N . Тада je, према статистичкоj дефинициjи
вероватноће, вероватноћа P (∆vx∆vy∆vz) да молекул има брзину у посматраном интервалу
брзина

P (∆vx∆vy∆vz) =
∆N

N
. (3.1)

Прелазећи са коначних интервала на бесконачно мале интервале брзина, добиjамo густину
расподеле брзина коришћењем jедначине Б.31,

f(v⃗) = f(vx, vy, vz) = lim
∆vx→0
∆vy→0
∆vz→0

1

N

∆N

∆vx∆vy∆vz
. (3.2)

Она представља вероватноћу по jединици запремине у простору брзина. Како би нашао ма-
тематички облик те функциjе, Максвел jе узео у обзир две физичке претпоставке:

1. молекулске брзине су изотропне у одсуству спољних сила;
2. компоненте брзине су независне случаjне променљиве.

Прва претпоставка односи се на непостоjање преференциjалног правца брзина. Друга
претпоставка тврди да вредност брзине дуж jедне осе не утиче на вредности брзина дуж
друге осе. На пример, ако молекул има велику брзину дуж jедне осе, не мора да jе има и дуж
друге осе. Из ове две претпоставке произилази да су молекули равнотежног разређеног гаса
у микроскопским стањима коjе су статистички наjмање организована, тj. наjвише хаотична.

3.2 Извођење расподеле

Маргиналне густине расподеле брзина су fx(vx), fy(vy) и fz(vz). Пошто су компонен-
те брзине независне (друга претпоставка), важи f(vx, vy, vz) = fx(vx)fy(vy)fz(vz). Из пр-
ве претпоставке следи да све компоненте брзина имаjу исте расподеле, jер не може рас-
подела jедне компоненте брзине да се разликуjе од расподеле друге компоненте брзине,
f(vx, vy, vz) = fx(vx)fx(vy)fx(vz). Такође следи да jе f(vx, vy, vz) = f(v2x + v2y + v2z), jер гу-
стина расподела брзине не зависи од правца брзине, него од интензитета. Зато jе испуњена
jеднакост

f(v2x + v2y + v2z) = fx(vx)fx(vy)fx(vz). (3.3)

Овакав услов сигурно задовољаваjу функциjе облика fx(vx) = Ae±Bv2x због особине експонен-
циjалне функциjе ea

2+b2 = ea
2
eb

2 . Ако захтевамо да jе B позитивна константа, онда можемо
узети само знак минус, jер fx(vx) треба да буде нормирана функциjа (знак плус даjе функциjу
коjа иде у бесконачност и не може се нормирати):

1 =

∞∫
−∞

Ae−Bv2xdvx = A

√
π

B
, (3.4)
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из чега следи A =
√

B
π

и f(v⃗) =
(
B
π

) 3
2 e−Bv⃗2 .

DA

v tD

v

x

x

v

vx

vx

vy

vy

Слика 3.1. Само молекули коjи се налазе унутар цилиндра могу да се рефлектуjу о површину
∆A.

У циљу одређивања константе B, потребно jе да нађемо израз коjи повезуjе температуру
гаса и средњу квадратну брзину молекула. У вези са тим, размотримо малу површину ∆A на
зиду суда од коjе се еластично одбиjаjу молекули гаса, слика 3.1. Нека jе та површина нор-
мална на x-осу. Jедан молекул губи само x компоненту импулса услед рефлексиjе о површину
суда. Промена импулса коjу осећа површина суда износи ∆p = 2px = 2mvx, где jе m маса
молекула. Броj молекула коjи се током времена ∆t одбиjу од те површине jеднак jе броjу
молекула коjи се њоj могу приближити током истог временског интервала. Ако jе броjчана
густина молекула n, онда jе броj молекула коjи се сударе са површином током времена ∆t

jеднак nvx∆t∆A. Немаjу сви молекули исту брзину и зато треба усредњити брзине, уз услов
да jе vx > 0 jер нас интересуjу само молекули коjи се приближаваjу површи, а не они коjи се
удаљаваjу. Укупна промена импулса по времену ∆t и површини ∆A jеднака jе притиску гаса
на зид суда:

P =

∫
vx>0

2mvxnvxf(v⃗) d
3v = mn

∫
v2xf(v⃗) d

3v = mn⟨v2x⟩ =
mn⟨v2⟩

3
. (3.5)

У претходноj интеграциjи прво смо, због парности функциjе fx(vx), проширили интеграциjу
на цео простор (vx, vy, vz), а затим искористили чињеницу да су средњи квадрати компонената
брзине jеднаки. Пошто jе за разређени гас jедначина стања P = nkT , где jе k Болцманова
константа, а T апсолутна температура, следи да jе ⟨v2⟩ = 3kT

m
(што даjе средњу кинетичку

енергиjу молекула m⟨v2⟩
2

= 3
2
kT ). Искористимо оваj услов за средњу квадратну брзину да

нађемо константу B у густини расподеле брзина:

3kT

m
=

∫
v2f(v⃗) d3v =

(
B

π

) 3
2
∫

v2e−Bv2 d3v =

(
B

π

) 3
2

∞∫
0

e−Bv2v44π dv. (3.6)

Прве две интеграциjе у претходном реду врше се у тродимензионалном простору брзине v⃗, а
затим се са Декартових координата прешло на сферне координате у том простору и извршена
jе интеграциjа по свим могућим угловима. Последњи интеграл решава се сменом x = Bv2,
коjа своди интеграл на гама функциjу. Налазимо да jе B = m

2kT
, a густина расподеле брзина

износи:

f(vx, vy, vz) =
( m

2πkT

) 3
2
e−

m(v2x+v2y+v2z)

2kT . (3.7)
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Свака компонента брзине има Гаусову расподелу са средњом вредношћу jеднаку нули и ва-
риjансом kT

m
(слика 3.2):

fx(vx) =
( m

2πkT

) 1
2
e−

mv2x
2kT . (3.8)

f (v )

x0 v

xx

Слика 3.2. Густина расподеле x компоненте брзине молекула.

y

x

z

q

f

v

v

v

v

Слика 3.3. Декартове vx, vy, vz и сферне v, θ, φ координате у простору вектора брзине моле-
кула.

Густину расподеле интензитета брзине добиjамо трансформациjом Декартових vx, vy, vz у
сферне координате v, θ, φ, слика 3.3:

vx = vsinθcosφ

vy = vsinθsinφ

vz = vcosθ

Трансформисану густину расподеле f(v, θ, φ) можемо добити користећи jедначину Б.61 и
детерминанту Jакобиjана трансформациjе координата |J | = v2sinθ. Маргинална расподела по
v (слика 3.4) добиjа се када се f |J | интеграли по свим вредностима углова θ и φ координате:

f(v) = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT . (3.9)

Максвелова расподела брзина потврђена jе у експериментима са молекулским сноповима
и селекторима брзина. Показано jе да облик расподеле брзина не зависи од врсте молекула
коришћених у експерименту. Ниjедна друга расподела ниjе никад опажена.
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f(v)

0 v

T

T >

1

2 T1

Слика 3.4. Густина расподеле интензитета брзине молекула за две различите температуре.

Пример 3.1. а) Извести густину расподеле интензитета брзине f(v) полазећи од f(vx, vy, vz).
б) Зашто густина расподела сваке компоненте брзине fx(vx) има максимум за брзину jед-
наку нули, а расподела f(v) има у тоj тачки вредност jеднаку нули?

Решење: а) Прво трансформишимо густину расподеле брзина из Декартових у сферне
координате. Детерминанта Jакобиjана трансформациjе координата износи |J | = v2sinθ.
Густина расподеле брзина у сферним координатама jе тада

f(v, θ, φ) = f(vx, vy, vz)|J | =
( m

2πkT

) 3
2
e−

mv2

2kT v2sinθ.

Маргиналну расподелу за интензитет брзине налазимо интеграциjом по угловима

f(v) =

2π∫
0

dφ

π∫
0

f(v, θ, φ) dθ = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT .

б) То се дешава због детерминанте Jакобиjана трансформациjе Декартових на сферне
координате коjа за v = 0 има вредност jеднаку нули. Детерминанта Jакобиjана транс-
формациjе jе однос елементарних запремина у Декартовим и сферним кооординатама и
она расте ∼ v2 са повећањем v. Пошто jе v2 = v2x + v2y + v2z , што jе v веће, то постоjи више
различитих комбинациjа вредности vx, vy, vz коjе ће дати исту вредност v. За v = 0 имамо
само jедну комбинациjу. Оваj закључак ће нам касниjе бити од користи за разматрање
особина високодимензионалних простора.

Пример 3.2. Наћи мод расподеле интензитета брзине и средњу брзину молекула.

Решење: Мод расподеле добиjа се из израза

df(v)

dv
= 4π

( m

2πkT

) 3
2
(
2ve−

mv2

2kT − v2e−
mv2

2kT
mv

kT

)
= 0.

Решавањем jедначине налазимо мод густине расподеле, vмод =
√

2kT
m

.
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Средња брзина молекула jеднака jе

⟨v⟩ =
∞∫
0

vf(v) dv = 4π
( m

2πkT

) 3
2

∞∫
0

v3e−
mv2

2kT dv.

Интеграл се решава сменом x = mv2

2kT
, коjа трансформише интеграл у гама функциjу.

Налазимо да jе средња брзина молекула ⟨v⟩ =
√

8kT
πm

Пример 3.3. Трансформисати Максвелову расподелу интензитета брзина у расподелу ки-
нетичких енергиjа молекула.

Решење: Максвелова расподела интензитета брзина износи

f(v) = 4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

mv2

2kT .

Желимо да трасформишемо случаjну променљиву v у ε = mv2

2
помоћу jедначине Б.58.

Налазимо да jе трансформисана густина расподеле случаjне променљиве ε:

f(ε) =
2

√
π(kT )

3
2

√
εe−

ε
kT .
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Глава 4

Метод наjвероватниjе расподеле

... систем... када се остави сам за себе, брзо прелази
у неуређено, наjвероватниjе стање.

Л. Болцман

Метод наjвероватниjе расподеле jе метод коjи се може применити на систем неинтерагу-
jућих молекула (или, уопштениjе говорећи – честица), коjи називамо идеални гас. Међумо-
лекулске интеракциjе су увек присутне, али можемо сматрати да jе потенциjална енергиjа
услед интеракциjа молекула разређеног гаса много мања од кинетичке те се стога може зане-
марити. Зато се разређени гас може поистоветити са идеалним гасом. Метод наjвероватниjе
расподеле представља уопштениjи метод од метода коjи jе применио Максвел на расподелу
брзина, jер узима у обзир и координате молекула, па се може употребити за одређивање осо-
бина система молекула са различитим степенима слободе (не само транслационим), молекула
у спољашњем пољу, али и за квантне системе и системе идентичних честица. Максвелова рас-
подела брзина добиjа се као специjални случаj метода наjвероватниjе расподеле. Таj метод jе
први употребио Болцман за анализу класичних система молекула, а касниjе jе примењен на
квантне идентичне честице.

Максвелова расподела брзина важи за разређене гасове без обзира на врсту молекула, што
указуjе да она има универзални карактер. Иако еластични судари између молекула доводе до
преноса кинетичке енергиjе између молекула, експериментално се показало да они не мења-
jу Максвелову расподелу брзина – броj молекула коjи имаjу брзину у одређеном интервалу
увек jе у сагласности са Максвеловом расподелом. То указуjе на претпоставку да расподелу
можемо извести без узимања у разматрање међумолекулских интеракциjа и су-
дара, разматраjући само броj молекула коjи има брзине у неком опсегу. Проблем
одређивања особина система молекула се онда своди на статистику микростања,
уместо на проучавања молекулских судара као у кинетичкоj теориjи.

Када смо разматрали Максвелову расподелу, интересовао нас jе броj молекула у елементу
запремине простора брзина између компонената брзина vx, vy, vz и vx + ∆vx, vy + ∆vy, vz +
∆vz. Назовимо таj елемент запремине ћелиjом и посматраjмо све ћелиjе у простору брзина
и броjеве молекула у свакоj ћелиjи, слика 4.1. Броj молекула у i-тоj ћелиjи за Максвелову
расподелу fM износи Ni ≈ NfM(vx, vy, vz)∆vx∆vy∆vz.
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Слика 4.1. Подела простора брзина молекула на ћелиjе. Ради jедноставности, приказане су
само две осе од три. Молекули су приказани кружићима.

Болцман jе такође разматрао и друге расподеле брзина (друга макростања), коjе даjу
другачиjе попуњености ћелиjа. Он jе свакоj расподели брзина доделио вероватноћу пропор-
ционалну броjу начина на коjи можемо пермутовати молекуле по ћелиjама, тако да се њихов
броj по ћелиjама не мења. Свака таква пермутациjа молекула представља jедно микростање
читавог система молекула, коjе одговара одређеном макростању. Пошто судари на случаjан
начин мењаjу микростање система молекула, то указуjе да jе броj микростања коjа одгова-
раjу Максвеловоj расподели брзина много већи од броjа микростања осталих расподела, jер
остале расподеле брзина нисмо никад опазили у експериментима. Управо на тоj чињеници
се заснива метод наjвероватниjе расподеле, jер он не узима у обзир остале расподеле и ти-
ме математички поjедностављуjе одређивање средњих вредности. Уместо рачунања средње
вредности по свим расподелама коjе су могуће, метод наjвероватниjе расподеле ограничава
се само на наjвероватниjу расподелу и њен броj микростања. Болцман jе предложио да jе
ентропиjа макростања пропорционална логаритму броjа одговараjућих микростања система.
Пошто jе макроскопско равнотежно стање наjвероватниjе и са наjвећим броjем стања, то jе
његова ентропиjа максимална у односу на сва друга могућа макростања, што jе у сагласности
са принципом максималне ентропиjе. Размотримо детаљниjе у следећем одељку статистику
попуњености ћелиjа молекулима и њену везу са макростањима.

4.1 Болцманова расподела

4.1.1 Простор стања jедног молекула

Посматраjмо изоловани идеални систем молекула (идеални гас) коjи садржи N молекула
у суду запремине V . Укупна енергиjа система молекула износи E и она jе очувана током вре-
мена, jер су судари између молекула и између молекула и зидова суда еластични. Молекули
су сложене честице коjе се састоjе од атомских jезгара и електрона. Генерално, молекул има
n степени слободе (координата коjе могу независно да се мењаjу). Простор стања jедног
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молекула чине све његове координате (степени слободе) и импулси, x1...xn, p1...pn (зашто
jе боље користити импулсе у односу на брзине, биће jасниjе у следећем поглављу). Ради
концизности, некад ћемо користити скраћене ознаке xn, pn уместо x1...xn, p1...pn. Потребно
jе приметити да свакоj координати одговара jедан импулс. У случаjу само транслационих
степени слободе молекула, простор стања молекула чине три координате и три импулса,
x, y, z, px, py, pz. Енергиjа jедног молекула ε(xn, pn) може зависити од његових координата и
импулса у наjопштиjем случаjу.

Изделимо читав простор стања jедног молекула на ћелиjе у опсезима између x1...xn, p1...pn
и x1 +∆x1...xn +∆xn, p1 +∆p1...pn +∆pn, чиjа запремина износи ∆ω =

n∏
i=1

∆xi∆pi, слика 4.2.

Подразумеваjмо да су ћелиjе мале и означимо их редним броjевима. Нека укупно имамо K

ћелиjа, касниjе ћемо узети да jе таj броj бесконачан. Простор стања jедног молекула ограничен
jе укупном запремином и енергиjом система. Средња енергиjа и броj молекула коjи се налазе
у k-тоj ћелиjи износе εk и nk.

i
x

i
x + xD i

i
p

ip + pD
i

Слика 4.2. Подела простора стања молекула на ћелиjе. Ради jедноставности, приказане су
само две осе. Молекули су приказани кружићима.

Сви броjеви молекула по ћелиjама n1...nK дефинишу расподелу молекула у простору ста-
ња молекула, што одговара jедном макростању система. Назовимо броjеве молекула по ћели-
jама броjевима заузетости ћелиjе. Можемо замислити различите расподеле у зависности од
вредности nk, али броjеви заузетости ћелиjа не могу слободно да се мењаjу, него постоjе два
услова коjи они мораjу да задовоље. Први се односи на укупан броj молекула

N =
K∑
k

nk, (4.1)

а други на укупну енергиjу
E =

∑
k

εknk. (4.2)

Простор микростања система молекула (фазни простор) чине све координате и
импулси свих молекула. Размена два молекула из различитих ћелиjа не мења броjеве заузе-
тости ћелиjа, али мења микростање система (слика 4.3), jер сматрамо да молекуле можемо
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разликовати. Стога имамо

W (n1...nK) =
N !

n1!n2!n3!...nK !
(4.3)

различитих микростања система, коjа одговараjу jедноj расподели n1...nK молекула по ћели-
jама. Укупан броj микростања доступан систему jеднак jе

G(E) =
∑
n1

...
∑
nK

W (n1...nK), (4.4)

где суме иду по свим могућим вредностима броjева заузетости ћелиjа коjи задовољаваjу усло-
ве 4.1 и 4.2 .

i
x’

i
x’’

(2,1)

i
x’

i
x’ + x’D

i
p’

i
p’ + p’D

i

i i
x’’

i
x’’ + x’’D i

i
p’’

i
p’’ + p’’D

i

1

2 (1,2)

б)a)

Слика 4.3. Размена два молекула 1 и 2 из различитих ћелиjа а) не мења броjеве заузетости
ћелиjа, али б) мења микростање система молекула jер молекуле можемо да разликуjемо.

4.1.2 Болцманова статистичка претпоставка

Статистичка претпоставка коjу jе Болцман користио jе да су сва доступна
микростања система молекула подjеднако вероватна (принцип a priori jеднаких
вероватноћа, вероватноће коjе узимамо без претходног разматрања). То jе сагласно
са Максвеловом претпоставком да су стања молекула максимално хаотична. Пошто судари
између молекула насумично мењаjу микростања читавог система молекула, то се различита
микростања подjеднако често запоседаjу. Вероватноћа jедног микростања система износи,

P (E) =
1

G(E)
, (4.5)

а jедног макростања, коjе одговара расподели броjева молекула по ћелиjама n1...nK , jеднака
jе

P (n1...nK) =
W (n1...nK)

G(E)
=

W (n1...nK)∑
n1

...
∑
nK

W (n1...nK)
. (4.6)

Подсетимо се да броjеви заузетости нису слободни, него ограничени условима 4.1 и 4.2. Дакле,
што jе већа вредност W (n1...nK), то jе већа вероватноћа макростања. Зато се W (n1...nK)

назива и статистичка тежина макростања.
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Средњу заузетост jедне ћелиjе можемо одредити тако што усредњимо заузетости те ћелиjе
по свим макростањима:

⟨nk⟩ =
∑
n1

...
∑
nK

nkP (n1...nK) =

∑
n1

...
∑
nK

nkW (n1...nK)∑
n1

...
∑
nK

W (n1...nK)
, (4.7)

уз услове 4.1 и 4.2.
Одређивање расподеле вероватноће макростања P (n1...nK) jе математички захтеван про-

цес, jер постоjе два услова коjе броjеви n1...nK треба да задовоље. Када би постоjао само
услов за укупни броj молекула, онда би расподела била мултиномна. Због услова за укупну
енергиjу, расподела вероватноће P (n1...nK) не може да се одреди елементарним математич-
ким методама. Ипак, постоjи разлог зашто не морамо да одредимо расподелу, него само мод
расподеле. Због огромног броjа молекула, испоставља се да jедноj расподели ñ1...ñK

одговара убедљиво наjвећи броj микростања, тj. она jе наjвероватниjа (то jе мод
расподеле P (n1...nK)). Та расподела одговара равнотежном макростању система.
Друге расподеле (макростања) имаjу много мању вероватноћу и њих можемо занемарити,
слика 4.4. Оне одговараjу неравнотежним и виртуелним равнотежним макростањима (на
пример, сви молекули налазе се у jедноj половини суда или сви молекули имаjу брзине у
истом правцу). Метод наjвероватниjе расподеле заснива се на налажењу расподеле (ñ1...ñK)

путем максимализациjе броjа стања W (n1...nK). Тада расподелу вероватноће P (n1...nK) мо-
жемо апроксимирати њеном наjвероватниjом вредношћу P (ñ1...ñK), а средња заузетост неке
ћелиjе постаjе њена наjвероватниjа заузетост, ⟨nk⟩ ≈ ñk.

равнотежно макростање

Слика 4.4. Шематски приказ простора стања изолованог система молекула подељеног на
макростања. Судари између молекула насумично мењаjу микростања коjа су подjеднако ве-
роватна. Због огромног броjа микростања коjа припадаjу равнотежном макростању, друга
макростања имаjу jако малу вероватноћу да буду опажена у експерименту. И обрнуто, ако
систем пустимо да се креће из неког мало вероватног макростања, он ће завршити у наjве-
роватниjем макростању.
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4.1.3 Болцманова ентропиjска формула

Према принципу максимума ентропиjе, макростање коjе одговара термодинамичкоj рав-
нотежи има наjвећу ентропиjу. Пошто равнотежно стање има наjвећи броj микростања коjа
му одговараjу, онда мора постоjати монотона зависност између броjа микростања jедног ма-
кростања и његове ентропиjе. Болцман jе предложио да ентропиjа макростања зависи
од логаритма броjа микростања

S = klnW, (4.8)

где jе k Болцманова константа. Заправо, Болцман jе користио пропорционалност ентро-
пиjе и логаритма броjа микростања, а константу пропорционалности ниjе никад одредио.
Константу k први jе одредио Планк и сугерисао jе да се зове Болцманова константа као
успомена на Болцмана. Ентропиjа равнотежног макростања износи

S = klnW (ñ1...ñK) (4.9)

Последица ове формуле jе да закони термодинамике нису детерминистички, него
имаjу статистичку основу, тj. они су само jако вероватни. Термодинамика заправо даjе
наjвероватниjе вредности макроскопских величина (модове расподела макроскопских вели-
чина). У скоро свим случаjевима, наjвероватниjа вредност jе толико доминантна да одговара
и средњоj вредности расподеле. Ипак, у екстремним случаjевима у близини фазног прелаза
другог реда, дешава се да наjвероватниjа вредност не одговара средњоj вредности и тада
термодинамика не даjе исправне одговоре, него jе потребно користити методе статистичке
термодинамике коjе ћемо размотрити у следећем поглављу.

Логаритамска зависност ентропиjе од броjа микростања доводи до адитивности ентропиjе
за сложени систем. Посматраjмо изоловани систем коjи се састоjи од два подсистема раз-
двоjена диjабатским зидом у топлотноj равнотежи. Подсистеми у равнотежном макростању
имаjу енергиjе Ẽ1 и Ẽ2. Због слабе интеракциjе између подсистема, укупан броj микроста-
ња система у равнотежном макростању jеднак jе производу броjа микростања поjединачних
подсистема при њиховим равнотежним енергиjама, W = W1(Ẽ1)W2(Ẽ2). Тада jе ентропиjа
система адитивна по своjим деловима S = klnW = klnW1(Ẽ1) + klnW2(Ẽ2) = S1(Ẽ1) +S2(Ẽ2).

4.1.4 Извођење расподеле

Нађимо сада наjвероватниjу расподелу (ñ1...ñK) за молекуле. Потребно jе максимализо-
вати W (n1...nK) (формула 4.3), што одговара максимализовању ентропиjе (без Болцманове
константе) lnW (n1...nK), коjа помоћу Стирлингове апроксимациjе добиjа облик

lnW (n1...nK) = N lnN −N −
K∑
k=1

nklnnk +
K∑
k=1

nk. (4.10)

Због два услова за укупну енергиjу и броj молекула, потребно jе да користимо метод Лагран-
жевих неодређених множитеља како бисмо одредили максимум. Лагранжева функциjа jе у
овом контексту

L = lnW (n1...nK)− α

(
K∑
k=1

nk −N

)
− β

(
K∑
k=1

εknk − E

)
, (4.11)
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где су α и β неодређени Лагранжеви множитељи. Максимум функциjе L добиjамо из услова

∂L
∂nj

= −lnnj − nj
1

nj

+ 1− α− εjβ = 0. (4.12)

Наjвероватниjи броj молекула по ћелиjама износи

ñk = e−α−βεk = Ce−βεk , (4.13)

где jе C константа. Искористимо услов за укупан броj молекула

N =
K∑
k=1

ñk = C
K∑
k=1

e−βεk (4.14)

да добиjемо релациjу коjу називамо Болцманова расподела молекула по енергиjама:

ñk

N
=

e−βεk

∞∑
k=1

e−βεk

. (4.15)

Овде смо горњу границу у суми заменили бесконачношћу, што нам може математички олак-
шати да нађемо суме, а суштински не мења резултат због експоненциjалне функциjе у суми.
Болцманова расподела представља вероватноћу у смислу статистичке дефинициjе да се мо-
лекул нађе у ћелиjи чиjа jе енергиjа εk. Сума у имениоцу назива се партициона функциjа
(сума стања):

q =
∞∑
k=1

e−βεk . (4.16)

Нађимо вредност Лагранжевог множитеља β користећи Болцманову ентропиjску форму-
лу:

S = klnW (ñ1...ñK) = k(N lnN −
K∑
k=1

ñklnñk) = kN lnN − k
K∑
k=1

ñkln

(
Ne−βεk

q

)

= kN lnN − k
K∑
k=1

ñklnN + k
K∑
k=1

ñklnq + k
K∑
k=1

ñkβεk

= kN lnN − kN lnN + kN lnq + kβE = kN lnq + kβE.

(4.17)

Извод ове jедначине по енергиjи даjе(
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
=

kN

q

(
∂q

∂E

)
V,N

+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

=
kN

q

K∑
k=1

e−βεk

(
−εk

(
∂β

∂E

)
V,N

)
+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= −kN

q

(
∂β

∂E

)
V,N

K∑
k=1

εke
−βεk + kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= −kN

q

(
∂β

∂E

)
V,N

K∑
k=1

εk
ñkq

N
+ kβ + kE

(
∂β

∂E

)
V,N

= kβ.

(4.18)
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Одавде лако одређуjемо вредност Лагранжевог множитеља,

β =
1

kT
. (4.19)

Претходно смо из jедначине 4.17 нашли да ентропиjа наjвероватниjе расподеле износи

S = kN lnq +
E

T
. (4.20)

Из термодинамике знамо да jе Хелмхолцов потенциjал jеднак F = E − TS. Заменом прет-
ходног израза за ентропиjу добиjамо Хелмхолцов потенциjал

F = −kTN lnq. (4.21)

Ово jе важан резултат jер нам показуjе да рачунањем партиционе функциjе за jедан молекул
q долазимо до Хелмхолцовог потенциjала, тj. основне термодинамичке jедначине у Хелмхол-
цовоj репрезентациjи.

Како бисмо одредили густине расподеле вероватноће у простору молекула, потребно jе
да пређемо са дискретних ћелиjа на непрекидни простор стања jедног молекула. Ако се у k-
тоj ћелиjи запремине ∆ω око координата xn, pn налази ñk молекула, онда густина расподеле
налажења молекула у тоj ћелиjи износи (користимо статистичку дефинициjу вероватноће)

f(xn, pn) ≈ ñk

N∆ω
=

e−βε(xn,pn)

q∆ω
. (4.22)

Средња вредност неке физичке величине A = A(xn, pn) коjа зависи од координата и импулса
молекула jеднака jе

⟨A⟩ =
∫

...

∫
A(xn, pn)f(xn, pn) dω =

∫
...
∫
A(xn, pn)e−βε(xn,pn) dω∫
...
∫
e−βε(xn,pn) dω

. (4.23)

4.1.5 Примена расподеле

Пример 4.1. Извести Максвелову расподелу брзина из Болцманове расподеле.

Решење: Ограничимо се на молекул коjи има само транслационе степене слободе. Његова
енергиjа износи ε =

p2x+p2y+p2z
2m

. Густина расподеле у простору импулса jедног молекула
износи

f(px, py, pz) =
e−

β(p2x+p2y+p2z)

2m

q∆px∆py∆pz
= Ce−

(p2x+p2y+p2z)

2mkT .

Константа C одређуjе се из услова нормализациjе и износи C = (2πmkT )−
3
2 . Максвелова

расподела брзина добиjа се трансформациjом px = mvx, py = mvy и pz = mvz.

У овом примеру енергиjа молекула не зависи од координата, тако да не морамо простор-
не координате да делимо на ћелиjе, тj. имамо само jедну ћелиjу коjа одговара запремини
(∆x∆y∆z = V ). Тада jе запремина ћелиjе у простору стања молекула

∆ω = ∆x∆y∆z∆px∆py∆pz = V∆px∆py∆pz. (4.24)
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Нашли смо у претходном примеру да константа C износи

C =
1

q∆px∆py∆pz
=

1

(2πmkT )
3
2

, (4.25)

из коjе налазимо партициону функциjу за транслационо кретање молекула

q =
V (2πmkT )

3
2

∆ω
. (4.26)

Оваj резултат указуjе да се у случаjу класичних степени слободе партициона функциjа из-
рачунава као интеграл по свим координатама и импулсима молекула подељена запремином
ћелиjе:

q =
1

∆ω

∫
e−βε(xn,pn)dω. (4.27)

Приметимо да ∆ω скраћуjе jединице у коjима jе интеграл изражен тако да jе партициона
функциjа бездимензионална величина. Развоjем квантне механике предложено jе да елемен-
тарна запремина простора стања молекула износи hn, где jе n броj степени слободе молекула.
Грубо обjашњење за избор Планкове константе за запремину елементарне ћелиjе за jедан
степен слободе jе то што неодређеност производа координате и импулса износи приближно
h. Користећи ту вредност за запремину ћелиjе добиjамо израз за партициону функциjу:

q =
1

hn

∫
e−βε(xn,pn)dω. (4.28)

За молекул са само транслационим степенима слободе броj степени слободе износи три и тада
jе партициона функциjа jеднака

q = V

(
2πmkT

h2

) 3
2

. (4.29)

Помоћу jедначине 4.21 налазимо Хелмхолцов потенциjал

F = −3

2
kTN ln

(
2πmkT

h2

)
− kTN lnV. (4.30)

Примећуjемо да Хелмхолцов потенциjал ниjе хомогена функциjа првог реда, што указуjе
да jе добиjени израз нетачан. Он се разликуjе од исправног израза за −kTN lnN + kTN =

−kT lnN ! Пошто jе Хелмхолцов потенциjал повезан са ентропиjом, а она са броjем стања,
мора постоjати проблем у вези са броjем класичних стања за транслационе степене слободе.
Ad hoc решење проблема jе први предложио Гибс, али право разрешење проблема везано jе
за немогућност разликовања идентичних честица.

Пример 4.2. Одредити допринос средњоj енергиjи молекула квадратног члана по коорди-
нати или импулсу Ay2 (као што су p2x

2m
, L2

x

2Ix
или 1

2
kx2) коjи се налази у изразу за енергиjу.

Решење: Густина расподеле за координату y износи

f(y) =
e−βAy2

q∆y
= Ce−

Ay2

kT .
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Константа C добиjа се из нормализациjе f(y),

C =

√
A

πkT
.

Допринос квадратног члана по y средњоj енергиjи молекула износи

⟨εy⟩ =
∞∫

−∞

Ay2f(y) dy =

√
A

πkT

∞∫
−∞

Ay2e−
Ay2

kT dy =
kT

2
.

Дакле, Болцманова расподела показуjе да, када постоjи могућност да се енер-
гиjа складишти у транслационим, ротационим и вибрационим степенима сло-
боде, она ће бити у класичноj физици подjеднако подељена по њима без обзира
на њихову природу. Експериментални резултати показали су да овакав закљу-
чак ниjе исправан за све степене слободе. То jе довело до стварања квантне
теориjе, коjа jе дала обjашњење зашто су неки степени слободе успавани, тj.
нису побуђени.

Пример 4.3. Одредити средњу енергиjу молекула у присуству гравитационог поља ако
она зависи од координате z.

Решење: Енергиjа молекула у гравитационом пољу износи ε = mgz. Густина расподеле
за координату z jеднака jе

f(z) =
e−βmgz

q∆z
= Ce−

mgz
kT .

Из нормализациjе f(z) налазимо
C =

mg

kT
.

Допринос гравитационог поља средњоj енергиjи молекула износи

⟨ε⟩ =
∞∫
0

mgzf(z) dz = kT.

Интересантан резултат jе да гравитационо поље повећава моларни топлотни капацитет
идеалног гаса за R.

Пример 4.4. Посматраjмо адиjабатски суд коjи jе подељен зидом на два jеднака дела. Ако
се у првом делу суда налази jедан мол идеалног гаса молекула, а у другом делу суда нема
молекула, израчунати промену ентропиjе када се зид уклони.

Решење: Означимо са 1 и 2 равнотежна макростања када су молекули само у jедном
делу суда и када су молекули у целом суду. Тада jе промена ентропиjе услед адиjабатског
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ширења гаса

∆S = S2 − S1 = klnW2 − klnW1 = kln
W2

W1

.

Допринос импулса молекула укупном броjу микростања jеднак jе за оба макростања.
За друго макростање имамо две ћелиjе у физичком простору (молекул се може наћи у
jедном или другом делу суда), док за прво макростање имамо само jедну ћелиjу (молекул
се налази у jедном делу суда). Укупан броj размештања jедног мола молекула на две
ћелиjе jе 2NA . Стога jе

∆S = kln2NA = Rln2.

Вероватноћа да се коjим случаjем молекули сами спонтано сабиjу у половину суда ако
заузимаjу цео суд jе 2−NA .

e

Слика 4.5. Расподела молекула по енергиjским нивоима за два макростања система.

4.1.6 Квантни системи

За неке степене слободе молекула морамо узети у обзир да су квантовани. Квантни систе-
ми немаjу простор стања коjи се састоjи од координата и импулса, него њихов простор стања
садржи дискретна стања одређене енергиjе. То jе заправо предност, jер смо досад морали да
дискретизуjемо простор стања jедног молекула на ћелиjе како бисмо могли применити ком-
бинаторне методе за одређивање наjвероватниjе расподеле. У случаjу квантованих степени
слободе молекула размотримо броj молекула по енергиjским нивоима без дегенерациjе (случаj
дегенерациjе налази се у следећем одељку), слика 4.5. Претходно изведене jедначине важе за
наjвероватниjу макроскопску расподелу молекула по енергиjским нивоима (jедначина 4.15)
и партициону функциjу (jедначина 4.16), коjе у себи садрже суму по енергиjским нивоима.
То значи да таласни аспект квантне теориjе коjи jе одговоран за дискретне енер-
гиjске нивое не мења Болцманову расподелу. Други аспект квантне теориjе, коjи
се односи на симетриjе, услед идентичности честица доводи до престанка важења
Болцманове расподеле.
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4.2 Ферми–Диракова и Бозе–Аjнштаjнова расподела

4.2.1 Квантне идентичне честице

Све елементарне честице (електрони, фотони, ...) су идентичне честице и не посто-
jи начин да разликуjемо две идентичне честице. Системи елементарних честица коjи jако
интерагуjу, као што су нуклеони, атоми или молекули, такође се понашаjу као идентичне
честице. Немогућност разликовања честица директно се одражава на њихова микростања.
Иако смо досад разматрали микростања молекула, то jе било све у оквиру класичне физике
у коjоj смо изменом координата и импулса честица добиjали ново стање (нису иста микроста-
ња у ком je први молекул у положаjу r⃗ ′ са импулсом p⃗ ′, а други у r⃗ ′′ са импулсом p⃗ ′′ и у ком
je први молекул у положаjу r⃗ ′′ са импулсом p⃗ ′′, а други у r⃗ ′ са импулсом p⃗ ′, слика 4.3). Зато
смо сматрали (у оквиру класичне физике) да се сви молекули исте врсте заправо понашаjу
као да су различити. То морамо да исправимо, jер могућност да разликуjемо честице доводи
до погрешног броjа микростања, што резултира некоректним термодинамичким изразом за
Хелмхолцов потенциjал, што смо претходно показали.

Идентичне честице се према своjоj вредности спина могу поделити на фермионе (честице
са полуцелим спином, s = 1

2
, 3

2
, 5

2
...) и бозоне (честице са целим спином, s = 0, 1, 2 ...).

Системи честица коjи jако интерагуjу састављени од фермиона могу бити фермиони или
бозони у зависности од тога да ли jе броj фермиона непаран или паран. Примери фермиона
су електрон, кварк, протон, неутрон, атом деутериjума, а примери бозона су фотон и атом
водоника.

Jедночестично стање (орбитала) jе квантно стање jедне честице. Jедночестична ста-
ња можемо искористити да формирамо вишечестично стање за систем честица. Броj честица
ni у i-том jедночестичном стању енергиjе εi представља броj заузетости (попуњености) тог
стања. Често одређени броj jедночестичних стања има исту енергиjу. Тада се она називаjу де-
генерисаним стањима. У том случаjу, jедночестичном енергиjском нивоу енергиjе εi одговара
gi jедночестичних стања, а броj gi зовемо степеном дегенерациjе енергиjе εi.

Наjвише jедан фермион може да се смести у jедно jедночестично стање, док за бозоне
нема таквог ограничења. Стога за фермионе, ni узима само вредности 0 и 1, а за бозоне
допуштене вредности су 0, 1, 2, 3 ... Сви броjеви заузетости jедночестичних стања (n1, n2,
n3 ...) потпуно одређуjу вишечестично стање (микростање система). Идентичност честица
утиче на микростање система честица тако што ниjе битна ознака честице коjа се
налази у неком jедночестичном стању, него само броj честица по jедночестичним
стањима (подсетимо се из елементарне физичке хемиjе, на пример, да нас jе интересовао броj
електрона по орбиталама атома, али не и саме ознаке електрона). Заменом положаjа и спина
две идентичне честице добиjамо исто микростање за бозоне или исто стање са знаком минус
за фермионе. У случаjу система састављених од бозона и фермиона, исто важи за замену
идентичних честица по аргументима таласне функциjе система честица. Иако све честице
можемо поделити на бозоне и фермионе, ради повезивања са претходним одељком, назовимо
фиктивне честице коjе можемо разликовати болцманонима. Важна разлика између бозона и
фермиона с jедне стране и болцманона са друге стране jе да сва микростања болцманона
настала пермутациjама њихових jедночестичних стања одговараjу само jедном
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микростању идентичних честица.

Пример 4.5. Посматраjмо систем од три честице коjе не интерагуjу, а чиjе су енергиjе
ε = iC, где jе квантни броj i = 1, 2, 3 ... а C jе енергиjска константа. Наћи броj микростања
тог система са енергиjом E = 9C ако су честице болцманони, бозони и фермиони.

Решење: Ако честице не интерагуjу, важи E = ε1 + ε2 + ε3 = C(i1 + i2 + i3), где су εj и
ij енергиjа и квантни броj j-тe честице. Размотримо броj различитих микростања коjа
настаjу прерасподелом честица:

квантни броjеви броj стања
i1 i2 i3 болцманони фермиони бозони
7 1 1 3 0 1

6 2 1 6 1 1

5 3 1 6 1 1

5 2 2 3 0 1

4 4 1 3 0 1

4 3 2 6 1 1

3 3 3 1 0 1

Покажимо расподелу честица по jедночестичним нивоима за три случаjа (користимо сло-
ва A, B, C за болцманоне коjе можемо разликовати и A за фермионе и бозоне коjе не
можемо разликовати; jедночестични нивои су поређани по енергиjама одоздо нагоре):

случаj i1 ̸= i2 ̸= i3 (на пример, i1 = 6, i2 = 2, i3 = 1)
болцманони бозони фермиони

C B C A B A A A
B C A C A B A A
A A B B C C A A

случаj случаj i1 = i2 ̸= i3 (на пример, i1 = 4, i2 = 4, i3 = 1)
болцманони бозони фермиони
C А B A 0

АB BC AC AA

случаj случаj i1 = i2 = i3 (i1 = 3, i2 = 3, i3 = 3)
болцманони бозони фермиони

АBC AAA 0

Укупни броj микростања за болцманоне, фермионе и бозоне jе 28, 3 и 7.

4.2.2 Извођење расподела

Различита ограничења у вези с размештања болцманона, бозона и фермиона
по jедночестичним стањима доводе до три статистике везане за њих: Болцманове

35



(B), Бозе–Аjнштаjнове (BA) и Ферми–Диракове (FD). Размотримо поново изоловани
идеални гас честица енергиjе E коjи садржи N честица у суду запремине V . За разлику од слу-
чаjа када смо разматрали Болцманову расподелу, овде не можемо да посматрамо попуњеност
jедночестичних стања, jер у неким случаjевима она садрже веома мали броj честица (понекад
максимално jедну) и стога ниjе могуће применити Стирлингову апроксимациjу. Олакшава-
jућа околност jе да jе размак између енергиjа jедночестичних стања веома мали за честице
идеалног гаса. Зомерфелд jе предложио да групишемо jедночестична стања у K ћелиjа, тако
да k-та ћелиjа садржи gk (gk ≫ 1) енергиjски блиских jедночестичних стања чиjа jе средња
енергиjа εk и у њоj се налази nk честица, слика 4.6.
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Слика 4.6. Груписање jедночестичних стања по ћелиjама.

Искористимо пример Б.6 у вези с размештања књига на полицама са преградама да нађемо
броj микростања коjи одговара jедноj расподели честица по ћелиjама (n1...nK). Полице су сада
ћелиjе, а преграде су jедночестична стања у оквиру ћелиjе.

У случаjу фермиона, nk честица се може разместити на gk jедночестичних стања на

gk!

nk!(gk − nk)!
(4.31)

начина. Пошто размена честица између ћелиjа не доводи до новог микростања, укупан броj
микростања за расподелу (n1...nK) износи

WFD =
K∏
k=0

gk!

nk!(gk − nk)!
. (4.32)

У случаjу бозона, броj микростања услед размештања честица у оквиру k-те ћелиjе jеднак
jе

(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
. (4.33)

Укупан броj микростања бозона за расподелу (n1...nK) добиjамо множећи броjеве микростања
за сваку ћелиjу

WBA =
K∏
k=0

(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
. (4.34)
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Размотримо и трећи случаj хипотетичких честица болцманона. Укупан броj њихових ми-
кростања за расподелу (n1...nK) по ћелиjама износи

W ′
B = N !

K∏
k=0

gnk
k

nk!
. (4.35)

То jе генерализациjа израза 6.3, коjи смо раниjе користили за расподелу молекула по енер-
гиjским нивоима, само што у овом случаjу имамо gk jедночестичних стања по ћелиjи.

Из следећих неjеднакости

(gk + nk − 1)!

nk!(gk − 1)!
=

(gk + nk − 1)(gk + nk − 2)...(gk + 1)gk
nk!

>
gnk
k

nk!
(4.36)

gk!

nk!(gk − nk)!
=

gk(gk − 1)...(gk − nk + 1)

nk!
<

gnk
k

nk!
(4.37)

примећуjемо да увек важи WBA >
W ′

B

N !
> WFD. У случаjу недегенерисаног гаса, када

jе броj jедночестичних стања много већи од броjа честица у ћелиjи, gk ≫ nk, броj
микростања система не зависи од тога да ли су честице бозони или фермиони и
jеднак jе броjу стања болцманона подељеног са N !

WBA ≈ WFD ≈ W ′
B

N !
. (4.38)

Оваj закључак нам омогућуjе да одредимо термодинамичке особине система честица не ула-
зећи у то да ли су бозони или фермиони за случаj недегенерисаног гаса. Довољно jе да нађемо
броj (класичних или квантних) стања различитих честица (болцманона) и да га поделимо са
N !. Зато ћемо дефинисати коригован броj стања болцманона:

WB =
W ′

B

N !
. (4.39)

Недегенерисани гас jе заправно убедљиво наjчешћи случаj са коjим ћемо се сусретати. Обр-
нути случаj, када jе броj честица jеднак или много већи од броjа стања у ћелиjи, назива
се jако дегенерисани гас. Између недегенерисаног и дегенерисаног гаса налази се случаj
слабо дегенерисаног гаса када ефекти идентичности честица постаjу приметни, али нису
доминантни као код дегенерисаног гаса.

Наjвероватниjа расподела (ñ1...ñK) добиjа се максимализациjом ентропиjе, тj. логаритма

броjа микростања (без Болцманове константе) уз услове за укупни броj честица N =
K∑
k=1

nk и

енергиjу E =
K∑
k=1

εknk помоћу Лагранжеве функциjе. Користећи Стирлингову апроксимациjу,

налазимо (искористимо услов да jе gk ≫ 1 у случаjу Бозе–Аjнштаjнове статистике и коригован
броj микростања болцманона):

lnWB =
K∑
k=1

(nklngk − nklnnk + nk) , (4.40)

37



a) б)

Слика 4.7. а) Топлота пренета систему мења заузетост jедночестичних стања, али не и њи-
хове вредности енергиjа, б) механички рад коjи jе извршен над системом не мења заузетост
jедночестичних стања, али мења њихове вредности енергиjа.

lnWFD =
K∑
k=1

(gklngk − nklnnk − (gk − nk)ln(gk − nk)) , (4.41)

lnWBA =
K∑
k=1

((gk + nk)ln(gk + nk)− nklnnk − gklngk) . (4.42)

Диференциjали ових израза су

dlnWB =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

)
dnk, (4.43)

dlnWFD =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

− 1

)
dnk, (4.44)

dlnWBA =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

+ 1

)
dnk. (4.45)

Сва три диференциjала броjа микростања могу се представити jедним изразом:

dlnWFD/BA/B =
K∑
k=1

ln

(
gk
nk

∓ 1(0)

)
dnk. (4.46)

Диференциjали услова за броj честица и енергиjу износе
K∑
k=1

dnk = 0 и
K∑
k=1

εkdnk = 0. Комбину-

jући jедначину 4.46 са диференциjалима укупног броjа честица и укупне енергиjе, добиjамо
диференциjални облик Лагранжеве функциjе

dL = dlnW − α

K∑
k=1

dnk − β

K∑
k=1

εkdnk =
K∑
k=1

(
ln

(
gk
nk

∓ 1(0)

)
− α− βεk

)
dnk (4.47)

Из услова максимума ∂L
∂nk

= 0 налазимо наjвероватниjе расподеле честица по ћелиjама коjе
називамо Ферми–Диракова, Бозе–Аjнштаjнова и Болцманова расподела

ñk FD/BA/B =
gk

eα+βεk ± 1(0)
. (4.48)

38



Вредности +1, −1 и 0 у имениоцу одговараjу Ферми–Дираковоj, Бозе–Аjнштаjновоj, односно
Болцмановоj расподели.

Нађимо Лагранжеве множитеље α и β. Заменом наjвероватниjе расподеле у диференциjал
логаритма броj микростања (jедначина 4.46) добиjамо

dlnW = α
K∑
k=1

dñk + β
K∑
k=1

εkdñk = αdN + β
K∑
k=1

εkdñk, (4.49)

што важи за све статистике. Приметимо такође да диференциjал укупне енергиjе система

честица E =
K∑
k=1

εkñk износи dE =
K∑
k=1

εkdñk +
K∑
k=1

ñkdεk. Пошто jе промена енергиjе система

честица jеднака збиру рада Wk и топлоте Q, то jе елементарни рад d̄Wk =
K∑
k=1

ñkdεk, а топлота

d̄Q =
K∑
k=1

εkdñk. Рад jе повезан са променом вредности енергиjа jедночестичних енергиjских

нивоа путем промене запремине, што не доводи до промене броjа честица по ћелиjама. Насу-
прот томе, загревање система при константноj запремини доводи до промене броjа честица
по ћелиjама, али не мења вредности енергиjских нивоа, слика 4.7.

FD
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B

n
i

e
m i

~
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Слика 4.8. Ферми–Диракова (FD), Бозе–Аjнштаjнова (BA) и Болцманова (B) расподела зау-
зетости jедночестичног стања. Стрелицом jе приказана вредност топлотне енергиjе kT .

Топлоту d̄Q можемо заменити у израз 4.49, што даjе

dlnW = αdN + βd̄Q. (4.50)

Када се не мења броj честица у систему, промена броjа стања износи

dlnW =
dS

k
= βTdS. (4.51)
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Из ове jедначине добиjамо β = 1
kT

. Лагранжев множитељ α налазимо користећи Хелмхолцов
потенциjал F = E − TS. Диференциjални облик Хелмхолцовог потенциjала износи dF =

dE − TdS − SdT . Множећи jедначину 4.49 са kT , долазимо до израза

kTdlnW = TdS = kTαdN + kTβ(dE − d̄Wk). (4.52)

Заменом TdS у dF добиjамо dF = dE − kTαdN − kTβdE − kTβd̄Wk − SdT = −kTαdN −
d̄Wk − SdT , коjи користимо да нађемо хемиjски потенциjал

µ =

(
∂F

∂N

)
V,T

= −kTα, (4.53)

а из њега Лангражев неодређени множитељ α = − µ
kT

. Заменом Лагранжевих множитеља у
jедначину 4.48 долазимо до Ферми–Диракове, Бозе–Аjнштаjнове и Болцманове расподеле

ñk FD/BA/B =
gk

e
εk−µ

kT ± 1(0)
. (4.54)

Оне су приказане на слици 4.8.

Пример 4.6. Одредити ентропиjу идеалног гаса болцманона, бозона и фермиона коришће-
њем Болцманове ентропиjске формуле и наjвероватниjе расподеле.

Решење: Користећи броj микростања наjвероватниjе расподеле (jедначине 4.40, 4.41 и
4.42), налазимо ентропиjу идеалног гаса

S = klnW =


k
∑
j

ñj

(
ln
(

gj
ñj

)
+ 1
)

болцманони,

k
∑
j

(
ñjln

(
gj
ñj

+ 1
)
+ gjln

(
1 +

ñj

gj

))
бозони,

k
∑
j

(
ñjln

(
gj
ñj

− 1
)
− gjln

(
1− ñj

gj

))
фермиони.

Заменом наjвероватниjе заузетости jедночестичног стања, jедначина 4.54, добиjамо ен-
тропиjу као функциjу jедночестичних енергиjа

S =


keβµ

∑
j

gje
−βεj(β(εj − µ) + 1) болцманони,

k
∑
j

gj

(
β(εj−µ)

1−e−β(εj−µ) − ln
(
eβ(εj−µ) − 1

))
бозони,

k
∑
j

gj

(
β(µ−εj)

1+e−β(εj−µ) + ln
(
eβ(εj−µ) + 1

))
фермиони.

Када будемо разматрали густину jедночестичних стања идеалног гаса, применићемо оваj
израз да одредимо ентропиjу идеалног гаса болцманона.
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Глава 5

Метод ансамбла

... Никада нисам упознао Вилардa Гибса; можда,
да сам га упознао, ставио бих га поред Лоренца.

Одговор A. Аjнштаjна годину дана пред своjу смрт
на питање ко jе наjмоћниjи мислилац кога jе по-
знавао.

Метод наjвероватниjе расподеле показао jе да се особине равнотежних термодинамичких
стања идеалних система могу одредити без детаљног разматрања кретања молекула, само
узимањем у обзир статистике молекула по деловима простора стања jедног молекула. Ста-
тистика молекула природно се ослањала на огроман броj молекула коjи постоjи у гасу и
молекулске сударе, коjи доводе до промене брзина молекула и прерасподеле молекула по
ћелиjама. Принципи на коjима се заснива метод наjвероватниjе расподеле послужили су за
развоj уопштениjег статистичког метода коjи jе предложио Гибс. Таj метод поправио jе све
недостатке метода наjвероватниjе расподеле, коjе су ограничавале његову примену. Он се
може применити на систем интерагуjућих молекула, узима у обзир сва микростања система
сагласна са макроскопским граничним условима, а не само она коjа припадаjу наjвероватни-
jоj расподели и може да се примени на систем коjи интерагуjе са резервоаром. За разлику од
метода наjвероватниjе расподеле, Гибсов статистички метод, коjи jе он назвао метод
ансамбла, заснива се на вероватноћи да се систем нађе у одређеном делу фазног
простора (или вишечестичном стању за квантне системе). Гибс jе замислио ста-
тистичку термодинамику као статистику колекциjе огромног броjа макроскопски
истоветних, али микроскопски различитих система, по аналогиjи са Болцмановом
статистиком молекула. Таj фиктивни скуп система молекула назвао jе ансамбл у смислу
да jе вероватноћа да се систем нађе у одређеном делу фазног простора jеднака броjу чланова
ансамбла у тоj запремини фазног простора подељеном са укупним броjем чланова ансам-
бла, коjи може бити произвољно велики. Други начин на коjи можемо интерпретирати
вероватноћу заснива се на ограниченоj информациjи о кретању молекула услед
непознавања почетних микроскопских услова, jер су нам познате само макро-
координате система током извођења експеримента. Суштински, вероватноћа jе само
погодан математички начин коjи нам омогућуjе да разматрамо системе са великим броjем мо-
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лекула иако у експерименту посматрамо само jедан систем молекула са добро дефинисаним
координатама и импулсима молекула у случаjу важења класичне механике. Како би укључио
сва микростања система молекула коjи интерагуjу, метод ансамбла морао jе да се ослони
на опште особине кретања система молекула у фазном простору засноване на Хамилтоновоj
верзиjи механике. За разлику од метода наjвероватниjе расподеле, коjи разматра само наj-
вероватниjу расподелу, метод ансамбла урачунава све расподеле у складу са макроскопским
условима, тако да се добиjа средња расподела или средња вредност неке физичке величине.
Различита макроскопска ограничења коjа су наметнута систему одговараjу различитим гу-
стинама расподеле вероватноће у фазном простору, тj. у Гибсовоj формулациjи различитим
ансамблима. Средње вредности физичких величина за различите ансамбле биће jеднаке у
термодинамичкоj граници када N → ∞, V → ∞, a однос N

V
jе константан. То jе последица

високе димензионалности простора стања молекула. Због тога, можемо применити било
коjи ансамбл за одређивање термодинамичких величина, али испоставља се да
су неки ансамбли у неким ситуациjама математички jедноставниjи за примену од
других.

5.1 Хамилтонова механика

5.1.1 Хамилтонове jедначине и фазни простор

У претходном поглављу користили смо поjмове jедночестичног и вишечестичног класич-
ног стања. Размотримо сада детаљниjе поjам (динамичког) стањa система у оквиру класичне
механике. Стање система молекула мора садржати све информациjе неопходне за одређивање
особина система молекула. На пример, укупна енергиjа система молекула може се одредити
коришћењем свих координата и брзина молекула или свих координата и импулса молекула.
Друга опциjа има значаjну предност у односу на прву и њу ћемо сада размотрити. Она одго-
вара Хамилтоновоj механици, коjа jе одиграла кључну улогу у развоjу статистичке и квантне
механике. Хамилтонова механика jе jедна од верзиjа класичне механике, као што jе и добро
позната Њутнова механика. Она разматра временску промену координата система xi (чиjи
броj jе jеднак броjу степени слободе система n) и са њима повезаних импулса pi. Коорди-
нате молекула могу бити Декартове, припадати различитим координатним системима или
бити jош апстрактниjе, као на пример коефициjенти развоjа у Фуриjеовом реду. Без обзира
на њихову врсту, временска промена координата и импулса подлеже увек истим
Хамилтоновим jедначинама:

dxi

dt
=

∂H

∂pi
, (5.1)

dpi
dt

= −∂H

∂xi

, (5.2)

где jе H хамилтониjан система молекула, а индекс i узима вредности i = 1, 2 ... n. Како
би се ове диференциjалне jедначине првог реда решиле, потребне су почетне координате и
импулси.

Разматраћемо само конзервативне системе молекула (системи чиjе силе између молекула
су jеднаке негативном изводу потенциjалне енергиjе по координати), чиjа се енергиjа не мења
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током времена. У том случаjу, хамилтониjан система jеднак je укупноj енергиjи система E,
тj. збиру кинетичке (K) и потенциjалне (U) енергиjе H(pn, xn) = K(pn) + U(xn) = E. Овде
смо користили ознаке pn = p1 ... pn и xn = x1 ... xn.

Пример 5.1. Како бисмо одредили хамилтониjан система, потребно jе прво да нађемо
лагранжиjан система. Он представља разлику кинетичке и потенциjалне енергиjе систе-
ма и зависи од (уопштених) координата и (уопштених) брзина честица. Хамилтониjан
система jеднак jе негативноj парциjалноj Лежандровоj трансформациjи лагранжиjана у
коjоj смо брзине честица заменили импулсима – изводима лангранжиjана по брзинама.
Наћи хамилтониjане за а) честицу чиjа jе маса m и потенциjална енергиjа U(x, y, z) и б)
математичко клатно дужине l и масе m.

Решење: а) Лагранжиjан честице износи

L = K − U =
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

2
− U(x, y, z).

Потребно jе наћи Лежандрову трансформациjу лагранжиjана тако што ћемо брзине за-
менити импулсима. Импулси су дефинисани изводима

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ,

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ,

pz =
∂L

∂ż
= mż.

У овом jедноставном примеру импулси су jеднаки производу масе и брзине. У сложениjим
случаjевима они могу имати другачиjи облик. Из ових jедначина налазимо брзине ẋ = px

m
,

ẏ = py
m

и ż = pz
m

. Хамилтониjан честице износи

−H = L− ẋpx − ẏpy − żpz =
p2x + p2y + p2z

2m
− U(x, y, z)− p2x

m
−

p2y
m

− p2z
m

H =
p2x + p2y + p2z

2m
+ U(x, y, z)

б) Математичко клатно jе систем са jедним степеном слободе, а за уопштену координа-
ту jе згодно изабрати угао θ отклона математичког клатна од вертикале (слика 7.1). Када
се математичко клатно заљуља за угао θ, онда се оно подигне за h = l− lcosθ = l(1−cosθ).
Стога jе потенциjална енергиjа U = mgh = mgl(1− cosθ). Веза између Декартових и по-
ларних координата износи x = lcosθ, y = lsinθ. Пошто се само угао θ мења кретањем
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математичког клатна, а не и његова дужина, важи ẋ = −lsinθ θ̇, ẏ = lcosθ θ̇. Кинетичка
енергиjа у поларним координатама jеднака jе

K =
m(ẋ2 + ẏ2)

2
=

ml2θ̇2

2
.

Лагранжиjан математичког клатна зависи од угла θ и брзине θ̇:

L = K − U =
ml2θ̇2

2
−mgl(1− cosθ).

Импулс повезан са углом износи

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇.

Одавде налазимо θ̇ = pθ
ml2

и хамилтониjан

−H = L− pθθ̇ = − p2θ
2ml2

−mgl(1− cosθ),

H =
p2θ

2ml2
+mgl(1− cosθ).

x

y

l

q

l qcos

l-l qcos

Слика 5.1. Отклон математичког клатна за угао θ од вертикале.

Све координате и импулси система молекула чине фазни простор коjи представља про-
стор микростања система. Ако нема ограничења наметнутих на координате молекула, броj
степени слободе за сваки молекул износи три (разматрамо молекуле без унутрашње струк-
туре). У том случаjу, фазни простор има 6N димензиjа, где jе N броj молекула. Свака тачка
у фазном простору представља jедно стање система. Како се координате и импулси си-
стема молекула мењаjу током времена, тако систем прелази из тачке у тачку
фазног простора, што чини траjекториjу (орбиту) у фазном простору. Кретање си-
стема молекула у фазном простору може почети из било коjе тачке, тj. било коjа тачка може
одговарати неким почетним условима кретања. Траjекториjе у фазном простору су jедно-
значно одређене Хамилтоновим jедначинама, оне могу бити затворене, али се не могу никад
пресецати. Кретање конзервативног система молекула одговара у фазном простору кретању
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тачке по траjекториjи коjа се налази на енергиjскоj хиперповрши одређеноj хамилтониjаном
система, E = H(xn, pn) = K(pn) + U(xn).

Пример 5.2. Одредити Хамилтонове jедначине и приказати фазни простор за линеарни
хармониjски осцилатор масе m и угаоне фреквенциjе ω.

Решење: Хамилтониjан система износи H = p2

2m
+ 1

2
mω2x2. Хамилтонове jедначине су

dx

dt
=

∂H

∂p
=

p

m
,

dp

dt
= −∂H

∂x
= −mω2x.

Заправо, Хамилтонове jедначине у овом случаjу су еквивалентне Њутновим jедначинама.
Површ константне енергиjе (крива у овом дводимензионалном случаjу фазног простора)
jе

E = H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2,

p2

2mE
+

x2

2E
mω2

= 1.

Ово jе jедначина елипсе x2

a2
+ p2

b2
= 1 са полуосама a =

√
2E
mω2 и b =

√
2mE. Траjекториjе

различитих енергиjа линеарног хармониjског осцилатора у фазном простору приказане
су на слици 7.2. То су затворене траjекториjе коjе су ограничене у фазном простору.

x

p

0

Слика 5.2. Траjекториjе различитих енергиjа линеарног хармониjског осцилатора у фа-
зном простору.

У претходном примеру смо видели да су Хамилтонове jедначине за конзервативне системе
у Декартовим координатама еквивалентне Њутновим jедначинама. Решавање Хамилтонових
(Њутнових) jедначина кретања за систем са великим броjем молекула суочава се са два
проблема. Први jе огроман броj jедначина коjе треба решити, а други jе што су почетни услови
кретања непознати. Са порастом рачунарске снаге, расте и броj молекула чиjе jедначине
можемо решити за врeменски период коjи покрива делић секунде. Данас jе могуће решити
на рачунарима jедначине кретања за неколико милиjарди молекула. Таj броj jе много мањи
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него броj молекула у макроскопским узорцима, али довољно велики да се симулираjу особине
материjе на рачунару. Други проблем, везан за почетне услове, довео jе до развоjа статистичке
термодинамике тако што jе успостављен статистички модел везан за почетне услове.

5.1.2 Динамичке величине

За физичку величину A постоjи, повезана са њом, динамичка величина A ко-
jа jе дефинисана на простору стања система, тj. функциjа jе координата и (или)
импулса молекула, A = A(xn, pn). За механичке величине лако jе наћи одговараjућу ди-
намичку величину. На пример, енергиjи система одговара хамилтониjан система, величину
коjа одговара притиску ћемо одредити убрзо у овом поглављу. Изузетак су ентропиjа и њене
Лежандрове трансформациjе, коjе немаjу механичку природу и зато ниjе било jасно како из-
гледаjу њихове величине у фазном простору. Захваљуjући раду Болцмана и Гибса, добиjени
су изрази за топлотне величине.

Свака динамичка величина коjа одговара некоj макроскопскоj величини мо-
ра садржати координате и/или импулсе свих молекула и остати непромењена у
односу на пермутациjе координата (импулса). Те величине обично представљаjу збир
математички истоветних чланова коjи зависе од координата или импулса jедног молекула,
као што jе кинетичка енергиjа система молекула

K =
N∑
i=1

p⃗i
2

2m
, (5.3)

или свих парова координата молекула, као што jе потенциjална енергиjа система молекула

U =
N∑
i=1

N∑
j>i

u(r⃗i, r⃗j), (5.4)

где jе u(r⃗i, r⃗j) потенциjална енергиjа интеракциjе пара молекула. Веома ретко садрже збир
чланова коjи су функциjа три координате или већег броjа њих, али такве величине нећемо
разматрати. Та особина макроскопских величина да зависе од збира истоветних чланова, коjи
су функциjа координата или импулса jедног или два молекула, показуjе се да jе од велике
користи за рачунање њихових средњих вредности.

5.2 Макроскопска мерења

5.2.1 Временска усредњеност

Повежимо сада макроскопска мерења са микроскопским кретањем молекула током ме-
рења. Макроскопска мерења одиграваjу се на много дужим временским скалама
од карактеристичног времена за микроскопско кретање, коjе одговара времену
судара између честица τсудара. То значи да током мерења величине A систем про-
ђе кроз огроман броj микростања. Макроскопска мерења заправо даjу усредњене
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вредности по времену свих вредности динамичке величине A у микростањима
кроз коjе jе систем прошао током мерења,

A =
1

τ

τ∫
0

A(r⃗(t; 0)N , p⃗(t; 0)N) dt, (5.5)

где jе τ ≫ τсудара време мерења, а r⃗(t; 0)N и p⃗(t; 0)N су координате и импулси молекула у
тренутку t, а чиjе су вредности у t = 0 биле r⃗(0)N и p⃗(0)N . Средња вредност по времену зависи
од времена мерења τ и почетних услова r⃗(0)N , p⃗(0)N . У већини система време мерења τ не
утиче на A jер се сви брзи релаксациони процеси одиграваjу на скалама τсудара. Размотримо
сада зависност вредности A од почетних услова. Пошто су времена мерења коначна, то значи
да систем не прође кроз сва микростања током времена, него кроз jедан мањи део. Ипак, и
таj мањи део микростања коjе систем посети током мерења довољан jе да опазимо стабилност
фреквенциjе поjављивања макроскопске вредности, што упућуjе на то да почетни услови не
утичу на вредност A.

5.2.2 Притисак флуида

Да бисмо одредили A, потребно jе да знамо почетне услове за кретање и динамику система,
што нам ниjе познато. Ипак, постоjи jедан специjални случаj када можемо одредити средњу
вредност по времену. Нека нас интересуjе брзина временске промене динамичке величине A,
dA
dt

. Тада jе њена средња вредност по времену

dA

dt
=

1

τ

τ∫
0

dA

dt
dt =

A(τ)− A(0)

τ
. (5.6)

Искористимо оваj резултат да нађемо средњу вредност по времену величине dA
dt

, где jе A

A =
N∑
i=1

p⃗i · r⃗i (5.7)

дефинисан за систем од N молекула масе m у суду запремине V . Тада jе

dA

dt
=

N∑
i=1

dp⃗i
dt

· r⃗i +
N∑
i=1

dr⃗i
dt

· p⃗i =
N∑
i=1

F⃗i · r⃗i +
N∑
i=1

p⃗2i
m

=
N∑
i=1

F⃗i · r⃗i + 2K. (5.8)

Из jедначине 5.6 за τ → ∞ следи да jе dA
dt

= 0, jер су вредности A(τ) и A(0) коначне (коорди-
нате не могу да иду у бесконачност, jер су њихове вредности ограничене запремином суда).
Стога jе

N∑
i=1

F⃗i · r⃗i + 2K = 0. (5.9)

Из овог израза добиjамо вириjалну теорему, коjа изjедначава средњу кинетичку енергиjу
система молекула са вириjалом система,

K = −1

2

N∑
i=1

F⃗i · r⃗i. (5.10)
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Њу можемо искористити да нађемо притисак флуида. Сила коjа делуjе на i-ти молекул, F⃗i,
jеднака jе збиру силе коjа делуjе на њега због интеракциjе са осталим молекулима F⃗ u

i и силе
коjа делуjе на њега због интеракциjе са зидовима суда F⃗ s

i . Диференциjал силе F⃗ s
i може се

повезати са притиском флуида преко израза dF⃗ s = −Pdσ⃗, gde je dσ⃗ елемент површине суда.
Тада jе

1

2

N∑
i=1

F⃗ s
i · r⃗i = −1

2

∫
S

P r⃗ · dσ⃗ = −P

2

∫
V

∇⃗ · r⃗ dV = −3

2
PV. (5.11)

Овде смо искористили Гаусову теорему за везу површинског и запреминског интеграла. За
флуид чиjи молекули имаjу само транслационе степене слободе важи

K =
3

2
NkT, (5.12)

што смо раниjе извели у поглављу о Максвеловоj расподели брзина (сваки транслациони
степен слободе доприноси са kT/2). Стога jе притисак флуида у том случаjу

P = nkT +
1

3V

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i, (5.13)

где jе n честична густина. Ова формула повезуjе одступање од притиска идеалног гаса, услед
међумолекулских интеракциjа, са средњом вредношћу по времену унутрашњег вириjала:

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i. (5.14)

5.3 Статистички метод у механици

Кретање система честица у фазном простору има jедну особину коjа чини Хамилтонову
динамику погодниjом за разматрање помоћу статистичког метода од осталих верзиjа кла-
сичне механике. Та особина се односи на Лиjувилову теорему. Посматраjмо област коjа се
креће у фазном простору, а чиjе тачке одговараjу кретању система са различитим почетним
условима. Свака тачка ће се кретати независно од осталих тачака у складу са Хамилтоновим
jедначинама кретања. Компоненте брзине кретања тачке у фазном простору дуж траjектори-
jе дате су Хамилтоновим jедначинама. Током времена те тачке могу почети да се удаљаваjу
jедна од друге, тако да облик области неће остати исти. Лиjувилова теорема тврди да се
запремина области не мења током времена иако се њен облик може мењати, слика
5.3. То значи да jе детерминанта Jакобиjана трансформациjе координата и импулса између
два узастопна временска тренутка jеднака jединици и да се густина расподеле вероватноће
у фазном простору не мења са временом дуж траjекториjе. Временска промена густине дуж
траjекториjе потиче од локалне промене густине и промене услед кретања тачака дуж траjек-
ториjе, услед Хамилтонове динамике система. У статистичкоj термодинамици интересуjе нас
рестриктивниjи случаj, када се густина расподеле вероватноће у фазном простору не мења
локално са временом у изабраноj тачки фазног простора. То нам омогућуjе да заборавимо
на динамику система и посматрамо само статистички модел коjи се ослања на координате и
импулсе молекула, као што смо имали у методу наjвероватниjе расподеле.
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Слика 5.3. Кретање неке области у фазном простору током времена не мења њену запремину,
али може мењати њен облик. Све тачке унутар области крећу се по траjекториjама коjе су
међусобно независне. Траjекториjе се могу удаљавати током времена.

5.3.1 Доказ Лиjувилове теореме*

Посматраjмо елементарну запремину

dω(0) =
N∏
i=1

d3ri(0)d
3pi(0) (5.15)

у близини тачке (r⃗(0)N , p⃗(0)N) унутар фазног простора у почетном тренутку система од N

молекула. Током бесконачно кратког времена t = dt координате и импулси молекула се мало
промене. У новом тренутку, координате и импулсе можемо развити у Теjлоров ред и задржати
прва два члана:

r⃗i(t; 0) = r⃗i(0) +
dr⃗i
dt

dt+ ... ≈ r⃗i(0) +
∂H

∂p⃗i
dt, (5.16)

p⃗i(t; 0) = p⃗i(0) +
dp⃗i
dt

dt+ ... ≈ p⃗i(0)−
∂H

∂r⃗i
dt, (5.17)

где смо искористили Хамилтонове jедначине. Нове координате (r⃗(t; 0)N , p⃗(t; 0)N) можемо по-
сматрати као да су настале трансформациjом старих координата (r⃗(0)N , p⃗(0)N). Елементарна
запремина у близини нових координата износи

dω(t; 0) =
N∏
i=1

d3ri(t; 0)d
3pi(t; 0) = |J |dω(0), (5.18)

где jе |J | 6N -димензионална детерминанта Jакобиjана трансформациjе координата.

|J | =

∣∣∣∣∣
∂r⃗i(t;0)
∂r⃗j(0)

∂r⃗i(t;0)
∂p⃗j(0)

∂p⃗i(t;0)
∂r⃗j(0)

∂p⃗i(t;0)
∂p⃗j(0)

∣∣∣∣∣ (5.19)
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Нађимо прво |J | за систем са jедним степеном слободе x. У том случаjу детерминанта jе
дводимензионална. Коришћењем jедначина 5.16 и 5.17 детерминанта Jакобиjана постаjе

|J | =

∣∣∣∣∣
∂x(t;0)
∂x(0)

∂x(t;0)
∂p(0)

∂p(t;0)
∂x(0)

∂p(t;0)
∂p(0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + ∂2H

∂x∂p
dt ∂2H

∂p2
dt

−∂2H
∂x2 dt 1− ∂2H

∂p∂x
dt

∣∣∣∣∣
= 1 +

(
∂2H

∂x∂p
− ∂2H

∂p∂x

)
dt−

(
∂2H

∂x∂p

)2

dt2 +

(
∂2H

∂x2

)(
∂2H

∂p2

)
dt2

= 1 + O(dt2) ≈ 1.

(5.20)

Показали смо да за систем са jедним степеном слободе елементарне запремине у суседним
тренуцима имаjу исте вредности. Из тога следи да елементарна запремина не мења своjу
вредност у било ком тренутку времена

d|J |
dt

= 0. (5.21)

Коначна запремина jеднака jе збиру елементарних запремина и стога jе и она константна
током времена. Кретање области у фазном простору jеднодимензионалног линеарног хармо-
ниjског осцилатора дато jе на слици 5.4. У овом примеру област не мења битно своj облик
током кретања.

x

p

0

Слика 5.4. Кретање неке области у фазном простору jеднодимензионалног линеарног хармо-
ниjског осцилатора.

Детерминанта Jакобиjана у случаjу 3N степени слободе система молекула износи:

|J | =

∣∣∣∣∣δij + ∂2H
∂xj∂pi

dt ∂2H
∂pi∂pj

dt

− ∂2H
∂xi∂xj

dt δij − ∂2H
∂xi∂pj

dt

∣∣∣∣∣ , (5.22)

где индекси i и j иду по свим степенима слободе, а δij jе Кронекер делта. Искористићемо
теорему за детерминанту

det(I + εM) = 1 + εTr(M) + O(ε2), (5.23)

где jе ε мало, I и M су jединична и произвољна матрица, а Tr jе траг матрице (збир ди-
jагоналних елемената). Користећи ту теорему, доказуjемо да jе детерминанта Jакобиjана
трансформациjе координата фазног простора у суседним тренуцима jеднака jединици као
у jеднодимензионалном случаjу,

|J | = 1 + ε

3N∑
i=1

(
∂2H

∂xi∂pi
− ∂2H

∂xi∂pi

)
dt+ O(dt2) = 1 + O(dt2) ≈ 1. (5.24)
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5.3.2 Лиjувилова jедначина

Пошто нам микростање система молекула током експеримента ниjе познато, координате и
импулси молекула постаjу случаjне променљиве, чиjа jе мултивариjантна густина расподеле у
наjопштиjем случаjу функциjа и координата фазног простора и времена, ρ = ρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N , t).
Услов нормализациjе густине расподеле увек мора важити,∫

ρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N , t) dω = 1. (5.25)

Елементарна запремина фазног простора dω не мења своjу вредност током времена. Стога
мора бити испуњено

d

dt

∫
ρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N , t) dω =

d

dt
1 = 0, (5.26)

dρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N , t)

dt
= 0. (5.27)

То значи да густина расподеле не мења своjу вредност у тачкама дуж траjекториje. Примети-
мо да густина расподеле зависи експлицитно од времена, али и имплицитно путем координата
и импулса, коjи се мењаjу са временом у сагласности са Хамилтоновим jедначинама. Проме-
на густине ∂ρ

∂t
потиче од локалне промене густине у посматраноj тачки, али постоjи додатна

промена густине због тога што се координате тачке у фазном простору мењаjу са временом
дуж траjекториjе. Те две зависности мораjу утицати jедна на другу, jер важи jедначина 5.27.
Тотални извод густине расподеле по времену jеднак jе

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(
∂ρ

∂r⃗i

dr⃗i
dt

+
∂ρ

∂p⃗i

dp⃗i
dt

)
=

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(
∂ρ

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i
− ∂ρ

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i

)
= 0. (5.28)

Овде смо у претпоследњоj jеднакости користили Хамилтонове jедначине. Из ње можемо доби-
ти Лиjувилову jедначину, коjа повезуjе експлицитну временску промену густине
расподеле са изводом густине расподеле и хамилтониjана по координатама и им-
пулсима:

∂ρ

∂t
=

N∑
i=1

(
∂ρ

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i
− ∂ρ

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i

)
. (5.29)

Она игра огромну улогу у разматрању неравнотежних процеса када густина расподеле ло-
кално зависи од времена. Приметимо да садржи 3N координата и импулса и зато се она
никад не решава егзактно, него се уводе даље апроксимациjе за њено решавање. Случаj
коjи нас занима у овоj књизи jе када густина расподеле не зависи експлицитно
од времена ∂ρ

∂t
= 0. То важи за конзервативне системе за коjе jе густина расподеле

функциjа хамилтониjана (или jош и неке друге величине коjа jе очувана са временом, као
што jе укупни импулс или угаони момент, ако су различити од нуле), ρ = ρ(H(r⃗(t)N , p⃗(t)N)).
Користећи извод сложене функциjе, налазимо

∂ρ

∂t
=

N∑
i=1

(
∂ρ

∂H

∂H

∂p⃗i

∂H

∂r⃗i
− ∂ρ

∂H

∂H

∂r⃗i

∂H

∂p⃗i

)
= 0, (5.30)
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тj. густина расподеле jе стационарна и можемо заборавити временску зависност
координата и импулса од времена

ρ(r⃗(0)N , p⃗(0)N) = ρ(r⃗(t)N , p⃗(t)N) = ρ(r⃗N , p⃗N). (5.31)

Дакле, у термодинамичкоj равнотежи, вероватноћа да се систем нађе у елементарноj запре-
мини фазног простора dω око тачке (r⃗N , p⃗N) не зависи од времена и износи ρ(r⃗N , p⃗N)dω. На
jезику ансамбла, та вероватноћа jеднака jе уделу броjа система из ансамбла коjи се налазе
у dω у укупном броjу система у ансамблу (Гибс jе, као и многи други истаживачи, наjвише
користио статистичку дефинициjу вероватноће). У следећим одељцима размотрићемо коjе
функциjе хамилтониjана одговараjу различитим густинама расподеле.

5.3.3 Средња вредност по ансамблу и ергодичка хипотеза

Последица тога што су координате и импулси случаjне променљиве jе да динамичке вели-
чине A = A(r⃗N , p⃗N) такође постаjу случаjне променљиве коjе имаjу своjе густине расподеле,
коjе се (у принципу) могу добити трансформациjом случаjног вектора (r⃗N , p⃗N). Наjчешће
нас интересуjу средње вредности тих расподела (средња вредност по ансамблу), коjу можемо
израчунати преко израза (jедначина Б.65):

⟨A⟩ =
∫

A(r⃗N , p⃗N)ρ(r⃗N , p⃗N) dω, (5.32)

без одређивања трансформисане густине расподеле.
Средњу вредност по ансамблу можемо довести у везу са величинама коjе се експеримен-

тално одређуjу. Оправдање за то налази се у ергодичкоj хипотези, коjа изjедначава
средњу вредност по ансамблу са средњом вредношћу по времену неке динамичке
величине, ⟨A⟩ = A, када време мерења τ → ∞. Хипотеза тврди да ће изоловани систем
током бесконачног времена посетити све тачке фазног простора на хиперповрши енергиjе,
jер се оне налазе на jедноj траjекториjи. Време коjе систем проведе у некоj области пропор-
ционално jе вероватноћи да се систем нађе у тоj области. Системи за коjе важи ергодичка
хипотеза називамо ергодичким. Математички jе доказано да постоjи мали броj тачака коjе
систем ипак неће посетити, тако да jе хипотеза преименована у квазиергодичку. Квазиер-
годичка хипотеза никад математички ниjе доказана у потпуности за било коjи систем већи
од jедне честице. Додатни проблем са овом хипотезом jе да мерења увек траjу коначно вре-
ме током коjих систем пролази кроз мањи део укупног броjа стања. Ипак, постоjи довољно
уверења да jе она исправна за све системе коjи нас интересуjу.

Последица ергодичке хипотезе jе да, уместо решавања динамике система (што jе прак-
тично немогуће), можемо одредити усредњење по свим почетним микроскопским условима
коjе систем може да има (што jе, у принципу, jедноставниjе). Стога се статистички метод у
Гибсовоj интерпретациjи ансабла односи на почетне услове за динамику великог броjа ис-
товетних система. Зато се често каже да мерења вршимо на ансамблу иако заправо имамо
само jедан систем. Приметимо да интеграл по фазном простору у изразу за средњу вредност
по ансамблу обухвата координате и импулсе свих молекула, те смо стога нагласили да jе, у
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принципу, jедноставниjи од средње вредности по времену. Касниjе ћемо видети како он може
да се сведе на интеграл по малом броjу координата.

Досад смо разматрали класичне системе молекула. Иста формулациjа важи и за квантне
системе молекула. Подсетимо се да у квантноj механици неизвесност постоjи и због немо-
гућности да се положаj и импулс молекула тачно одреде. За макроскопске системе постоjи
додатна вероватноћа због непознавања микростања у коме се систем налази. Густини расподе-
ле одговара оператор густине за квантне системе. Овде нећемо детаљно разматрати потпуни
теориjски оквир погодан за квантне системе, него ћемо директно радити у репрезентаци-
jи своjствених стања хамилтониjана читавог система молекула. Ако jе вероватноћа Pi да се
систем нађе у i-том микростању (своjственом стању) система, онда jе средња вредност по
ансамблу величине A jеднака

⟨A⟩ =
∑
i

PiAi, (5.33)

где jе Ai вредност величине A у i-том микростању система, а сума иде по свим микростањима
система. Као и за класичне системе, и овде имамо потешкоћа да нађемо средњу вредност по
ансамблу због тога што нам нису позната микростања читавог система молекула.

5.4 Микроканонски ансамбл

Ансамбл коjи jе одговарао микростањима коjе jе Болцман разматрао Гибс jе назвао ми-
кроканонски. За разлику од Болцмана, он jе узео у разматрање сва микростања сагласна
са условима изолованог система, где су енергиjа, запремина и броj молекула ограничени
одабраним вредностима. Дакле, Гибс jе поред наjвероватниjег макростања укључио и друга
макростања коjе систем може да заузме. Последица тога jе да jе потребно кориговати Болц-
манову ентропиjску формулу тако да, уместо броjа микростања наjвероватниjе расподеле,
узмемо сва микростања коjа одговараjу систему

S(E, V,N) = klnG(E, V,N). (5.34)

Укупан броj микростања доступан класичном систему молекула (густина стања) износи

G(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
δ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω. (5.35)

Он представља интеграл у фазном простору ограничен помоћу делта функциjе на тачке коjе
припадаjу енергиjскоj хиперповрши. У претходном поглављу обjаснили смо порекло фактора
N !h3N испред интеграла. Требало би да читав израз за броj микростања поделимо са кон-
стантом ∆E коjа има димензиjе енергиjе како би броj микростања био бездимензионалан, jер
делта функциjа има димензиjе енергиjе (то се може разумети тако што делта функциjа пред-
ставља правоугаоник, коjи се сужава на енергиjскоj оси, слика А.2). Константа ∆E не утиче
на релативне вредности термодинамичких особина и нећемо jе више спомињати.

Раниjе смо доказали да кретање ансамбла система молекула не мења коначну запремину
у фазном простору, тако да се G(E, V,N) не мења са временом, а последично ни ентропиjа.
Ту се Гибсов прилаз разликуjе од Болцмановог jер траjекториjа система у фазном простору
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понекад пролази кроз микростања коjа припадаjу мање вероватним макростањима. У тим
макростањима jе ентропиjа нижа, тако да у Болцмановом прилазу ентропиjа може да флук-
туира током времена, за разлику од ентропиjе у методу ансамбла.

Пошто ниjедан систем ниjе потпуно изолован, можемо да релаксирамо услов константне
енергиjе, тако да дозволимо да енергиjа коjа микростања могу имати буде ограничена у уском
интервалу између E −∆E и E,

G(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
E−∆E≤H≤E

dω. (5.36)

Вредност интервала енергиjе ∆E не игра никакву значаjну улогу, што ћемо касниjе и пока-
зати.

У случаjу система коjи има квантна стања, израз за броj микростања износи

G(E, V,N) =
∑
i

I(E,Ei), (5.37)

где индикаторска функциjа селектуjе само она микростања система коjа имаjу енергиjу jед-
наку E.

Пример 5.3. Посматраjмо изолован систем подељен на два подсистема раздвоjена диjа-
батским зидом, коjи се налазе у топлотноj равнотежи. Показати да jе ентропиjа система
адитивна функциjа ентропиjа подсистема.

EE
21

Слика 5.5. Изоловани систем подељен диjатермалним зидом на два подсистема.

Решење: Микроканонски ансамбл има ограничење на укупну енергиjу система E, али не
и на енергиjе подсистема E1 и E2. Због тога, укупан броj микростања микроканонског
ансамбла G(E) садржи сва микростања коjа имаjу различите вредности енергиjа подси-
стема коjе одговараjу различитим виртуелним равнотежним макростањима система

G(E) =

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)G1(E1)G2(E2) dE1dE2.

Заменимо броj микростања ентропиjом

G(E) =

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)e

S1(E1)+S2(E2)
k dE1dE2.

Применимо метод превоjне тачке на оваj интеграл, jер jе ентропиjа система максимал-
на за равнотежне вредности енергиjа подсистема. Теjлоров развоj функциjе g(E1, E2) =
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S1(E1)+S2(E2)
k

око максимума (Ẽ1, Ẽ2) износи

g(E1, E2) =
S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2)

k
+

1

2

(
∂2S1

∂E2
1

(
E1 − Ẽ1

)2
+

∂2S2

∂E2
2

(
E2 − Ẽ2

)2)
+ ...

Нађимо други извод енергиjе по ентропиjи(
∂2S

∂E2

)
V,N

=
∂

∂E

(
∂S

∂E

)
V,N

=
∂

∂E

(
1

T

)
V,N

= − 1

T 2

(
∂T

∂E

)
V,N

= − 1

T 2Cv

,

где jе Cv топлотни капацитет при константноj запремини. Заменимо Теjлоров развоj у
израз за укупни броj микростања система

G(E) ≈ e
S1(Ẽ1)+S2(Ẽ2)

k

∫ ∫
δ(E − E1 − E2)e

− (E1−Ẽ1)
2

2kT2Cv1
− (E2−Ẽ2)

2

2kT2Cv2 dE1dE2.

Искористимо смене E1 − Ẽ1 = E ′
1 и E2 − Ẽ2 = E ′

2 у интегралима:

G(E) ≈ e
S1(Ẽ1)+S2(Ẽ2)

k

∫ ∫
δ(E ′

1 + E ′
2)e

− E′2
1

2kT2Cv1
− E′2

2
2kT2Cv2 dE ′

1dE
′
2

G(E) ≈ e
S1(Ẽ1)+S2(Ẽ2)

k

∞∫
−∞

e
− Cv1+Cv2

2kT2Cv1Cv2
E′2

1 dE ′
1 ≈ e

S1(Ẽ1)+S2(Ẽ2)
k

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

G(E) ≈ G1(Ẽ1)G2(Ẽ2)

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

.

Укупан броj микростања у микроканонском ансамблу разликуjе се од броjа микростања
равнотежног стања (у коме подсистеми имаjу равнотежне вредности енергиjа) G1(Ẽ1)G2(Ẽ2)

за члан
√

2πkT 2Cv1Cv2

Cv1+Cv2
у производу. Покажимо да jе допринос тог члана jако мали тако што

ћемо одредити ентропиjу система

S(E) = klnG(E) ≈ S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2) + kln

√
2πkT 2Cv1Cv2

Cv1 + Cv2

.

Топлотни капацитет и енергиjа система скалираjу се линеарно са броjем молекула jер су
екстензивне величине. Због тога се последњи члан скалира са броjем молекула као ln

√
N .

У термодинамичкоj граници када N → ∞, он много спориjе расте од линеарних чланова
по броjу молекула S1(Ẽ1) и S2(Ẽ2), па се може занемарити. Зато jе у термодинамичкоj
граници ентропиjа система адитивна по подсистемима, S(E) = S1(Ẽ1) + S2(Ẽ2). У наред-
ном одељку ћемо разматрати случаj када jе jедан подсистем много већи од другог. Тада
ћемо ентропиjу већег подсистема S2(E − E1) развити у Теjлоров ред по енергиjи мањег
подсистема тако да добиjемо расподелу енергиjа мањег подсистема.

Важна последица овог примера jе да, чак и када узмемо у разматрање више микростања
него што их има у G(E), таj вишак не мора да утиче на термодинамичке особине. Дефини-
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шимо сада укупан броj микростања система коjа имаjу енергиjу мању или jеднаку E,

Σ(E, V,N) =
1

N !h3N

∫
θ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω (5.38)

за класичне системе. Интеграл по фазном простору урачунава само тачке чиjа енергиjа jе
мања или jеднака вредности E. За квантне системе важи

Σ(E, V,N) =
∑
i

θ(E − Ei). (5.39)

Укупан броj стања и густина стања су повезани међусобно

G(E, V,N) =
∂Σ(E, V,N)

∂E
. (5.40)

У термодинамичкоj граници ће важити

S(E, V,N) = klnΣ(E, V,N), (5.41)

jер Σ(E, V,N) не садржи много више стања од G(E, V,N) (подсетимо се да у високодимензи-
оналном простору скоро све тачке коjе припадаjу лопти налазе се на њеноj површи, тако да jе
броj тачака унутар лопте веома мали – видети пример А.4). Раниjе смо дозволили да енергиjа
система не буде фиксирана, него у интеравалу [E−∆E,E]. Сада произилази да можемо узети
сва микростања у опсегу енергиjа [0, E]. Проблем одређивања основне термодинамичке
jедначине у ентропиjскоj репрезентациjи своди се на израчунавање Σ(E, V,N) или
G(E, V,N). Интензивне величине одређуjемо користећи изводе ентропиjе по екстензивним
величинама, jедначине 2.8, 2.9 и 2.10.

Пример 5.4. Одредити ентропиjу идеалног гаса молекула и показати да важи jедначина
стања идеалног гаса помоћу микроканонског ансамбла.

Решење: Хамилтониjан система за идеални гас молекула jе H =
N∑
i=1

p⃗2i
2m

. Укупан броj

микростања система са енергиjом до енергиjе E износи

Σ(E) =
1

N !h3N

∫
θ(E −H(r⃗N , p⃗N)) dω =

1

N !h3N

∫
H≤E

d3r1d
3r2...d

3rNd
3p1d

3p2...d
3pN

=
V N

N !h3N

∫
H≤E

d3p1d
3p2...d

3pN .

Услов интеграциjе p⃗21 + p⃗22 + ... + p⃗2N ≤ 2mE одговара свим тачкама 3N димензионалне
лопте полупречника R =

√
2mE. Искористимо jедначину А.28 да добиjемо

Σ(E) =
V N

N !h3N
V3N(

√
2mE) =

V N

N !h3N

π
3N
2

Γ
(
3N
2
+ 1
) (2mE)

3N
2 .

Подсетимо се да jе Γ
(
3N
2
+ 1
)
=
(
3N
2

)
! и зато можемо применити Стирлингову апрокси-
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мациjу како бисмо нашли ентропиjу

S = klnΣ(E) = kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN.

Покажимо сада да се исти резултат добиjа у термодинамичкоj граници и када се користи
густина стања

G(E) =
dΣ(E)

dE
=

V N

N !h3N

π
3N
2

Γ
(
3N
2
+ 1
) (2m)

3N
2
3N

2
E

3N
2

−1 = Σ(E)
3N

2E
.

Тада jе klnG(E) = klnΣ(E) + kln(3N)− kln(2E). Први и друга два члана скалираjу се са
броjем молекула ∼ N и ∼ lnN . Када N → ∞ важи klnG(E) = klnΣ(E). Jедначина стања
се добиjа из извода ентропиjе по запремини

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

=
kN

V
,

што даjе PV = NkT .

Пример 5.5. Одредити топлотни капацитет при константноj запремини за систем фикси-
раних атома са два електронска стања чиjи jе размак ε помоћу микроканонског ансамбла.

Решење: Потребно jе да нађемо броj микростања система G(E) коjи одговара енергиjи
E. Пошто се атоми не крећу, енергиjа се може распоредити само на електронска стања.
Имамо E

ε
атома у побуђеном стању и N − E

ε
у основном стању. Броj микростања коjи

одговараjу избору E
ε

атома од N jеднак jе биномном коефициjенту

G(E) =
N !(

E
ε

)
!
(
N − E

ε

)
!
.

Користећи Стирлингову апроксимациjу, налазимо да jе ентропиjа jеднака

S = klnG(E) = −kN ln

(
1− E

Nε

)
+

kE

ε
ln

(
Nε

E
− 1

)
.

Jедначина стања износи

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
k

ε
ln

(
Nε

E
− 1

)
.

Из ње налазимо енергиjу система и топлотни капацитет

E =
Nε

eβε + 1
,
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где jе β = 1/kT .

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,N

=
Nkβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

5.4.1 Густина расподеле*

Болцман jе утемељење претпоставке да су сва микростања у микроканонском ансамблу
подjеднако вероватна нашао у Лиjувиловоj теореми и ергодичкоj претпоставци. Посматраj-
мо две области у фазном простору, од коjих jе друга настала после времена t из прве. Из
Лиjувилове теореме следи да систем коjи се креће по траjекториjи коjа пролази кроз обе
области проводи исто време у обе области. Пошто jе вероватноћа да се систем нађе у некоj
области пропорционална времену коjе систем проведе у тоj области, следи да различите
области на истоj траjекториjи имаjу исту вероватноћу да се систем нађе у њима,
што одговара претпоставци да jе густина расподеле у микроканонском ансамблу
униформна

ρNV E(r⃗
N , p⃗N) =

δ
(
E −H(r⃗N , p⃗N)

)
N !h3NG(E)

. (5.42)

Средња вредност динамичке величине A у микроканонском ансамблу jеднака jе

⟨A⟩ = 1

N !h3NG(E)

∫
δ
(
E −H(r⃗N , p⃗N)

)
A(r⃗N , p⃗N) dω. (5.43)

За квантне системе, вероватноћа да се систем нађе у i-том микростању износи

Pi =
1

G(E)
. (5.44)

Пошто се вредности макроскопске величине A не мењаjу у односу на пeрмутациjе коор-
дината (импулса) молекула, то ће сва микростања коjа одговараjу равнотежном макростању
имати исту вредност Ã. Траjекториjа на површи константне енергиjе пролази и кроз макро-
стања коjа су мање вероватна, а у коjима величина A има друге вредности, што одговара
флуктуациjама величине A. Те флуктуациjе можемо одредити тако што повежемо броj ми-
кростања G(E,A), коjе имаjу вредност A са њиховом ентропиjом S(E,A). Тада густина
расподеле величине A има приближну Гаусову расподелу

P (E,A) =
G(E,A)

G(E, Ã)
= e

1
k
(S(E,A)−S(E,Ã)) = e

1
k
(S(E,Ã)+ 1

2
∂2S
∂A2 (A−Ã)

2
+...−S(E,Ã)) ≈ e−

1
2k

∣∣ ∂2S
∂A2

∣∣(A−Ã)
2

(5.45)
jако центрирану око средње вредности ⟨A⟩ = Ã, jер се Ã и стандардно одступање од средње
вредности

√
k∣∣ ∂2S

∂A2

∣∣ скалираjу као N и
√
N са броjем молекула.

5.5 Канонски ансамбл

У микроканонском ансамблу све екстензивне величине коjе описуjу макростање имаjу тач-
но одређене вредности. Када систем интерагуjе са резервоаром, jедна или више екстензивних
величина може да се размењуjе између система и резервоара и зато оне више нису константне,
него флуктуираjу, док су њихове конjуговане интензивне величине константне у систему.
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Слика 5.6. Систем коjи размењуjе енергиjу са резервоаром.

5.5.1 Густина расподеле

Размотримо сада случаj када систем S, константне запремине и броjа молекула, размењуjе
енергиjу са резервоаром R, слика 5.6. Глобални (заjеднички) систем jе изолован са укупном
енергиjом E и стога можемо применити микроканонски ансамбл на њега. Интересуjе нас
средња вредност динамичке величине A(S) коjа jе дефинисана на фазном простору система:

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

) dω(S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
, (5.46)

где jе G(E) броj микростања глобалног система, а N (S) и N (R) су броjеви молекула у систему
и резервоару. Приметимо да, због тога што jе укупан броj стања глобалног система jеднак
производу броjа стања система и резервоара, укупан броj стања коригуjемо са N (S)!N (R)!.
Преуредимо аргумент делта функциjе и раздвоjмо интеграл по фазном простору система и
резервоара

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫
A(S) dω(S)

N (S)!h3N(S)

∫
δ
(
H(R) − (E −H(S))

) dω(R)

N (R)!h3N(R)
. (5.47)

Интеграл по фазном простору резервоара одговара броjу стања резервоара са енергиjом E−
H(S),

G(R)(E −H(S)) = e
S(R)(E−H(S))

k . (5.48)

Развиjмо у Теjлоров ред ентропиjу резервоара око енергиjе E:

S(R)(E −H(S)) = S(R)(E)− ∂S(R)

∂E
H(S) +

1

2

∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + ... (5.49)

Три прва члана у развоjу скалираjу се са броjем молекула као N (R), N (S) и (N(S))2

N(R) . Пошто jе
N (R) ≫ N (S), трећи и сви виши чланови могу се занемарити. Користећи ∂S(R)

∂E
= 1

T
, добиjамо

израз за средњу вредност величине A само по фазном простору система

⟨A⟩ = 1

Q

∫
Ae−

H
kT

dω

N !h3N
, (5.50)

где смо склонили ознаке S за систем. Болцманов фактор e−
H
kT одговара густини расподеле у

условима канонског ансамбла

ρNV T (r⃗
N , p⃗N) =

e−
H
kT

QN !h3N
. (5.51)
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Овде се Q назива партициона функциjа канонског ансамбла и она нормализуjе Болцманов
фактор на jединицу

Q =

∫
e−

H
kT

dω

N !h3N
. (5.52)

Трансформишимо партициону функциjу тако што интеграл по фазном простору заменимо
интегралом по енергиjама система

Q =

∫
e−

H
kT

dω

N !h3N
=

∫
dE

∫
δ(H − E)e−

E
kT

dω

N !h3N
=

∫
G(E)e−

E
kT dE. (5.53)

У том случаjу густина расподеле енергиjе система износи

ρNV T (E) =
G(E)e−

E
kT

Q
. (5.54)

За квантне системе важе аналогне формуле као за класичне системе. Вероватноћа да се
систем нађе у i-том вишечестичном микростању са енергиjом Ei износи

Pi =
e−

Ei
kT

Q
, (5.55)

где jе партициона функциjа
Q =

∑
i

e−
Ei
kT . (5.56)

Размотримо производ G(E)e−
E
kT коjи се поjављуjе у густини расподеле и партиционоj

функциjи. Густина микростања G(E) расте са енергиjом, а Болцманов фактор експонен-
циjално опада са енергиjом. Производ те две функциjе jе функциjа коjа jе jако центрирана
око равнотежне вредности енергиjе Ẽ. Искористимо то да партициону функциjу повежемо
са Лежандровом трансформациjом ентропиjе. Густину микростања у изразу за партициону
функциjу (jедначина 5.53) заменимо ентропиjом,

Q =

∫
e

TS(E)−E
kT dE. (5.57)

Сада можемо да применимо метод превоjне тачке. Максимум функциjе у експоненту, TS(E)−E
kT

,
налази се из jедначине dS(E)

dE
= 1

T
и односи се на равнотежну вредност енергиjе E = Ẽ.

Ако узмемо само први члан у методу превоjне тачке (члан g(x0) у додатку А.1), можемо
апроксимирати партициону функциjу Q ≈ e

TS(Ẽ)−Ẽ
kT = e−

F
kT . Чланови коjе смо занемарили у

развоjу функциjе у експоненту спориjе расту са повећањем броjа молекула од првог члана.
Тада jе Лежандрова трансформациjа ентропиjе jеднака

S

[
1

T

]
= −F (N, V, T )

T
= klnQ. (5.58)

Одређивање основне термодинамичке jедначине у Хелмхоцовоj репрезентациjи
своди се на рачунање партиционе функциjе за канонски ансамбл. Притисак, хемиj-
ски потенциjал или ентропиjу налазимо помоћу првог извода Хелмхолцовог потенциjала по
запремини, броjу молекула или температури.
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5.5.2 Флуктуациjе енергиjе

Ако искористимо и квадратни члан (члан 1
2
g′′(x0)(x − x0)

2 у додатку А.1) по енергиjи у
развоjу функциjе TS(E)−E

kT
(линеарни члан jеднак jе нули због максимума функциjе), налази-

мо да густинa расподеле енергиjе система има апроксимативно Гаусову расподелу са средњом
вредношћу ⟨E⟩ = Ẽ. Стандардно одступање те расподеле скалира се са броjем честица као√
N . То значи да не доприносе сва микростања подjеднако густини расподеле енер-

гиjе, него наjвише доприносе она коjа имаjу енергиjу jеднаку или су у близини
средње вредности ⟨E⟩ jер остала микростања имаjу занемарљиву вероватноћу. У
термодинамичкоj граници, када стандардно одступање енергиjе постане занемарљиво у од-
носу на средњу вредност енергиjе, средња вредност у канонском ансамблу изjедначава се са
средњом вредношћу у микроканонском ансамблу система коjи има енергиjу ⟨E⟩.

Одредимо изразе за средњу вредност енергиjе и њену вариjансу користећи партициону
функциjу. Средња вредност енергиjе jеднака jе термодинамичкоj вредности енергиjе

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = 1

Q

∫
He−βH dω

N !h3N
= −

(
∂lnQ

∂β

)
N,V

, (5.59)

где смо увели уобичаjену ознаку β = 1/kT . Средња вредност квадрата хамилтониjана jеднака
jе

⟨E2⟩ = ⟨H2⟩ = 1

Q

∫
H2e−βH dω

N !h3N
=

1

Q

(
∂2Q

∂β2

)
N,V

. (5.60)

Вариjанса расподеле енергиjе у канонском ансамблу повезана jе са топлотним капацитетом
по константноj запремини,

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 =
(
∂2lnQ

∂β2

)
N,V

= −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
N,V

= kT 2

(
∂⟨E⟩
∂T

)
N,V

= kT 2Cv. (5.61)

Што jе већа температура резервоара, то jе већа и вариjанса енергиjе, односно систем може
да се нађе у микростањима чиjа енергиjа се налази у већем опсегу вредности енергиjа.

5.5.3 Примена на идеалне системе

Термодинамички системи обично се састоjе из истоветних подсистема (делова), коjи могу
бити поjединачне честице, колективна кретања честица или неки други ентитети. Идеал-
ни системи су системи у коjима jе енергиjа jеднака збиру енергиjа подсистема, што значи
да не постоjи (или се може занемарити) интеракциjа између подсистема. Канонски ансамбл
има огромну предност у односу на микроканонски ансамбл у вези са одређивања термодина-
мичких особина идеалних система. За разлику од микроканонског ансамбла где jе потребно
применити глобални услов енергиjе за све степене слободе одjедном, примена канонског ан-
самбла на идеалне системе своди се на разматрање подсистема са само неколико степени
слободе.

Размотримо сада случаj идеалног гаса молекула од коjих сваки има по три степена слобо-

де. Тада jе хамилтониjан система jеднак H(r⃗N , p⃗N) =
N∑
i=1

hi(r⃗i, p⃗i), где jе hi(r⃗i, p⃗i) хамилтониjан
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за jедан молекул. Пошто jе збир чланова у експоненту jеднак производу експонената тих чла-
нова, налазимо

Q =

∫
e−βH dω

N !h3N
=

1

N !

∫
e
−β

N∑
i=1

hi(r⃗i,p⃗i) dω

h3N
=

1

N !

(
N∏
i=1

1

h3

∫
e−βhi(r⃗i,p⃗i) d3rid

3pi

)
=

qN

N !
.

(5.62)
Партициона функциjа за jедан молекул износи

q =
1

h3

∫
e−βh(r⃗,p⃗) d3rd3p. (5.63)

За квантне идеалне системе, енергиjа микростања jеднака jе E(j1, j2...jN) = ε1j1 + ε2j2 +

...+ εNjN , где су ji и εiji квантни броj и енергиjа i-тог подсистема. У случаjу када подсистеме
можемо разликовати (на пример, атоми у чворовима кристалне решетке),

Q =
∑
j1

∑
j2

...
∑
jN

e−βE(j1,j2...jN ) =
∑
j1

∑
j2

...
∑
jN

e−β(ε1j1+ε2j2+...+εNjN
) =

N∏
i=1

(∑
ji

e−βεiji

)
= qN ,

(5.64)
где jе q партициона функциjа jедног подсистема,

q =
∑
j

e−βεj . (5.65)

Пример 5.6. Одредити Хелмхолцов потенциjал и jедначину стања идеалног гаса молекула.

Решење: Хамилтониjан система jеднак jе H =
N∑
i=1

hi, hi =
p2xi+p2yi+p2zi

2m
. Партициона функциjа

за jедан молекул износи

q =
1

h3

∫
e−

β(p2x+p2y+p2z)

2m dxdydzdpxdpydpz =
V

h3

 ∞∫
−∞

e−
βp2x
2m dpx

3

=
V

h3

(
2πm

βh2

) 3
2

.

Канонска партициона функциjа за читав систем молекула добиjа се из партиционе функ-
циjе за jедан молекул

Q =
qN

N !
=

V N

N !

(
2πm

βh2

) 3N
2

.

Применом Стирлингове апроксимациjе налазимо Хелмхолцов потенциjал

F = − 1

β
lnQ = −N

β
ln
V

N
− 3

2

N

β
ln

(
2πm

βh2

)
− N

β
= −kTN ln

V

N
− 3

2
kTN ln

(
2πmkT

h2

)
− kTN,

62



а из њега и jедначину стања идеалног гаса молекула

P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

=
kTN

V
.

Пример 5.7. Одредити топлотни капацитет при константноj запремини за систем фикси-
раних атома са два електронска стања, чиjи jе размак ε, помоћу канонског ансамбла.

Решење: Партициона функциjа за jедан атом износи q = 1 + e−βε, а за систем атома
jеднака jе

Q = qN =
(
1 + e−βε

)N
.

Ниjе потребно дељење броjа микростања са N ! jер су атоми фиксирани и не могу разме-
нити координате. Енергиjа система и топлотни капацитет су

E = −
(
∂lnQ

∂β

)
V,N

=
Nε

1 + eβε
,

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,N

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,N

=
Nkβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

5.6 Велики канонски ансамбл

Гибс jе ансамбле коjи имаjу константан броj молекула звао petit ensembles, а ансамбле
коjи немаjу ограничење на укупан броj молекула grand ensembles. Досад смо разматрали
само ансамбле са константним броjем молекула.

5.6.1 Густина расподеле

Размотримо сада систем S константне запремине, коjи размењуjе са резервоаром R мо-
лекуле и енергиjу. Услед тога, броj молекула и енергиjа система могу узимати различите
вредности. Глобални систем (систем и резервоар) jе изолован тако да су вредности енергиjе
E и броjа молекула N у њему очуване. Броj микростања глобалног система jе G(E). Средња
вредност величине A(S) дефинисане само у фазном простору система износи

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∑
N(R)=0

∑
N(S)=0

∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

)
δN(N(S)+N(R))

dω(S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
.

(5.66)
Сума по броjу молекула система поjављуjе се у изразу за средњу вредност, jер величина
A(S) зависи од броjа молекула. Кронекер делта обезбеђуjе константну вредност збира броjа
молекула система и резервоара. Нађимо броj стања резервоара тако што ћемо интеграл по
фазном простору резервоара претворити у броj микростања резервоара, а затим изразимо таj
броj микростања преко ентропиjе резервоара, слично као што смо радили у случаjу канонског
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ансамбла:

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∑
N(S)=0

∫
A(S) dω(S)

N (S)!h3N(S)

∑
N(R)=0

∫
δ
(
H(R) − (E −H(S))

)
δ(N−N(S))N(R)

dω(R)

N (R)!h3N(R)
,

(5.67)

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∑
N(S)=0

∫
A(S)G(R)(E −H(S), N −N (S))

dω(S)

N (S)!h3N(S)
, (5.68)

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∑
N(S)=0

∫
A(S)e

S(R)(E−H(S),N−N(S))
k

dω(S)

N (S)!h3N(S)
. (5.69)

Развиjмо у Теjлоров ред ентропиjу резервоара

S(R)(E −H(S), N −N (S)) = S(R)(E,N)− ∂S(R)

∂E
H(S) − ∂S(R)

∂N
N (S)

+
1

2

(
∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + 2

∂2S(R)

∂E∂N
H(S)N (S) +

∂2S(R)

∂N2
(N (S))2

)
+ ...

(5.70)

Као и у случаjу канонског ансамбла, можемо одбацити све друге и више термодинамичке
изводе. Заменом ∂S(R)

∂E
= 1

T
, ∂S(R)

∂N
= − µ

T
у израз 5.69 добиjамо средњу вредност по великом

канонском ансамблу

⟨A⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
Ae−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
, (5.71)

где смо изоставили ознаке S за систем и за горњу границу у суми узели бесконачан броj
молекула због математичке погодности. Приметимо да за сваку вредност броjа молекула
имамо различит интеграл по фазном простору. Оваj израз дефинише густину расподеле за
велики канонски ансамбл

ρµV T (r⃗
N , p⃗N , N) =

e−
(H−µN)

kT

ΞN !h3N
. (5.72)

У великом канонском ансамблу густина расподеле зависи и од броjа молекула,
поред координата фазног простора. Треба приметити да jе величина N , коjа се поjављуjе
у густини расподеле, има вредност случаjне променљиве броjа молекула (обично смо кори-
стили ознаку N за термодинамичку вредност броjа молекула). Зато, на пример, не постоjи
извод N по притиску ∂N/∂P , док за термодинамичку вредност броjа молекула он, наравно,
постоjи. Партициона функциjа великог канонског ансамбла jеднака jе

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
. (5.73)

Интеграл по фазном простору у партиционоj функциjи можемо заменити интегралом по
енергиjама система

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e−

(H−µN)
kT

dω

N !h3N
=

∞∑
N=0

∫
dE

∫
δ(H − E)e−

(E−µN)
kT

dω

N !h3N

=
∞∑

N=0

∫
G(E,N)e−

(E−µN)
kT dE.

(5.74)
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Из овог израза следи да jе густина расподеле енергиjе и броjа молекула у систему

ρµV T (E,N) =
G(E,N)e−

(E−µN)
kT

Ξ
. (5.75)

За квантни систем, вероватноћа да се систем нађе у i-том N -честичном микростању и има
броj молекула jеднак N износи

P (Ei, N) =
e−

Ei−µN

kT

Ξ
, (5.76)

Ξ =
∞∑

N=0

∑
i

e−
Ei−µN

kT . (5.77)

Заменимо G(E,N) ентропиjом у изразима за партициону функциjу и густину расподеле
тако да добиjемо члан

e
TS(E,N)−E+µN

kT . (5.78)

На њега можемо применити метод превоjне тачке како бисмо нашли Лежандрову трансфор-
мациjу ентропиjе са коjом jе партициона функциjа повезана. Први члан у развоjу (члан g(x0)

у додатку А.1) коjи одговара максимуму даjе

Ξ =
∞∑

N=0

∫
e

TS(E,N)−E+µN
kT dE ≈ e

TS(Ẽ,Ñ)−Ẽ+µÑ
kT = e−

Ω
kT . (5.79)

Овде су Ẽ и Ñ равнотежне вредности енергиjе и броjа молекула у систему. Велики канонски
потенциjал одређуjе се из партиционе функциjе великог канонског ансамбла. Када
jе он израчунат, средњи броj молекула, притисак или ентропиjа могу се одредити као његови
изводи по хемиjском потенциjалу, запремини или температури. Такође, као што jе познато из
одељка 2.4, велики канонски потенциjал jе у вези са Лежандровом трансформациjом основне
термодинамичке jедначине у ентропиjскоj репрезентациjи, па jе

S

[
1

T
,
µ

T

]
= −Ω

T
= klnΞ. (5.80)

5.6.2 Флуктуациjе енергиjе и броjа молекула

Слично као у канонском ансамблу, ако укључимо квадратни члан по енергиjи и броjу
молекула у развоjу израза 5.78, налазимо да густина расподеле енергиjе и броjа молекула
одговара Гаусовоj расподели. Пошто се стандардна одступања енергиjе и броjа молекула ска-
лираjу са броjем молекула као

√
N , то значи да jе сва вероватноћа концентрисана око

микростања коjа имаjу енергиjу Ẽ = ⟨E⟩ и броj молекула Ñ = ⟨N⟩.
Средње вредности енергиjе и броjа молекула у великом канонском ансамблу могу се одре-

дити из партиционе функциjе

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
He−β(H−µN) dω

N !h3N
= −

(
∂lnΞ

∂β

)
βµ,V

, (5.81)
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Ñ = ⟨N⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
Ne−β(H−µN) dω

N !h3N
=

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

. (5.82)

Вариjанса и ковариjанса мултивариjантне расподеле енергиjе и броjа молекула износе

⟨(δE)2⟩ = −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
βµ,V

=

(
∂2lnΞ

∂β2

)
βµ,V

, (5.83)

⟨(δN)2⟩ =
(
∂⟨N⟩
∂(βµ)

)
β,V

=

(
∂2lnΞ

∂(βµ)2

)
β,V

, (5.84)

⟨δEδN⟩ =
(

∂⟨E⟩
∂(βµ)

)
β,V

= −
(

∂2lnΞ

∂β∂(βµ)

)
V

. (5.85)

Ове jедначине се изводе тако што се користе изрази

⟨E2⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
H2e−β(H−µN) dω

N !h3N
=

1

Ξ

(
∂2Ξ

∂β2

)
βµ,V

, (5.86)

⟨N2⟩ = 1

Ξ

∞∑
N=0

∫
N2e−β(H−µN) dω

N !h3N
=

1

Ξ

(
∂2Ξ

∂(βµ)2

)
β,V

. (5.87)

Термодинамички изводи коjи се поjављуjу у формулама за вариjансу и ковариjансу могу
се редуковати на три наjчешће коришћена извода. Покажимо на примеру вариjансе броjа
честица како се то изводи. Пошто се извод врши по константноj вредности β, онда β може
да изађе из извода

⟨(δN)2⟩ = 1

β

(
∂⟨N⟩
∂µ

)
β,V

= kT

(
∂⟨N⟩
∂µ

)
T,V

= kTV

(
∂n

∂µ

)
T,V

, (5.88)

где jе n = ⟨N⟩/V честична густина. Оваj термодинамички извод налазимо из jеднакости(
∂n

∂µ

)
T,⟨N⟩

=

(
∂n
∂P

)
T,⟨N⟩(

∂µ
∂P

)
T,⟨N⟩

=

(
∂n

∂P

)
T,⟨N⟩

(
∂P

∂µ

)
T,⟨N⟩

. (5.89)

Користећи Гибс–Диемову jедначину 2.16, добиjамо извод притиска по хемиjском потенциjалу(
∂P

∂µ

)
T,⟨N⟩

=
⟨N⟩
V

= n. (5.90)

Његовом заменом у jедначину 5.89 следи(
∂n

∂µ

)
T,⟨N⟩

= n2κT , (5.91)

где jе изотермска компресибилност

κT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

. (5.92)

Из ове релациjе произилази да jе изотермска компресибилност повезана са флуктуациjама
броjа молекула у систему

⟨(δN)2⟩ = kTV n2κT =
kT ⟨N⟩2κT

V
. (5.93)
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5.6.3 Примена на jедначине стања

Често се у изразима користи величина λ = eβµ, коjа се назива активност (неки истражи-

вачи jе називаjу фугасност, фугацитет, фугацитативност). Тада jе Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N , где jе QN

канонска партициона функциjа за N молекула и средњи броj молекула у систему износи

⟨N⟩ = λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

, (5.94)

jер jе
∂

∂(βµ)
=

∂λ

∂(βµ)

∂

∂λ
= eβµ

∂

∂λ
= λ

∂

∂λ
. (5.95)

Термодинамичке величине коjе се израчунаваjу помоћу великог канонског ансамбла до-
биjаjу се као функциjе од µ (или λ), T и V . Обично желимо да нађемо величине коjе зависе
од ⟨N⟩, а не од µ. Због тога нам jе потребна jедначина ⟨N⟩ = ⟨N⟩(T, V, µ), а из ње инверзи-
jом добиjамо µ = µ(⟨N⟩, T, V ). Заменом хемиjског потенциjала броjем молекула у жељеним
величинама долазимо до њихове зависности од ⟨N⟩, T и V .

Пример 5.8. Наћи велики канонски потенциjал за идеални гас молекула и показати да
важи jедначина идеалног гаса.

Решење: Партициона функциjа великог канонског ансамбла jеднака jе

Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N =

∞∑
N=0

qN

N !
λN = eλq.

Средњи броj молекула одређуjе се из партиционе функциjе

⟨N⟩ = λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

= λq.

Велики канонски потенциjал износи

Ω = − 1

β
lnΞ = −λq

β
= −⟨N⟩

β
.

Пошто jе из термодинамике Ω = −PV , следи PV = ⟨N⟩kT .

Пример 5.9. Одредити топлотни капацитет при константноj запремини за систем фик-
сираних атома са два електронска стања, чиjи jе размак ε, помоћу великог канонског
ансамбла.

Решење: Канонска партициона функциjа за jедан атом износи q = 1 + e−βε. Партициона
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функциjа за велики канонски ансамбл jеднака jе

Ξ =
∞∑

N=0

eβµNqN =
∞∑

N=0

(
qeβµ

)N
=

1

1− qeβµ
.

Броj атома у систему износи

⟨N⟩ =
(

∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

=
qeβµ

1− qeβµ
.

Енергиjа и топлотни капацитет jеднаки су

E = −
(
∂lnΞ

∂β

)
βµ,V

=
εe−βεeβµ

1− qeβµ
=

⟨N⟩ε
1 + eβε

,

Cv =

(
∂E

∂T

)
V,⟨N⟩

= −kβ2

(
∂E

∂β

)
V,⟨N⟩

=
⟨N⟩kβ2ε2eβε

(1 + eβε)2
.

5.6.4 Примена на квантне идентичне честице

Размотримо сада како да применимо велики канонски ансамбл на идеални систем иден-
тичних честица. Подсетимо се да броj честица у i-том jедночестичном стању са енергиjом εi
представља броj заузетости тог стања, ni. Jедно микростање одређено jе броjевима (n1, n2...).
За идеалне системе важе услови N =

∑
i

ni и E =
∑
i

εini. Када смо примењивали метод

наjвероватниjе расподеле, груписали смо gi jедночестичних стања у ћелиjе. Овде нећемо раз-
матрати ћелиjе, него дегенерациjу g(n1, n2...) нивоа E(n1, n2...)

g(n1, n2...) =


1 за бозоне и фермионе,
1
N !

(
N !∏
i
ni!

)
за болцманоне.

Канонска партициона функциjа може се лако израчунати за болцманоне коришћењем израза
за развоj мултинома

(x1 + x2 + ...+ xp)
N =

∑
n1,n2...np

(
∑
i
ni=N)

N !∏
i

ni!
xn1
1 xn2

2 ... xnp
p . (5.96)

Налазимо

Q =
∑

n1,n2...
(
∑
i
ni=N)

g(n1, n2...)e
−βE(n1,n2...) =

∑
n1,n2...

(
∑
i
ni=N)

1

N !

 N !∏
i

ni!

 e
−β
∑
i
niεi

=
1

N !

∑
n1,n2...

(
∑
i
ni=N)

N !∏
i

ni!

(
e−βε1

)n1
(
e−βε2

)n2
... =

1

N !

(
e−βε1 + e−βε2 + ...

)N
=

qN

N !
.

(5.97)
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За идентичне честице дегенерациjа jе jеднака jединици и не можемо применити израз за ра-
звоj мултинома како бисмо израчунали канонску партициону функциjу. Веза између броjева
заузетости услед услова N =

∑
i

ni може се превазићи у великом канонском ансамблу. Његова

партициона функциjа износи

Ξ =
∞∑

N=0

∑
n1,n2...

(
∑
i
ni=N)

λNe
−β
∑
i
niεi

=
∞∑

N=0

∑
n1,n2...

(
∑
i
ni=N)

e
βµ
∑
i
ni

e
−β
∑
i
niεi

=
∞∑

N=0

∑
n1,n2...

(
∑
i
ni=N)

(
eβ(µ−ε1)

)n1
(
eβ(µ−ε2)

)n2
... =

n1max∑
n1=0

n2max∑
n2=0

...
(
eβ(µ−ε1)

)n1
(
eβ(µ−ε2)

)n2
...

=

(
n1max∑
n1=0

(
eβ(µ−ε1)

)n1

)(
n2max∑
n2=0

(
eβ(µ−ε2)

)n2

)
... =

∏
k

(
nkmax∑
nk=0

(
λe−βεk

)nk

)
(5.98)

Кључни корак у извођењу налази се у другом реду, где смо сумирање по N и ni уз услов∑
ni = N заменили сумирањем по свим могућим вредностима броjева заузетости ni. Пока-

жимо да та jеднакост важи тако што ћемо jе размотрити на примеру две орбитале:

Ξ =
∑
N=0

∑
n1,n2

(n1+n2=N)

an1bn2 =

(
∞∑

n1=0

an1

)(
∞∑

n2=0

bn2

)
. (5.99)

Напишимо чланове израза са леве стране jеднакости:

N = 0 1

N = 1 a+ b

N = 2 a2 + ab+ b2

N = 3 a3 + a2b+ ab2 + b3

N = 4 a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4

.............................................................................

...........................................................................................

(5.100)

Саберимо чланове диjагонално:

Ξ = (1 + b+ b2 + b3 + b4 + ...) + (a+ ab+ ab2 + ab3 + ...)+

(a2 + a2b+ a2b2 + a2b3 + ...) + (a3 + a3b+ a3b2 + a3b3 + ...) + ...

=
∞∑

n2=0

a0bn2 +
∞∑

n2=0

a1bn2 +
∞∑

n2=0

a2bn2 + ... =
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

an1bn2 =

(
∞∑

n1=0

an1

)(
∞∑

n2=0

bn2

)
.

(5.101)

Могућност великог канонског ансамбла да реши проблеме у коjима постоjи ограничење у
вези са броjа честица jе огромна предност великог канонског у односу на канонски ансамбл
у случаjу идентичних честица.
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Одредимо партициону функциjу за фермионе и бозоне, а затим изведимо квантне стати-
стике. За фермионе важи ограничење nkmax = 1. Партициона функциjа jе тада jеднака

ΞFD =
∏
k

(
1 + λe−βεk

)
. (5.102)

За бозоне нема тог ограничења (nkmax = ∞),

ΞBA =
∏
k

(
1 + λe−βε +

(
λe−βε

)2
+ ...

)
=
∏
k

1

1− λe−βεk
, (5.103)

где смо сабрали геометриjски ред. Сума конвергира за |λe−βεk | < 1, тj. |λ||e−βεk | < 1, µ ≤ 0.
Хемиjски потенциjал бозона увек jе ненегативан, док за хемиjски потенциjал фермиона нема
таквог ограничења, слика 5.7. Обе партиционе функциjе могу се представити jедним изразом:

ΞFD/BA =
∏
k

(
1± λe−βεk

)±1
. (5.104)

Из логаритма партиционе функциjе

lnΞFD/BA = ±
∑
k

ln
(
1± λe−βεk

)
(5.105)

налазимо средњи броj честица

ÑFD/BA = ⟨N⟩FD/BA =
∑
k

⟨nk⟩FD/BA =

(
∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

=
∑
k

±λ
(
±e−βεk

)
1± λe−βεk

=
∑
k

λe−βεk

1± λe−βεk

(5.106)

и средњу заузетост jедночестичног стања

⟨nk⟩FD/BA =
λe−βεk

1± λe−βεk
=

1

eβ(εk−µ) ± 1
, (5.107)

где горњи знак одговара Ферми–Дираковоj статистици, а доњи Бозе–Аjнштаjновоj стати-
стици. Ово jе исти резултат као што смо добили помоћу метода наjвероватниjе расподеле.
Наjвероватниjа и средња заузетост jедночестичног стања су истоветне.

За идеалне системе укупна енергиjа jеднака jе збиру енергиjа честица

E = ⟨E⟩FD/BA =
∑
k

⟨nk⟩FD/BAεk =
∑
k

λεke
−βεk

1± λe−βεk
. (5.108)

Израз за притисак добиjамо користећи формулу за велики канонски потенциjал Ω = −PV =

−kT lnΞ,

PFD/BA = ±kT

V

∑
k

ln
(
1± λe−βεk

)
. (5.109)
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Слика 5.7. Зависност хемиjског потенциjала од температуре за а) фермионе и б) бозоне.

Болцманова статистика произилази из Бозе–Аjнштаjнове и Ферми–Диракове
статистике када jе λ ≪ 1, тj. µ ≪ 0,

⟨nk⟩B =
1

1
λ
eβεk ± 1

≈ λe−βεk . (5.110)

Може се показати да jе услов µ ≪ 0 еквивалентан услову V
⟨N⟩ ≫ λ3

T , где jе λT = h√
2πmkT

Де Брољева топлотна таласна дужина. Дакле, услов да неки гас буде недегенерисан jе да
запремина по честици буде много већа од куба Де Брољеве топлотне таласне дужине, тако
да не долази до преклапања таласних пакета честица. Примери два jако дегенерисана система
честица:

⟨N⟩λ3
T

V
≈

{
4800 на T = 300 K за електронски гас у металима,

3400 на T = 3 K за 4He.

5.7 NPT aнсамбл

5.7.1 Густина расподеле

Када jе систем у равнотежи са термостатом и баростатом, он има константан броj моле-
кула и температуру и притисак, чиjе су вредности подешене резервоаром. Извођење густине
расподеле NPT ансамбла прати извођења за канонски и велики канонски ансамбл. Дакле,
потребно jе размотрити средњу вредност по ансамблу величине A(S) за изоловани глобални
систем, коjи се састоjи од система и резервоара:

⟨A(S)⟩ = 1

G(E)

∫ ∫ ∫ ∫
A(S)δ

(
H(S) +H(R) − E

)
δ
(
V (S) + V (R) − V

) dω(S)dV (S)

N (S)!h3N(S)

dω(R)dV (R)

N (R)!h3N(R)
.

(5.111)
Хамилтониjан система имплицитно зависи од запремине система, jер се молекули налазе у
систему коначне запремине. Маргинализациjом густине расподеле за резервоар добиjамо броj
стања резервоара коjи jе повезан са ентропиjом резервоара. Ентропиjу развиjамо у Теjлоров
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ред

S(R)(E −H(S), V − V (S)) = S(R)(E, V )− ∂S(R)

∂E
H(S) − ∂S(R)

∂V
V (S)

+
1

2

(
∂2S(R)

∂E2
(H(S))2 + 2

∂2S(R)

∂E∂V
H(S)V (S) +

∂2S(R)

∂V 2
(V (S))2

)
+ ...

(5.112)

и довољно jе задржати само чланове до првог извода. Заменом ∂S(R)

∂E
= 1

T
, ∂S(R)

∂V
= P

T
налазимо

средњу вредност динамичке величине A у NPT ансамблу

⟨A⟩ = 1

∆

∫ ∫
Ae−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
, (5.113)

где смо изоставили ознаке S за систем. Средња вредност одговара густини расподеле

ρNPT (r⃗
N , p⃗N , V ) =

e−
H+PV

kT

∆N !h3N
. (5.114)

Густина расподеле NPT ансамблa дефинисана jе на читавом фазном простору и
за различите вредности запремине система. Партициона функциjа износи

∆ =

∫ ∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
. (5.115)

Напоменимо да партициона функциjа (и густина расподеле, последично) има димензиjе за-
премине због интеграциjе по запремини. Стога их jе потребно поделити са константом ∆V

коjа има димензиjе запремине. Та константа неће утицати на релативне термодинамичке
вредности (као и константа ∆E, коjу смо раниjе спомињали) те jе нећемо користити.

Партициону функциjу можемо трансформисати тако да се уместо интеграла по фазном
простору претвори у интеграл по енергиjама система:

∆ =

∫ ∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∫ ∫
dE

∫
δ(H − E)e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∫ ∫
G(E, V )e−

E+PV
kT dEdV

(5.116)
Стога jе густина расподеле енергиjе E и запремине V система

ρNPT (E, V ) =
G(E, V )e−

E+PV
kT

∆
. (5.117)

За квантни систем, вероватноћа да се систем нађе у i-том стању и има запремину jеднаку
V износи

P (Ei, V ) =
e−

Ei+PV

kT

∆
, (5.118)

∆ =

∫ ∑
i

e−
Ei+PV

kT dV. (5.119)

Заменом G(E, V ) ентропиjом у jедначинама за густину расподеле и партициону функциjу
долазимо до функциjе

e
TS(E,V )−E−PV

kT , (5.120)

72



на коjу можемо применити метод превоjне тачке. Ако искористимо само први члан у Теjло-
ровом развоjу, коjи одговара максимуму (члан g(x0) у додатку А.1), партициона функциjа
постаjе

∆ =

∫ ∫
G(E, V )e−

E+PV
kT dEdV ≈ e−

TS(Ẽ,Ṽ )−Ẽ−PṼ
kT = e−

G
kT . (5.121)

Ẽ и Ṽ су равнотежне вредности енергиjе и запремине система. Партициона функциjа jе
повезана са Лежандровом трансформациjом ентропиjе

S

[
1

T
,
P

T

]
= −G

T
= kln∆, (5.122)

коjа укључуjе Гибсов потенциjал G. Ентропиjа, запремина или хемиjски потенциjал добиjаjу
се као изводи Гибсовог потенциjала по температури, притиску или броjу молекула.

5.7.2 Флуктуациjе енергиjе и запремине

Ако у Теjлоровом развоjу задржимо и квадратне чланове по енергиjи и запремини, на-
лазимо да расподела енергиjе и запремине система има апроксимативно Гаусову расподелу.
Сва густина расподеле jе концентрисана око вредности Ẽ = ⟨E⟩ и Ṽ = ⟨V ⟩, што омогућава
да средње вредности по NPT ансамблу буду jеднаке вредностима у осталим ансамблима у
термодинамичкоj граници.

Средње вредности енергиjе и запремине у NPT ансамблу, као и њихове вариjансе и кова-
риjансе, дате су различитим изводима партиционе функциjе:

Ẽ = ⟨E⟩ = ⟨H⟩ = −
(
∂ln∆

∂β

)
βP,N

(5.123)

Ṽ = ⟨V ⟩ = −
(

∂ln∆

∂(βP )

)
β,N

(5.124)

⟨(δH)2⟩ = −
(
∂⟨E⟩
∂β

)
βP,N

=

(
∂2ln∆

∂β2

)
βP,N

(5.125)

⟨(δV )2⟩ = −
(

∂⟨V ⟩
∂(βP )

)
β,N

=

(
∂2ln∆

∂(βP )2

)
β,N

(5.126)

⟨δHδN⟩ = −
(

∂⟨E⟩
∂(βP )

)
β,N

=

(
∂2ln∆

∂β∂(βP )

)
N

. (5.127)

Пример 5.10. Одредити Гибсов потенциjал идеалног гаса молекула и показати да важи
jедначина стања идеалног гаса.

Решење: Гибсов потенциjал израчунавамо из партиционе функциjе

∆ =

∫
e−

H+PV
kT

dωdV

N !h3N
=

∞∫
0

QNe
−PV

kT dV =

∞∫
0

V N

N !

(
2πmkT

h2

) 3N
2

e−
PV
kT dV.
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Интеграл се своди на гама функциjу сменом PV
kT

= x. Решење износи

∆ =

(
2πmkT

h2

) 3N
2
(
kT

P

)N+1

.

Гибсов потенциjал jеднак jе

G = −kT ln∆ = −3

2
kT ln

2πmkT

h2
− (N + 1)kT ln

kT

P
.

Jедначина стања добиjа се изводом Гибсовог потенциjала по запремини:

⟨V ⟩ =
(
∂G

∂P

)
T,N

=
kT (N + 1)

P
.

У термодинамичкоj граници важи (N+1) ≈ N , тако да изрази за G и ⟨V ⟩ имаjу исправан
облик. Ипак, за системе са малим броjем молекула добиjени изрази нису коректни. По-
требно jе знати математички облик густине стања запремине, коjа треба да има jединице
инверзне запремине. Различити истраживачи су дошли до различитих вредности густине
запреминских стања, коjе даjу исте резултате у термодинамичкоj граници.

Пример 5.11. Размотримо jеднодимензионални гас чврстих молекула сферног облика по-
ређаних на правоj. Претпоставимо да молекули имаjу пречник R. Молекули не интерагуjу
осим у тренутку додира, када се одмах одбиjаjу и стога се не може мењати редослед мо-
лекула на правоj. Одредити jедначину стања и енергиjу тог гаса.

Решење: Означимо молекуле броjевима почевши броjање од нуле дo N − 1. Нека се нулти
молекул налази на почетку са леве стране. Положаjе свих осталих молекула одређуjемо
релативно у односу на нулти молекул. Тако jе x1 положаj молекула са индексом jедан, а
xN−1 положаj последњег молекула са индексом N − 1. Означимо запремину координатом
V = xN како би нам се слагале ознаке као за друге молекуле. Партициона функциjа NPT

ансамбла износи

∆ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

e
−

N∑
i=1

p2i
2mkT

−PxN
kT dp1dp2...dpN

hN

∞∫
R

dx1

∞∫
x1+R

dx2

∞∫
x2+R

dx3...

∞∫
xN−1+R

dxN .

0 1 2 N-1

x

x

x

x

1

2

N-1

Nx

Слика 5.8. Релативни положаjи молекула. Запремина jе означена координатом xN .

Интеграл по импулсима познат jе из раниjих примера,
(
2πmkT

h2

)N
2 . Интеграл по коор-
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динатама решавамо сменом

y1 = x1 ⇒ x1 = y1

y2 = x2 − x1 ⇒ x2 = y2 + x1 = y2 + y1

y3 = x3 − x2 ⇒ x3 = y3 + x2 = y3 + y2 + y1

.....

.......

yN = xN − xN−1 ⇒ xN = yN + xN−1 = yN + yN−1 + ...+ y2 + y1.

Детерминанта Jакобиjана трансформациjе координата x на координате y jеднака jе

|J | =
∣∣∣∣∂(x1, x2...xN)

∂(y1, y2...yN)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 ... 0

1 1 0 ... 0

1 1 1 ... 0

1 1 1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Тада jе трансформисани интеграл

∆ =

(
2πmkT

h2

)N
2

∞∫
R

e−
P

N∑
i=1

yi

kT dy1

∞∫
R

dy2

∞∫
R

dy3...

∞∫
R

dyN

=

(
2πmkT

h2

)N
2

 ∞∫
R

e−
Py
kT dy

N

=

(
2πmkT

h2

)N
2
(
kT

P
e−

PR
kT

)N

.

Из логаритма партиционе функциjе

ln∆ =
N

2
ln

(
2πm

βh2

)
+N ln

1

βP
− PNRβ

налазимо jедначину стања и енергиjу гаса

⟨V ⟩ = −
(

∂ln∆

∂(βP )

)
β,N

=
N

βP
+NR,

(⟨V ⟩ −NR)P = NkT,

⟨E⟩ = −
(
∂ln∆

∂β

)
(βP ),N

=
N

2β
=

NkT

2
.

5.8 Гибсова ентропиjска формула

Густине расподеле у условима канонског, великог канонског и NPT ансамбла, садрже
факторе e−

1
k

1
T
E, e−

1
k(

1
T
E− µ

T
N) и e−

1
k(

1
T
E+P

T
V ). Ове резултате можемо уопштити на случаj ка-
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да систем размењуjе са резервоаром екстензивне величине X1, X2...Xn а остале екстензивне
величине Xn+1, Xn+2...Xt су очуване. Расподела вероватноће у условима таквог ансамбла из-
носи

P (X1, X2...Xn) =
1

∆
e
− 1

k

n∑
i=1

FiXi

, (5.128)

где су Fi интензивни параметри резервоара у ентропиjскоj репрезентациjи. Партициона функ-
циjа повезана jе са Лежандровом трансформациjом ентропиjе

∆ =
∑

X1,X2...Xn

e
− 1

k

n∑
i=1

FiXi

= e−
1
k
S[F1,F2...Fn]. (5.129)

Овде смо, ради jедноставности, користили суме по екстензивним величинама система коjе
се размењуjу са резервоаром. За непрекидне екстензивне величине потребни су интеграли.
Заменом партиционе функциjе у расподели вероватноће добиjамо

P (X1, X2...Xn) = e
− 1

k
S[F1,F2...Fn]− 1

k

n∑
i=1

FiXi

. (5.130)

Гибсова ентропиjска формула повезуjе расподелу вероватноће ансамбла са ен-
тропиjом. За наjуопштениjи случаj ансамбла, Гибсова ентропиjска формула износи

S = −k
∑

X1,X2...Xn

P (X1, X2, ..., Xn)lnP (X1, X2...Xn). (5.131)

Пошто се расподела вероватноће не мења са временом, то ни ентропиjа система не зави-
си од времена. За доказ Гибсове ентропиjске формуле искористимо логаритам расподеле из
jедначине 5.130 и дефинициjу инверзне Лежандрове трансформациjе,

S = −k
∑

X1,X2...Xn

P (X1, X2...Xn)

(
−1

k
S[F1, F2...Fn]−

1

k

n∑
i=1

FiXi

)

= S[F1, F2...Fn] +
n∑

i=1

Fi⟨Xi⟩ = S.

(5.132)

Расподела вероватноће неког ансамбла максимализуjе ентропиjу. Екстремум jе
услован, jер постоjи услов нормализациjе расподеле, а такође и средње вредности екстен-
зивних величина коjе систем размењуjе са резервоаром су нам познате из термодинамике.
Могућност да од свих расподела вероватноће изаберемо ону коjа одговара максимуму Гибсо-
ве ентропиjске формуле омогућуjе нам да нађемо расподеле вероватноће за сваки ансамбл.

Пример 5.12. Извести расподеле вероватноће за а) микроканонски и б) канонски ансамбл
помоћу Гибсове ентропиjске формуле.

Решење: а) Pi представља вероватноћу да се систем нађе у i-том микростању. Гибсова

ентропиjска формула износи S = −k
G(E)∑
i=1

PilnPi. Њу jе потребно максимализовати уз

услов нормализациjе
G(E)∑
i=1

Pi = 1, где jе G(E) укупан броj микростања. Условни екстремум
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одређуjе се помоћу Лагранжеве функциjе

L = −k

G(E)∑
i=1

PilnPi − λ

G(E)∑
i=1

Pi − 1

 ,

∂L
∂Pi

= 0, тj. расподела вероватноће Pi = e
λ+k
−k = C jе униформна. Заменом Pi у услов

нормализациjе налазимо константу C,

G(E)∑
i=1

Pi = G(E)C = 1,

C =
1

G(E)
.

Тада jе расподела вероватноће микроканонског ансамбла

Pi =
1

G(E)
.

Гибсова ентропиjска формула за ову расподелу своди се на (кориговану) Болцманову
ентропиjску формулу

S = −k

G(E)∑
i=1

1

G(E)
ln

1

G(E)
= klnG(E).

б) P (Ei) представља вероватноћу да се систем нађе у микростању са енергиjом Ei. Мак-
симализуjмо ентропиjу уз услове

∑
i=1

P (Ei) = 1 и
∑
i=1

EiP (Ei) = ⟨E⟩. Лагранжева функциjа
износи

L = −k
∑
i=1

P (Ei)lnP (Ei)− λ1

(∑
i=1

P (Ei)− 1

)
− λ2

(∑
i=1

EiP (Ei)− ⟨E⟩

)
.

Екстремум налазимо из услова ∂L
∂Pi

= 0, а расподела вероватноће jе jеднака

P (Ei) = e−
k+λ1+λ2Ei

k = Ce−
λ2Ei

k .

Из услова нормализациjе налазимо константу C,∑
i=1

P (Ei) = C
∑
i=1

e−
λ2Ei

k = 1,

C =
1∑

i=1

e−
λ2Ei

k

.
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Искористимо други услов да нађемо неодређени множитељ λ2,∑
i=1

EiP (Ei) = C
∑
i=1

Eie
−λ2Ei

k = ⟨E⟩.

Заменимо P (Ei) у израз за ентропиjу

S = −kC
∑
i=1

e−
λ2Ei

k

(
lnC − λ2Ei

k

)
= −kClnC

∑
i=1

e−
λ2Ei

k +λ2C
∑
i=1

Eie
−λ2Ei

k = −klnC+λ2⟨E⟩.

Извод ентропиjе по енергиjи даjе вредност λ2,

∂S

∂⟨E⟩
=

1

T
= λ2.

Стога jе расподела вероватноће у канонском ансамблу

P (Ei) =
e−

Ei
kT∑

i=1

e−
Ei
kT

.

Пример 5.13. Упоредити средњу вредност Болцманове ентропиjске формуле по свим ма-
кростањима са Гибсовом ентропиjском формулом у случаjу микроканонског ансамбла.

Решење: Макростање jе одређено екстензивним величинама коjе ћемо означити a = (X1

...Xn). Броj микростања коjи њему одговара jе W (a). Микростање i повезано са било
коjим макростањем коjе испуњава граничне услове има униформну расподелу са веро-
ватноћом pi = p. Тада jе вероватноћа макростања P (a) = W (a)p. Укупан броj микростања
у микроканонском ансамблу jе G =

∑
a

W (a).

Гибсова ентропиjа jе jеднака

SG = −k
G∑
i

pilnpi,

a Болцманова ентропиjа макростања a износи

SB(a) = klnW (a).
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Средња вредност Болцманове ентропиjе по свим макростањима има облик

⟨SB(a)⟩ =
∑
a

P (a)SB(a) = k
∑
a

P (a)lnW (a) = k
∑
a

W (a)pln
P (a)

p

= −k
∑
a

W (a)plnp+ k
∑
a

W (a)plnP (a) = −k
G∑
i

pilnpi + k
∑
a

P (a)lnP (a)

= SG + k
∑
a

P (a)lnP (a).

Када броj молекула тежи бесконачности, други члан постаjе jеднак нули, jер се сва ве-
роватноћа концентрише у наjвероватниjем макростању ã, тако да jе P (ã) = 1 и

k
∑
a

P (a)lnP (a) = kP (ã)lnP (ã) = 0.

У том случаjу jе ⟨SB(a)⟩ = SB(ã) = SG. Када систем садржи мали броj молекула, средња
Болцманова и Гибсова ентропиjа се разликуjу.
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Глава 6

Идеални гасови

Tеориjа вероватноће у суштини ниjе ништа друго
до здрав разум сведен на рачун.

П. С. Лаплас

Термодинамичке особине идеалних гасова могу се добити у потпуности без додатних
апроксимациjа, jер се њихова партициона функциjа може факторисати. Иако идеални си-
стеми представљаjу идеализациjу реалних система, њихово проучавање jе корисно зато што
ће нам послужити за тестирање основних идеjа статистичке термодинамике и за поређење са
реалним системима.

6.1 Гасови квантних идентичних честица са масом

Када смо разматрали различите ансамбле, решавали смо случаj недегенерисаног идеал-
ног гаса болцманона, чиjе се особине добиjаjу из класичног броjа стања коригованог са N !.
Овде нас интересуjе случаj слабо или jако дегенерисаног идеалног гаса бозона или фермио-
на. Бозе–Аjнштаjнову и Ферми–Диракову статистику потребно jе применити на молекулске
гасове само у случаjу веома ниских температура, jер jе тада Де Брољева топлотна таласна
дужина молекула упоредива са средњим растоjањем између молекула. Електрони имаjу мно-
го мању масу од атомских jезгара те су квантни ефекти код њих значаjни такође на вишим
температурама. Последица тога jе да се слободни електрони у металима на собноj темпера-
тури не понашаjу класично и зато jе потребно користити Ферми–Диракову статистику како
би се проучавале њихове особине.

6.1.1 Густина стања слободне честице

Подсетимо се да треба користити jедночестична стања за опис система бозона и фермиона.
Због тога, размотримо прво jедночестична транслациона стања честица са масом (не узима-
jући у обзир спин честице). Нека имамо слободну честицу у суду облика коцке и запремине
V = L3, чиjи су зидови тврди и не допуштаjу тунеловање (сличаj бесконачно дубоке jаме).
Испоставља се да овакви гранични услови не утичу на коначни резултат, jер би и периодични
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услови довели до истог резултата. Транслационо стање честице одређено jе квантним броjеви-
ма nx, ny, nz = 1, 2, 3 ... Вектор таласног броjа честице jе k⃗ = π

L
(nx, ny, nz), а енергиjа износи

ε = p2

2m
= k2ℏ2

2m
. Различите вредности квантних броjева (различита стања) могу дати исту

вредност енергиjе, тj. jедан енергиjски ниво може бити дегенерисан. Што jе већа енергиjа, то
постоjи већи броj различитих комбинациjа квантних броjева коjи одговараjу истоj вредности
енергиjе. Одредимо дегенерациjу (густину стања) транслационих енергиjских нивоа
слободне честице g(ε),

g(ε) =
∞∑

nx=1

∞∑
ny=1

∞∑
nz=1

δ

(
ε− ℏ2π2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

)
. (6.1)

Делта функциjа селектуjе само оне нивое коjи имаjу енергиjу jеднаку ε. Ако jе дужина стра-
нице суда велика, онда су размаци између енергиjских нивоа веома мали. За велике вредности
ε, квантни броjеви ће бити такође велики, тако да су њихове промене за jединичну вредност
занемарљиве у односу на њихове вредности. Стога можемо сматрати да се квантни броjеви
мењаjу континуално и суме у jедначини 6.1 можемо заменити интегралима

g(ε) =
1

8

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ

(
ε− ℏ2π2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

)
dnxdnydnz, (6.2)

где смо допустили да квантни броjеви буду позитивни и негативни и зато нам треба фактор 1
8

испред интеграла. Пређимо са nx, ny, nz на px, py, pz координате уз детерминанту Jакобиjана
|J | =

(
L
πℏ

)3
g(ε) =

1

8

(
L

πℏ

)3
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ

(
ε− p2

2m

)
dpxdpydpz. (6.3)

Преласком на сферне координате и интеграциjом угаоног дела добиjамо

g(ε) =
V

8π3ℏ3
4π

∞∫
0

δ

(
ε− p2

2m

)
p2 dp. (6.4)

Искористимо jедначину за сложену делта функциjу А.19. Сложена функциjа g(p) = ε − p2

2m

има нулу у p0 =
√
2mε. Њен извод у тоj тачки jеднак jе |g′(p0)| =

√
2mε
m

. Заменом добиjамо
густину транслационих jедночестичних стања

g(ε) =
V

2π2ℏ3

∞∫
0

δ
(
p−

√
2mε

)
√
2mε
m

p2 dp =
V

2π2ℏ3
m√
2mε

2mε = 4πV
m

h3

√
2mε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V
√
ε.

(6.5)
Овде смо искористили то што се вредност

√
2mε налази у границама интеграциjе.

6.1.2 Особине система квантних идентичних честица

Вратимо се сада на идеални гас идентичних честица са транслационим степенима слобо-
де. Пошто се транслациони нивои мењаjу непрекидно, суме по стањима у изразима за броj
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честица, енергиjу и притисак (jедначине 5.106, 5.108 и 5.109) замењуjу се интегралима по
густини транслационих jедночестичних стања:

⟨N⟩FD/BA = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
ελe−βε

1± λe−βε
dε (6.6)

⟨E⟩FD/BA = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2λe−βε

1± λe−βε
dε (6.7)

PFD/BA = ±2π

β

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
εln
(
1± λe−βε

)
dε. (6.8)

Пример 6.1. Показати да за идеалне гасове бозона и фермиона чиjа jе маса различита од
нуле важи jедначина стања PV = 2

3
⟨E⟩, као што важи у случаjу Болцманове статистике.

Решење: Трансформишимо израз за енергиjу

⟨E⟩ = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2λe−βε

1± λe−βε
dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
3
2

dε
1
λ
eβε ± 1

помоћу парциjалне интеграциjе u = ε
3
2 , du = 3

2
ε

1
2dε, dv = dε

1
λ
eβε±1

, v = ∓ 1
β
ln
(
1± λe−βε

)
,

⟨E⟩ = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∓ε
3
2
1

β
ln
(
1± λe−βε

) ∣∣∣∣∞
0

± 3

2

1

β

∞∫
0

ε
1
2 ln
(
1± λe−βε

)
dε


= ±3

2

2π

β

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

ε
1
2 ln
(
1± λe−βε

)
dε =

3

2
PV.

Користећи Лопиталово правило, показуjемо да важи lim
ε→∞

uv = 0.

6.1.3 Слабо дегенерисани гасови*

Слабо дегенерисани гасови имаjу малу активност (λ ≪ 1) и њихове особине
незнатно одступаjу од особина недегенерисаних гасова. У том случаjу се броj честица,
притисак и енергиjа гаса (jедначине 6.6, 6.7 и 6.8) могу представити као степени редови по
активности. Пошто jе активност мала, довољно jе узети неколико првих чланова у развоjу.
За jако дегенерисане идеалне гасове морали бисмо узети све чланове развоjа, jер активност
ниjе мала и зато таj прилаз нећемо користити за одређивање њихових особина. Као што смо
већ рекли када смо разматрали велики канонски ансамбл, оно што нас заправо интересуjе на
краjу jе да добиjемо степени ред енергиjе и притисак по честичноj густини, а не по активности
(или хемиjском потенциjалу). Дакле, потребно jе из jедначине 6.6 за броj честица изразити

82



активност као степени ред по честичноj густини и таj ред заменити у степене редове за
енергиjу и притисак (jедначине 6.7 и 6.8).

Нађимо наjнижу корекциjу за енергиjу и притисак у односу на вредности за недегенери-
сане гасове. Користићемо геометриjски ред

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + ..., (6.9)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − ... (6.10)

Развиjмо прво честичну густину у степени ред по активности,

n =
⟨N⟩
V

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

ε
1
2λe−βε

1± λe−βε
dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

λ

∞∫
0

ε
1
2 e−βε

∞∑
a=1

(∓1)a−1
(
λe−βε

)a−1
dε

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1λa

∞∫
0

ε
1
2 e−βaε dε.

(6.11)

Интеграл се своди на гама функциjу сменом aβε = t, dε = dt
aβ

,

n = 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1λa

∞∫
0

t
1
2

(aβ)
1
2

e−t dε

aβ
= 2π

(
2m

βh2

) 3
2

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
3
2

√
π

2

=
1

λ3
T

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
3
2

=
1

λ3
T

(
λ∓ λ2

2
3
2

+
λ3

3
3
2

∓ ...

)
.

(6.12)

Изразимо λ као степени ред по n. То се може урадити тако што се λ прикаже у облику

λ = p0 + p1n+ p2n
2 + p3n

3 + ... (6.13)

и замени са десне стране jедначине. Изjедначавањем коефициjената уз исти степен n са леве
и десне стране добиjамо вредности коефициjената pi. Овде ћемо користити бржу методу,
засновану на итерациjама, коjа даjе прву корекциjу (али ниjе погодна за више корекциjе).
Изразимо први члан λ из заграде са десне стране jедначине 6.12 преко n,

λ = nλ3
T ± λ2

2
3
2

− λ3

3
3
2

± ... (6.14)

Заменимо λ поново у исти израз и групишимо само два наjнижа члана по n:

λ = nλ3
T ± 1

2
3
2

(
nλ3

T ± λ2

2
3
2

− ...

)2

− 1

3
3
2

(
nλ3

T ± λ2

2
3
2

− ...

)3

± ... = nλ3
T ± n2λ6

T

2
3
2

+ ... (6.15)

Степени ред енергиjе по λ можемо добити аналогно степеном реду 6.12. Разлика jе у томе
што енергиjа у интегралу по ε садржи члан ε

3
2 , а честична густина члан ε

1
2 , што резултира
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чланом t
3
2

(βa)
3
2

уместо t
1
2

(βa)
1
2

када се уведе смена променљиве. Решење интеграла своди се на

гама функциjу, Γ
(
5
2

)
= 3

2
Γ
(
3
2

)
. Стога jе енергиjа jеднака

⟨E⟩ = 3

2

V

βλ3
T

∞∑
a=1

(∓1)a−1 λ
a

a
5
2

. (6.16)

Заменом λ као степеног реда по честичноj густини (jедначина 6.15) у претходни развоj доби-
jамо

⟨E⟩ = 3

2

V

βλ3
T

((
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)
∓ 1

2
5
2

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)2

+ ...

)

=
3

2
kTV

(
n± n2λ3

T

2
3
2

∓ n2λ3
T

2
5
2

+ ...

)
=

3

2
kTN

(
1± λ3

T

2
5
2

n+ ...

)
.

(6.17)

Наjнижи коефициjент корекциjе уз честичну густину у развоjу
⟨E⟩

3
2
kTN

= 1± λ3
T

2
5
2

n+ ... (6.18)

износи ±λ3
T

2
5
2
. Енергиjа слабо дегенерисаног идеалног гаса фермиона већа jе од одговараjуће

енергиjе за недегенерисан идеални гас, а мања у случаjу бозона. Пошто jе гас идеалан, ова
разлика у енергиjи потиче не од постоjања неке интеракциjе међу честицама, већ од квантних
симетриjских ефеката повезаних са различитим размештањем идентичних честица. Фермио-
ни избегаваjу већ попуњена jедночестична стања, што као да доводи до ефективне интерак-
циjе коjа повећава укупну енергиjу. Бозони могу да се нагомилаваjу у истом jедночестичном
стању, што као да резултира ефективном привлачном силом коjа смањуjе енергиjу. Такво по-
нашање фермиона и бозона доводи и до другачиjег притиска гаса у односу на недегенерисани
гас.

Нађимо сада наjнижу корекциjу за притисак. Уместо геометриjског реда, користићемо
развоj коjи се добиjа интеграциjом геометриjског реда. Интегралимо обе стране jедначина
6.9 и 6.10 (не треба да бринемо око апсолутне вредности коjа се jавља у логаритму због
интеграциjе jер геометриjски ред конвергира за |x| < 1),∫

1

1− x
dx = −ln(1− x) =

∫
(1 + x+ x2 + x3 + ...) dx = x+

x2

2
+

x3

3
+ ..., (6.19)∫

1

1 + x
dx = ln(1 + x) =

∫
(1− x+ x2 − x3 + ...) dx = x− x2

2
+

x3

3
− ... (6.20)

Степени ред притиска по λ износи

P

kT
= ±2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
εln
(
1± λe−βε

)
dε

= ±2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∫
0

√
ε

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(−1)BA]

(
λe−βε

)a
a

dε

= 2π

(
2m

h2

) 3
2

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(+1)BA]

λa

a

∞∫
0

√
εe−βεa dε.

(6.21)
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У случаjу Ферми–Диракове статистике, знак плус испред интеграла не мења члан (−1)a+1,
док у случаjу Бозе–Аjнштаjнове статистике, знак минус испред интеграла се множи са (−1),
што резултира свим позитивним члановима у развоjу. Интеграл се решава истом сменом
као интеграл у случаjу честичне густине. Заменом активности из jедначине 6.15 налазимо
притисак:

P

kT
=

1

λ3
T

∞∑
a=1

[(−1)a+1
FD |(+1)BA]

λa

a
5
2

=
1

λ3
T

((
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)
∓ 1

2
5
2

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

+ ...

)2

+ ...

)

=
1

λ3
T

(
nλ3

T ± n2λ6
T

2
3
2

∓ n2λ6
T

2
5
2

+ ...

)
= n

(
1± λ3

T

2
5
2

n+ ...

)
,

(6.22)

P

nkT
= 1± λ3

T

2
5
2

n+ ... (6.23)

Коефициjент уз наjнижу корекциjу по густини (тзв. други вириjални коефициjент) jеднак jе
±λ3

T

2
5
2
.

6.1.4 Jако дегенерисани гасови

На веома ниским температурама квантни ефекти постаjу доминантни, jер че-
стице попуњаваjу само наjниже транслационе нивое. Такав гас се назива jако
дегенерисани гас. Размотримо идеални jако дегенерисани гас фермиона као модел за сло-
бодне електроне у металима. Напоменимо да електрони имаjу двоструку спинску дегенера-
циjу gs = 2, што омогућуjе да се два електрона (са супротним спиновима) сместе у jедну
просторну орбиталу.

На T = 0 K, сви фермиони заузимаjу транслационе нивое од наjнижег до последњег
попуњеног, коjи се назива Фермиjев ниво. Он одговара хемиjском потенциjалу на T = 0 K.
Подсетимо се да су транслациони нивои практично континуални и да њихова густина расте
са енергиjом као

√
ε. Средња заузетост транслационих стања jеднака jе jединици за сва стања

до Фермиjевог нивоа, чиjе енергиjа jе εF . Стања коjа имаjу већу енергиjу нису попуњена и
њихова средња заузетост jеднака jе нули. Вредност εF можемо одредити из укупног броjа
фермиона

⟨N⟩ = gs

εF∫
0

g(ε) dε = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

εF∫
0

√
ε dε =

4πgs
3

(
2m

h2

) 3
2

V ε
3
2
F , (6.24)

εF =
h2

2m

(
3

4πgs

) 2
3
(
⟨N⟩
V

) 2
3

. (6.25)

За слободне електроне у металима Фермиjев ниво износи од 2 до 10 eV. То jе огромна енергиjа
у поређењу са топлотном енергиjом на собноj температури коjа одговара вредности kT =
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0, 025eV. Укупна енергиjа идеалног гаса фермиона на апсолутноj нули jеднака jе

⟨E⟩ = gs

εF∫
0

εg(ε) dε = 2πgs

(
2m

h2

) 3
2

V

εF∫
0

ε
3
2 dε =

3

5
⟨N⟩εF , (6.26)

што даjе вредност 3
5
εF по фермиону. На нултоj температури требало би да недегенерисани гас

има нулту транслациону енергиjу по честици. Иако фермиони у идеалном гасу не интерагуjу
међучестичним интеракциjама, ова енергиjа потиче од квантних симетриjских ефеката. По-
ред тога што фермионски гас има ненулту енергиjу, он има и ненулти притисак, коjи се може
добити из jедначине PV = 2

3
⟨E⟩. За електроне у металима притисак износи око 105 Pa. Елек-

трони не излећу из метала зато што постоjи привлачна сила између њих и jона смештених у
чворовима кристалне решетке коjа компензуjе огроман притисак.

<n>

e0

1

eF

T = 0

T > 0

e

e
F }kT

a) б)

Слика 6.1. а) Средња заузетост транслационих нивоа jако дегенерисаног гаса фермиона на
T = 0 K и T > 0 K; б) Шематски приказ заузетости транслационих нивоа jако дегенерисаног
гаса фермиона на T = 0 K и њихова промена услед топлотног кретања фермиона.

На температурама изнад апсолутне нуле само мали броj фермиона ∆N ≈ kT
εF
⟨N⟩ у бли-

зини Фермиjевог нивоа може да се топлотно побуди и пређе изнад Фермиjевог нивоа, jер jе
εF ≫ kT (слика 6.1). Фермиони коjи су на нижим нивоима не могу да пређу на више, jер су
они већ заузети. Разлика између енергиjа идеалног гаса фермиона на температури T и апсо-
лутноj нули износи ∆E ≈ kT

εF
⟨N⟩kT . Стога jе топлотни капацитет линеаран са температуром,

Cv ≈ 2kT
εF

k⟨N⟩. Његова вредност jе знатно мања од 3
2
k⟨N⟩ због фактора 2kT

εF
. Зато jе допринос

слободних електрона укупном топлотном капацитету метала на собноj температури занемар-
љив. Топлотном капацитету метала доприноси само вибрационо кретање jона у кристалноj
решетки. Тек на температурама изнад εF/k фермионски гас почиње да се понаша као гас
болцманона. За електроне у металима те температуре су изнад 20000 K.

6.2 Унутрашњи степени слободе

Молекули су сложени системи честица коjи се састоjе од атомских jезгара и електрона. За
разлику од електрона, коjи су елементарне честице, атомска jезгра се састоjе од нуклеона, коjи
су такође сложене честице. Степени слободе повезани са кретањем тих честица су квантовани
и могу бити топлотно побуђени. Складиштење енергиjе у различитим молекулским
степенима слободе утиче да молекулски гасови имаjу различите термодинамичке
особине од гасова коjи имаjу само транслационе степене слободе.
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6.2.1 Адиjабатски принцип

Кретање електронских и jезгарних просторних и спинских степени слободе међусобно jе
спрегнуто електромагнетним силама. Могућност да под одређеним условима засебно посма-
трамо спрегнуте степене слободе потиче из адиjабатског принципа у механици. Ако су
фреквенциjе кретања (размаци између енергиjских нивоа) два степена слободе различитих
редова величине, онда без обзира на спрезање можемо апроксимативно разматрати посебно
сваки степен слободе.

Кретање центра масе и унутрашње кретање електрона и jезгара око центра масе молеку-
ла увек се може раздвоjити. Тада jе укупна енергиjа молекула jеднака збиру транслационе
енергиjе центра масе εtr и унутрашње енергиjе εu, ε = εtr+εu. Партициона функциjа за jедан
молекул jеднака jе производу одговараjућих партиционих функциjа

q = qtr(T, V )qu(T ). (6.27)

Канонска партициона функциjа за идеални гас молекула у Болцмановоj статистици jеднака
jе

Q =
qN

N !
=

qNtr (T, V )

N !
qNu (T ). (6.28)

Приметимо да транслациона партициона функциjа зависи и од запремине и од температуре.
Партиционе функциjе за унутрашње кретање зависе само од температуре и оне не утичу на
притисак гаса.

Унутрашње кретање се због адиjабатског принципа може апроксимативно ра-
зложити на кретање jезгарних спинова, електронских спинова, ротационо кретање
jезгара, вибрационо кретање jезгара, електронско кретање и кретање нуклеона у
jезгрима, тако да jе унутрашња енергиjа jеднака збиру енергиjа за ове степене слободе:

εu = εns + εes + εrot + εvib + εel + εnuc. (6.29)

Оправдање за коришћење адиjабатске апроксимациjе налази се у томе што размаци између
енергиjских нивоа коjи одговараjу тим степенима слободе имаjу следећи поредак:

∆εns ≪ ∆εes ≪ ∆εrot ≪ ∆εvib ≪ ∆εel ≪ ∆εnuc. (6.30)

Разлика између првог и последњег члана jе преко 12 редова величине. Ако можемо раздвоjити
различите степене слободе, онда jе партициона функциjа за унутрашње кретање

qu = qnsqesqrotqvibqelqnuc. (6.31)

Треба нагласити да нам адиjабатска апроксимациjа омогућава да поjедноставимо разматра-
ње енергиjских нивоа молекула (слично као са атомским или молекулским орбиталама). У
стварности, jезгарни и електронски просторни степени слободе су спрегнути, што
омогућува да енергиjа прелази из jедног степена слободе у други. Без тога никад не
би могла да се успостави термодинамичка равнотежа у гасу молекула. На пример, постоjала
би различита транслациона и вибрациона температура молекула. То значи да се у доброj мери
спрезање може занемарити барем за нивое коjи су доступни топлотном побуђивању. Постоjе,
међутим, молекули где су електронски и вибрациони степени слободе jако спрегнути чак и на
веома ниским енергиjама. Тада треба користити енергиjске нивое заjедничке за више степени
слободе како би се одредиле термодинамичке величине.
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6.2.2 Побуђени и успавани степени слободе

Молекул са N jезгара има 3N jезгарних просторних степени слободе, jер свако jезгро
можемо померати дуж x, y и z правца. Броj степени слободе за транслациjу центра масе
износи три. Броj ротационих степени слободе зависи од тога да ли jе молекул линеаран или
нелинеаран. За линеаран молекул постоjе два степена слободе коjа одговараjу ротациjама
око оса нормалних на осу молекула, jер око осе коjа пролази кроз jезгра нема ротациjе. У
случаjу нелинеарног молекула постоjе три степена слободе, коjа одговараjу ротациjама око
главних оса ротациjе (то су три ортогоналне осе коjе поjедностављуjу израчунавање ротационе
енергиjе молекула). Преостали степени слободе односе се на вибрационо кретање jезгара и
износе 3N − 5 или 3N − 6 за линеарни или нелинеарни молекул.

Неки степен слободе ће доприносити топлотном капацитету ако jе размак из-
међу основног и првог побуђеног енергиjског нивоа приближно jеднак или мањи
од kT , тако да барем jедан ниво поред основног може бити побуђен. Када jе размак
између нивоа много мањи од kT , онда jе велики броj нивоа топлотно побуђен. Тада се сума по
стањима у партиционоj функциjи може заменити интегралом и квантни броj се континуално
мења. То се назива високотемпературска апроксимациjа. Такви степени слободе понашаjу се
класично, па стога важи теорема о еквипартициjи енергиjе, сваки квадратни члан у изразу
за енергиjу молекула доприноси са kT/2. У случаjу да jе размак између енергиjских нивоа
неког степена слободе доста већи од kT , онда таj степен слободе неће доприносити топлотном
капацитету, jер jе само основни ниво попуњен. Таj степен слободе назива се успаван степен
слободе (погледати одељак 4.1.5).

6.2.3 Транслационо кретање

Размотримо сада партиционе функциjе за различите степене слободе. Апроксимациjе коjе
ћемо додатно увести омогућиће да се нађу jедноставни изрази за њих. На краjу ћемо дати
пример где ћемо употребити партиционе функциjе за транслациjу и унутрашње кретање да
одредимо термодинамичке величине идеалног гаса молекула помоћу Болцманове статистике.

Почнимо од транслационих степени слободе центра масе. Оваj проблем смо већ решили
помоћу Болцманове статистике када смо разматрали канонски ансамбл, тако што смо нашли
класични броj стања. Овде желимо да покажемо да се исти резултат добиjа када узмемо
у обзир квантизациjу транслационих нивоа и њихову jедночестичну густину g(ε). Тада jе
транслациона партициона функциjа jеднака

qtr =

∞∫
0

g(ε)e−βε dε = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
εe−βε dε. (6.32)

Интеграл се своди на гама функциjу помоћу смене βε = x,

qtr = 2π

(
2m

h2

) 3
2

V

∞∫
0

√
x√
β
e−x dε

β
= V

(
2πm

βh2

) 3
2

. (6.33)
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Пример 6.2. Раниjе смо нашли, користећи метод наjвероватниjе расподеле, да jе израз за
ентропиjу идеалног гаса болцманона

S = keβµ
∑
j

gje
−βεj(β(εj − µ) + 1).

Користећи jедночестичну густину транслационих нивоа g(ε), показати да ентропиjа иде-
алног гаса болцманона износи

S = kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN,

што смо добили применом микроканонског ансамбла.

Решење: У методи наjвероватниjе расподеле користили смо услове константног броjа мо-
лекула и константне укупне енергиjе, што одговара микроканонском ансамблу. Наjверо-
ватниjа расподела за болцманоне износи

ñj = e−β(εj−µ).

Услов константног броjа молекула даjе

N =
∑
j

ñj = eβµ
∑
j

gje
−βεj = eβµ

∞∫
0

2π

(
2m

h2

) 3
2

V
√
εe−βε dε = eβµV

(
2πm

βh2

) 3
2

.

Хемиjски потенциjал из ове jедначине jеднак jе

µ = kT ln

(
N

V

(
βh2

2πm

) 3
2

)
.

Други услов константне енергиjе износи

E =
∑
j

εjñj = eβµ
∑
j

gjεje
−βεj = eβµ

∞∫
0

2π

(
2m

h2

) 3
2

V ε
3
2 e−βε dε

=
3

2β
eβµV

(
2πm

βh2

) 3
2

=
3

2
NkT.

У оба случаjа интеграли се решаваjу помоћу гама функциjе. Заменом ова два услова у
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израз за ентропиjу добиjамо

S = k

(
eβµβ

∑
j

gjεje
−βεj − βµeβµ

∑
j

gje
−βεj + eβµ

∑
j

gje
−βεj

)

= k

( 3
2
NkT

kT
− µN

kT
+N

)
= kN ln

(
V

N

(
2πmkT

h2

) 3
2

)
+

5

2
kN

= kN ln

(
V

N

(
4mπ

3h2

E

N

) 3
2

)
+

5

2
kN.

6.2.4 Ротационо и нуклеарно кретање

Ротационо кретање односи се на кретање jезгара око осе ротациjе молекула. У апрок-
симациjи крутог ротатора, растоjања између jезгара не мењаjу се током ротациjе. Заправо,
спрезање ротациjе и вибрациjе jезгара и центрифугална дисторзиjа доводе до промене ра-
стоjања између jезгара током ротациjе. Овде ћемо занемарити те додатне ефекте. Ротациона
партициона функциjа се у неким случаjевима не може разматрати без узимања у обзир jе-
згарног спина, због симетриjских услова. Размотримо прво ротационе енергиjске нивое, па
ћемо се касниjе вратити на улогу jезгарног спина. За двоатомски молекул у апроксимациjи
крутог ротора ротациона енергиjа износи (слика 6.2)

εrot =
j(j + 1)ℏ2

2I
= Bhcj(j + 1), (6.34)

где jе j = 0, 1, 2, 3 ... ротациони квантни броj, I = µr2 момент инерциjе за ротациjу молекула
око осе (µ = m1m2

m1+m2
jе редукована маса, m1 и m2 су масе jезгара, r jе растоjање између jезгара),

а B = ℏ2
2Ihc

jе ротациона константа. Ротациона константа се експериментално одређуjе из
ротационих спектара. Пошто се она чешће наводи него моменти инерциjе у литератури, њу
ћемо користити уместо момента инерциjе молекула у изразу за енергиjу ротационих нивоа.
Дегенерациjа ротационог нивоа износи 2j+1. Ротациона партициона функциjа дата jе изразом

qrot =
∞∑
j=0

(2j + 1)e−βBhcj(j+1). (6.35)

Збир овог реда ниjе познат у облику математичке функциjе, него морамо сабрати коначни
броj чланова како бисмо одредили ротациону партициону функциjу.

Спрезање ротациjе и jезгарног спина морамо узети у обзир у случаjу хомонуклеарних
молекула коjи имаjу jезгра истог изотопа. У квантноj механици, таласна функциjа мора бити
симетрична (за бозоне) или антисиметрична (за фермионе) у односу на измену просторних и
спинских координата идентичних честица. Пошто транслациjа и вибрациjа jезгара не доводи
до измене положаjа jезгара, оне не утичу на парност таласне функциjе услед измене jезгара.
Ротациjа доводи до измене просторних координата jезгара и њену парност морамо
повезати са парношћу спинске функциjе jезгара. Парност ротационе таласне функциjе
зависи од ротационог квантног броjа j према изразу (−1)j. Ако jе спин jедног jезгра sn,
онда постоjи 2sn + 1 спинских стања jедног jезгра (проjекциjа на z-осу) и gns = (2sn + 1)2
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j = 0
j = 1

j = 2

j = 3

j = 4

j = 5

0
2Bhc

6Bhc

12Bhc

20Bhc

30Bhc

Слика 6.2. Ротациони нивои и енергиjе двоатомског молекула.

спинских стања за оба jезгра. Од тих стања, (sn + 1)(2sn + 1) су симетрична, а sn(2sn + 1) су
антисиметрична.

Ако су jезгра фермиони, ротациони нивои са парним квантним броjем j одговараjу само
антисиметричним спинским стањима, а ротациони нивои са непарним квантним броjем j од-
говараjу само симетричним спинским стањима. Ротационо-нуклеарна партициона функциjа
за фермионска идентична jезгра износи

qrot−nuc = sn(2sn+1)
∞∑

j=0,2,4...

(2j+1)e−βBhcj(j+1)+(sn+1)(2sn+1)
∞∑

j=1,3,5...

(2j+1)e−βBhcj(j+1). (6.36)

Размак између jезгарних спинских стања основног нивоа нуклеона у jезгрима веома jе
мали и она су подjеднако попуњена на свим температурама осим на веома ниских. Зато смо
спински нуклеарни допринос ротационо-нуклеарноj партиционоj функциjи помножили њихо-
вим броjем. Насупрот томе, размак између енергиjских нивоа нуклеона у jезгрима jе огроман
и она могу бити попуњена само на екстремно високим температурама. За све практичне
примене, степени слободе нуклеона у jезгрима су успавани и нећемо их разматрати.

У случаjу да су jезгра бозони, ротационе нивое са парним квантним броjем j треба спрег-
нути са симетричним спинским стањима, а нивое са непарним квантним броjем j треба спрег-
нути са антисиметричним спинским стањима. Тада jе ротационо-нуклеарна партициона функ-
циjа за идентична бозонска jезгра jеднака

qrot−nuc = (sn+1)(2sn+1)
∞∑

j=0,2,4...

(2j+1)e−βBhcj(j+1)+sn(2sn+1)
∞∑

j=1,3,5...

(2j+1)e−βBhcj(j+1). (6.37)

Код хетеронуклеарних молекула са различитим jезгрима, замена положаjа jезгара не до-
води до истог стања. Тада jе спинска дегенерациjа gns = (2sn1 + 1)(2sn2 + 1), где су sn1 и sn2
спинови првог и другог jезгра. Због тога се ротационо-нуклеарна партициона функциjа може
факторисати на нуклеарну и ротациону партициону функциjу

qrot−nuc = qnucqrot = (2sn1 + 1)(2sn2 + 1)qrot. (6.38)

Размак између ротационих нивоа jе за већину двоатомских молекула знатно мањи од kT

на свим температурама осим на веома ниским. Због тога можемо да искористимо високотем-
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пературску апроксимациjу тако што суму у изразу 6.35 заменимо интегралом

qrot =

∞∫
0

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) dj. (6.39)

Интеграл се решава сменом x = j(j + 1),

qrot =

∞∫
0

e−βBhcx dx =
1

βBhc
. (6.40)

За хомонуклеарне молекуле у високотемпературскоj апроксимациjи важи

∞∑
j=0,2,4...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) ≈
∞∑

j=1,3,5...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) ≈ 1

2

∞∑
j=0,1,2...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1). (6.41)

Тада се ротационо-нуклеарна партициона функциjа може факторисати на ротациону и ну-
клеарну партициону функциjу

qrot−nuc ≈
1

2
(2sn + 1)2

∞∑
j=0,1,2...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1) =
1

2
(2sn + 1)2

1

βBhc
=

1

σ
qnsqrot. (6.42)

Константа σ се назива фактором симетриjе молекула и износи σ = 2 за хомонуклеар-
не молекуле. Ако ставимо вредност σ = 1, добиjа се израз за хетеронуклеарне молекуле.
Дакле, броj класичних ротационих стања qrot морали смо да поделимо фактором
симетриjе због симeтриjских ограничења за идентичне честице. То jе слично као у
случаjу транслациjе, где броj класичних транслационих стања из истог разлога делимо N !.
Изузетак када не можемо применити високотемпературску апроксимациjу су молекули коjи
садрже наjлакше атоме, као што су H и O. У случаjу H2 и D2 на температурама испод 250 К
треба да користимо спрегнуту ротационо-нуклеарну партициону функциjу из jедначина 6.36
и 6.37.

Дегенерациjа jезгарних спинских стања вишеатомских молекула износи

gns =
N∏
i=1

(2sni + 1), (6.43)

где jе sni спин i-тог jезгра. У случаjу линеарног вишеатомског молекула, где имамо
само jедну ротациону константу, ротациона партициона функциjа у високотемпературскоj
апроксимациjи има исти израз као за двоатомске молекуле, коригована фактором симетриjе.
Нелинеарне вишеатомске молекуле можемо поделити у три групе према релативним вред-
ностима главних момената инерциjе: сферне чигре (Ia = Ib = Ic), симетричне чигре
(Ia = Ib ̸= Ic) и асиметричне чигре (Ia ̸= Ib ̸= Ic). То значи да сферне чигре имаjу jедну
ротациону константу B, симетричне чигре имаjу две ротационе константе B и C, а асиме-
тричне чигре имаjу три ротационе константе A, B и C. Примери сферних, симетричних и
асиметричних чигри су молекули CH4, CH3Cl и H2O (слика 6.3).
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Слика 6.3. а) Сферне чигре, б) Симетричне чигре и в) Асиметричне чигре. Главне осе ротациjе
означене су са a, b и c, а моменти инерциjе коjи њима одговараjу су Ia, Ib и Ic.

Ротациони нивои сферне чигре су (2j + 1)2-пута дегенерисани. У високотемпературскоj
апроксимациjи ротациона партициона функциjа за сферне чигре износи

qrot =
1

σ

∞∫
0

(2j + 1)2e−βBhcj(j+1) dj. (6.44)

На високим температурама су многи ротациони нивои попуњени, зато важи (2j + 1) ≈ 2j и
j(j + 1) ≈ j2,

qrot =
1

σ

∞∫
0

4j2e−βBhcj2 dj. (6.45)

Сменом x = βBhcj2 налазимо ротациону партициону функциjу за сферну чигру

qrot =
1

σ

∞∫
0

4
x

βBhc
e−x dx

2
√
βBhcx

=

√
π

σ

1

(βBhc)
3
2

. (6.46)

Ротационе партиционе функциjе за симетричну и асиметричну чигру налазимо аналогиjом са
сферним случаjем. Замислимо да можемо да мењамо моменте инерциjе симетричне и асиме-
тричне чигре тако да сви постану jеднаки. Онда њихови изрази за партиционе функциjе треба
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да се претворе у израз за партициону функциjу сферне чигре. Стога ротациона партициона
функциjа за симетричну чигру има облик

qrot =

√
π

σ

1

(βBhc)

1

(βChc)
1
2

, (6.47)

а за асиметричну

qrot =

√
π

σ

1

(βAhc)
1
2

1

(βBhc)
1
2

1

(βChc)
1
2

. (6.48)

У свим овим изразима σ jе фактор симетриjе коjи представља броj начина на коjи се молекул
ротациjама може трансформисати у идентичну конфигурациjу jезгара. Фактори симетриjе
за молекуле H2O, NH3, CH4 и C6H6 су 2, 3, 12 и 12.

6.2.5 Вибрационо кретање

Адиjабатска апроксимациjа раздваjа jезгарно од електронског кретања на основу њихо-
вих различитих фреквенциjа кретања. Електрони коjи имаjу три реда величине мању масу од
jезгара крећу се брже од jезгара. За сваки положаj jезгара, електрони се тренутно прилагоде
тако да формираjу временски независан потенциjал коjи делуjе на jезгра. Зато можемо де-
финисати површ потенциjалне електронске енергиjе за све конфигурациjе jезгара
коjа делуjе као потенциjална енергиjа за jезгарно кретање. Минимуми на тоj повр-
ши одговараjу равнотежним конфигурациjама jезгара (коjе називамо структуре молекула).
У случаjу двоатомског молекула, само растоjање између jезгара можемо мењати, те површ
постаjе крива потенциjалне електронске енергиjе (слика 6.4)

Из механике jе познато да jе кретање честице око минимума потенциjалне енергиjе ви-
брационо jер jе наjнижи члан различит од нуле у Теjлоровом развоjу потенциjалне енергиjе
квадратни, као код хармониjског осцилатора (узимање у разматрање само тог члана нази-
ва се хармониjска апроксимациjа). У случаjу више честица, потенциjална енергиjа се може
исто развити до квадратног члана и добиjена квадратна форма диjагонализовати на колек-
циjу независних хармониjских осцилатора (вибрационих степена слободе) коjи се називаjу
нормални модови (слика 6.5). У jедном нормалном моду честице вибрираjу истом фре-
квенциjом, али могу имати различите почетне фазе.

У молекулима jезгра вибрираjу око равнотежне геометриjе молекула. Броj вибрационих
степени слободе fvib зависи од тога да ли jе молекул линеаран или нелинеаран. Хармониjска
апроксимациjа добро описуjе вибрационо кретање у близини равнотежне енергиjе, jер су вред-
ности енергиjских нивоа блиске стварним вредностима из анхармониjског случаjа. На собним
температурама обично jе запоседнут само основни вибрациони ниво, или основни и неколи-
ко наjнижих вибрационих нивоа. Зато jе хармониjска апроксимациjа погодна за одређивање
термодинамичких величина. Овде jе битно приметити да jезгра интерагуjу са електронима,
али колективно кретање свих jезгара можемо учинити независним математичком трансфор-
мациjом коjа нам даjе нормалне модове. Дакле, идеалност вибрационог кретања односи се на
одсуство интеракциjе између нормалних модова (анхармоничност), а не одсуство сила коjе
делуjу на поjединачно jезгро.
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Слика 6.4. Крива потенциjалне електронске енергиjе за основно и прво побуђено електронско
стање са анхармониjским вибрационим нивоима за различита растоjања jезгара у двоатом-
ском молекулу. Вредности D0 и De су енергиjе дисоциjациjе и дубина електронске jаме.

Енергиjски нивои вибрационог мода су недегенерисани и њихове вредности износе εvib =

(n + 1
2
)ωℏ, ω jе кружна фреквенциjа вибрациjе, а вибрациони квантни броj узима вредности

n = 0, 1, 2 ... Приметимо да постоjи нулта вибрациона енергиjа εvib =
1
2
ωℏ (за n = 0). Тако-

ђе, хармониjска апроксимациjа даjе подjеднака растоjања између вибрационих енергиjских
нивоа ωℏ, што знатно олакшава израчунавање вибрационе партиционе функциjе. Укупна ви-
брациона енергиjа jеднака jе збиру вибрационих енергиjа свих модова. Напоменимо, као и у
раниjим случаjевима, да иако jе кретање различитих модова независно, анхармониj-
ско спрезање, коjе увек постоjи у молекулу, одговорно jе за прерасподелу енергиjе
из jедног у други мод и успостављање термодинамичке равнотеже између њих.

Двоатомски молекули имаjу само jедан вибрациони степен слободе и њихова вибрациона
партициона функциjа износи

qvib =
∞∑
n=0

e−β(n+ 1
2
)ℏω = e−

1
2
βℏω

∞∑
n=0

e−βℏωn =
e−

1
2
βℏω

1− e−βℏω . (6.49)

Искористили смо израз за суму геометриjског реда да нађемо партициону функциjу. Парти-
циона функциjа у коjоj основни вибрациони ниво има енергиjу jеднаку нули износи

q0vib =
1

1− e−βℏω . (6.50)

Веза између qvib и q0vib дата jе изразом

qvib = e−
1
2
βℏωq0vib. (6.51)
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a) б) в)

Слика 6.5. а) Хармониjска апроксимациjа анхармониjског потенциjала у jеднодимензионал-
ном случаjу приказана са вибрационим нивоима; б) Нормални модови троатомског линеарног
молекула X-Y-X (атоми се крећу ван равни у последњем моду; последња два мода су деге-
нерисана); в) Нормални модови троатомског нелинеарног молекула X-Y-X. Стрелицама су
приказани правци вибрирања атома.

Вибрациона партициона функциjа вишеатомских молекула jеднака jе производу вибраци-
оних партиционих функциjа за сваки мод

qvib =

fvib∏
i=1

e−
1
2
βℏωi

1− e−βℏωi
, (6.52)

где jе ωi кружна фреквенциjа i-тог нормалног мода. У великом броjу случаjева jе ωℏ ≫ kT

на собноj температури, тако да су многи нормални модови успавани.

6.2.6 Електронско кретање

Размотримо сада енергиjске нивое повезане са електронским просторним и спин-
ским степенима слободе. За разлику од транслационог, ротационог и вибрационог крета-
ња jезгара, где смо (барем апроксимативно) знали вредности енергиjских нивоа, у случаjу
електронских нивоа ми њихове вредности не знамо унапред. Оне се добиjаjу из електронске
спектроскопиjе или квантнохемиjских прорачуна. Повољна чињеница jе да jе размак између
електронских нивоа молекула већи него између вибрационих нивоа, тако да су електронски
степени слободе често успавани. Електронски спински момент се спреже са електронским
орбитним моментом (спин-орбитно спрезање), а они заjедно се спрежу са угаоним момен-
том jезгарне ротациjе у двоатомским молекулима. На температурама на коjима су побуђени
ротациони нивои, спрезање укупног електронског и ротационог момента може се занемари-
ти, тако да се ротационо-електронска партициона функциjа може факторисати на ротациону
и електронску. Тада дегенерациjа електронског нивоа потиче од спинске или спин-орбитне
дегенерациjе. Често сматрамо да jе цепање електронских нивоа услед спин-орбитне спреге
мало, тако да су сви нивои подjеднако попуњени. За нелинеарне молекуле, основни електрон-
ски ниво не може бити просторно, али може бити спински дегенерисан. Атоми могу имати
неколико неспарених електрона, што резултуjе постоjањем неколико блиских електронских
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стања у близини основног стања, коjе треба узети у обзир када се разматраjу термодинамичке
особине на собноj температури.

Партициона функциjа за електронске степене слободе износи

qel =
∑
i=0

geie
−βεei = ge0e

−βεe0 + ge1e
−βεe1 + ge2e

−βεe2 + ...

= e−βεe0
(
ge0 + ge1e

−β∆εe1 + ge2e
−β∆εe2 + ...

)
,

(6.53)

где jе gei дегенерациjа i-тог електронског нивоа, а ∆εei његова енергиjа у односу на основни
електронски ниво. Имамо потпуну слободу да одредимо где се налази основни електронски
ниво у односу на нулу енергиjе, jер се енергиjа увек мери у односу на неку референтну вред-
ност. Када будемо разматрали константу равнотеже хемиjске реакциjе, мораћемо да одабере-
мо исту нулу енергиjа за све молекуле. Због тога, за молекуле обично бирамо нулу енергиjе
тако да jе она електронска енергиjа када су атоми молекула удаљени на бесконачно растоjање
и налазе се у основном електронском нивоу. Тада енергиjа основног енергиjског нивоа мо-
лекула одговара негативноj електронскоj енергиjи основног нивоа у равнотежноj геометриjи
молекула, ε0 = −De, а електронска партициона функциjа jе jеднака

qel = eβDe
(
ge0 + ge1e

−β∆εe1 + ge2e
−β∆εe2 + ...

)
= eβDeq0el, (6.54)

где jе q0el електронска партициона функциjа у коjоj основни електронски ниво има енергиjу
jеднаку нули.

6.2.7 Партициона функциjа молекула

Искористимо све партиционе функциjе коjе смо досад размотрили да помоћу израза 6.31
и 6.27 добиjемо партициону функциjу за jедан молекул:

q = qtrqrot−nucqvibqel = qtrqrot−nuc

fvib∏
j=1

e−
1
2
βωjℏq0vibe

βDeq0el

= qtrqrot−nucq
0
vibq

0
ele

β

(
De− 1

2

fvib∑
j=1

ωjℏ

)
= q0eβD0 ,

(6.55)

где jе q0 партициона функциjа молекула када основни молекулски ниво има вредност jеднаку
нули, а

D0 = De −
1

2

fvib∑
j=1

ωjℏ (6.56)

jе енергиjа дисоциjациjе молекула.
Заменом израза за партиционе функциjе различитих степена слободе и узимаjући у обзир

само основни електронски ниво и високотемпературску апроксимациjу за ротационо кретање,
добиjамо партициону функциjу за линеаран молекул

q = V

(
2πm

βh2

) 3
2 1

σβBhc

3N−5∏
j=1

e−
1
2
βωjℏ

1− e−βωjℏ
gnsge0e

βDe (6.57)
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и за нелинеаран молекул

q = V

(
2πm

βh2

) 3
2
√
π

σ

1

(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

3N−6∏
j=1

e−
1
2
βωjℏ

1− e−βωjℏ
gnsge0e

βDe . (6.58)

Партициона функциjа за jеднан молекул зависи од параметара коjи описуjу молекулску енер-
гиjу (m, A, B, C, ωj, gns, ge0, De). Различити молекули имаjу различите вредности ових пара-
метара, што имплицира да могу да складиште енергиjу на различите начине, а тиме и имаjу
различите термодинамичке особине.

Пример 6.3. Одредити доприносе транслациjе, ротациjе, вибрациjе и електронског крета-
ња енергиjи и ентропиjи идеалног гаса нелинеарних молекула. Узети у обзир само основни
електронски ниво.

Решење: Канонска партициона функциjа за идеални гас дата jе jедначином 6.28. По-
требан нам jе логаритам партиционе функциjе jер из њега израчунавамо енергиjу E =

−
(

∂lnQ
∂β

)
V,N

и Хелмхолцов потенциjал F = − 1
β
lnQ. Ентропиjу можемо израчунати из фор-

муле S = E−F
T

. Члан N ! иде уз транслациони допринос. Транслациони (т), ротациони (р),
вибрациони (в) и електронски допринос (е) дати су у табели.

lnQ E

т. N ln

(
V
N

(
2πm
βh2

) 3
2

)
+N 3

2
N
β

р. N ln

(
√
π

σ(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

)
3
2
N
β

в. N
3N−6∑
j=1

(
−βωjℏ

2
− ln

(
1− e−βωjℏ

))
N

3N−6∑
j=1

(
ωjℏ
2

+
ωjℏ

eβωjℏ−1

)
е. N lnge0 +NβDe −NDe

S

т. kN ln

(
V
N

(
2πm
βh2

) 3
2

)
+ 5

2
kN

р. kN ln

(
√
π

σ(βhc)
3
2 (ABC)

1
2

)
+ 3

2
kN

в. kN
3N−6∑
j=1

(
βωjℏ

eβωjℏ−1
− ln

(
1− e−βωjℏ

))
е. kN lnge0

Пример 6.4. Одредити моларни топлотни капацитет при константноj запремини за ли-
неарни и нелинеарни молекул ако важи закон еквипартициjе енергиjе за транслациjу,
ротациjу и вибрационо кретање.

Решење: Доприноси транслациjе, ротациjе и вибрационог кретања моларном топлотном
капацитету при константноj запремини дати су у табели.
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степен слободе броj квадратних чланова допринос Cv,m

транслациjа 3 3
2
R

ротациjа 2 (линеарни)/3 (нелинеарни) R/3
2
R

вибрациjа 2 R

За линеарне молекуле, Cv,m = 3
2
R+R+(3N − 5)R = (3N − 5

2
)R. За нелинеарне молекуле,

Cv,m = 3
2
R + 3

2
R + (3N − 6)R = (3N − 3)R.

Пример 6.5. Скицирати Cv,m за двоатомски молекул у функциjи температуре.

Решење: Редослед побуђивања степени слободе од наjниже до наjвише температуре: транс-
лациони (т), ротациони (р), вибрациони (в), па електронски (е). Изнад карактеристичне
температуре за сваки вид кретања, енергиjски нивои повезани са тим видом кретања
постану потпуно побуђени и њихов допринос топлотном капацитету не зависи од темпе-
ратуре.

р

3
2

R

0

5
2

R

7
2

R

Tт ев

Cv,m

Слика 6.6. Моларни топлотни капацитет Cv,m за двоатомски молекул у функциjи темпе-
ратуре. Означени су опсези температура у коjима се побуђуjу различити степени слободе.

6.3 Константа равнотеже хемиjске реакциjе

Размотримо смешу идеалних гасова молекула А1, А2, B1 и B2 коjи подлежу хемиjскоj
реакциjи

α1A1 + α2A2 ⇌ β1B1 + β2B2. (6.59)

Константа хемиjске равнотеже Kp описуjе састав равнотежне смеше гасова. Парциjални при-
тисци гасова у смеши су Pi =

NikT
V

. Тада jе константа хемиjске равнотеже гасне смеше

Kp =

(
PB1

P θ

)β1
(
PB2

P θ

)β2(
PA1

P θ

)α1
(
PA2

P θ

)α2
=
∏
i

(
Pi

P θ

)νi

=
∏
i

(
NikT

V P θ

)νi

=

(
kT

V P θ

)∑
i
νi∏

i

Nνi
i , (6.60)

где jе νi позитивна или негативна вредност стехиометриjског коефициjента у зависности да
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ли jе i производ реакциjе или реактант, P θ jе стандардни притисак (омогућава бездимензио-
налност константе равнотеже). Дефинишимо нову константу равнотеже

K =
∏
i

Nνi
i (6.61)

и искористимо канонски ансамбл да нађемо везу између ње и канонских партиционих функци-
jа за молекуле. Партиционе функциjе садрже микроскопске параметре везане за молекулске
енергиjе и стога ће и константа равнотеже зависити од тих параметара. Обично наjвећи до-
принос константи равнотеже даjу степени слободе коjи се мењаjу у реакциjи, а носе наjвише
енергиjе.

Изведимо прво термодинамички услов хемиjске равнотеже. Он не зависи од вр-
сте резервоара са коjим систем интерагуjе. Узмимо да jе систем у топлотноj равнотежи са
резервоаром и да има константу запремину. При тим условима, промена Хелмхолцовог по-
тенциjала зависи само од промене броjа молекула, dF =

∑
i

µidNi. Промене броjа молекула

нису независне због стехиометриjских коефициjената из хемиjске jедначине, него су међусоб-
но повезане

−dNA1

α1

= −dNA2

α2

=
dNB1

β1

=
dNB2

β2

=
dNi

νi
= dξ (6.62)

степеном прогреса хемиjске реакциjе ξ. Користећи нову координату ξ, налазимо да промена
Хелмхолцовог потенциjала услед промене броjа молекула насталим хемиjском реакциjом из-
носи dF =

∑
i

µiνidξ. У хемиjскоj равнотежи, Хелмхолцов потенциjал jе минималан. Из услова

екстремума налазимо услов хемиjске равнотеже(
∂F

∂ξ

)
T,V

=
∑
i

µiνi = 0. (6.63)

Збир хемиjских потенциjала свих хемиjских врста отежаних са νi jеднак jе нули у хемиj-
скоj равнотежи. Искористимо статистичку термодинамику да нађемо хемиjски потенциjал
i-те хемиjске врсте, коjи ћемо заменити у услов хемиjске равнотеже. Канонска партициона
функциjа за смешу идеалних гасова у Болцмановоj статистици износи

Q =
∏
j

q
Nj

j

Nj!
. (6.64)

Користећи Стирлингову апроксимациjу, добиjамо логаритам партиционе функциjе

lnQ =
∑
j

(Njlnqj −NjlnNj +Nj) , (6.65)

и хемиjски потенциjал

µi =

(
∂F

∂Ni

)
V,T,Nj ̸=Ni

= −kT

(
∂lnQ

∂Ni

)
V,T,Nj ̸=Ni

= −kT ln
qi
Ni

. (6.66)

Заменом хемиjског потенциjала у услов хемиjске равнотеже 6.63 налазимо константу рав-
нотеже ∑

i

µiνi = −kT
∑
i

νiln
qi
Ni

= −kT
∑
i

ln

(
qi
Ni

)νi

= 0, (6.67)
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∏
i

(
qi
Ni

)νi

= 1, (6.68)

K =
∏
i

N νi
i =

∏
i

qνii =
qβ1

B1q
β2

B2

qα1
A1q

α2
A2

. (6.69)

Можемо поредити различите молекулске партиционе функциjе само ако сви реактанти и
производи реакциjе имаjу исту нулу електронске енергиjе. То постижемо тако што за сваки
молекул изаберемо да основни молекулски ниво одговара нули енергиjе, а партициона функ-
циjа q0i померена jе за енергиjу дисоциjациjе, jедначина 6.55. Тада jе константа равнотеже
jеднака

K =
∏
i

qνii =

(∏
i

(q0i )
νi

)
e
β
∑
i
νiD0i

=

(∏
i

(q0i )
νi

)
eβ∆rH0 . (6.70)

Енталпиjа хемиjске реакциjе на апсолутноj нули ∆rH0 представља разлику енергиjа дисо-
циjациjа за производе реакциjе и реактаната. Члан eβ∆rH0 назива се енталпиjски члан и
у наjвећем броjу случаjева он одређуjе вредност константе равнотеже. Ентропиjски члан(∏

i

(q0i )
νi

)
зависи од густине молекулских нивоа, броjа степени слободе молекула, фактора

симетриjе молекула и броjа молекула са леве и десне стране jедначине хемиjске реакциjе.
Он долази до изражаjа када се у реакциjи не мењаjу jачине хемиjских веза, као у реакциjи
измене изотопа.

Пример 6.6. Израчунати константу равнотеже Kp дисоциjациjе jодне паре
I2 ⇌ 2I

на T = 1000 K, користећи податке: дегенерациjа основног електронског нивоа атома и
молекула jода су 4 и 1, ротациона константа и вибрациони таласни броj молекулског jода
су 0, 037 и 214 cm−1, а енергиjа дисоциjациjе молекулског jода jе 150 kJ/mol.

Решење: Константа равнотеже износи

Kp =

(
kT

V P θ

)
q2I
qI2

,

qI = qtr(I)qel(I) =
V

λ3
T (I)

ge0(I),

qI2 = qtr(I2)qrot(I2)q
0
vib(I2)q

0
el(I2)e

βD0 =
V

λ3
T (I2)

1

σβBhc

1

1− e−βν̃hc
ge0(I2)e

βD0 .

Заменом броjчаних вредности (P θ = 105 Pa, σ = 2) добиjамо qtr(I) = V × 8, 5 × 1033,
qtr(I2) = V × 3× 1033, qrot(I2) = 9, 39× 103, q0vib(I2) = 3, 77, eβD0 = 6, 85× 107 и Kp = 0, 022.

Пример 6.7. Молекулски водоник постоjи у два облика (спинска изомера): ортоводоник
чиjе jе jезгарно спинско стање симетрично (триплетно) и параводоник, чиjе jе jезгарно
спинско стање антисиметрично (синглетно). Одредити однос орто и пара водоника на
високоj температури и апсолутноj нули.
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Решење: Ротационо-нуклеарна партициона функциjа за ортоводоник jеднака jе

qO = 3
∞∑

j=1,3,5...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1),

а за параводоник износи

qP = 1
∞∑

j=0,2,4...

(2j + 1)e−βBhcj(j+1).

Однос броjа молекула орто и пара водоника jе NO

NP
= qO

qP
. На високим температурама

суме по парним и непарним ротационим квантним броjевима су jеднаке. Зато jе тада
NO

NP
= 3. На апсолутноj нули, само jе наjнижи ротациони ниво заузет. Он одговара пара-

водонику и стога нема ортоводоника на T = 0 K. Судари између молекула водоника не
могу да мењаjу укупан спин jезгара молекула коjи се судараjу. Зато молекулски судари
не доводе до успостављања равнотеже између орто и пара водоника. Равнотежа се у суду
успоставља преко интеракциjе водоника са магнетним нечистоћама металних делова суда,
за шта су потребне недеље и месеци. Катализатори, као што су парамагнетни материjали
или активни угаљ, убрзаваjу достизање равнотеже за неколико секунди или минута.
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Глава 7

Реални гасови и течности

Епистемолошка вредност теориjе вероватноће за-
снива се на чињеници да случаjне поjаве, посма-
тране колективно и у великом обиму, ствараjу не-
случаjну правилност.

А. Колмогоров

Метод ансамбла омогућио jе да разматрамо флуктуациjе екстензивних величина коjе си-
стем размењуjе са резервоаром. Оне су повезане са термодинамичким изводима коjи описуjу
одзив система на спољашње побуђивање. У овом поглављу идемо корак даље и проучавамо
просторне флуктуациjе екстензивних величина у jедноj или више тачака физичког простора.
Ограничићемо се само на локалне густине броjа молекула иако се исти формализам може при-
менити и на остале величине. Услед међумолекулских интеракциjа и молекулског кретања,
локалне густине молекула у различитим тачкама простора одступаjу од средње вредности.
Иако корелациjе флуктуациjа локалне густине течности имаjу опсег од свега неколико моле-
кулских пречника, оне утичу на термодинамичке особине течности. То нам даjе могућност
да израчунамо термодинамичке величине без познавања вредности партиционих функциjа,
што jе од огромне важности за реалне системе.

7.1 Међумолекулске интеракциjе

Међумолекулске интеракциjе можемо поделити на класичне електростатичке инте-
ракциjе, коjе потичу од расподеле наелектрисања и способности његове поларизациjе (по-
стоjе и за макроскопска наелектрисања), и на квантне интеракциjе, настале услед иден-
тичности електрона, интеракциjа молекулских орбитала и међусобно зависног кретања елек-
трона (не постоjи макроскопска вариjанта тих интеракциjа). Оне су одговорне за различите
врсте хемиjских веза и нековалентних интеракциjа. Оно што jе заjедничко свим интеракци-
jама jе да брзо опадаjу са растоjањем између молекула. Поред растоjања између молекула,
међумолекулске интеракциjе зависе и од релативне ориjентациjе молекула.

Размотримо Ленард-Џоунсов израз за потенциjалну енергиjу као jедноставан пример ме-
ђумолекулске интеракциjе. Он се слаже са експерименталним подацима за интеракциjу атома
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племенитих гасова коjи имаjу сферносиметричну расподелу наелектрисања и не могу да граде
хемиjску везу (осим у специjалним случаjевима) због попуњености атомских орбитала,

u(r) = 4ε

((σ
r

)12
−
(σ
r

)6)
, (7.1)

где су r, σ и ε растоjање између атома, ефективни пречник атома и дубина потенциjалне
jаме. За растоjања између атома коjа су мања од σ, потенциjална енергиjа брзо расте ка
великим позитивним вредностима, што одговара огромноj одбоjноj сили, коjа не дозвољава
да се атоми приближе на мала растоjања. На већим растоjањима доминира други члан,
што одговара привлачноj сили, коjа опада са растоjањем. Напоменимо да се у изразу 7.1
за потенциjалну енергиjу нигде не поjављуjу електронске координате, него се њихов утицаj
ефективно поjављуjе преко математичког облика потенциjалне енергиjе. У овом поглављу
сматраћемо да jе потенциjална енергиjа jеднака збиру потенциjалних енергиjа по паровима
молекула

U =
N∑
i=1

N∑
j>i

u(|r⃗i − r⃗j|), (7.2)

где се функциjа u квалитативно понаша као Ленард-Џоунсова потенциjална енергиjа.

7.2 Независност координата и импулса молекула

Пошто кинетичка енергиjа K не зависи од координата молекула, а потенциjална енергиjа
U не зависи од импулса молекула, Болцманов фактор може се факторисати за класичне
системе на члан коjи зависи само од импулса и члан коjи зависи само од координата,

e−βH = e−βKe−βU . (7.3)

Последица тога jе да канонска мултивариjантна густина расподеле може да се факторише на
следећи начин:

ρNV T (r⃗
N , p⃗N) =

e−βH∫
e−βH d3Nrd3Np

=
e−βK∫

e−βK d3Np

e−βU∫
e−βU d3Nr

= ΦNV T (p⃗
N)PNV T (r⃗

N). (7.4)

Кинетичка енергиjа jеднака jе збиру кинетичких енергиjа свих молекула, те се густина распо-
деле импулса ΦNV T (p⃗

N) може факторисати на производ густина расподела за сваки молекул

ΦNV T (p⃗
N) =

e
−β

3N∑
i=1

p2i
2m

∫
e
−β

3N∑
i=1

p2
i

2m
d3Np

=
e−

βp⃗21
2m∫

e−
βp⃗21
2m d3p1

e−
βp⃗22
2m∫

e−
βp⃗22
2m d3p2

...
e−

βp⃗2N
2m∫

e−
βp⃗2

N
2m d3pN

= fM(p⃗1)fM(p⃗2)...fM(p⃗N),

(7.5)
где jе fM(p⃗) Максвелова расподела

fM(p⃗) =
e−

βp⃗2

2m

(2πmkT )
3
2

. (7.6)
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Из овог произилазе два закључка о канонском ансамблу: 1) Максвелова расподела бр-
зина важи за све класичне системе молекула без обзира на интеракциjу између
молекула; 2) импулси молекула међусобно су независне случаjне променљиве. Из-

рачунавање средње вредности било коjе величине коjа зависи од импулса B(p⃗N) =
N∑
i=1

b(p⃗i)

постаjе тривиjално због независности расподеле импулса свих честица,

⟨B⟩ =
∫

ΦNV T (p⃗
N)B(p⃗N) d3Np =

N∑
i=1

∫
fM(p⃗i)b(p⃗i) d

3pi = N

∫
fM(p⃗)b(p⃗) d3p. (7.7)

Густина расподеле координата молекула се не факторише на производ расподела за сваки
молекул, jер су њихови положаjи спрегнути потенциjалном енергиjом коjа обухвата интерак-
циjе по паровима молекула

PNV T (r⃗
N) =

e−βU(r⃗N )∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr

=
e−βU(r⃗N )

ZNV T

. (7.8)

Интеграл

ZNV T =

∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr (7.9)

назива се конфигурационим интегралом. Средња вредност величине A(r⃗N) коjа зависи
само од координата честица добиjа се усредњавањем по PNV T (r⃗

N),

⟨A⟩ =
∫

PNV T (r⃗
N)A(r⃗N) d3Nr =

1

ZNV T

∫
e−βU(r⃗N )A(r⃗N) d3Nr. (7.10)

Пример 7.1. Дати израз за средњу вредност променљиве A(r⃗N) коjа зависи само од коор-
дината у великом канонском ансамблу.

Решење: Користићемо резултат из канонског ансамбла. Маргинална расподела за коор-
динате и броj честица у великом канонском ансамблу износи

PµV T (r⃗
N , N) =

1

Ξh3NN !

∫
e−(βU−µN)e−βK d3Np =

e−(βU−µN)

Ξλ3N
T N !

.

Интегралећи импулсе, партициону функциjу сводимо на

Ξ =
∞∑

N=0

eβµN

N !h3N

∫
e−β(K+U) d3Np =

∞∑
N=0

eβµNZNV T

N !λ3N
T

.

Средња вредност променљиве A(r⃗N) коjа зависи само од координата у великом канонском
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ансамблу jеднака jе

⟨A⟩µV T =
∞∑

N=0

∫
PµV T (r⃗

N , N)A(r⃗N) d3Nr =
1

Ξ

∞∑
N=0

eβµN

λ3N
T N !

∫
e−βU(r⃗N )A(r⃗N) d3Nr

=
1

Ξ

∞∑
N=0

eβµNZNV T

λ3N
T N !

⟨A⟩NV T =
∞∑

N=0

PµV T (N)⟨A⟩NV T .

У последњоj jеднакости поjављуjе се расподела вероватноће да систем садржи N молекула

PµV T (N) =
1

Ξ

eβµNZNV T

λ3N
T N !

.

7.3 Реални гасови

Притисак и друге термодинамичке величине реалног гаса могу се представити у облику
степеног реда по честичноj густини. Са проблемом одређивања наjнижег члана у степеном
реду већ смо се срели у случаjу слабо дегенерисаног идеалног гаса, коjи смо решили приме-
ном великог канонског ансамбла. Тада смо jедначине за броj честица, притисак и енергиjу
развили у степени ред по активности. Jедначину за броj честица смо обрнули тако да добиjемо
активност као степени ред по честичноj густини. Ту jедначину смо онда заменили у развоjе
за притисак и енергиjу. Сличну процедуру примењуjемо и у случаjу реалног гаса. Како бисмо
нашли степене редове броjа молекула, енергиjе и притиска по активности, потребан нам jе
степени ред логаритма партиционе функциjе по активности. Коефициjенте коjи се jављаjу
у том реду можемо изразити преко конфигурационог интеграла за jедан, два, три и више
молекула. Из jедначине за броj молекула изразићемо активност као степени ред по честичноj
густини и заменити у развоjе притиска и енергиjе како бисмо одредили наjниже корекциjе у
односу на идеални гас.

Партициона функциjа великог канонског ансамбла износи

Ξ =
∞∑

N=0

QNλ
N =

∞∑
N=0

ZN

N !λ3N
T

λN =
∞∑

N=0

ZN

N !

(
λ

λ3
T

)N

. (7.11)

Симболом ZN обележени су конфигурациони интеграли за N молекула. Конфигурациони
интеграли за нула, jедан и два молекула износе

Z0 = 1, (7.12)

Z1 =

∫
e−β0d3r = V, (7.13)

Z2 =

∫
e−βu(r12) d3r1d

3r2 =

∫
e−βu(r12) d3Rcd

3r12 = V

∫
e−βu(r12) d3r12. (7.14)

У последњем изразу смо прешли са координата молекула r1 и r2 на координате њиховог
центра масе Rc и релативног растоjања r12. Детерминанта jакобиjана те трансформациjе
jеднака jе jединици.
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У великом канонском ансамблу, броj молекула, енергиjу и притисак израчунавамо из ло-
гаритма партиционе функциjе

⟨N⟩ =
(

∂lnΞ

∂(βµ)

)
β,V

= λ

(
∂lnΞ

∂λ

)
β,V

, (7.15)

⟨E⟩ = −
(
∂lnΞ

∂β

)
βµ,V

, (7.16)

P =
kT

V
lnΞ. (7.17)

Како бисмо добили степене редове по активности за све три jедначине, потребан
нам jе степени ред логаритма партиционе функциjе по активности, коjи можемо
представити у облику

lnΞ = V

∞∑
j=1

bj

(
λ

λ3
T

)j

. (7.18)

Оваj облик степеног реда смо одабрали jер jе за идеални недегенерисани гас λ/λ3
T jеднако

честичноj густини. Коефициjенти bj су нам непознати. Они се налазе коришћењем развоjа
партиционе функциjе на конфигурационе интеграле из jедначине 7.11,

Ξ = 1 + Z1
λ

λ3
T

+
Z2

2!

λ2

λ6
T

+
Z3

3!

λ3

λ9
T

+ ... = e
V (b1

λ

λ3
T

+b2
λ2

λ6
T

+b3
λ3

λ9
T

+...)
(7.19)

Искористимо развоj у Теjлоров ред експонента

1 + Z1
λ

λ3
T

+
Z2

2!

λ2

λ6
T

+
Z3

3!

λ3

λ9
T

+ ... = 1 + V

(
b1

λ

λ3
T

+ b2
λ2

λ6
T

+ b3
λ3

λ9
T

+ ...

)
+

V 2

2!

(
b21
λ2

λ6
T

+ 2b1b2
λ3

λ9
T

+ b22
λ4

λ12
T

+ ...

)
+

V 3

3!

(
b31
λ3

λ9
T

+ ...

)
+ ...

(7.20)

да одредимо коефициjенте bj тако што изjедначимо коефициjенте уз исти степен λ са леве и
десне стране израза. Прва два коефициjента износе

b1 =
Z1

V
= 1, (7.21)

b2 =
Z2 − V 2

2V
=

1

2

∫
(e−βu(r12) − 1) d3r12. (7.22)

Пошто тражимо наjниже корекциjе, нећемо налазити остале коефициjенте. Приметимо да се
bj коефициjенти израчунаваjу коришћењем конфигурационих интеграла за мали броj моле-
кула.

Користећи jедначине за броj молекула 7.15 и логаритам партиционе функциjе 7.18, нала-
зимо

⟨N⟩ = λV

(
1

λ3
T

+
2b2λ

λ6
T

+
3b3λ

2

λ9
T

+ ...

)
= V

(
λ

λ3
T

+
2b2λ

2

λ6
T

+
3b3λ

3

λ9
T

+ ...

)
. (7.23)

Из ње изразимо честичну густину као степени ред по активности

n =
⟨N⟩
V

=
λ

λ3
T

+
2b2λ

2

λ6
T

+
3b3λ

3

λ9
T

+ ... (7.24)
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Желимо сада да активност изразимо као степени ред по честичноj густини. Користићемо
исти приступ као у случаjу слабо дегенерисаног гаса. Изразимо λ из првог члана са десне
стране претходне jеднакости

λ = λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ... (7.25)

Степени ред честичне густине по активности добиjамо итерациjама ове jеднакости

λ = λ3
Tn− 2b2

λ3
T

(
λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ...

)2

− 3b3
λ6
T

(
λ3
Tn− 2b2λ

2

λ3
T

− 3b3λ
3

λ6
T

− ...

)3

− ...

= λ3
Tn− 2b2

λ3
T

(λ6
Tn

2 + ...)− 3b3
λ6
T

(λ9
Tn

3 + ...)− ... = λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...

(7.26)

Користећи jедначине 7.17, 7.18 и 7.26, налазимо развоj притиска по честичноj густини

P

kT
=

λ

λ3
T

+b2
λ2

λ6
T

+... =
λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...

λ3
T

+
b2(λ

6
Tn

2 − 4b2n
3λ6

T + ...)

λ6
T

+... = n−b2n
2+... (7.27)

Упоређуjући оваj развоj са вириjалном jедначином

P

kT
= n+B2(T )n

2 +B3(T )n
3 +B4(T )n

4 + ..., (7.28)

долазимо до израза за други вириjални коефициjент:

B2(T ) = −b2 =
1

2

∫
(1− e−βu(r12)) d3r12. (7.29)

Трећи вириjални коефициjент би садржао координате три честице. Молекули разређеног гаса
су на довољно великим растоjањима да се њихова међусобна интеракциjа може занемарити.
Са повећањем честичне густине, дешава се да се два молекула нађу у близини и тада треба
узети такву конфигурациjу у обзир. То одговара другом вириjалном коефициjенту. Са jош
већим повећањем честичне густине три молекула се могу наћи довољно близу, што jе по-
везано са трећим вириjалним коефициjентом. Налажење математичког облика вириjалних
коефициjената трећег и вишег реда и њихово израчунавање постаjе доста теже него за други
вириjални коефициjент. У ту сврху осмишљена jе техника диjаграма коjа олакшава формално
записивање различитих чланова, али не и њихово израчунавање. Досад jе израчунато само
првих десетак коефициjената. У течностима сви молекули су довољно близу да међусобно
интерагуjу и зато jе потребан N -ти вириjални коефициjент за рачунање притиска. Jасно jе
да овакав приказ развоjа у ред по честичноj густини не можемо искористити за описивање
термодинамичких особина течности.

Нађимо сада прву корекциjу за енергиjу гаса у односу на вредност за идеални гас. Кори-
стећи jедначине 7.16 и 7.18, налазимо

⟨E⟩ = − ∂

∂β

(
V

∞∑
j=1

bj

(
λ

λ3
T

)j
)

βµ,V

= −V
∞∑
j=1

dbj
dβ

(
λ

λ3
T

)j

− V
∞∑
j=1

bjλ
j(−3j)

1

λ3j+1
T

(
∂λT

∂β

)
βµ,V

.

(7.30)
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Извод активности по бета jеднак jе (
∂λT

∂β

)
βµ,V

=
1

2

λT

β
. (7.31)

Заменом овог извода у израз за енергиjу и употребом jедначине 7.23 налазимо

⟨E⟩ = −V

∞∑
j=1

dbj
dβ

(
λ

λ3
T

)j

+
3

2
kTV

∞∑
j=1

bjj

(
λ

λ3
T

)j

= kT 2V

(
db2
dT

λ2

λ6
T

+
db3
dT

λ3

λ9
T

+ ...

)
+

3

2
kT ⟨N⟩

=
3

2
kT ⟨N⟩+ kT 2V

(
db2
dT

1

λ6
T

(λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...)2 +

db3
dT

1

λ9
T

(λ3
Tn− 2b2n

2λ3
T + ...)3 + ...

)
=

3

2
kT ⟨N⟩+ kT 2V

(
db2
dT

n2 + ...

)
=

3

2
kT ⟨N⟩ − kT 2⟨N⟩dB2(T )

dT
n+ ...

(7.32)

Дакле, прва корекциjа енергиjе реалног гаса у односу на идеални садржи извод другог вири-
jалног коефициjента по температури.

Пример 7.2. Израчунати други вириjални коефициjент B2(T ) за гас чиjа jе потенциjална
енергиjа интеракциjе молекула облика jаме (слика 9.1):

u(r) =


∞ r < a,

−u0 a ≤ r ≤ b,

0 r > b.

u

ra b0

-u
0

Слика 7.1. Потенциjална енергиjа интеракциjе молекула облика jаме.

Решење: На основу формуле 7.29 директно одређуjемо вириjални кoефициjент, преласком
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на сферне координате

B2(T ) =
1

2

∫
(1− e−βu(r12)) d3r12 = 2π

∞∫
0

(1− e−βu(r))r2dr

= 2π

 a∫
0

r2 dr +

b∫
a

(1− eβu0)r2 dr +

∞∫
b

0 · r2 dr

 =
2π

3
(b3 − eβu0(b3 − a3)).

7.4 Локалне густине*

Статистичка термодинамика даjе начин како да проучавамо макроскопске ве-
личине коjе се не поjављуjу експлицитно у термодинамици. Локалне густине пред-
стављаjу вредност неке екстензивне физичке величине у jедноj или више тачака
у физичком простору и/или простору импулса jедног молекула. Овде ћемо се задр-
жати само на броjчаним густинама молекула (честица), jер су оне од огромне важности за
проучавање течности. Циљ нам jе да нађемо динамичке променљиве коjе одговараjу локал-
ним густинама молекула.

V

S

Слика 7.2. Jедна од конфигурациjа молекула у суду запремине V , коjи садржи произвољну
област S.

Посматраjмо молекуле у некоj области S суда запремине V (слика 7.2). Молекул се на-
лази у области ако jе његов центар у тоj области. Нађимо величину N(S, r⃗N), коjа даjе броj
молекула у тоj области. Броj молекула у области S зависи од координата свих молекула r⃗N .
Средња вредност ⟨N(S)⟩ добиjа се усредњењем N(S, r⃗N) по свим конфигурациjама канонског
ансамбла

⟨N(S)⟩ =
∫

...

∫
N(S, r⃗N)P (r⃗N) d3Nr, (7.33)

где jе P (r⃗N) густина расподеле координата молекула. Индикаторска функциjа Ii(S, r⃗i) враћа
вредност 1 ако jе i-ти молекул у области S и 0 ако ниjе. Jасно jе да jе функциjа N(S, r⃗N)

jеднака збиру индикаторских функциjа за сваки молекул

N(S, r⃗N) =
N∑
i=1

Ii(S, r⃗i). (7.34)
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Пошто су сви молекули истоветни, средњи броj молекула у области S износи

⟨N(S)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

Ii(S, r⃗i)P (r⃗N) d3Nr =
N∑
i=1

∫
...

∫
Ii(S, r⃗i)P (r⃗N) d3Nr

= N

∫
...

∫
I1(S, r⃗1)P (r⃗N) d3Nr = NP1(S),

(7.35)

где jе P1(S) вероватноћа да се први молекул нађе у области S, jер износи

P1(S) =
⟨N(S)⟩

N
, (7.36)

што одговара статистичкоj дефинициjи вероватноће.
Размотримо броj молекула у области S када се област смањуjе до бесконачно мале запре-

мине d3r′ око тачке са координатама r⃗ ′. Користећи везу између индикаторске функциjе и
делта функциjе, jедначина А.25, налазимо индикаторску функциjу за бесконачну малу област

Ii(d
3r′, r⃗i) = δ(r⃗i − r⃗ ′)d3r′ (7.37)

и средњи броj молекула у тоj области

⟨N(d3r′)⟩ = d3r′
∫

...

∫ N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr. (7.38)

Средња локална густина молекула у елементу запремине d3r′ око r⃗ ′ jеднака jе

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ = ⟨N(d3r′)⟩
d3r′

=

∫
...

∫ N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr. (7.39)

Она се назива и jедночестична густина (синглетна расподела). Приметимо да она пред-
ставља средњу вредност по ансамблу динамичке променљиве

n(1)(r⃗ ′) =
N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′). (7.40)

Овде jе r⃗ ′ параметар, jер за сваку тачку у простору n(1)(r⃗ ′) постаjе различита случаjна
променљива.

Пошто маргинална густина расподеле увек може да се прикаже као средња вредност делта
функциjе (jедначина Б.49), означимо са P (1)(r⃗ ′) маргиналну густину расподеле за координате
првог молекула,

P (1)(r⃗ ′) =

∫
...

∫
P (r⃗ ′, r⃗2...r⃗N) d

3r2...d
3rN =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr. (7.41)

Стога je ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ jеднака збиру маргиналних расподела координата за сваки моле-
кул; ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩d3r′ ниjе jеднака вероватноћи налажења било коjег молекула у еле-
менту запремине d3r′ jер jе вероватноћа збира догађаjа

P (молекул 1 у d3r′ + молекул 2 у d3r′ + ...+ молекул N у d3r′)

̸= P (молекул 1 у d3r′) + P (молекул 2 у d3r′) + ...+ P (молекул N у d3r′),
(7.42)
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jер сви догађаjи „молекул i у d3r′“ нису искључиви, осим ако jе d3r′ jако мало тако да
наjвише jедан молекул може да се нађе у тоj запремини. Тада ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ постаjе
jеднака густини расподелe налажења било коjег молекула у елементу запремине d3r′:

P (
N∑
i=1

молекул i у d3r′) =
N∑
i=1

P (молекул i у d3r′)

=
N∑
i=1

P (1)(r⃗ ′)d3r′ = NP (1)(r⃗ ′)d3r′ = ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩d3r′.

(7.43)

Jедночестична густина ниjе нормализована на jединицу, него на броj молекула∫
⟨n(1)(r⃗ ′)⟩d3r′ = N

∫
P (1)(r⃗ ′)d3r′ = N. (7.44)

За хомогенe флуидe ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ jе униформна (осим у непосредноj близини ивица система
(на граници фаза), што обично занемаруjемо). У том случаjу, из jедначине 7.44 налазимо
⟨n(1)(r⃗ ′)⟩

∫
d3r′ = N , тj. ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ = N

V
= n, што смо раниjе користили за честичну густину.

У спољашњем пољу, jедночестична густина флуида може зависити од положаjа тачке r⃗ ′.
Броj парова молекула за дату конфигурациjу молекула r⃗N у некоj области S износи

Π(S) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

Iij(S, r⃗i, r⃗j), (7.45)

где jе Iij(S, r⃗i, r⃗j) функциjа коjа враћа вредност jеднаку jединици ако су молекули i и j у
области S, а нула ако нису. Броj парова молекула Π(S) зависи од координата свих парова
молекула r⃗i и r⃗j у датоj конфигурациjи молекула. Приметимо да броj парова зависи од тога
коjи молекул jе у коjоj тачки простора, тj. ниjе исто да ли jе први молекул у r⃗i, а други у r⃗j
или обрнуто. Средњи броj парова добиjа се усредњавањем по ансамблу броjа парова за сваку
конфигурациjу молекула

⟨Π(S)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

Iij(S, r⃗i, r⃗j)P (r⃗N) d3Nr. (7.46)

Ако се запремина смањуjе тако да се први молекул налази у елементарноj запремини d3r′, а
други у d3r′′ око тачака r⃗ ′ и r⃗ ′′, онда jе индикаторска функциjа коjа броjи присуство пара
молекула у тим запреминама jеднака

Iij(d
3r′, d3r′′, r⃗i, r⃗j) = δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)d3r′d3r′′, (7.47)

а средњи броj парова молекула

⟨Π(d3r′, d3r′′)⟩ = d3r′d3r′′
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr. (7.48)

Из овога произилази да локална густина средњег броjа парова молекула износи

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨Π(d3r′, d3r′′)⟩
d3r′d3r′′

=

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr. (7.49)
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Она се назива и двочестична густина (парна расподела). Динамичка променљива коjа
описуjе броj парова молекула у тачкама r⃗ ′ и r⃗ ′′ износи

n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′). (7.50)

Mаргинална густина расподеле да се први молекул нађе у r⃗ ′, а други у r⃗ ′′, jеднака jе

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) =

∫
...

∫
P (r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗3...r⃗N) d

3r3...d
3rN =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)δ(r⃗2 − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr.

(7.51)
Постоjи N(N − 1) парова молекула, па jе двочестична густина

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = N(N − 1)P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′), (7.52)

a њен интеграл износи ∫ ∫
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ d3r′d3r′′ = N(N − 1). (7.53)

Ако су елементарне запремине d3r′ и d3r′′ толико мале да се у њима може наћи
наjвише jедан пар молекула, онда су догађаjи да се сви парови молекула нађу у тим
запреминама искључиви па ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ постаjе густина расподеле налажења било ког
пара у запреминама d3r′ и d3r′′,

P (
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

молекул i у d3r′и молекул j у d3r′′) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

P (молекул i у d3r′и молекул j у d3r′′)

=
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)d3r′d3r′′ = N(N − 1)P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)d3r′d3r′′ = ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩d3r′d3r′′.

(7.54)

Ниjе тешко уопштити локалне густине за jедну честицу или пар честица тако да дефини-
шемо локалну густину k-торки (k-честичну густину) у тачкама x⃗1, x⃗2...x⃗k,

⟨n(k)(x⃗1, x⃗2...x⃗k)⟩ =
∫

...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

...
N∑

k ̸=... ̸=j ̸=i

δ(r⃗i − x⃗1)δ(r⃗j − x⃗2)...δ(r⃗k − x⃗k)P (r⃗N) d3Nr

=
N !

(N − k)!
P (k)(x⃗1, x⃗2...x⃗k),

(7.55)

где jе маргинална густина расподеле за k координата

P (k)(x⃗1, x⃗2...x⃗k) =

∫
...

∫
δ(r⃗1 − x⃗1)δ(r⃗2 − x⃗2)...δ(r⃗k − x⃗k)P (r⃗N) d3Nr. (7.56)

Ако нам jе позната k-честична густина, онда лако можемо наћи честичну густину за мањи
броj молекула s,

⟨n(s)(x⃗1, x⃗2...x⃗s)⟩ =
(N − k)!

(N − s)!

∫
...

∫
⟨n(k)(x⃗1, x⃗2...x⃗k)⟩ d3rs+1d

3rs+2...d
3rk. (7.57)

Обрнуто не важи, не можемо одредити честичну густину за већи броj молекула ако jе знамо
за мањи броj молекула.
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Пример 7.3. Одредити двочестичну густину за идеални гас.

Решење: Потенциjална енергиjа и конфигурациони интеграл идеалног гаса су jеднаки
нули и V N . Користећи израз 7.10, налазимо двочестичну густину

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = 1

Z

∫
...

∫
e−βU(rN )n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) d3Nr

=
1

V N

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3Nr

=
N(N − 1)V N−2

V N
=

N

V

N − 1

V
≈ ⟨n(1)⟩2.

Може се показати да jе s-честична густина идеалног гаса ⟨n(s)(r⃗1...r⃗s)⟩ ≈ ⟨n(1)⟩s. Дакле,
у идеалном гасу не постоjе корелациjе положаjа честица, тj. положаjи молекула су међу-
собно независни.

У отвореном систему, s-честичне густине се добиjаjу усредњењем s-честичне густине из
канонског ансамбла по расподели вероватноће за различит броj молекула система,

⟨n(s)(x⃗1...x⃗s)⟩µV T =
∑
N≥s

⟨n(s)(x⃗1...x⃗s)⟩NV TPµV T (N). (7.58)

Њихов интеграл износи∫
...

∫
⟨n(s)(x⃗1...x⃗s)⟩µV T d3x1...d

3xs =
∑
N≥s

PµV T (N)

∫
...

∫
⟨n(s)(x⃗1...x⃗s)⟩NV T d3x1...d

3xs

=
∑
N≥s

PµV T (N)
N !

(N − s)!
=

〈
N !

(N − s)!

〉
µV T

.

(7.59)

7.5 Корелационе функциjе*

Због постоjања међумолекулских интеракциjа, молекули се чешће налазе у
одређеним деловима простора. Jасно jе да догађаj да се молекул нађе у некоj бесконачно
малоj области простора зависи од догађаjа да се други молекули нађу у околини те области
(упоредити са примером Б.19), што значи да ти догађаjи нису независни. У претходном одељ-
ку смо разматрали броj молекула или парова молекула у jедноj области и шта се дешава са
њима кад се област смањуjе до елементарне. Овде нас интересуjе зависност броjева молекула
у две области, што ће нас довести до поjма парне корелационе функциjе, коjа jе наjзначаjниjа
функциjа за проучавање структуре и термодинамичких особина течности.

Корелациона функциjа C(r⃗ ′, r⃗ ′′) за две случаjне променљиве коjе параметарски зависе
од координата, A(r⃗ ′) и B(r⃗ ′′), дефинише се као средња вредност њиховог производа

C(r⃗ ′, r⃗ ′′) = ⟨A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩. (7.60)

Она зависи од координата случаjних променљивих. За независне случаjне променљиве важи

⟨A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩ = ⟨A(r⃗ ′)⟩⟨B(r⃗ ′′)⟩ (7.61)
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(то jе правило 4 из особина средње вредности у поглављу о вероватноћи). Ако случаjне про-
менљиве нису независне, њихову зависност квантитативно можемо изразити помоћу корела-
ционе функциjе флуктуациjа случаjних променљивих, S(r⃗ ′, r⃗ ′′). Она представља разлику
између средње вредности производа и производа средњих вредности случаjних променљивих

S(r⃗ ′, r⃗ ′′) = ⟨δA(r⃗ ′)δB(r⃗ ′′)⟩ = ⟨(A(r⃗ ′)− ⟨A(r⃗ ′)⟩)(B(r⃗ ′′)− ⟨B(r⃗ ′′)⟩)⟩
= ⟨A(r⃗ ′)B(r⃗ ′′)⟩ − ⟨A(r⃗ ′)⟩⟨B(r⃗ ′′)⟩

(7.62)

и одговара ковариjанси (jедначина Б.55) случаjних променљивих A(r⃗ ′) и B(r⃗ ′′). Подсетимо
се да jе у вероватноћи корелациони коефициjент био jеднак ковариjанси подељеноj кореном
производа вариjанси две случаjне променљиве.

Овде нас интересуjу корелациона функциjа флуктуациjа броjа молекула N(S1)

и N(S2) у две области S1 и S2, коjе се налазе у суду запремине V (слика 7.3). Ти броjеви
молекула су случаjне променљиве и њихова корелациона функциjа флуктуациjа износи

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ = ⟨N(S1)N(S2)⟩ − ⟨N(S1)⟩⟨N(S2)⟩

=

∫
...

∫ (∫
S1

N∑
i=1

δ(r⃗i − r⃗ ′) d3r′
∫
S2

N∑
j=1

δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3r′′

)
P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′.

(7.63)

Како би трансформисали оваj израз, помножимо прво суме са делта функциjама

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ =
∫

...

∫ (∫
S1

∫
S2

N∑
i=1

N∑
j=1

δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′) d3r′d3r′′

)
P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′.
(7.64)

У следећем кораку, разложимо двоструку суму на чланове коjи имаjу исти индекс i и чланове
коjи имаjу различите индексе i и j

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ =
N∑
i=1

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′′)δ(r⃗i − r⃗ ′)P (r⃗N) d3Nr

+
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗j − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr

−
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′.

(7.65)

Користимо идентитет за делта функциjу δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗i − r⃗ ′′) = δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) у су-
ми по истим члановима i. Члан коjи садржи другу суму трансформише се у интеграл по
двочестичноj густини

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ =
N∑
i=1

∫
S1

d3r′
∫
S2

d3r′′
∫

...

∫
δ(r⃗i − r⃗ ′)δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′)P (r⃗N) d3Nr

+

∫
S1

d3r′
∫
S2

⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ d3r′′ −
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩ d3r′′.
(7.66)
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Искористимо дефинициjу jедночестичне густине да трансформишемо први члан

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ =
∫
S1

⟨n(1)(r⃗ ′)⟩ d3r′
∫
S2

δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′′

+

∫
S1

d3r′
∫
S2

(
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ − ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩

)
d3r′′.

(7.67)

V

S

S
1

2

0

r’’r’

Слика 7.3. Конфигурациjа молекула у суду запремине V коjи садржи произвољне области S1

и S2.

Интеграциjом по r⃗ ′′ координатама у области S2 делта функциjе δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) добиjамо
jединицу ако тачка r⃗ ′ припада области S2 и нула ако не припада. Стога jе за хомогене
флуиде први члан jеднак∫

S1

n(1)(r⃗ ′) d3r′
∫
S2

δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′′ = nV (S1 ∩ S2), (7.68)

где jе V (S1 ∩ S2) запремина пресека области S1 и S2.
Дефинишимо парну корелациону функциjу (корелациону функциjу парова молекула)

g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′),
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′). (7.69)

Обично не записуjемо горњи индекс (2), g(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) = g(r⃗ ′, r⃗ ′′). За хомогене и изотропне
флуиде важи да њихове особине остаjу непромењене у односу на транслациjу и ротациjу
простора. То утиче на зависност ⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ и g(r⃗ ′, r⃗ ′′) од координата. Уместо шест ко-
ордината, довољно jе одредити само jедну, коjа се односи на релативно растоjање r између
молекула. Непроменљивост у односу на транслациjу омогућуjе да ставимо координатни си-
стем у jедан молекул. Непроменљивост у односу на ротациjу доводи до тога да угаоне сферне
координате другог молекула нису потребне. Остаjе само релативно растоjање, тако да jе
⟨n(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)⟩ = ⟨n(2)(r, 0)⟩ = ⟨n(2)(r)⟩ и g(r⃗ ′, r⃗ ′′) = g(r, 0) = g(r). Дакле, за хомогене и
изотропне флуиде важи

⟨n(2)(r)⟩ = n2g(r). (7.70)

Парна корелациона функциjа представља одступање двочестичне густине од двочестичне
густине идеалног гаса. Она се често назива и радиjална функциjа расподеле.
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У случаjу хомогених и изотропних флуида, корелациона функциjа флуктуациjа броjа
молекула у областима S1 и S2 износи

⟨δN(S1)δN(S2)⟩ = nV (S1 ∩ S2) + n2

∫
S1

d3r′
∫
S2

(g(r)− 1) d3r′′. (7.71)

Када су области S1 и S2 идентичне, S1 = S2 = S, онда jе корелациона функциjа флуктуациjа
броjа молекула у области S

⟨(δN(S))2⟩ = ⟨N(S)⟩+ n2

∫
S

d3r′
∫
S

(g(r)− 1) d3r′′. (7.72)

За бесконачно мале области S1 и S2 са запреминама d3r′ и d3r′′ корелациона функциjа
флуктуациjа броjа молекула у тим областима jеднака jе

⟨δN(d3r′)δN(d3r′′)⟩ = ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) d3r′d3r′′ + ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩(g(r⃗ ′, r⃗ ′′)− 1) d3r′d3r′′,

(7.73)
а корелациона функциjа флуктуациjа локалне (jедночестичне) густине

⟨δn(1)(r⃗ ′)δn(1)(r⃗ ′′)⟩ = ⟨δN(d3r′)δN(d3r′′)⟩
d3r′d3r′′

= ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′) + ⟨n(1)(r⃗ ′)⟩⟨n(1)(r⃗ ′′)⟩(g(r⃗ ′, r⃗ ′′)− 1).

(7.74)

За хомогене и изотропне флуиде корелациона функциjа флуктуациjа локалне густине зависи
само од растоjања између тачака

⟨δn(1)(r)δn(1)(0)⟩ = nδ(r) + n2(g(r)− 1). (7.75)

Члан nδ(r) различит jе од нуле само ако посматрамо флуктуациjе локалне густине у истоj
тачки. Стога jе ⟨n(1)(r)n(1)(0)⟩ = n2g(r), што оправдава назив корелациона функциjа за g(r).

Постоjе три начина да се парна корелациона функциjа одреди. Први начин jе решавањем
апроксимативних jедначина, коjе нећемо изводити овде. Други начин даjе егзактно решење
и користи методе молекулских симулациjа на рачунарима. Трећи начин jе експериментал-
ни, путем расеjања X-зрачења или неутрона. Општа особина парне корелационе функциjе за
течности jе да има jедан или више максимума коjи опадаjу са растоjањем, тако да за растоjа-
ња између молекула коjа су већа од неколико молекулских пречника она асимптотски тежи
jединици. У случаjу малих сферних молекула или атома коjи интерагуjу Ленард-Џоунсовим
потенциjалом, максимуми одговараjу умношцима пречника молекула (слика 7.4). Максиму-
ми се налазе на растоjањима где jе вероватниjе наћи молекул око изабраног молекула коjег
посматрамо. На тим растоjањима молекули образуjу координационе љуске (прву, другу ...)
око изабраног молекула. Уређење молекула у љуске jе последица jаке одбоjне силе између
молекула на растоjањима мањим од пречника коjа не допушта сажимање молекула. Пошто jе
g(r) = 1 за идеалне гасове, то на растоjањима коjа су већа од неколико молекулских пречника
не постоjе флуктуациjе корелациjа густине. Уређење молекула у течностима jе веома крат-
ког просторног опсега. Стога парна корелациона функциjа носи информациjе о структури
материjе и зато се сврстава у структурне особине система.

117



0

g

r

Слика 7.4. Парна корелациона функциjа за моноатомске течности.

7.6 Условне густине*

Условна густина расподеле налажења N − 1 молекула ако jе jедан молекул у
тачки r⃗ ′ износи

P (r⃗2...r⃗N |r⃗ ′) =
P (r⃗ ′, r⃗2...r⃗N)

P (1)(r⃗ ′)
=

e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N )

ZN∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N ) d3r2...d3rN

ZN

=
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N )∫

...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗2...r⃗N ) d3r2...d3rN

.

(7.76)
Помоћу ње можемо дефинисати условну jедночестичну густину у тачки r⃗ ако се

jедан молекул налази у тачки r⃗ ′:

n(r⃗ |r⃗ ′) = (N − 1)

∫
...

∫
P (r⃗, r⃗3...r⃗N |r⃗ ′) d3r3...d

3rN . (7.77)

Такође, условна jедночестична густина jеднака jе производу парне корелационе функциjе и
jедночестичне густине:

n(r⃗ |r⃗ ′) =
⟨n(2)(r⃗, r⃗ ′)⟩
⟨n(1)(r⃗ ′)⟩

= g(r⃗, r⃗ ′)⟨n(1)(r⃗ ′)⟩. (7.78)

За хомогене и изотропне флуиде важи n(r⃗ |0) = ng(r). Условна jедночестична густина ниjе
униформна, jер представља густину молекула у пољу сила jедног молекула у координатном
почетку. Систем од преосталих N − 1 молекула ниjе ни хомоген ни изотропан. Интеграл
условне jедночестичнe густинe у некоj области S даjе броj молекула око посматраног молекула
у тоj области,

N(S) =

∫
S

n(r⃗ |0) d3r = n

∫
S

g(r) d3r. (7.79)

Ова формула нам даjе начин да израчунамо броj молекула у различитим координационим
љускама око изабраног молекула тако што ћемо интегралити парну корелациону функциjу у
границама љуски.

Размотримо условну густину расподеле налажења N −2 молекула ако jе познато
да се два молекула налазе у тачкама r⃗ ′ и r⃗ ′′:

P (r⃗3...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) =
P (r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗3...r⃗N)

P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)
=

e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N )∫
...
∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d3rN

. (7.80)
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Условна jедночестична густина у тачки r⃗, ако jе познато да се два молекула налазе
у тачкама r⃗ ′ и r⃗ ′′, jеднака jе

n(r⃗ |r⃗ ′, r⃗ ′′) = (N − 2)

∫
...

∫
P (r⃗, r⃗4...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r4...d

3rN . (7.81)

7.7 Термодинамичке величине*

Средње вредности по ансамблу макроскопских величина коjе зависе од координата (jед-
начина 7.10) можемо упростити помоћу честичних густина, што умногоме олакшава њихово
израчунавање. Макроскопске величине jеднаке су збиру истоветних чланова, коjи
су функциjе поjединачних или парова координата молекула. Истоветност чланова
омогућуjе да се њихове средње вредности своде на интеграле по jедночестичноj
или двочестичноj густини.

Размотримо прво случаj када макроскопска величина A зависи од координата поjединач-

них молекула, као нпр. у случаjу потенциjалне енергиjе у гравитационом пољу, A =
N∑
i=1

a(r⃗i).

Средња вредност у канонском ансамблу величине A износи

⟨A⟩ =
∫

...

∫
APNV T (r⃗

N) d3Nr =
1

Z

∫
...

∫ N∑
i=1

a(r⃗i)e
−βU d3r1...d

3rN

= N

∫
...

∫
a(r⃗1)

e−βU

Z
d3r2...d

3rNd
3r1 =

∫
a(r⃗1)⟨n(1)(r⃗1)⟩ d3r1.

(7.82)

Средња вредност макроскопске величине A =
N∑
i=1

N∑
j>i

a(r⃗i, r⃗j), коjа jе jеднака збиру чланова

по координатама свих парова молекула, своди се на интеграл

⟨A⟩ =
∫

...

∫
APNV T (r⃗

N) d3Nr =
1

Z

∫
...

∫ N∑
i=1

N∑
j>i

a(r⃗i, r⃗j)e
−βU d3r1...d

3rN

=
N(N − 1)

2

∫
...

∫
a(r⃗1, r⃗2)

e−βU

Z
d3r3...d

3rNd
3r1d

3r2 =
1

2

∫ ∫
a(r⃗1, r⃗2)⟨n(2)(r⃗1, r⃗2)⟩ d3r1d3r2.

(7.83)

Ови изрази показуjу да jе довољно знати jедночестичну и двочестичну густину како би
се одредиле механичке макроскопске величине. Топлотне макроскопске величине, као што
jе хемиjски потенциjал, такође се могу одредити коришћењем молекулске расподеле, али jе
извођење донекле компликованиjе и њега ћемо прескочити.

Пример 7.4. Извести израз за укупну енергиjу моноатомског флуида чиjи атоми интера-
гуjу Ленард-Џоунсовим потенциjалом користећи парну корелациону функциjу.

Решење: Укупна енергиjа jеднака jе збиру кинетичке и потенциjалне енергиjе, ⟨E⟩ =

⟨T ⟩+⟨U⟩. Средња кинетичка енергиjа износи ⟨T ⟩ = 3
2
NkT . Средња потенциjална енергиjа
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добиjа се коришћењем jедначине 7.83,

⟨U⟩ = 1

2

∫ ∫
u(r12)⟨n(2)(r⃗1, r⃗2)⟩ d3r1d3r2.

Трансформациjом координата r⃗1 и r⃗1 у R⃗c и r⃗12 и користећи чињеницу да jе моноатомски
флуид хомоген и изотропан, налазимо средњу вредност потенциjалне енергиjе

⟨U⟩ = 1

2

∫ ∫
u(r12)⟨n(2)(r12, 0)⟩ d3Rcd

3r12 =
V

2

∫
u(r12)n

2g(r12) d
3r12

=
Nn

2

∞∫
0

u(r12)g(r12)4πr
2
12 dr12.

Израз за укупну енергиjу моноатомског флуида jе

⟨E⟩ = 3

2
NkT + 2πNn

∞∫
0

u(r12)g(r12)r
2
12 dr12.

Пример 7.5. Извести израз за притисак моноатомског флуида чиjи атоми интерагуjу
Ленард-Џоунсовим потенциjалом користећи парну корелациону функциjу и jедначину
5.13.

Решење: У jедначини 5.13 средњу вредност по времену можемо заменити средњом вред-
ношћу по канонском ансамблу,

P = nkT +
1

3V

〈
N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i

〉
.
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Трансформишимо унутрашњи вириjал

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i =

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

F⃗ u
ij · r⃗i

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
F⃗ u
ij · r⃗i + F⃗ u

ji · r⃗j
)

дуплирамо суму и користимо F⃗ u
ii = 0

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

F⃗ u
ij · (r⃗i − r⃗j) користимо закон акциjе и реакциjе

=
N∑
i=1

N∑
j>i

F⃗ u
ij · (r⃗i − r⃗j)

=
N∑
i=1

N∑
j>i

(
− ∂U

∂r⃗ij

)
(r⃗i − r⃗j)

= −
N∑
i=1

N∑
j>i

∂U

∂rij

(r⃗i − r⃗j)

rij
(r⃗i − r⃗j)

= −
N∑
i=1

N∑
j>i

du(rij)

drij
rij.

Средња вредност унутрашњег вириjала у канонском ансамблу добиjа се коришћењем
jедначине 7.83,〈

N∑
i=1

F⃗ u
i · r⃗i

〉
= −1

2

∫ ∫
du(r12)

dr12
r12n2(r⃗1, r⃗2) d

3r1d
3r2 = −1

2

∫ ∫
du(r12)

dr12
r12n

2g(r12) d
3Rcd

3r12

= −Nn

2

∫
du(r12)

dr12
r12g(r12) d

3r12.

Израз за притисак моноатомског флуида износи

P = nkT − 2πNn

3

∞∫
0

du(r12)

dr12
g(r12)r

3
12 dr12.

Када посматрамо флуктуациjе броjа молекула читавог система, морамо применити велики
канонски ансамбл, jер оне нису дозвољене у канонском ансамблу. Користећи jедначину 7.72
за читав систем, налазимо

⟨(δN)2⟩ = ⟨N⟩+ n2

∫
V

d3r′
∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r′′

= ⟨N⟩+ n2

∫
V

d3Rc

∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r = ⟨N⟩+ n⟨N⟩
∫
V

(gµV T (r)− 1) d3r.

(7.84)

Овде смо прешли са координата r⃗ ′ и r⃗ ′′ на координате центра масе R⃗c и релативне координате
r⃗ два молекула. Корелациjе флуктуациjа броjа молекула у великом канонском ансамблу могу
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се повезати са променама честичне густине услед промена притиска

⟨(δN)2⟩ = kT ⟨N⟩nκT = −kT ⟨N⟩n
V

(
∂V

∂P

)
T,N

= −kT ⟨N⟩2n
V

(
∂(V/N)

∂P

)
T,N

= −kT ⟨N⟩n2

(
∂(1/n)

∂P

)
T,N

= kT ⟨N⟩
(
∂n

∂P

)
T,N

.

(7.85)

Из претходне две jедначине добиjамо jедначину компресибилности

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1 + n

∫
(gµV T (r)− 1) d3r. (7.86)

Пример 7.6. Коришћењем jедначине компресибилности извести jедначине стања за слу-
чаjеве: а) идеалног гаса молекула за коjи jе gµV T = 1 и б) гаса молекула за коjи важи
апроксимациjа gµV T = e−βu(r), коjа представља расподелу молекула у спољашњем пољу
u(r) око посматраног молекула.

Решење: а) За идеални гас налазимо

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1,

чиjе jе решење n = P
kT

.
б) Jедначина компресибилности износи

kT

(
∂n

∂P

)
T,N

= 1 + n

∫
(e−βu(r) − 1) d3r = 1 + nB̃,

где смо симболом B̃ означили интеграл. Ова диференциjална jедначина може се записати
у облику

n′ − nB̃

kT
=

1

kT
.

Решење ове нехомогене линеарне диференциjалне jедначине првог реда jе

n = e
∫

B̃
kT

dP

(∫
e−

∫
B̃
kT

dP 1

kT
dP + C

)
= − 1

B̃
+ Ce

B̃P
kT .

Из услова n = 0 за P = 0 добиjамо константу интеграциjе, C = 1
B̃

. Jедначину стања
можемо развити у степени ред по jедночестичноj густини,

P =
kT

B̃
ln(nB̃ + 1) =

kT

B̃

(
nB̃ − n2B̃2

2
+

n3B̃3

3
− n4B̃4

4
+ ...

)
.

Из ове jедначине налазимо израз за други вириjални коефициjент

B2(T ) = −B̃

2
=

1

2

∫
(1− e−βu(r)) d3r.
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Jасно jе да jе ова апроксимациjа парне корелационе функциjе корисна само за гасове на
релативно ниским притисцима.

7.8 Потенциjал средње силе*

Потенциjал средње силе jе вероватно наjважниjа величина повезана са молекулским про-
цесима у течностима. Иако се молекули непрестано крећу, само промена jедне или више
координата, коjе се називаjу реакционе координате (или параметри поретка, у зависности
од контекста), доводи до одигравања процеса. Реакционе координате састоjе се од координата
jедног или више молекула. На пример, хемиjске реакциjе могу укључивати промену растоjа-
ња поjединих атома истог или различитих молекула, два диjедрална угла аминокиселинских
остатака протеина служе за класификациjу конфигурациjе протеина, док су координате мо-
лекула растварача у координационим љускама потребне за разматрање кретања jона, елек-
трона или протона у растворима. У статистичкоj термодинамици желимо да нађемо густина
расподеле реакционих координата и њену везу са радом коjи jе потребно извр-
шити како би се систем померио дуж тих координата. Таj рад jе jеднак промени
потенциjала средње силе.

Размотримо jедноставан пример на коме ћемо показати везу између потенциjала средње
силе и густине расподеле реакционе координате. Посматраjмо два молекула са координатама
r⃗ ′ и r⃗ ′′ коjи се налазе у хомогеном и изотропном флуиду. Потенциjална енергиjа интеракциjе
два молекула u(r⃗ ′, r⃗ ′′) представља рад коjи jе потребно уложити како би се два молекула са
бесконачног растоjања довела на конфигурациjу r⃗ ′ и r⃗ ′′ у вакууму. Ипак, у флуиду постоjе
други молекули коjи интерагуjу са посматраним молекулима током њиховог премештања, тj.
остали молекули нису фиксирани, него и њихово кретање треба узети у обзир када разматра-
мо померање изабраних молекула. Зато рад повезан са довођењем молекула са бесконачног
растоjања на растоjање r = |r⃗ ′ − r⃗ ′′| у флуиду одговара промени величине коjу називамо
потенциjал средње силе F (r).

У случаjу флуида са N молекула на температури T и у запремини V , партициона функ-
циjа износи

e−βF =
1

N !λ3N
T

∫
...

∫
e−βU(r⃗N ) d3Nr, (7.87)

где jе F Хелмхолцов потенциjал. Ако фиксирамо два молекула у конфигурациjи r⃗ ′ и r⃗ ′′,
потенциjал средње силе се израчунава усредњавањем по конфигурациjама свих осталих мо-
лекула, jер сматрамо да се они могу кретати,

e−βF (r) =
1

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

∫
...

∫
e−βU(r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d

3rN

=
1

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

∫
...

∫
δ(r⃗1 − r⃗ ′)δ(r⃗2 − r⃗ ′′)e−βU(r⃗1,r⃗2,r⃗3...r⃗N ) d3r1d

3r2d
3r3...d

3rN

=
ZNV TP

(2)(r⃗ ′, r⃗ ′′)

(N − 2)!λ
3(N−2)
T

,

(7.88)

где jе P (2)(r⃗ ′, r⃗ ′′) маргинална расподела координатa r⃗ ′ и r⃗ ′′.
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За промену потенциjала средње силе ∆F (r) = F (r)− lim
r→∞

F (r) између два стања када су
посматрани молекули на растоjању r и на бесконачном растоjању важи

e−β∆F (r) =

ZNV TP (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

(N−2)!λ
3(N−2)
T

lim
r→∞

ZNV TP (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

(N−2)!λ
3(N−2)
T

=
N(N−1)P (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)

n2

lim
r→∞

N(N−1)P (2)(r⃗ ′,r⃗ ′′)
n2

=
g(r)

lim
r→∞

g(r)
=

g(r)

1
= g(r). (7.89)

У другом кораку смо помножили именилац и броjилац са N(N−1)
n2 како бисмо добили парну

корелациону функциjу. Ако узмемо да jе F (∞) = 0, онда налазимо релациjу

g(r) = e−βF (r). (7.90)

0 r

F(r)

g(r)F(r),g(r)

Слика 7.5. Потенциjал средње силе F (r) и парна корелациона функциjа g(r) за моноатомске
течности.

За разлику од Ленард-Џоунсове потенциjалне енергиjе интеракциjе два молекула, потен-
циjал средње силе има неколико минимума одвоjена максимумима за сферне молекуле или
атоме течности (слика 7.5). Максимуми и минимуми се jављаjу на растоjањима између мо-
лекула за коjе парна корелациона функциjа има минимуме и максимуме. Максимуми по-
тенциjала средње силе представљаjу бариjере за излазак молекула из кавеза коjи ствараjу
окружуjући молекули. Молекули у растворима се стога више понашаjу као молекули затво-
рени молекулима растварача него као слободни молекули. То се назива ефекат кавеза.

Пример 7.7. Показати да jе средња сила коjа делуjе на први молекул jеднака збиру ди-
ректне силе између два посматрана молекула и силе индуковане осталим молекулима
ако jе укупна потенциjална енергиjа jеднака збиру потенциjалних енергиjа интеракциjе
молекула по паровима. Приказати други члан као интеграл по условноj jедночестичноj
густини.

Решење: Средња сила коjа делуjе на први молекул jе градиjент потенциjала средње силе
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по r⃗ ′,

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′F (r) =
1

β
∇⃗′lng(r) =

1

β
∇⃗′ln

(
N(N − 1)

ZNn2

∫
...

∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d

3rN

)
=

1

β

∫
...
∫
∇⃗′e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d

3rN∫
...
∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d3rN

.

Пошто jе укупна потенциjална енергиjа jеднака збиру енергиjа по паровима молекула,
можемо издвоjити чланове коjи се односе на потенциjалну енергиjу осталих молекула,
члан коjи се односи на интеракциjу осталих молекула и два посматрана молекула, као и
члан потенциjалне енергиjе интеракциjе два посматрана молекула,

UN(r⃗
′, r⃗ ′′, r⃗3...r⃗N) = UN−2(r⃗3...r⃗N) +

N∑
i=3

(u(r⃗ ′, r⃗i) + u(r⃗ ′′, r⃗i)) + u(r⃗ ′, r⃗ ′′).

Заменом овог израза у jедначину за средњу силу добиjамо

⟨F⃗ ′⟩ =

∫
...
∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N )

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)− ∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′)

)
d3r3...d

3rN∫
...
∫
e−βUN (r⃗ ′,r⃗ ′′,r⃗3...r⃗N ) d3r3...d3rN

.

Користећи густину расподеле налажења N−2 молекула у одређеноj конфигурациjи r⃗3...r⃗N
ако су два молекула у r⃗ ′, r⃗ ′′ (израз 7.80), претходна jеднакост трансформише се у

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′) +

∫
...

∫
P (r⃗3...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)

)
d3r3...d

3rN

= −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′) + ⟨−
N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)⟩(N−2).

Први члан представља директну силу између два посматрана молекула, а други члан jе
индиректна сила jеднака средњоj сили усредњеноj по конфигурациjама N − 2 молекула.
Преуредимо други члан тако да се поjави средња вредност по условноj jедночестичноj
густини (jедначина 7.81), jер сума ствара N − 2 истих чланова:∫

...

∫
P (r⃗3...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)

(
−

N∑
i=3

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗i)

)
d3r3...d

3rN

= −(N − 2)

∫
...

∫
P (r⃗3...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′)∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3) d

3r3...d
3rN

= −(N − 2)

∫
∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3) d

3r3

∫
...

∫
P (r⃗3...r⃗N |r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r4...d

3rN

= −
∫

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗3)n(r⃗3|r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r3.
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Стога jе средња сила коjа делуjе на први молекул jеднака

⟨F⃗ ′⟩ = −∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗ ′′)−
∫

∇⃗′u(r⃗ ′, r⃗)n(r⃗|r⃗ ′, r⃗ ′′) d3r.

s

s1

2

A

B

*

*

Слика 7.6. Пример потенциjала средње силе за координате s1 и s2 у облику контурног графи-
ка. A и B су стабилна стања система повезана реакционим путањама (испрекидане линиjе).
Звездицама су означене превоjне тачке на путањама.

Уопштимо претходни случаj уместо координата два молекула r⃗ ′ и r⃗ ′′ на координате s1
и s2, тако да jе свака координата функциjа конфигурациjе система молекула, si = fi(r⃗

N). У
том случаjу, густина расподеле координата s1 и s2 у канонском ансамблу износи

P (s1, s2) = C ′⟨δ(s1 − f1(r⃗
N))δ(s2 − f2(r⃗

N))⟩

= C

∫
...

∫
δ(s1 − f1(r⃗

N))δ(s2 − f2(r⃗
N))e−βU(r⃗1...r⃗N ) d3r1...d

3rN ,
(7.91)

где су C ′ и C константе коjе нам нису значаjне. Оне се добиjаjу нормализациjом густине
расподеле P (s1, s2). Потенциjал средње силе повезан са овим координатама износи

e−βF (s1,s2) = P (s1, s2), (7.92)

F (s1, s2) = −kT ln

∫
...

∫
δ(s1 − f1(r⃗

N))δ(s2 − f2(r⃗
N))e−βU(r⃗1...r⃗N ) d3r1...d

3rN − kT lnC. (7.93)

Пошто нас интересуjу само релативне вредности потенциjала, други члан коjи jе констан-
тан не игра никакву улогу и он се не узима у обзир. У претходном примеру померања два
молекула, референтну вредност потенциjала смо узимали за бесконачна растоjања. Често ре-
ферентну вредност узимамо у минимуму функциjе F (s1, s2) коjа одговара стабилном стању.
Слика 7.6 приказуjе пример потенциjала средње силе у функциjи координата s1 и s2. A и B

су стабилна стања система коjа су повезана са две реакционе путање. Оваj пример, рецимо,
може одговарати промени jедне конформациjе протеина у другу или преласку лиганда из
jедне у другу везивну конфигурациjу у оквиру протеина. Превоjне тачке на површи потен-
циjала средње силе одговараjу максимумима на путањама. Оне се могу повезати са брзином
преласка система из jедног у друго стабилно стање. Потенциjал средње силе проjектуjе ви-
сокодимензионални конфигурациони простор на мали броj димензиjа, што нам омогућуjе да
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jедноставниjе разматрамо физичкохемиjске процесе. Проблем са коjим се суочавамо у тоj
анализи jе што нам реакционе координате не мораjу увек бити познате. Потенциjал средње
силе одређуjе се у молекулским симулациjама на рачунарима.
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Додатак А

Корисне функциjе и апроксимациjе

У овом додатку разматрамо апроксимациjе и функциjе коjе често користимо у стати-
стичкоj термодинамици. Метода превоjне тачке служи да апроксимирамо интеграле у коjима
подинтегрална функциjа садржи у експоненту функциjу коjа има максимум. Факториjел се
често поjављуjе у комбинаторним изразима. За велике вредности аргумента он се може апрок-
симирати помоћу Стирлингове апроксимациjе. Гама функциjа повезана jе са факториjелом
и користи се за решавање одређених интеграла. Делта и тета функциjа нам омогућаваjу да
изаберемо вредност неке функциjе у jедноj тачки или у некоj области. На краjу, разматрамо
особине лопте у високодимензионалном простору.

А.1 Метода превоjне тачке

Метода превоjне тачке користи се за апроксимациjу интеграла када функциjа
g(x) у интегралу

I =

b∫
a

eg(x) dx (А.1)

има максимум на интервалу [a, b]. Тада ће експоненциjална функциjа у интегралу jош више
изразити таj максимум у односу на друге вредности (слика А.1), тако да ће скоро све неза-
немарљиве вредности функциjе eg(x) бити концентрисане око максимума g(x). Ако развиjемо
g(x) у Теjлоров ред око максимума x0, g(x) = g(x0) +

1
2
g′′(x0) (x− x0)

2 + ... и заменимо у
интеграл I, тада можемо да применимо апроксимациjу

I =

b∫
a

eg(x0)+
1
2
g′′(x0)(x−x0)

2+... dx ≈ eg(x0)

b∫
a

e
1
2
g′′(x0)(x−x0)

2

dx. (А.2)

Сменом y = x− x0 интеграл постаjе

I ≈ eg(x0)

b−x0∫
a−x0

e
1
2
g′′(x0)y2 dy. (А.3)
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a bx0
a bx0

y=g(x)

x

y g(x)
e

x

y
y=

Слика А.1. Графици функциjа g(x) (коjа има максимум у тачки x0) и eg(x).

Пошто jе подинтегрална функциjа центрирана око нуле (и брзо опада са удаљавањем од ње),
можемо границе интеграциjе проширити до негативне и позитивне бесконачности (g′′(x0) jе
негативни броj jер тачка x0 одговара максимуму функциjе g(x)). Тако добиjени интеграл
своди се на интеграл Гаусове функциjе чиjа jе вредност

I ≈ eg(x0)

√
2π

|g′′(x0)|
. (А.4)

А.2 Гама функциjа

Свима нам jе позната факториjел функциjа коjа се за природни броj n дефинише као
n! = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · 2 · 1. Тако jе, на пример, 3! = 6, 1! = 1, а додатно се дефинише и за
n = 0 као 0! = 1. Факториjел функциjу можемо уопштити на реалне броjеве помоћу
гама функциjе. За реални броj n, гама функциjа дефинисана jе следећим интегралом

Γ(n) =

∞∫
0

xn−1e−x dx. (А.5)

Важан идентитет за гама функциjу jе

Γ(n+ 1) = n · Γ(n). (А.6)

Пример А.1. Доказати Γ(n+ 1) = n · Γ(n).

Решење: Гама функциjа од n+ 1 износи

Γ(n+ 1) =

∞∫
0

xne−x dx.

Интеграл трансформишемо парциjалном интеграциjом, u = xn, du = nxn−1dx, dv = e−xdx,
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v = −e−x,

Γ(n+ 1) = −xne−x

∣∣∣∣∞
0

+ n

∞∫
0

xn−1e−x dx = nΓ(n),

jер jе први сабирак у изразу добиjеном након примене парциjалне интеграциjе jеднак
нули.

Таj идентитет нам омогућуjе да повежемо гама функциjу са факториjелом тако што израз
итерирамо, Γ(n) = (n− 1)!. Нађимо сада Γ(1

2
):

Γ

(
1

2

)
=

∞∫
0

x− 1
2 e−x dx, (А.7)

што се сменом y =
√
x своди на

Γ

(
1

2

)
= 2

∞∫
0

e−y2 dy =

∞∫
−∞

e−y2 dy =
√
π. (А.8)

Користећи идентитет из jедначине А.6, добиjамо следеће гама функциjе:

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
, (А.9)

Γ

(
5

2

)
=

3

2
Γ

(
3

2

)
=

3

2

1

2
Γ

(
1

2

)
=

3
√
π

4
. (А.10)

Гама функциjа се често користи у статистичкоj термодинамици да се израчунаjу интеграли.

Пример А.2. Наћи вредност интеграла

I =

∞∫
0

x3e−2x dx.

Решење: Користимо смену y = 2x да трансформишемо интеграл у гама функциjу

I =
1

16

∞∫
0

y3e−y dy =
1

16
Γ (4) =

3

8
.

А.3 Стирлингова апроксимациjа

У статистичкоj термодинамици неретко користимо велике броjеве. Њихов факториjел jе
jош много већи броj. Стирлингова апроксимациjа омогућуjе да се факториjел вели-
ког броjа N апроксимира на следећи начин

lnN ! ≈ N lnN −N. (А.11)

130



У доказу ове апроксимациjе користићемо методу превоjне тачке. Коришћењем гама функциjе,
факториjел броjа N представимо као:

N ! =

∞∫
0

xNe−x dx =

∞∫
0

eN lnx−x dx. (А.12)

Посматраjући интегралe у jедначинама А.12 и А.1, закључуjемо да jе g(x) = N lnx−x, g′(x) =
N
x
− 1 и g′′(x) = −N

x2 . Максимум функциjе g(x) jе у тачки x0 = N , а вредности те функциjе и
њеног другог извода су g(x0) = N lnN −N и g′′(x0) = − 1

N
. Заменом у jедначину А.4 добиjамо

N ! ≈ eN lnN−N

√
2π

1/N
. (А.13)

Логаритам тог израза износи

lnN ! ≈ N lnN −N + ln
√
2πN. (А.14)

Трећи члан у апроксимациjи jе корекциjа вишег реда коjа много спориjе расте од прва два
члана са увећањем N , jер он расте као lnN . Овакво асимптотско разматрање чланова се често
користи у статистичкоj термодинамици.

А.4 Делта и тета функциjа

(Диракова) делта функциjа δ(x) узима две вредности:

δ(x) =

{
∞ x = 0,

0 x ̸= 0.
(А.15)

Иако jе називаjу функциjом, делта функциjа то заправо ниjе, jер функциjа мора преслика-
вати тачку у неку коначну вредност, а не у бесконачност. Она припада уопштеним функциjама
коjе се зову дистрибуциjе и добиjа смисао само ако се нађе под интегралом:

∞∫
−∞

δ(x) dx = 1, (А.16)

∞∫
−∞

δ(x)f(x) dx = f(0), (А.17)

∞∫
−∞

δ(x− x0)f(x) dx = f(x0). (А.18)

Делта функциjа може да се добиjе као гранични процес у коме се нека функциjа коjа
покрива jединичну површину изнад x-осе сужава око нуле (слика А.2). Она jе парна функциjа,
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0 x

y

Слика А.2. Графици правоугаоне функциjе коjи се сажимаjу око нуле и конвергираjу ка делта
функциjи δ(x).

δ(x) = δ(−x), δ(x− x0) = δ(x0 − x). Ако jе аргумент делта функциjе сложена функциjа, онда
важи jеднакост

δ(g(x)) =
∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
, (А.19)

где су xi решења jедначине g(x) = 0.

Пример А.3. Поjедноставити делта функциjу δ(x2 − x2
0).

Решење: Нуле jедначине x2 − x0 = 0 су x1 = x0 и x2 = −x0. Делта функциjа jе тада:

δ(x2 − x2
0) =

1

2|x0|
(δ(x− x0) + δ(x+ x0)) .

У случаjу делта функциjе дефинисане на тродимензионалном простору δ(r⃗) = δ(x)δ(y)δ(z),
важе изрази

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗) d3r = 1, (А.20)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗)f(r⃗) d3r = f (⃗0), (А.21)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(r⃗ − r⃗0)f(r⃗) d
3r = f(r⃗0). (А.22)

Кронекер делта jе дискретна верзиjа делта функциjе коjа зависи од индекса i и j, δij = 1

за i = j и δij = 0 за i ̸= j.
(Хевисаjдова) тета функциjа θ(x) jе функциjа дефинисана на следећи начин:

θ(x) =

{
0 x < 0,

1 x ≥ 0.
(А.23)

Њен график приказан jе на слици А.3. Она jе интеграл делта функциjе θ(x) =
x∫

−∞
δ(t) dt,

тj. δ(x) = dθ(x)
dx

.
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Слика А.3. График тета функциjе.

Тета функциjа jе специjални случаj индикаторске функциjе коjа пресликава подскуп
A на jединицу, а све остале елементе на нулу,

I(A, x) =

{
1 x ∈ A,

0 x /∈ A.
(А.24)

Индикаторску функциjу у области A можемо повезати са делта функциjом

I(A, x⃗) =

∫
A

δ(x⃗− x⃗′)d3x′. (А.25)

А.5 Запремина N димензионалне лопте

Високо димензионални простори имаjу различите особине од тродимензионалних просто-
ра. Они су нам потребни у овоj књизи jер се разматраjу простори стања огромног броjа
честица. Изведимо формулу за запремину N -димензионалне лопте. Како бисмо дошли до
ње, размотримо случаjеве дводимензионалне (круга) и тродимензионалне лопте коjи су нам
познати. Генерализациjом ћемо добити израз за запремину N -димензионалне лопте. Озна-
чимо са SN(R) и VN(R) површину и запремину N -димензионалне лопте полупречника R.
Површина, запремина и елемент запремине у Декартовим и сферним координатама за дво-
димензионалну, тродимензионалну и N -димензионалну лопту су:

броj димензиjа SN(R) VN(R) елемент запремине
2 2πR = S2(1)R πR2 dxdy = rdrdθ = rdrdS2(1)

3 4πR2 = S3(1)R
2 4

3
πR3 dxdydz = r2drsinθdθdφ = r2drdS3(1)

N SN(1)R
N−1

R∫
0

SN(r) dr dx1dx2...dxN = rN−1drdSN(1)

Табела нам показуjе да се запремина N-димензионалне лопте добиjа интеграциjом
израза за површину лопте SN(R), а SN(R) сазнаjемо из израза за површину лопте jеди-
ничног полупречника SN(1). Зато нађимо прво SN(1) тако што ћемо интеграл

I =

∞∫
−∞

...

∞∫
−∞

e−(x2
1+x2

2+...+x2
N ) dx1dx2...dxN =

 ∞∫
−∞

e−x2

dx

N

= π
N
2 (А.26)
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решити користећи генерализоване сферне координате (x2
1 + x2

2 + ...+ x2
N = r2) и смену r2 = t:

I =

∞∫
0

e−r2rN−1 dr

∫
dSN(1) = SN(1)

∞∫
0

t
N−1

2 e−t dt

2
√
t
=

SN(1)

2
Γ

(
N

2

)
. (А.27)

Налазимо да jе SN(1) = 2π
N
2

Γ(N
2 )

, а израз за површину N -димензионалне лопте jе SN(R) =

2π
N
2 RN−1

Γ(N
2 )

. Интеграциjом добиjамо запремину N -димензионалне лопте,

VN(R) =

R∫
0

SN(r) dr =
π

N
2 RN

Γ
(
N
2

)
N
2

=
π

N
2 RN

Γ
(
N
2
+ 1
) . (А.28)

Пример А.4. Показати да jе запремина између N -димензионалних лопти полупречника
R− δR (δR jе много мање од R) и R и запремина N -димензионалне лопте полупречника
R jеднаке када N → ∞.

R

R- Rd

Слика А.4. N -димензионалне лопте полупречника R− δR и R.

Решење: Треба да одредимо граничну вредност:

lim
N→∞

VN(R)− VN(R− δR)

VN(R)
= lim

N→∞

RN − (R− δR)N

RN

= lim
N→∞

(
1−

(
1− δR

R

)N
)

= 1.

Оваj резултат показуjе да се скоро све тачке унутар N -димензионалне лопте налазе
на њеноj површи или у близини ње.
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Додатак Б

Вероватноћа

Макроскопски системи коjе разматрамо састоjе се од великог броjа молекула чиjе кретање
не можемо детаљно разматрати због непознавања почетних услова и немогућности решавања
jедначина кретања за сваки молекул. Макроскопске координате нам омогућуjу само ограни-
чене информациjе о почетним условима за кретање молекула, jер огроман броj микростања
одговара jедном макростању. Вероватноћа представља математички jезик за кванти-
фикациjу неизвесности и стога jе погодна да повеже микро и макро стања. Размотримо
везу између вероватноће и статистике дату на слици Б.1. Вероватноћа се односи на следеће
питање: ако познаjемо процес за стварање података, какви су исходи тог процеса?
Статистика се односи на инверзни проблем: ако знамо податке везане за неки процес,
шта можемо да закључимо о самом процесу?

Слика Б.1. Однос вероватноће и статистике.

У овом додатку ћемо размотрити вероватноћу. Прво ћемо обjаснити поjам догађаjа везан
за исход експеримента. Сваком догађаjу можемо придружити вероватноћу. Поjам вероват-
ноће се, као и друге идеjе у математици, мењао током времена док ниjе добио аксиоматску
дефинициjу. Сваком исходу експеримента може се доделити броj. То нас доводи до поjма
случаjне променљиве коjи игра централну улогу у теориjи вероватноће. На краjу разматрамо
особине случаjних променљивих.
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Б.1 Поjам догађаjа

Посматраjмо експеримент чиjи исход не можемо предвидети. Иако се експеримент увек
одиграва под унапред дефинисаним условима, исходи експеримента су случаjни. Морамо
знати унапред све могуће исходе експеримента jер теориjа вероватноће не може дати скуп
свих исхода експеримената. На пример, теориjа вероватноће не може дати одговор да ли
постоjи jош неки исход осим писма и главе код бацања новчића.

Скуп свих могућих исхода експеримента Ω назива се скуп (простор) исхода (елемен-
тарних догађаjа, стања). Он може садржати коначан или бесконачан броj елемената. До-
гађаjи су подскупови скупа исхода и могу се поделити на елементарне (садрже jедан исход)
и сложене (садрже више исхода). Догађаj се десио ако се десио било коjи његов исход. По-
уздани (сигурни) догађаj одиграва се неизбежно (чини га читав скуп исхода). Немогући
догађаj не може се реализовати у експерименту (одговара му празан скуп Ø).

Наведимо неке експерименте, скупове исхода и примере догађаjа:
а) бацање новчића, Ω = {P,G}, догађаj коjи одговара добиjању писма {P}, сви догађаjи

{Ø, {P}, {G}, {P,G}};
б) бацање два новчића, Ω = {PP, PG,GP,GG}, догађаj да jе у првом бацању пало писмо

{PG,PP};
в) бацање коцкице, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, догађаj je добиjање парног броjа {2, 4, 6};
г) мерење температуре неког система, Ω = [0,∞), догађаj да jе температура у интервалу

[100, 200];
д) мерење положаjа честице у тродимензионалном простору, Ω = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R},

догађаj jе да се честица налази у x− y равни.

Б.2 Алгебра догађаjа

Често разматрамо више догађаjа, сходно томе нас интересуjу односи између тих догађа-
jа. Пошто су догађаjи подскупови простора исхода Ω, операциjе над скуповима важе и за
догађаjе. Алгебра догађаjа jе партитивни скуп (скуп коjи садржи све подскупове) простора
исхода, P(Ω).

Ако се догађаj A увек реализуjе када се реализуjе догађаj B, пишемо B ⊂ A, што значи
да jе B подскуп од A. Супротни догађаj (комплемент) догађаjу A jе A. Он се састоjи од
свих елемената скупа Ω коjи не припадаjу догађаjу A. За комплемент важе jеднакости A = A

и Ø = Ω. Ако jе A ⊂ B, онда jе B ⊂ A.
Збир A+B два догађаjа A и B (униjа A∪B) jе догађаj коjи се реализуjе ако се деси бар

jедан догађаj A или B. За збир догађаjа важе jеднакости: A+A = A, A+A = Ω, A+B = B+A

(комутативност) и A+(B+C) = (A+B)+C (асоциjативност). Приметимо да прва jеднакост
не важи ако jе A броj, што показуjе да операциjе над догађаjима не мораjу бити исте као за
броjеве иако се означаваjу истим симболом.

Производ AB два догађаjа A и B (пресек A ∩ B) jе догађаj коjи се реализуjе ако се
десе и A и B догађаjи. За производ догађаjа важе jеднакости: AB = BA (комутативност),
A(BC) = (AB)C (асоциjативност), AA = A, AØ = Ø, AA = Ø и AΩ = A. Такође важи и
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дистрибутивни закон A(B + C) = AB + AC, као и jеднакост A+BC = (A+B)(A+ C).
Разлика A − B два догађаjа A и B jе догађаj коjи садржи исходе догађаjа A коjи не

припадаjу догађаjу B. Важе jеднакости: A−B = AB, A− A = Ø, A−Ø = A и Ø− A = Ø.
Догађаjи A1, A2... су узаjамно искључиви ако jе AiAj = Ø за i ̸= j. Видећемо да ве-

роватноћу збира узаjамно искључивих догађаjа лако можемо да одредимо. Броj елемената
скупа A означавамо са |A|.

Пример Б.1. Доказати Де Морганове законе: A+B = A B и AB = A+B. Ови закони су
корисни да повежу производ и збир догађаjа преко комплемента. Користе се како би се
сложени изрази свели на простиjе.

Решење: Користимо правило да, ако важи A ⊂ B и B ⊂ A, онда jе A = B. Докажимо
прво да jе догађаj са леве стране израза A+B = A B подскуп догађаjа са десне стране,
а касниjе обрнуто: да jе догађаj са десне стране израза подскуп догађаjа са леве стране.
Ако jе x ∈ A+B ⇒ x ̸∈ A + B ⇒ x ̸∈ A и x ̸∈ B ⇒ x ∈ A и x ∈ B ⇒ x ∈ A B. С друге
стране, ако jе y ∈ A B ⇒ y ∈ A и x ∈ B ⇒ y ̸∈ A и y ̸∈ B ⇒ y ̸∈ A + B ⇒ y ∈ A+B.
Слично се доказуjе и друга jеднакост.

Пример Б.2. Разложити догађаjе A+B и A+B+C на догађаjе коjи су узаjамно искључиви.

Решење: A+B = A+(B−A) = A+BA = A(B+B)+BA = AB+AB+BA. A+B+C =

A+ (B − A) + (C − (A+B)) = A+BA+ C(A+B) = A+BA+ CAB.

Пример Б.3. Три студента полажу испит. Ако догађаjи A, B и C одговараjу исходу да су
студенти положили испит, изразити следеће догађаjе преко њих: а) ниjедан студент ниjе
положио, б) положио jе само први студент, в) положио jе само jедан студент, г) положио
jе макар jедан студент, д) положила су два студента, ђ) положила су наjвише два студента
и е) положила су наjмање два студента.

Решење: а) A B C, б) AB C, в) AB C+ABC+A BC, г) A+B+C, д) ABC+ABC+ABC,
ђ) догађаj jе jеднак а)+в)+д), е) догађаj jе jеднак д)+ABC.

Б.3 Класична дефинициjа вероватноће

Приметимо да се сви догађаjи везани за неки експеримент не реализуjу подjеднако често,
неки су вероватниjи од других. То нас доводи до питања шта jе вероватноћа и како да одре-
димо вероватноћу неког догађаjа. Историjски први приступ коjим jе дефинисана вероватноћа
назива се класична дефинициjа вероватноће. Она се односи на експерименте са коначним
броjем исхода коjи су подjеднако могући. Тада jе вероватноћа догађа A jеднака

P (A) =
|A|
|Ω|

, (Б.1)
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где су |A| и |Ω| броjеви елементарних догађаjа у A и Ω. Елементарни догађаjи коjи одгова-
раjу A називаjу се повољни догађаjи за A. Величине |A| и |Ω| могу се одредити методама
комбинаторике. Овако дефинисана вероватноћа задовољава три услова:

1. за сваки догађаj A важи P (A) ≥ 0, jер |A| и |Ω| не могу бити негативни броjеви;
2. за поуздан догађаj Ω важи P (Ω) = 1, jер jе P (Ω) = |Ω|

|Ω| = 1;
3. ако се догађаj A разлаже на искључиве догађаjе A1 и A2, онда важи P (A1 + A2) =

P (A1) + P (A2) jер jе

P (A) =
|A|
|Ω|

=
|A1|+ |A2|

|Ω|
=

|A1|
|Ω|

+
|A2|
|Ω|

= P (A1) + P (A2). (Б.2)

Пример Б.4. Одредити вероватноћу за поjаву парног броjа у бацању коцкице.

Решење: Догађаj A да се добиjе парни броj састоjи се од три елементарна догађаjа A2,
A4 и A6 да се добиjу броjеви 2, 4 и 6, A = A2 + A4 + A6. Тада jе вероватноћа догађаjа A

jеднака

P (A) =
|A|
|Ω|

=
3

6
=

1

2
.

Пример Б.5. У посуди се налази N куглица, од коjих су b беле, а остале су црне. На
случаjан начин извучено jе n (n < N) куглица. Наћи вероватноћу да у n извучених
куглица буде x белих.

Решење: Укупан броj начина да извучемо n од N куглица jе |Ω| =
(
N
n

)
. Броj начина

да извучемо x белих куглица из посуде са b белих куглица jе
(
b
x

)
, а да извучемо n − x

црних куглица од N−b црних куглица у посуди jе
(
N−b
n−x

)
. Укупан броj повољних исхода за

догађаj A jеднак jе производу ових биномних коефициjената. Тада jе вероватноћа догађаjа
A jеднака:

P (A) =
|A|
|Ω|

=

(
b
x

)(
N−b
n−x

)(
N
n

) .

Пример Б.6. Одредити броj начина да се расподели N књига на r различитих полица (на
свакоj полици биће Ni књиге) без обзира на поредак књига на полицама. На i-тоj полици
постоjи gi преграда. Размотрити следеће случаjеве:

а) књиге су различите;
б) књиге су исте, нема ограничења у погледу броjа књига по преградама;
в) књиге су исте, наjвише jедна књига може да стане у преграду (gi ≥ Ni).

Решење: а) Постоjи N ! начина да поставимо књиге на полице. На првоj полици налази
се N1 књига, на другоj N2 књига ... на r-тоj полици Nr књига. Пошто распоред на сва-
коj полици ниjе важан, треба N ! поделити са N1!N2!...Nr!. Тиме добиjамо мултиномни
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коефициjент (
N

N1 N2 ... Nr

)
=

N !

N1!N2!...Nr!
, (Б.3)

коjи представља уопштени биномни коефициjент када N обjеката треба да поделимо у
r група, а поредак у њима ниjе битан. На свакоj полици можемо поређати књиге по
преградама на gNi

i начина. Стога jе укупан броj различитих распореда:

|Ω| = N !
r∏

i=1

gNi
i

Ni!
. (Б.4)

б) Размотримо прво размештање Ni књига између gi преграда. Представимо књиге и
преграде правоугаоницима и линиjама, као на слици 3.2. Броj распореда jе еквивалентан
размештању gi− 1 црте између Ni књиге, тj. избору gi− 1 локациjе од Ni+ gi− 1 укупног
броjа локациjа: (

Ni + gi − 1

gi − 1

)
=

(Ni + gi − 1)!

(gi − 1)!(Ni)!
. (Б.5)

Када имамо r полица, укупан броj распореда jе

|Ω| =
r∏

i=1

(Ni + gi − 1)!

(gi − 1)!(Ni)!
. (Б.6)

Слика Б.2. Расподела књига између преграда.

в) Размотримо броj постављања Ni књига у gi преграда када може да стане наjвише
jедна књига у преграду. Таj броj jеднак jе избору Ni преграда са jедном књигом и gi−Ni

преграда без књиге (
gi
Ni

)
=

gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (Б.7)

Укупан броj размештања књига за све полице jе

|Ω| =
r∏

i=1

gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (Б.8)

Б.4 Геометриjска вероватноћа

Класичну дефинициjу вероватноће можемо уопштити на простор стања са непреброjи-
во бесконачно много исхода. Исход експеримента jе случаjан положаj тачке у некоj
области Ω и интересуjе нас вероватноћа да се та тачка налази у изабраном делу
те области A. Рецимо, бирамо на случаjан начин тачку на неком интервалу реалне осе и
интересуjе нас вероватноћа да се она нађе у изабраном интервалу или бирамо на случаjан
начин тачку у некоj области у равни и желимо да знамо вероватноћу да се она нађе у под-
скупу те области. Под претпоставком да jе подjеднако вероватно да се изабере било коjа
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тачка у области Ω, онда jе вероватноћа да случаjна тачка у области Ω припада области A:

P (A) =
m(A)

m(Ω)
, (Б.9)

где m представља меру (дужина, површина, запремина) области. Касниjе ћемо за случаjну
променљиву коjа одговара координатама изабране тачке рећи да има униформну густину
расподеле вероватноће.

Пример Б.7. Колика jе вероватноћа да случаjно изабрана тачка у квадрату jединичне
странице припада уписаном кругу?

W

A

x

y

Слика Б.3. Уписани круг (област A) у квадрат jединичне странице (област Ω).

Решење: Мере области Ω и A износе 1 и π/4. Стога jе вероватноћа P = π/4.

Историjски гледано, класична и геометриjска дефинициjа вероватноће биле су изузетно
значаjне у математичком формализовању вероватноће, али су касниjе критиковане због своjе
кружне логике – jер у себи већ садрже поjам подjеднако могућих, дакле подjеднако вероват-
них, исхода експеримента и пре него што дефинишу поjам вероватноће. Управо та слабост
отворила jе пут за логички конзистентниjе дефинициjе вероватноће, коjе ћемо приказати у
наставку.

Б.5 Статистичка дефинициjа вероватноће

Размотримо сада алтернативну дефинициjу вероватноће. Ако се у n извођења експери-
мената догађаj A десио m пута, онда jе релативна фреквенциjа дешавања догађаjа A

jеднака
fr(A) =

m

n
. (Б.10)

У различитим низовима понављања експеримента са великим вредностима n примећуjе се да
fr(A) буде приближно исто, при чему су одступања мања што jе n веће. Статистичка (ем-
пириjска) вероватноћа догађаjа A jе броj око кога варира релативна фреквенциjа. Незнатно
варирање релативне фреквенциjе у великом броjу експеримената назива се стабилност фре-
квенциjе. Овако дефинисана вероватноћа задовољава исте услове као и класична дефинициjа
вероватноће:

1. за сваки догађаj A, његова вероватноћа jе ненегативна: P (A) ≥ 0 jер jе увек m
n
≥ 0;

2. за поуздан догађаj Ω важи P (Ω) = 1 jер jе тада m = n;
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3. ако се догађаj A разлаже на искључиве догађаjе A1 и A2, онда jе вероватноћа догађаjа
A jеднака збиру верoватноћа догађаjа A1 и A2, P (A) = P (A1+A2) =

m1+m2

n
= P (A1)+P (A2).

Овако дефинисана вероватноћа има емпириjску утемељеност, али ниjе математички ри-
горозна jер не постоjи гранична вредност lim

n→∞
m
n

= a. Да би она постоjала, потребно jе да
за произвољно ε > 0 постоjи броj n0, тако да, када jе n > n0 буде испуњено, |m

n
− a| < ε.

Таj услов ниjе заправо испуњен, jер m има случаjни карактер и, иако знамо да ће m
n

ићи у
граничну вредност, не знамо после колико реализациjа експеримента ће она бити досегнута.
Може се, рецимо, десити да се после првих n0 реализациjа уопште не одигра догађаj A мада
jе то мало вероватно. Оно што можемо тврдити jе да се фреквенциjа догађаjа приближава
вредности са високом вероватноћом: lim

n→∞
P (|m

n
− a| < ε) → 1. Таква конвергенциjа се назива

конвергенциjа у вероватноћи, али и она у себи већ садржи поjам вероватноће, слично као и
класична дефинициjа вероватноће. Ипак, корисно jе интерпретирати вероватноћу као
релативну фреквенциjу поjављивања догађаjа.

Б.6 Аксиоматска дефинициjа вероватноће

Претходне дефинициjе вероватноће даjу исте услове коjе вероватноћа треба да задовољи
без обзира на контекст у комем су настале. Због тога можемо искористити те услове и дати
аксиоматску дефинициjу вероватноће, коjа jе апстрактна и ниjе везана за њену интерпрета-
циjу. Закон вероватноће додељуjе сваком догађаjу A вероватноћу P (A), коjа jе реалан броj
и задовољава три услова:

1. ненегативност – за сваки догађаj A jе испуњено P (A) ≥ 0;
2. нормализациjа – за поуздан догађаj Ω важи P (Ω) = 1;
3. адитивност – ако се догађаj A разлаже на искључиве догађаjе A1 и A2, онда jе P (A) =

P (A1+A2) = P (A1)+P (A2). Исти услов важи за коначан броj догађаjа A1, A2...An. У случаjу
наjвише преброjивог скупа догађаjа коjи су узаjамно искључиви потребно jе додати аксиому

3’: P
(

∞∑
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai).

Наведимо додатне особине вероватноће:
а) P (Ø) = 0;
б) ако jе A ⊆ B, онда jе P (A) ≤ P (B);
в) вероватноћа jе ограничена између 0 и 1, 0 ≤ P (A) ≤ 1;
г) вероватноћа збира догађаjа износи P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).
Докажимо последњу особину тако што ћемо раставити збир догађаjа A + B на догађаjе

коjи се међусобно искључуjу (видети пример Б.2). Вероватноћа збира искључивих догађаjа
jеднака jе збиру вероватноћа тих догађаjа, па jе

P (A+B) = P (A+ (B − A)) = P (A+BA) = P (A(B +B) +BA) = P (AB + AB +BA)

= P (AB) + P (AB) + P (BA) = P (AB) + P (AB) + P (BA) + P (AB)− P (AB)

= P (A) + P (B)− P (AB).

(Б.11)
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У случаjу три догађаjа A, B и C, формула за вероватноћу збира догађаjа постаjе

P (A+B + C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC). (Б.12)

Оваj израз добиjамо када заменимо A+B = D. Тада jе

P (A+B + C) = P (D + C) = P (D) + P (C)− P (DC) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P ((A+B)C)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC +BC)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ACBC)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC).

(Б.13)

Формула за збир догађаjа садржи вероватноћу производа догађаjа. Како бисмо њу одре-
дили, потребно jе да претходно обjаснимо поjам условне вероватноће.

Б.7 Условна вероватноћа

Нека jе извршен неки експеримент и размотримо два догађаjа повезана са тим експери-
ментом. Поставља се питање да ли вероватноћа да се десио jедан догађаj утиче на
дешавање другог догађаjа? То jе посебно значаjно, jер често немамо све информациjе о
експерименту, него само знамо да се одиграо неки догађаj. Дакле, интересуjе нас да одредимо
вероватноћу догађаjа A под условом да се одиграо други догађаj B. То питање има смисла
само ако пресек догађаjа A и B ниjе празан скуп. Такву условну вероватноћу означимо са
P (A|B).

Пример Б.8. У посуди се налази пет белих и 10 црних куглица. Ако извучемо две куглице
jедну за другом без враћања куглица, израчунати вероватноћу да обе куглице буду беле.

Решење: Нека jе догађаj A да прва извучена куглица буде бела. Тада jе P (A) = 5/15 = 1/3.
Нека jе B догађаj да друга извучена куглица буде бела. Извлачењем прве куглице, ми смо
променили простор исхода, jер смо смањили броj белих куглица. Сада су остале четири
беле куглице. Стога jе условна вероватноћа P (B|A) = 4/14 = 2/7. Вероватноћа да смо
извукли две беле куглице одjедном jе

P (AB) =

(
5
2

)(
15
2

) =
2

21
.

Приметимо да важи jеднакост P (AB) = P (B|A)P (A).

Пример Б.9. Бирамо на случаjан начин тачку у квадрату површине m. У квадрату се
налазе кругови A и B, коjи се секу. Површине кругова A и B и њиховог пресека AB су
a, b и c. Одредити вероватноће да: а) ако jе изабрана тачка у кругу A, онда се она такође
налази и у кругу B, б) ако jе изабрана тачка у кругу B, онда се она такође налази и у
кругу A.
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m

a

b

c

A

B

Слика Б.4. Кругови A и B у квадрату површине m. Површине кругова A и B и њиховог
пресека AB су a, b и c.

Решење: Вероватноће да изабрана тачка припада круговима A, B и пресеку AB су:
P (A) = a/m, P (B) = b/m и P (AB) = c/m. а) Вероватноћа да изабрана тачка припа-
да кругу B ако знамо да jе у кругу A jе

P (B|A) = c

a
=

c
m
a
m

=
P (AB)

P (A)
;

б) Вероватноћа да изабрана тачка припада кругу A ако знамо да jе у кругу B jе

P (A|B) =
c

b
=

c
m
b
m

=
P (AB)

P (B)
.

Из овог примера можемо да закључимо да формула за рачунање условне вероватноће
догађаjа A под условом да се одиграо догађаj B износи

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
. (Б.14)

Она jе дефинисана само ако jе догађаj B остварив, P (B) ̸= 0.
Условна вероватноћа такође задовољава три аксиоме вероватноће. Услов позитивности jе

испуњен, jер jе P (AB) ≥ 0, услов нормализациjе jе такође испуњен:

P (Ω|B) =
P (ΩB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1. (Б.15)

Приметимо да важи

P (B|B) =
P (BB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1, (Б.16)

што нам говори да условна вероватноћа дефинише закон вероватноће на скупу B, а остале
исходе из B можемо одбацити. За два искључива догађаjа, A1 и A2, испуњена jе адитивност
вероватноћа:

P (A1 + A2|B) =
P ((A1 + A2)B)

P (B)
=

P (A1B + A2B)

P (B)

=
P (A1B) + P (A2B)

P (B)
= P (A1|B) + P (A2|B).

(Б.17)
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Условна вероватноћа се може искористити да се одреди вероватноћа производа P (AB)

два догађаjа, A и B,
P (AB) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B). (Б.18)

Ова формула се може уопштити на вероватноћу производа више догађаjа. У случаjу три
догађаjа, A, B и C, формулу можемо извести тако што узмемо да jе AB = D. Тада jе

P (ABC) = P (DC) = P (D)P (C|D) = P (AB)P (C|AB) = P (A)P (B|A)P (C|AB). (Б.19)

Ако догађаj B нема утицаjа на дешавање догађаjа A, условна вероватноћа jе P (A|B) =

P (A). Тада се каже да су догађаjи A и B независни. Из формуле Б.14 следи

P (AB) = P (A)P (B). (Б.20)

Дакле, вероватноћа производа два независна догађаjа jеднака jе производу њихових вероват-
ноћа. Ако су догађаjи A и B са позитивним вероватноћама независни, они се онда не искључу-
jу, тj. постоjи наjмање jедан заjеднички елемент. Ако не би постоjао заjеднички елемент, онда
би било испуњено P (AB) = P (Ø) = 0, што jе немогуће, jер A и B имаjу позитивне вероватно-
ће. Обрнуто, ако се A и B искључуjу, они су зависни, P (AB) = 0 = P (A)P (B|A) ⇒ P (B|A) =
0, што значи да A зависи од B. Три догађаjа, A, B и C, независни су ако важи независност
за парове и троjке догађаjа: P (AB) = P (A)P (B), P (BC) = P (B)P (C), P (AC) = P (A)P (C) и
P (ABC) = P (A)P (B)P (C).

Пример Б.10. Вероватноћа да се прекине jедна C-H веза у молекулу CH4 током времена
T услед апсорпциjе ултраљубичастог зрачења jе p. Одредити вероватноћу да се у да-
том временском интервалу прекине макар jедна C-H веза ако су прекиди веза независни
догађаjи.

Решење: Постоjе четири C-H везе у молекулу CH4. Нека су догађаjи да се везе прекину
A1, A2, A3 и A4. Тада jе вероватноћа да се прекине макар jедна веза

P (A1 + A2 + A3 + A4) = 1− P (A1 + A2 + A3 + A4) = 1− P (A1 A2 A3 A4 )

= 1− P (A1)P (A2)P (A3)P (A4 ) = 1−
4∏

i=1

(1− P (Ai))

= 1− (1− p)4.

У првом реду смо користили Де Морганов закон (видети пример Б.1), а у другом реду смо
користили да, ако су догађаjи независни, онда су њихови комплементи такође независни.

Б.8 Случаjна променљива

Исходи експеримента често нису броjеви. Извлачење карата из шпила даjе исходе коjи
се описуjу називом карте и боjом. Реализациjа бацања новчића описуjе се страном новчића.
Овакви различити начини описа исхода нису повољни за анализу експеримента. Погодниjе jе
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користити броjеве. У случаjу бацања новчића можемо користити броjеве 0 и 1 (или било коjи
други пар броjева) да опишемо исходе. Када бацамо новчић n ≥ 2 пута, исходе експеримента
можемо броjчано описати на више начина: броjем добиjених глава, разликом броjева добиjе-
них глава и писама, броjем бацања новчића до поjаве прве главе и слично. С друге стране,
исходи физичкохемиjских мерења су обично броjеви. Поред тих броjева, могу да нас интере-
суjу и њихове функциjе. Дакле, на много различитих начина можемо нумерички описати
исходе jедног експеримента.

Случаjна променљива X повезуjе простор исхода са броjевима. Она jе функциjа
X : Ω → R коjа додељуjе реалан броj X(ω) сваком исходу експеримента ω. Често се у приме-
нама простор исхода више не спомиње и ради се директно са случаjном променљивом иако
jе простор исхода увек подразумеван.

Случаjна променљива и вероватноћа дефинисане су на простору исхода, али постоjи ра-
злика између њих. Вероватноћа P jе функциjа догађаjа (подскупови Ω) P : P(Ω) → R, док
jе случаjна променљива X функциjа тачака (елементарних догађаjа) X : Ω → R. Поста-
вља се питање како повезати вероватноћу и случаjну променљиву, односно наћи вероват-
ноћу да случаjна променљива узима одређене вредности. Размотримо инверзну функциjу
дефинисану на подскупу A реалне осе: X−1(A) = {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}. Она враћа исхо-
де експеримента коjе случаjна променљива пресликава на подскуп A. Тада jе вероватноћа
P (x ∈ A) = P (X−1(A)) = P ({ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}).

Б.8.1 Функциjа расподеле

Како бисмо избегли одређивање вероватноће за све подскупове на реалноj оси, уведимо
поjам функциjе расподеле (вероватноће), F (x), из коjе можемо добити све особине вероват-
ноће за случаjну променљиву. Она jе функциjа коjа пресликава реалне броjеве на интервал
[0, 1] и представља вероватноћу да случаjна променљива X има вредност мању од x,

F (x) = P (X ≤ x). (Б.21)

Нађимо вероватноћу да се X нађе на интервалу (a, b]. Означимо са A, B и C догађаjе
X ≤ a, X ≤ b и a < X ≤ b. Тада jе B = A+C, A и C су међусобно искључиви догађаjи. Стога
jе P (B) = P (A) + P (C), тj. P (C) = P (B)− P (A). Из овога изводимо

P (a < X ≤ b) = P (X ≤ b)− P (X ≤ a) = F (b)− F (a). (Б.22)

Функциjа расподеле, F (x), задовољава следеће услове:
1. узима вредности између 0 и 1, 0 ≤ F (x) ≤ 1;
2. граничне вредности у бесконачности су lim

x→−∞
F (x) = 0 и lim

x→∞
F (x) = 1;

3. F (x) jе неопадаjућа функциjа jер важи F (x+ε)−F (x) = P (x < X ≤ x+ε) ≥ 0 за ε > 0;
4. F (x) jе непрекидна функциjа са десне стране, lim

ε→0
F (x+ ε) = F (x).

Ови услови нам говоре да jе F (x) неопадаjућа функциjа од 0 до 1 уз могућност постоjања
прекида у неким тачкама. Свака функциjа расподеле може се представити у облику збира три
члана, F (x) = a1F1(x)+a2F2(x)+a3F3(x), где су a1, a2 и a3 коефициjенти уз услов a1+a2+a3 =

1. Функциjа F1(x) одговара дискретноj функциjи расподеле са коначним или преброjиво
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бесконачним броjем прекида. Непрекидна функциjа расподеле коjа jе диференциjабилна
у скоро свим тачкама обележена jе са F2(x), док F3(x) представља сингуларну функциjу
расподеле коjа има изводе jеднаке нули ако изводи постоjе. Таj трећи члан jе патолошки и
ретко се поjављуjе у применама. Он одговара непрекидним функциjама коjе скоро свуда нису
диференциjабилне.
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a) б)

Слика Б.5. а) Функциjа расподеле и б) Расподела вероватноће унивариjантне дискретне слу-
чаjне променљиве.

Б.8.2 Дискретна случаjна променљива

Размотримо прво (jеднодимензионалну, унивариjантну) функциjу расподеле повезану са
дискретном случаjном променљивом коjа узима вредности у преброjиво много тачака
xi, слика Б.5. Она има скокове pi у тачкама xi и не мења вредности између тих тачака. Пошто
jе P (a < X ≤ b) = F (b)−F (a), онда jе вероватноћа да случаjна променљива узима вредности
на интервалима коjи не садрже прекиде jеднакa нули. Скокови функциjе F (x) у тачкама xi

представљаjу вероватноћу коjу случаjна променљива узима у тачкама xi, P (X = xi) = pi.
Скуп парова {(xi, pi)} назива се расподела вероватноће случаjне променљиве X. Броjеви
pi узимаjу вредности између 0 и 1, а њихов збир jе jеднак jединици, док се F (x) добиjа из
вероватноћа pi преко израза

F (x) =
∑
i,xi≤x

pi =
∑
i

piθ(xi − x). (Б.23)

Пример Б.11. Новчић се баца два пута. Наћи расподелу вероватноће и функциjу распо-
деле вероватноће за случаjну променљиву коjа jе jеднака броjу добиjених глава.

Решење: Елементарни догађаjи ω, вредност случаjне променљиве X(ω) и вероватноћа
елементарних догађаjа P (ω) дати су у следећоj табели:

ω GG PG GP PP
X(ω) 2 1 1 0
P (ω) 1

4
1
4

1
4

1
4
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Расподела вероватноће и функциjа расподеле износе:

X =

{
0 1 2
1
4

1
2

1
4

}

F (x) =


0 x < 0,
1
4

0 ≤ x < 1,
3
4

1 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2.

1

F

0 x

p

x0

a) б)

1 2 1 2

1
4

3
4

1
2

1
4

Слика Б.6. а) Функциjа расподеле и б) Расподела вероватноће за случаjну променљиву
коjа jе jеднака броjу добиjених глава у два бацања новчића.

Б.8.3 Непрекидна случаjна променљива

Шта се дешава када броj вредности n коjе узима случаjна променљива расте? Тада jе
броj прекида функциjе F (x) већи, али скокови су мањи, па се у граничном случаjу, када броj
прекида постане непреброjиво бесконачан, степенаста функциjа претвара у непрекидну, слика
Б.7. Таква функциjа расподеле одговара непрекидноj случаjноj променљивоj. Пошто
вероватноћа на интервалу (a, b] износи P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a), за a = b добиjамо
P (a < X ≤ a) = P (X = a) = 0. Дакле, вероватноћа да се реализуjе нека тачка у експерименту
у ком посматрамо непрекидну случаjну променљиву jеднака jе нули. То не значи да та тачка
никада неће бити реализована, него значи да ће се у великом броjу понављања експеримента
она поjављивати jако ретко (насупрот случаjу дискретне случаjне променљиве у коjем ако jе
вероватноћа неке вредности jеднака нули, та вредност се никада неће реализовати).

Вероватноћа да случаjна непрекидна променљива X узима вредности на интервалу ∆x

jеднака jе P (x < X ≤ x + ∆x) = F (x + ∆x) − F (x). Искористимо таj израз да дефинишемо
густину расподеле (вероватноће):

f(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x+∆x)

∆x
= lim

∆x→0

F (x+∆x)− F (x)

∆x
=

dF (x)

dx
, (Б.24)

где jе f(x) вероватноћа по jединици величине X. Како бисмо добили вероватноћу да случаjна
променљива узима вредност на малом интервалу ∆x, потребно jе да помножимо густину
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1

F

x0

Слика Б.7. Прелазак дискретне у непрекидну функциjу расподеле када броj прекида постане
непреброjиво бесконачан.

расподеле са интервалом ∆x, f(x)∆x. Вероватноћа на коначном интервалу (a, b] износи

P (a < X ≤ b) =

b∫
a

f(x) dx. (Б.25)

Функциjу расподеле добиjамо интегралећи густину расподеле:

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx. (Б.26)

Услови коjе задовољава густина расподеле су да jе нормализована на jединицу и да jе не-
негативна функциjа (f(x) ≥ 0). Користећи делта функциjу, можемо представити густину
расподеле за дискретну случаjну променљиву у облику f(x) =

∑
i

piδ(x− xi).

Пример Б.12. Непрекидна случаjна променљива X дефинисана jе на интервалу [0, 1] и
има густину расподеле f(x) ∼ x. Нормализовати густину и наћи функциjу расподеле.

Решење: Како бисмо нормализовали густину расподеле, помножимо jе са C. Тада jе

1∫
0

Cf(x) dx = 1,

tj. C = 2 и f(x) = 2x. Функциjа расподеле износи F (x) =
x∫
0

f(t) dt = x2.
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Слика Б.8. а) Функциjа расподеле и б) Густина расподеле за случаjну променљиву X из
примера.

Б.9 Случаjни вектори

У N -димензионалном простору N случаjних променљивих представљаjу случаjни век-
тор. Размотримо, због jедноставности, дводимензионалну (бивариjантну) случаjну промен-
љиву (X, Y ). Заjедничка функциjа расподеле jе тада

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) (Б.27)

и она представља вероватноћу производа догађаjа X ≤ x и Y ≤ y, што одговара вероватноћи
да се случаjно изабрана тачка у равни налази лево и испод тачке (x, y) у равни (слика Б.9).
Вероватноћа да случаjна тачка (X, Y ) лежи у правоугаонику a < X ≤ b,c < Y ≤ d (слика
Б.9) износи

P (a < X ≤ b, c < Y ≤ d) = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c). (Б.28)

Овде F (x, y) задовољава исте услове као и унивариjантна функциjа расподеле: она jе неопа-
даjућа функциjа по координатама x и y, граничне вредности износе F (x,−∞) = F (−∞, y) =

F (−∞,−∞) = 0 и F (∞,∞) = 1.

c

y

0 x

a)

a

d

y

0 xb

(x,y)

б)

Слика Б.9. а) Означена jе област у коjоj лежи случаjно изабрана тачка са вероватноћом
F (x, y). б) Вероватноћа да случаjно изабрана тачка лежи у означеноj области износи F (b, d)−
F (b, c)− F (a, d) + F (a, c).

За две дискретне случаjне променљиве X и Y , бивариjантна расподела вероватноће jе
скуп троjки {xi, yi, pij = P (X = xi, Y = yi)}, где су xi и yi вредности X и Y , а pij вероватноћа
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у тим тачкама, за коjу важе услови: 0 ≤ pij ≤ 1 и
∑
i

∑
j

pij = 1. Функциjа расподеле jеднака

jе
F (x, y) =

∑
i,xi≤x

∑
j,yi≤y

pij. (Б.29)

y

x

y+ yD

y

0 xx+ xD

D

Слика Б.10. Означена jе област D, у коjоj вероватноћа да случаjно изабрана тачка падне у
њу износи F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y).

Непрекидни дводимензионални случаjни вектор (X, Y ) описуjе се густином расподеле
f(x, y). До ње долазимо на следећи начин. Ако изаберемо тачку (x, y) у равни, онда вероват-
ноћа да случаjно изабрана тачка падне у прaвоугаоник D са теменима (x, y), (x+∆x, y),(x, y+
∆y) и (x+∆x, y +∆y) износи

P ((x, y) ∈ D) = F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y), (Б.30)

слика Б.10. Заjедничка густина расподеле jеднака jе

f(x, y) = lim
∆x→0
∆y→0

P ((x, y) ∈ D)

∆x∆y

= lim
∆x→0
∆y→0

F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y +∆y)− F (x+∆x, y) + F (x, y)

∆x∆y
=

∂2F (x, y)

∂x∂y
.

(Б.31)

Густина расподеле задовољава услове: f(x, y) ≥ 0 и
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f(x, y) dx dy = 1. Функциjу распо-

деле можемо израчунати из густине преко следећег израза

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(u, v) du dv. (Б.32)

Вероватноћа да се случаjно изабрана тачка налази у области A jеднака jе

P ((x, y) ∈ A) =

∫∫
A

f(x, y) dx dy. (Б.33)
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Пример Б.13. Бацаjу се два новчића, X и Y су броjеви глава на првом и другом новчићу.
Одредити расподелу вероватноће и функциjу расподеле.

Решење: Елементарни догађаjи ω, вредност случаjног вектора (X, Y ) и вероватноћа еле-
ментарних догађаjа P (ω) дати су у следећоj табели:

ω GG PG GP PP
(X, Y ) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
P (ω) 1

4
1
4

1
4

1
4

Расподела вероватноће износи:

X
pij 0 1

Y 0 1
4

1
4

1 1
4

1
4

F (x, y) =



0 −∞ < x < 0, −∞ < y < 0,

x > 0, y < 0,

x < 0, y > 0,
1
4

0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1,
1
2

x ≥ 1, 0 ≤ y < 1,

0 ≤ x < 1, y ≥ 1,

1 x ≥ 1, y ≥ 1.

1

y

0 x1

p

1
4

1
4

1
4

1
4

1

y

0

x1

1
2

1
1
2

1
4

0

0

0

a) б)

F(x,y)

Слика Б.11. а) Расподела вероватноће и б) Функциjа расподеле случаjног вектора (X, Y )

из примера.

Пример Б.14. Наћи густину расподеле и функциjу расподеле дводимензионалног случаj-
ног вектора коjи има равномерну расподелу на квадрату 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Одредити
вероватноће: а) P (X > 1/10, Y > 1/5), б) P (X < 1/2), в) P (X < Y ).

Решење:
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Густина расподеле износи

f(x, y) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0 остало.

Функциjа расподеле добиjа се интеграциjом густине расподеле по различитим обла-
стима на слици.

1

y

0 x1

I II

III IV

(u,v)

(u,v)

Слика Б.12. Области у коjима се одређуjе функциjа расподеле из примера.

Област I: F (u, v) =

u∫
0

dx

v∫
0

dy = uv

Област II: F (u, v) =

1∫
0

dx

v∫
0

dy = v

Област III: F (u, v) =

u∫
0

dx

1∫
0

dy = u

Област IV: F (u, v) =

1∫
0

dx

1∫
0

dy = 1

F (x, y) =



0 −∞ < x < 0, −∞ < y < 0,

x > 0, y < 0,

x < 0, y > 0,

xy 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1,

x x ≥ 1, 0 ≤ y < 1,

y 0 ≤ x < 1, y ≥ 1,

1 x ≥ 1, y ≥ 1.
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а) P (X > 1/10, Y > 1/5) =
1∫

0,1

dx
1∫

0,2

dy = 0,72, б) P (X < 1/2) =
0,5∫
0

dx
1∫
0

dy = 0,5, в)

P (X < Y ) =
1∫
0

dy
1∫
y

dx = 0,5

Б.9.1 Маргинална расподела

Маргиналне расподеле су расподеле поjединачних случаjних променљивих за доводимен-
зионални случаjни вектор или расподеле било ког подскупа случаjних променљивих када
jе димензиjа вектора већа од два. Посматраjмо дводимензионални случаjни вектор (X, Y ).
За дискретне случаjне променљиве, чиjа jе заjедничка расподела pij, маргиналне расподеле
износе:

P (X = xi) = pi =
m∑
j=1

pij, i = 1, 2...n, (Б.34)

P (Y = yi) = pj =
n∑

i=1

pij, j = 1, 2...m. (Б.35)

Њих добиjамо тако што у табели расподеле вероватноће саберемо све елементе jедне колоне
или реда, а разултате можемо написати на маргини (отуда потиче име расподеле).

За непрекидне случаjне променљиве, маргиналне густине се добиjаjу тако што се по-
сматраjу вредности функциjе расподеле за x → ∞ или y → ∞. За y → ∞ добиjамо

FX(x) = F (x,∞) = P (X ≤ x, Y ≤ ∞) = P (X ≤ x) =

x∫
−∞

du

∞∫
−∞

f(u, v) dv. (Б.36)

Маргинална густина случаjне променљиве X jе

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y) dy, (Б.37)

jер jе

FX(x) =

x∫
−∞

fX(u) du. (Б.38)

Слично, за x → ∞ добиjамо

FY (y) = F (∞, y) = P (X ≤ ∞, Y ≤ y) = P (Y ≤ y) =

y∫
−∞

dv

∞∫
−∞

f(u, v) du, (Б.39)

а маргинална расподела случаjне променљиве Y jе

fY (y) =

∞∫
−∞

f(x, y) dx, (Б.40)
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jер jе

FY (y) =

y∫
−∞

fY (v) dv. (Б.41)

Б.9.2 Условна расподела

Раниjе смо показали да вероватноћа производа два догађаjа ниjе увек jеднака производу
њихових вероватноћа, jер догађаjи могу бити зависни. Због тога смо дефинисали условну ве-
роватноћу, коjу сад користимо да опишемо зависност расподела вероватноћа у случаjу више
случаjних променљивих. Наиме, вероватноће да нека случаjна променљива узима вредности
могу зависити од вредности друге случаjне променљиве. За две дискретне случаjне промен-
љиве X и Y , условна расподела P (Y = yj|X = xi) за променљиву Y , када нам jе вредност
X позната, jеднака jе

P (Y = yj|X = xi) =
P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)
=

pij
pi

. (Б.42)

С друге стране, P (X = xi|Y = yj) jе условна расподела случаjне променљиве X за познату
вредност случаjне променљиве Y . Она се одређуjе преко следећег израза:

P (X = xi|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
pj

. (Б.43)

y

x

y+dy

y

0 xx+dx

A A

A
1

2

Слика Б.13. Области A, A1 и A2.

У случаjу непрекидних случаjних променљивих X и Y , размотримо догађаjе да оне узи-
маjу вредност на неком интервалу. Уочимо елементарни правоугаоник A са страницама dx

и dy око тачке (x, y), слика Б.13. Вероватноћа да изабрана тачка падне у област A износи
P ((x, y) ∈ A) = P (x < X ≤ x + dx, y < Y ≤ y + dy) = f(x, y)dxdy. Овде имамо два догађаjа,
E1 и E2, коjи одговараjу да тачка падне у поjасе A1, x < X ≤ x + dx и A2, y < Y ≤ y + dy.
Користећи формулу за производ два догађаjа, добиjамо:

f(x, y)dxdy = P (x < X ≤ x+ dx)P (y < Y ≤ y + dy|x < X ≤ x+ dx)

= P (y < Y ≤ y + dy)P (x < X ≤ x+ dx|y < Y ≤ y + dy),
(Б.44)
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f(x, y)dxdy = fX(x)dxf(y|x)dy = fY (y)dyf(x|y)dx. (Б.45)

Условне густине износе

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
, (Б.46)

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
. (Б.47)

Треба напоменути да jе условна густина f(y|x) функциjа y, а x jе параметар расподеле.

Б.9.3 Независне случаjне променљиве

Две случаjне променљиве X и Y су независне ако jе f(x|y) = fX(x) и f(y|x) = fY (y)

(за непрекидне променљиве) или P (X = xi|Y = yj) = P (X = xi) и P (Y = yj|X = xi) =

P (Y = yj) (за дискретне променљиве). У том случаjу jе f(x, y) = fX(x)fY (y)(за непрекидне
променљиве) или pij = pipj (за дискретне променљиве). Такође важи факторизациjа функциjе
расподеле F (x, y) = FX(x)FY (y). Независне случаjне променљиве нам умногоме олакшаваjу
израчунавање особина случаjних променљивих, што ћемо убрзо видети.

Пример Б.15. Положаj тачке у дводимензионалном простору (X, Y ) jеднако jе вероватан
унутар а) квадрата странице a; б) круга полупречника a, центрираних у координатном
почетку. Одредимо маргиналне и условне расподеле случаjних променљивих X и Y . Да
ли су случаjне променљиве X и Y независне?

Решење: а)
y

0 x

a
2

a
2

a
2

a
2

-

-

Слика Б.14. Квадрат странице a.
Густина бивaриjатне расподеле износи

f(x, y) =

{
1
a2

|x| ≤ a
2
, |y| ≤ a

2
,

0 остало.

Маргиналне расподеле су

fX(x) =


1
a2

a
2∫

−a
2

dy = 1
a

|x| ≤ a
2
,

0 остало.
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fY (y) =


1
a2

a
2∫

−a
2

dx = 1
a

|y| ≤ a
2
,

0 остало.

.

Условне расподеле jеднаке су

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{
1
a

|y| ≤ a
2
,

0 остало,

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=

{
1
a

|x| ≤ a
2
,

0 остало.

Дакле, f(x, y) = fX(x)fY (y), случаjне променљиве X и Y су независне.
б)

y

0 x

a

a

aa-

-

Слика Б.15. Круг полупречника a.
Густина бивaриjатне расподеле износи

f(x, y) =

{
1

πa2
x2 + y2 ≤ a2,

0 остало.

Маргиналне расподеле су

fX(x) =


1

πa2

√
a2−x2∫

−
√
a2−x2

dy = 2
√
a2−x2

πa2
|x| ≤ a,

0 остало,

fY (y) =


1

πa2

√
a2−y2∫

−
√

a2−y2

dx =
2
√

a2−y2

πa2
|y| ≤ a,

0 остало.

Условне расподеле jеднаке су

f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{
1

2
√
a2−x2 |y| ≤ a,

0 остало,
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f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=


1

2
√

a2−y2
|x| ≤ a,

0 остало.

Дакле, fX(x)fY (y) =
4
√

(a2−x2)(a2−y2)

π2a4
̸= f(x, y), случаjне променљиве X и Y су зависне.

Б.10 Броjчане карактеристике расподеле вероватноће

Често не знамо или не можемо да одредимо (густину) расподеле вероватноће случаjне
променљиве, него можемо одредити само неколико броjева коjи карактеришу ту расподелу.
Ти броjеви се могу поделити у две групе: они коjи описуjу центар нагомилавања вредности
случаjне променљиве и они коjи описуjу опсег растурања вредности око тачке нагомилавања.

Б.10.1 Карактеристике центра нагомилавања

Мод jе наjвероватниjа вредност случаjне променљиве (она вредност за коjу густина рас-
поделе има максимум). Постоjе унимодалне (jедан максимум) и мултимодалне (више макси-
мума) расподеле, слика Б.16.

f

x

f

x

a) б)

1 2 3x x x x
mod mod mod mod

Слика Б.16. а) Унимодална и б) Мултимодална густина расподеле.

Средња (очекивана) вредност ⟨X⟩ случаjне променљиве X, представља тачку нагоми-
лавања вредности X коjа не мора одговарати моду расподеле. Она се израчунава на следећи
начин:

⟨X⟩ =


n∑

i=1

xipi дискретни случаj,
∞∫

−∞
xf(x) dx непрекидни случаj.

(Б.48)

Маргинална расподела увек може да се представи као средња вредност условне расподеле,

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y) dy =

∞∫
−∞

f(x|y)fY (y) dy = ⟨f(x|y)⟩Y , (Б.49)

где jе условна расподела f(x|y) = δ(x− y).
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Средња вредност jе специjални случаj k-тог момента око координатног почетка
(обичног момента) за k = 1. За остале вредности k, обични моменти износе:

mk = ⟨Xk⟩ =


n∑

i=1

xk
i pi дискретни случаj,

∞∫
−∞

xkf(x) dx непрекидни случаj.
(Б.50)

Дефинициjу обичног момента можемо уопштити на случаjни вектор (X, Y ):

mkl = ⟨XkY l⟩ =


n∑

i=1

m∑
j=1

xk
i y

l
jpij дискретни случаj,

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xkylf(x, y) dx dy непрекидни случаj.
(Б.51)

У случаjу k = 0 или l = 0 моменти се редукуjу на момент маргиналне расподеле за промен-
љиве Y или X.

Особине средње вредности су (C jе константа):
1. ⟨C⟩ = C;
2. ⟨CX⟩ = C⟨X⟩;
3. ⟨X1 +X2⟩ = ⟨X1⟩+ ⟨X2⟩;
4. ⟨X1X2⟩ = ⟨X1⟩⟨X2⟩ ако су X1 и X2 независне случаjне променљиве.

Пример Б.16. Случаjна тачка jе равномерно распоређена на а) кругу, б) лопти полупреч-
ника a. Наћи средњу вредност растоjања тачке од центра. Колико она износи када броj
димензиjа иде у бесконачност?

Решење: a) Густина расподеле случаjне тачке у кругу jе:

f(x, y) =

{
1

a2π
x2 + y2 ≤ a2,

0 остало.

y

0 x

(x,y)

a

a

Слика Б.17. Случаjно изабрана тачка у кругу полупречника a.
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Растоjање тачке од центра jе R =
√

x2 + y2. Средња вредност растоjања износи:

⟨R⟩ =
∫∫
круг

√
x2 + y2f(x, y) dx dy =

∫∫
круг

r
1

a2π
rsinθ dr dθ

=
1

a2π

2π∫
0

sinθ dθ

a∫
0

r2 dr =
2a

3
.

Овде смо искористили поларне координате да решимо интеграл.
б) Густина расподеле случаjне тачке у лопти износи:

f(x, y, z) =


1

4
3
πa3

x2 + y2 + z2 ≤ a2,

0 остало.

y

0 x

(x,y,z)

a

a

z

a

Слика Б.18. Случаjно изабрана тачка у лопти полупречника a.

Растоjање тачке од центра лопте jеднако jе R =
√

x2 + y2 + z2, а средња вредност
растоjања jе:

⟨R⟩ =
∫∫∫
лопта

√
x2 + y2 + z2f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
лопта

r
1

4
3
πa3

r2sinθ dr dθ dφ

=
1

4
3
πa3

2π∫
0

dφ

π∫
0

sinθ dθ

a∫
0

r3 dr =
3a

4
.

Интеграл смо решили користећи сферне координате. Ниjе тешко уочити на основу дво-
димензионалног и тродимензионалног случаjа да jе за n-димензионалну лопту, средње
растоjање тачке од центра лопте ⟨R⟩ = na

n+1
, што даjе граничну вредност lim

n→∞
⟨R⟩ = a.

Оваj разултат, да jе средње растоjање насумично изабране тачке са униформном густи-
ном расподеле у n-димензионалноj лопти jеднако полупречнику лопте, указуjе да се скоро
све тачке налазе на површи лопте, као што смо добили разматраjући пример у вези са
запремине лопте (видети одељак А.5).
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Б.10.2 Карактеристике опсега растурања

Растурање вредности случаjне променљиве око средње вредности дато jе k-тим централ-
ним моментом:

µk = ⟨(δX)k⟩ = ⟨(X − ⟨X⟩)k⟩ =


n∑

i=1

(xi − ⟨X⟩)kpi дискретни случаj,
∞∫

−∞
(x− ⟨X⟩)kf(x) dx непрекидни случаj.

(Б.52)

Други централни момент назива се вариjанса (дисперзиjа) и jеднак jе очекиваноj вредно-
сти квадрата грешке (флуктуациjе) δX = X − ⟨X⟩,

var(X) = µ2 = ⟨(δX)2⟩ = ⟨(X − ⟨X⟩)2⟩ = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2, (Б.53)

тj. µ2 = m2 − m2
1 = σ2, σ jе стандардно одступање. Сличне релациjе постоjе између цен-

тралних и обичних момената вишег реда.
За случаjни вектор (X, Y ) можемо дефинисати централне моменте као

µkl = ⟨(X − ⟨X⟩)k(Y − ⟨Y ⟩)l⟩. (Б.54)

Ковариjанса jе централни момент µ11:

cov(X, Y ) = µ11 = ⟨(X − ⟨X⟩)(Y − ⟨Y ⟩)⟩ = ⟨XY ⟩ − ⟨X⟩⟨Y ⟩. (Б.55)

Корелациjа две случаjне променљиве X и Y дефинише се као

ρXY =
cov(X, Y )√
var(X)var(Y)

. (Б.56)

Она показуjе степен линеарне зависности случаjних променљивих X и Y . Узима вредности
−1 ≤ ρXY ≤ 1, тако да вредности 1 и −1 одговараjу потпуноj линеарноj зависности (Y =

b + aX, a > 0) и антизависности (Y = b − aX, a > 0), док вредност 0 одговара одсуству
линеарне зависности (могуће jе да постоjи нелинеарна зависност).

Б.11 Трансформациjа случаjне променљиве

Случаjна променљива Y = g(X) назива се трансформациjом случаjне променљи-
ве X, где jе g нека функциjа. Интересуjе нас да одредимо расподелу вероватноће за Y . У
дискретном случаjу, расподела jе дата следећим изразом:

P (Y = yi) = P (g(X) = yi) = P ({x|g(x) = yi}) = P (x ∈ g−1(yi)). (Б.57)

Дакле, потребно jе наћи све вредности x коjе функциjа g пресликава у вредност yi и сабрати
њихове вероватноће. У случаjу непрекидне случаjне променљиве X, постоjе три корака за
налажење густине расподеле случаjне променљиве Y :

1. за свако y наћи скуп Ay = {x|g(x) ≤ y}, слика Б.19,
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y

x

g(x)

Слика Б.19. У првом кораку трансформациjе случаjне променљиве, потребно jе наћи скупове
Ay, jер функциjа не мора бити монотона.

y

0 x

y

0 x

y y

x x

y=g(x)
y=g(x)

a) б)

Слика Б.20. а) Монотоно растућа и б) Монотоно опадаjућа функциjа g(x).

2. наћи функциjу расподеле FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P ({x|g(x) ≤ y}) =∫
Ay

f(x) dx,

3. густина расподеле износи fY (y) =
dFY (y)

dy
.

Када jе g монотоно растућа или опадаjућа функциjа (слика Б.20), онда jе

FY (y) = P (g(X) ≤ y) =

{
P (X ≤ g−1(y)) = FX(g

−1(y)) растућа,

P (X ≥ g−1(y)) = 1− FX(g
−1(y)) опадаjућа.

Стога jе густина расподеле

fY (y) =

{
f(g−1(y))dg

−1(y)
dy

растућа,

−f(g−1(y))dg
−1(y)
dy

опадаjућа.

Ова два случаjа могу се представити преко jедне jедначине:

fY (y) = f(g−1(y))

∣∣∣∣dg−1(y)

dy

∣∣∣∣ = fX(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ . (Б.58)

Израз за трансформациjу случаjне променљиве може се добити помоћу делта функци-
jе. Искористимо jедначину Б.49 коjа представља маргиналну расподелу као средњу вред-
ност условне расподеле. У случаjу трансформациjе променљиве, условна расподела износи
f(y|x) = δ(y − g(x)). Тада jе трансформисана густина расподеле

fY (y) =

b∫
a

fX(x)δ(y − g(x)) dx, (Б.59)
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где су границе интеграциjе одређене границама интервала на коjем jе X дефинисана. Тада се
границе на коjима jе дефинисана Y одређуjу из неjеднакости a < g−1(y) < b. Ако искористимо
израз за делта функциjу са сложеним аргументом А.19, добиjамо:

fY (y) =

∫
fX(x)

∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
dx =

∑
i

fX(xi)∣∣ dy
dx
(xi)

∣∣ , (Б.60)

где су xi решења jедначине g(x) = y.
Размотримо дводимензионални случаj. Желимо да трансформишемо случаjни вектор (X1, X2)

на вектор (Y1, Y2) помоћу биjективне трансформациjе Y1 = g1(X1, X2) и Y2 = g2(X1, X2), чиjа
jе детерминанта jакобиjана |J |. Тада jе трансформисана бивариjатна расподела дата изразом:

f(y1, y2) = f(x1, x2)|J | = f(g−1
1 (y1, y2), g

−1
2 (y1, y2))

∣∣∣∣∂(x1, x2)

∂(y1, y2)

∣∣∣∣ . (Б.61)

Пример Б.17. Нека jе дата расподела вероватноће случаjне променљиве X:

X =

{
−2 −1 0 1 2
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5
.

}
Наћи расподелу вероватноће за Y = X2.

Решење: Размотримо коjе вредности узима Y :

xi −2 −1 0 1 2

yi 4 1 0 1 4

pi
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

Потребно jе сабрати све вероватноће коjе су повезане са истом вредношћу yi:

Y =

{
0 1 4
1
5

2
5

2
5

}

Пример Б.18. Случаjна променљива X има густину расподеле fX(x) =
1√
2π
e−x2 на опсегу

−∞ < x < ∞. Одредити густину расподеле за Y = X2.

Решење: Функциjа y = x2 ниjе монотона на −∞ < x < ∞. Затим, Ay = {x|x2 ≤ y}, тако
да су вредности x ограничене на −√

y ≤ x ≤ √
y за свако y > 0. У оквиру тих вредности

треба интегралити густину расподеле fX(x),

FY (y) =

√
y∫

−√
y

1√
2π

e−x2

dx = FX(
√
y)− FX(−

√
y).
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y

0 x-

y=x
2

y

y

y
1
2

1
2

Слика Б.21. Функциjа y = x2.

Оваj интеграл нема аналитички облик и зато користимо функциjу FX(x). Извод те
функциjе даjе густину трансформисане расподеле:

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

fX(
√
y)

2
√
y

−
fX(−

√
y)

−2
√
y

=
e−y

√
2πy

, (Б.62)

за y > 0.
Решимо сада оваj пример користећи делта функциjу. Потребна су нам решења jедначи-

не y = x2, коjа износе y =
√
x и y = −

√
x. Извод

∣∣ dy
dx

∣∣ jе jеднак 2x. Густина трансформисане
расподеле добиjа се из jедначине Б.60:

fY (y) =
1√
2π

(
e−y

2
√
y
+

e−y

2
√
y

)
=

e−y

√
2πy

. (Б.63)

Расподела jе дефинисана на интервалу −∞ <
√
y < ∞, тj. y > 0.

Постоjи важна последица трансформациjе непрекидне случаjне променљиве. Пошто гу-
стина расподеле трансформисане случаjне променљиве садржи детерминанту jакобиjана транс-
формациjе, то она не мора да има исти математички облик као оригинална случаjна промен-
љива. Тако ако трансформишемо униформну густину расподеле нелинеарном трасформаци-
jом, добиjамо густину расподеле коjа ниjе униформна. Униформна расподела по фреквенци-
jама ниjе униформна расподела по таласноj дужини. У специjалном случаjу, може се десити
да jе детерминанта jакобиjана трансформациjе координата jеднака jединици и тада транс-
формациjа не мења расподелу. То се дешава са координатама и импулсима у различитим
временским тренуцима у Хамилтоновоj механици, што jе било пресудно за развоj статистич-
ке термодинамике.

Ако jе Y = g(X), трансформациjа случаjне променљиве X, онда jе

⟨Y ⟩ = ⟨g(X)⟩ =


n∑

i=1

g(xi)pi дискретни случаj,
∞∫

−∞
g(x)f(x) dx непрекидни случаj.

(Б.64)

Ова теорема нам омогућуjе да одредимо средњу вредност трансформисане случаjне промен-
љиве тако што ћемо избећи одређивање расподеле случаjне променљиве Y . Такође, можемо
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одредити очекивану вредност за трансформациjу Z = g(X, Y ):

⟨Z⟩ = ⟨g(X, Y )⟩ =


n∑

i=1

m∑
j=1

g(xi, yj)pij дискретни случаj,
∞∫

−∞

∞∫
−∞

g(x, y)f(x, y) dx dy непрекидни случаj.
(Б.65)

Ова средња вредност се често користи у статистичкоj термодинамици.

Б.12 Специjалне случаjне променљиве

Постоjи бесконачно много различитих случаjних променљивих. Ипак, у применама се
често наилази на неколико случаjних променљивих чиjе особине jе пожељно знати.

Б.12.1 Дискретне случаjне променљиве

Дискретна униформна расподела има исте вероватноће за све вредности случаjне про-
менљиве X. За дати цео броj n, расподела вероватноће износи

P (X = x) =
1

n
, (Б.66)

за x = 1, 2...n. Средња вредност и вариjанса расподеле су n+1
2

и n2−1
12

. Пример случаjне про-
менљиве са дискретном униформном расподелом jе случаjна променљива коjа одговара до-
биjеном броjу у бацању коцкице.

Бернулиjева расподела се поjављуjе у експерименту са два могућа исхода (неки догађаj
се одиграо или се ниjе одиграо). Случаjна променљива X узима вредности 1 ако се догађаj
одиграо, са вероватноћом p, и 0 ако се ниjе одиграо, са вероватноћом 1 − p, 0 ≤ p ≤ 1.
Расподела вероватноће Бернулиjеве случаjне променљиве износи

P (X = x) = px(1− p)1−x, (Б.67)

x = 0, 1. Средња вредност и вариjанса расподеле су p и p(1 − p). Случаjна променљива
повезана са реализациjом догађаjа у коме бацање коцкице даjе броj већи од четири има
Бернулиjеву расподелу.

Биномна расподела вероватноће односи се на случаj понављања експеримента са два до-
гађаjа n пута, а реализациjе експеримента су међусобно независне. Тада jе случаjна промен-
љива X, коjа броjи реализациjе експеримента у коjем се догађаj одиграо, jеднака збиру Бер-
нулиjевих случаjних променљивих Xi за свако извођење експеримента, X = X1+X2+ ...+Xn.
Пошто постоjи

(
n
x

)
начина да се позитивно реализуjе x експеримената од n, расподела веро-

ватноће за биномну случаjну променљиву X износи

P (X = x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, (Б.68)
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x = 0, 1, 2 ... n. Средња вредност и вариjанса биномне расподеле могу се добити из збира
Бернулиjевих случаjних променљивих, коjе су независне. Средња вредност износи np, а вари-
jанса jе jеднака np(1− p). Пример биномне расподеле jе случаjна променљива коjа jе jеднака
броjу добиjених броjева већих од четири у десет бацања коцкице.

Мултиномна расподела вероватноће jе мултивариjатна верзиjа биномне расподеле. Она
одговара случаjном вектору X = (X1, X2...Xm), од коjих k-та компонента представља слу-
чаjну променљиву коjа броjи реализaциjе догађаjа Ak, коjи се одиграо са вероватноћом pk.
Догађаjи су међусобно искључиви и чине потпун простор стања. У свакоj реализациjи ек-
сперимента, ако се догађаj Ak одиграо, Xk се увећава за jединицу. Ако се у n независних
реализациjа експеримента догађаj Ak одиграо xk пута, онда jе расподела вероватноће jеднака

P (X1 = x1, X2 = x2...Xm = xm) =

(
n

x1 x2 ... xm

)
px1
1 px2

2 ...pxm
m (Б.69)

уз услов x1 + x2 + ... + xm = n. Маргиналне расподеле вероватноћа за сваку компоненту
су биномне расподеле, што значи да jе средња вредност сваке компоненте jеднака npi, а
вариjанса износи npi(1 − pi). Пример мултиномне расподеле jе случаjна промињива, коjа
броjи извучене беле, црне и плаве куглицe из кутиjе са по десет белих и црних, и пет плавих
куглица. У сваком извлачењу узима се jедна куглица и одмах враћа у кутиjу, а експеримент
се понавља двадесет пута.

Геометриjска расподела вероватноће описуjе броj реализациjа експеримента до прве по-
jаве жељеног догађаjа. Ако jе p вероватноћа да се догађаj одигра, а 1 − p да се не одигра и
ако су реализациjе експеримента независне, онда jе расподела вероватноће

P (X = x) = p(1− p)x−1, (Б.70)

x = 0, 1, 2.... Средња вредност и вариjанса расподеле су 1
p

и 1−p
p2

. Пример случаjне променљиве
са геометриjском расподелом jе броj бацања коцкице до прве поjаве броjа шест.

Пуасоновa расподелa вероватноће са параметром λ > 0 износи

P (X = x) = e−λλ
x

x!
, (Б.71)

x = 0, 1, 2 ... Средња вредност и вариjанса имаjу исту вредност, коjа jе jеднака параметру
λ. Она се користи да опише броj случаjних догађаjа коjи се одиграваjу у неком интервалу
времена ако се догађаjи одиграваjу константном брзином и временски независно од прет-
ходног одигравања. Може се користити и за броjање ретких догађаjа у неком простору. На
пример, броj радиоактивних честица коjе стижу на детектор у неком интервалу времена има
Пуасонову расподелу.

Б.12.2 Непрекидне случаjне променљиве

Униформна густина расподеле дефинисана jе на интервалу [a, b] и износи

f(x) =
1

b− a
. (Б.72)

165



Средња вредност и вариjанса расподеле су a+b
2

и (b−a)2

12
. Њена мултивариjантна верзиjа за

n-димензионални случаjни вектор (X1, X2...Xn) дефинисан у области A jеднака jе

f(x1, x2...xn) =
1

мера области А
. (Б.73)

Већ смо се срели са униформном густином дефинисаном на квадрату или кругу.
Експоненциjална расподела за параметар λ > 0 има облик

f(x) =
1

λ
e−

x
λ , (Б.74)

x > 0. Она описуjе време чекања између ретких догађаjа чиjи броj у неком интервалу jе
описан Поасоновом расподелом, рецимо време чекања између оглашавања Гаjгеровог броjача.
Средња вредност и вариjанса расподеле су 1

λ
и 1

λ2 .
Гаусова (нормална) расподела има густину расподеле jеднаку

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−m1)

2

2σ2 , (Б.75)

−∞ < x < ∞, при чему су m1 и σ средња вредност и стандардно одступање расподеле. Она
се веома често поjављуjе у применама и зато jе прозвана нормална расподела.

Под одређеним граничним условима, расподеле неких специjалних случаjних променљи-
вих могу се претворити у расподеле неких других специjалних случаjних променљивих.

Пример Б.19. Суд запремине V садржи N молекула идеалног гаса. Изабрани мали део те
запремине v садржи n молекула. а) Наћи расподелу вероватноће P (X = n), б) показати
да, када су N и V велики, онда P (X = n) постаjе jеднако Пуасоновоj расподели, в)
показати да, када су N и n велики, онда P (X = n) постаjе приближно jеднако Гаусовоj
расподели.

Решење: а) Вероватноћа да се jедан молекул нађе у запремини v износи p = v/V . Сваки
молекул може, али и не мора бити у запремини v. Пошто jе гас идеалан, вероватноћа да се
неки молекул нађе у запремини v не зависи од осталих молекула. Стога jе броj молекула
у запремини v дат биномном расподелом P (X = n) =

(
N
n

)
pn(1− p)N−n.

V

v

Слика Б.22. Област запремине v у суду запремине V .

б) Ако jе V велико, онда jе p = v/V мало, тj. jако jе мала вероватноћа да се неки
молекул нађе у запремини v. Производ великог N и малог p jе броj λ = Np. Из тог израза
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добиjамо p = λ/N и

P (X = n) =
N !

n!(N − n)!

(
λ

N

)n(
1− λ

N

)N−n

=
N(N − 1)...(N − n+ 1)

n!

λn

Nn

(
1− λ

N

)N (
1− λ

N

)−n

.

Размотримо шта се дешава када N → ∞:

lim
N→∞

N(N − 1)...(N − n+ 1)

Nn
= 1,

lim
N→∞

(
1− λ

N

)N

= e−λ,

lim
N→∞

(
1− λ

N

)−n

= 1.

Стога jе P (X = n) = λn

n!
e−λ. Приметимо да jе λ = Np средња вредност биномне расподеле.

V

v

Слика Б.23. Област веома мале запремине v у суду запремине V .

в) Употребљавамо Стирлингову апроксимациjу за факториjел lnN ! ≈ N lnN − N , тj.
N ! ≈ eN lnN−N . Његовом заменом у биномну расподелу добиjамо

P (X = n) = eg(N),

g(n) = N lnN − (N − n)ln(N − n)− nlnn+ nlnp+ (N − n)ln(1− p).

Искористимо, као у апроксимациjи, превоjне тачке да развиjемо функциjу g(n) у Теjлоров
ред око максимума. Први извод jеднак jе g′(n) = ln(N−n)−lnn+lnp−ln(1−p). Максимум
се налази у тачки n0 = Np. Други извод износи g′′(n) = −N

n(N−n)
. Заменом Теjлоровог

развоjа функциjе g(n) налазимо

P (X = n) = eg(n0)+
1
2
g′′(n0)(n0−n)2+... ≈ Ce−

(Np−n)2

2Np(1−p) .

Та расподела одговара Гаусовоj са средњом вредношћу Np и стандардним одступањем√
Np(1− p) (коjе су исте као код биномне расподеле).
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