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I1pearosop

Vioernnk Cmamucmuyura mepmodunamura HaMereH je crynentuma Pakysirera 3a UMUKy
XeMujy Koju ciyiajy kypc CraTuctuydke TePMOJMHAMUKE MaJja MOKe OUTU OJI KOPUCTU, HAJIaM
ce, ¥ OCTaJIUM YMTAOIMMa 3aNHTEPECOBAHUM 3a Pa3yMeBathe OBe 00JIacTu. YIIOEHUK je HalllucaH Ha
OCHOBY TIpeJlaBarba Koje je ayTop JIp:Kao JIyxKe oji jeceT rojuna Ha Pakynarery 3a (pU3MIKY Xe-
Mmujy. [IpuHIEn Koju je KOpUCTHO Ha IpejaBamuMa, Ja CTyJIeHTH Tpeba Ja mpohy Kpo3 m3Boherma
pa3/IMuUTUX KOHIIENATa, aJli Jla je pelllaBarbe 3ajaraka CYIITUHCKO 32 pasyMeBaibe MarTepuje, Ta-
KoDe je mpuMeHno y mucarmy oBor yiioenuka. Muorobpojuu npuMepu 3HaTHO OJIAKINABAjY YCBajarbhe
arncrpakTHuX Tema Crarmcruyke TepMoimHamuke. Hampeanuje teme, 3a Koje je MOTpeOHO BHIIE
BpEMeHa 3a CaBJIa/laBarbe, O3HAYEHE CY 3BE3/UIOM y YIIOCHUKY.

VibeHnK cajp:Ku cellaM TOrJIaB/ba U JBa JojarKa. 1IpBo moriassbe goHOCH KpPaTKU yBOJ O
CTATUCTUYIKO] TEPMOJIMHAMUII U jeITHOCTABAH IPUMED KOjU OC/IMKaBa iheHe riiaBHe uieje. Ipyro
MIOTJIABJHE OJHOCH Ce Ha T0jMOBE U3 TEPMOJIMHAMUKE KOJU Cy MOTPEOHU 3a CaBJIa aBarbe KaCHUJIX
nornaesba. Crynentn Pakynrera 3a GU3MIKY XeMUjy Cy ce Cpejir, KpO3 MPeTXOHE KypCeBe U3
TepmounamuKke, ca MHOTUM, ajIil HE ¥ CBUM IIOjMOBUMAa KOju ¢y faru. [lomenyTo mornassbe ciyKu
Jla ce OHHU IoJiceTe I'paJiuBa U3 paHujux Kypcesa Tepmommnamuke. Tpehe mornasrbe ofmocu ce
na MaxkcBesioBy pacmojiesry Op3uHa, Koja je Takohe 1mo3Hara CTYJIeHTUMa U3 MPETXOIHUX KYyPCeBa.
HoBe ma 0BOM Kypcy €y CTATHCTHYKE ITPETIIOCTABKE HA KOjUMa Ce OBa PACIIOJesia 3acCHUBA, KAo U
HeKe herne ocobune. YeTBPTO MOTJiaB/be OJIHOCU Ce Ha METOJ HajBepOBaTHHje pacliojielie, y KojeM
Cy TpeJicTaB/beHe ujeje Koje he ce y Ja/pbuM MOIIaB/bIMa JleTa/bHuje pasMaTpaTu. [leTo moriasme
ojiHoCcH ce Ha MeTojt ancambira. OHO caJIp:KU CTATUCTUYIKE OCHOBE METOJIa, Kao U IpUMepe Hajuerhe
kopuriihenux ancambasa. [llecto u ceamo noraBsbe cajpzke IPUMEHE IPETXO/HO MPEJICTAB/HEHUX
ujeja Ha wiaeasHe u peajHe cucteme. OBa MONJIaB/ha Cy MOCEOHO OUTHA jep ce MHOTH PEe3y/ITaTH
oJlaT/ie KOPUCTe KacHUje Ha JIPYTUM KypceBuMma. lIpBu jlogarak cajpKu MareMaTudke pyHKIHje
U alpOKCUMaIlije Koje ce 4ecTo Kopucre y Kmbusu. Ipyru jonarak jiaje npersies BepoaTHohe.

AyTop ayryje BeluKy 3axBaJIHOCT pelieH3eHTHMa ylbeHuka, npod. ap Mwurenu Ilerkosuh u
upod. np Cywnuunu EsezoBuh-Xanuh na MHOroOpojHUM cyrecTHjaMa Koje Cy 3HATHO IOIPABUJIE
KBaJINTET TEKCTa U jacHOhy m3jarama marepuje. [loceOHo nm je 3axBajiaH Ha CaBETHMA KAKO JI&
IPUJIArO/IM TEKCT TaKO Jla IUTaolnMa MaTepuja Oyje Jjakina 3a capialhuBame. AyTop ce, Takobe,
zaxBasbyje JIykn [lerkoBuhy Ha KOMeHTapuMma.

Ayrop
Beorpaj, centembap 2025. 1.

v



I'maBa 1

YBoa

Kako cy emnupwujcku omapehern, 3aKOHI TePMOINHA~
MUKE M3parkapajy NpUOJIMKHO U BEPOBATHO TIOHAIIIA~
b€ CUCTEMA Ca BeJIKUM Opojem vectunia. [Ipernusnunje
peveHo, U3parkapajy 3aKOHE MEXaHWUKE 32 TaKBe CHU-
cTeMe OHAKO KaKO ce IojaBibyjy Omhmma koja meMma-
jy dunohy meprieniiuje 3a IPOIEHY BEJUYUNHA KOje Ce
OJTHOCE HA TIOjeMHAYHE decTuile, Tj. buhuma koja He
MOTr'y TIOHABJBATHU CBOj€ €KCIIEPUMEHTE TOBOJHHO IECTO
Kako 0m mobmia OWI0 KakBe pe3y/arare OCUM OHHUX
HajBEPOBATHU)UX.

IL. B. T'u6e

TepmounamMuka je Teopujcka JUCIUILIMHA KOja ce 0aBU MPOydaBamhbeM MAaKPOCKOIICKUX TO-
cJieuIa MUKPOCKOIICKOT KpeTama Ha paBHOTEXKHA cTama MaTepuje. Iby je moryhe mpuMennTn
Ha OI'POMaH OPOj PA3TMINTHX CUCTEMA U T10jaBa, O]l arPEeraTHUX CTarba, CMEIa, XeMHIjCKUX PeaKIija
JIO €eJIEKTPOMArHeTHOI 3paverba, I1a YakK U [IPHUX pyia. TepMmopuHaMuka jaje Be3y usmely pasziim-
YUTUX, HAW3TJIE]] HETIOBE3aHUX OCOOMHA TTOCMATPAHOT CUCTEMA, Ka0 U OTPaHnYerha Koja Te ocoOuHe
Tpeba j1a 3aJI0BOJbe, aju HE jiaje HaYWH KaKO Te OCOOMHEe MOTY Jia Cce OJipeje, IITO IPEeJICTaB/ba
3HavYajaH HeJocTaTak. BpeaHocTn ocobWHa MOCMATPAHOD CHCTEMa MOTY ce JOOWTU eMITHPHjCKIM
IIyTeM, Tj. MEpPEIbeM Yy eKCHEePUMEHTY, WM U3PATyHATH MIPUMEHOM CTATUCTUYKE TEPMOJIMHAMUKE,
ITo je rpejMer oBe Kibure. [lojceTumo ce a je jenadnna crama pa3pehenor raca jjodujena Tako
ITO je ynorpeb/heHO HEKOJHMKO eMiupujckux 3akona (Bojm—Mapuoros, I'ej—/lucakos n [lapios
3aKOH) — by HEje 6uno Moryhe msBectn U3 caMe TepMOIMHAMUKE.

CraTucTUIKu MeTOJ y MpoydaBaiby MaTepuje MPBO ce M0jaBuo y OOJNKY KHHETHIKE Teopuje
YUjU je 3aJaTak OWo Jia omuiie ocobmHe paszpeheHux racoBa momohy Kperama jejnha MaTepuje—
aToMa M MOJIEKYJIa, IIpe Hero MmTO je caMo IMOCTojame aTtoMa ouio omrmre npuxpaheno. [Ipobaemu
Koju cy Beh 6mn jako you/bUBU Y KaJIOPHUjCKOj TEOPUjU TOILJIOTE Y BE3U Ca IpeTBaparmbeM MeXaHUd-
KOT' paJjia y TOILIOTY ITOCTAJIN Cy PelnBu y KuHeTu4Ikoj Teopuju. OHa je maBaja npeasuhama Koja
Cy ce cjarajia ca MepemuMa, IITO je /a0 UHJIUPEKTHY MOTBP/ly aToMCKOj Teopuju. Mmnak, 6mio
je morpedbHo ojipeheno BpeMme a ce U3 KUHETUUIKEe TeOPHje CTBOPU CTATUCTUYKA TEPMOJIMHAMUKA, Y
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Cauka 1.1. /Ipmame KyTuje JOBOJH JI0 TIpepaciojiesie KyTJInia.

caJtalmeM 00JIMKY, 3axBasbyjyhn pajosuma Makcsena, bosmvana, ['nbca, [lnanka, Ajamrajaa u
MHOT'UX JIPYTHUX ncTpaxkupada. Makcses je Ono 1mMpBU KOjU je YBeO BepOBaTHONY yMeECTO JAeTabHOT
pasmMaTpama MOJEKYJICKODI KpeTamha paspeheHor raca m jefgaH je ol 3adeTHUKa KHHETHUIKE Teo-
puje. BomMan je HacTaBuO paji Ha KMHETUYKO] TEOPHjU racoBa. baBmo ce HaUMHOM Ha KOjU ce
yCIIOCTaB/hba PABHOTEXKA Y Tacy MOMONY MOJIEKYJICKUX CyJapa U pas3joroM 3alllTo Tac He M3J1a3u U3
PABHOTEXKHOI' CTarba jeJHOM KaJI Jlocle y hera. KHTpomujy raca moe3ao je ca HajBepOBATHUJUM
MaKpOoCTarbeM IIPEKO jeHaunHe Koja je KacHuje Ha3BaHa BosvanoBa enTponujcka dhopmysta. ['ube
jé OCHHUBaY CTATUCTUIKE TEPMOJINHAMUKE y caalimbeM o0uKy. Hberos Mmeroa ancamoia mompaBuo
je HejlocTaTKe mpehalrmbuxX MeTo/Ia i JIOBOJBHO je YHUBEP3aJIaH Ja ce IPUMEHHN Ha OMJIO KOJU CUCTEM.

MNako craTucTMyKa TepMOAMHAMUKA MPYy2Ka yBUJ Y TEPMOJIMHAMUYKE OCOOMHE Ma-
Tepuje Ha OCHOBY Hh€He MOJIEKYJICKE CTPYKTYpe, IIITO OTBapa IIyT 3a MIUPOK CIEKTap IheHe
NpaKTUIHE MpUMeHe, oHa 00e30elyje MHOro BuIlle OJ] MPaKTHYHUX pe3yjTrara. Y OBOj KIbU3U Jla-
hemo o/iroBope Ha MUTamka 3aIlTo MOCTOJU MaJju OPOj MAKPOCKOIICKMX BEJIUYNHA KOje MOXKEMO JIa
MepPUMO, KaKO MOXKEMO TIOBe3aTH €HTPOIN]Y PABHOTEKHOI CTaiba M MOJIEKYJICKO KpeTarbhe, 3aIlTo
TepMOJIMHAMEKA Y CIEIjaJJHIM CIydajeBIMa UMa IoTeIkohe j1a mpeaBuan ocoOnHe MaTepuje, 3a-
IIITO MaTepuja UMa Pa3JIuduTe OCOOMHE Ha HUCKUM U BHCOKHUM TeMIlepaTypama U Ha MHOTa Jpyra
nutama. K/bydHo 3a pasymeBarbe OBUX IHUTarmba OWJIO je ca3Harbe Jla je MAaTEeMaTUIKO O0jalllrhe-
Ibe Be3e m3Mehy MUKPO M MaKpo CBeTa MaTeMaTHYKa BepoBaTHOhA M Jia ce MpobJeMu KOju Hac
HHTEPECYjy MOT'Y PEIIuTHA TOMONY CTaTHCTUYKOT MOJIEIA.

Kako 6ucmo crexkam mupy caumKy O 3Ha4ajy BepoBaTHONEe y CTATHCTHYKO] TEPMOIMHAMUII U
0 MHUKPO 1 MAaKpO BeJIMUMHAMa pa3MOTPUMO jeJHocTaBaH npumep. Heka mmamo kyrujy m N
KyDJuia y woj, cauka 1.1. CBaky Kyrmily MOXKeMo 03HauuTu 6pojem. AKo KyTHujy m100po mpojp-
MaMoO, KOJINKO KyTumiia he ce Hahu y j1eBoj nomoBunn KyTuje? McKkycTBO HaM roBopu Ja Taj Opoj
K moxke J1a ce Merba 0j1 jeJIHOT JIO JIPYror u3Boherba eKCIepUMeHTa, au jia, Kaja Opoj KyTJInia
HocTaHe jako BeJIMKH, oHja hie mpub/mkHo u3Hocutr N/2 Kyriura y JIeBOj MOJOBUHE KyTH]e.

bpoj kyrymma K y J1€BOj MOJIOBUHM ITPECTaB/ba, MAKPOCKOIICKY OCOOMHY Koja JiepuHuie ma-
KpocTame cucrema. /leta/bHu pacropeji cBake KyIVIMIE I10 MOJIOBUHAMA KyTHje IPEJICTaBIbha
KOH(bUrypanujy cucrema, Tj. MUKpOCTambe cucreMa. Ha mpumep, y ciaydajy mect KyTJIuIga,
MUKPOCTaibe cucreMa Moxke outu la, 24, 30, 40, 50, 60, e cy 4 U 0 0O3HaKe 3a JIEBY U JIECHY
MOJIOBUHY KyTHje. ¥ TOM CJIydajy, MakpocTame cucreMa usnocu K = 2. [lomro cmo 100po m3me-
maJim KyTrJIuiie, MoJ/Ije/IHAKO je BEpOBATHO Jia ce KyTJiniia Hahe y JieBOj U JIeCHO] IOJIOBUHU KyTHje,
P(a) = P(d) = % Beposarnoha mamazkema jeJHOr MIKPOCTarba y IIPETXOIHOM IPHUMEPY M3HOCH

11,11, 1.1 _ 1

P=35-5-5 5353 = 3 U CBa MUKpPOCTama UMajy MojjeJJHaKy BepoBaTHOhy. V¥ ciy4ajy

N kyrymmiia, BepoBaTHOha HAJIAXKEHa jeJHOI MUKpOCTama je P = QLN

JeaHoM MakpocTalby OJAroBapa BHUIII€ MUKPOCTamba, jep KYIVIUIE UMajy pa3aInvdnuTe O3Ha-



ke. Bepoarnoha jenor MmakpocTama jeJHaka je 30upy BepoBaTHONA CBIUX MUKPOCTAa KOja 00~
Bapajy TOM Makpocrarby. Tux MUKpocTarma nMa KOJIMKO U HaduHa Jia nzadepemo K ox N kyrmia,
(%) = #lff)” IITO IIpejIcTaB/ba OuHoMHu Koeduimjent. [lomTo cy ¢cBa MuKpocTama 110/1je THAKO
BEepOBATHA, BepoBaTHONAa MAaKpOCTarba U3HOCU QLN(%), TAKO JIa CYNITHHCKHA OHA 3aBUCH CAMO O]l
ounomuor koedunmjenTa. Bpegrnoctu koedurmjenara mory ce gqooutu u3 [lackanosor Tpoyria, y
KOMe je cBaku Opoj jeaHak 30upy JiBa Opoja W3 IMPETXOJHOr pejia M3HAJL Ihera, a UBHUIE TPOYIJIa

YBEK MMajy BPEHOCT jeIHAKY jeTUHUTIN.

[TackasoB Tpoyrao 3a IPBUX CeJaM PeJioBa; k-TH €JIEMEHT Y CBAKOM PeJly jeIHak je OMHOMHOM
KOeUIHjEeHTY (Z)

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

[Ipumernmo 11a ce HajBehe BpejaHOCTH OMHOMHOI KoeduimjeHTa 3a m3adpaHu OpPOj KyTJIHIA
HajIa3e Ha CpeJIMHM cBakor pejqa. Kako N pacrte, TMX HEKOJHMKO BpeaHOCTH he OMTH 3HAYajHE,
JIoK he ocTajie mMaTn 3aHeMap/bUBe BPEIHOCTH y ojHOocy Ha mwux. [lociaemumano, mocrojahe masm
Opoj MakpocTarma Koja UMajy BeJUKY BEpOBATHONY M BeJIMKU OPOj MAKpOCTama KOja MMajy MaJry
BepoBaTHONy. Moxke ce mMareMaTwdyKu MOKasaTu Jjia ce 3a Bequko N BepoBaTHOha MaKpocTarba
nperBapa y ['aycoBy pacrojieny jako Jokaiam3oBaHy oko Bpeasoctu N/2 (Bumeru npumep B.19),
IITO TIPEJICTaB/ba HajBEPOBATHUjEe MaKPOCTAE U OUEKUBAH OPOj KYIJIMIA Y JIEBO] ITOJIOBUHU KYTHje.
Y rpannvHoM ciiydajy, KaJjia 0poj KyTJInia TexKn OeCKOHATHOCTH, MAKPOCTaIbe KOje MMa BPETHOCT
N/2 nocraje TOJMKO BEPOBATHO Jia Ce OCTAJA MOTY 3aHeMapuTh. MaremMaTndku anapar morpeban
3a Taj J0Ka3 HaJa3u ce y pojarmma A u B.

[MITa Tpeba pasymern u3 oBor npumepa’ 3a CBaKU MOCMATPAHU CHCTEM MOXKEMO JePUHUCATH
MUKPO U MAKpO CTarbe. JeIHOM MAaKpPOCTalby OJI'0OBapa BEJIUKH OPOj MUKDPOCTarba, ajli He 3HAMO Y
KOM MHUKDPOCTalby Ce HaJa3W CUCTEM. YONIITe HUCMO Y3UMAJIM Yy OO3UP JAeTa/bHO KpeTarbe
KYyTIJIMIla TOKOM JIpMamka KyTHje, lbUXOBe MOoJIoXKaje U cyJape, HUTU HaM je Ta mHQOop-
Maruja 6usia mo3Hara. 3HaJIM CMO CaMO Ha KOju HAUMH MOXKEMO PacCIlOpeaNTH KyTJInuIe
y ZeJioBe KyTHje U MoApa3yMeBaJjl Ja ce CBakKa KYTJIMIIa MOXKe IOo/[je JHAKO BEepOBATHO
nahu y oba mesa. Mlmanmo jiBe Bpcre ocobmHA: OHE KOje 3aBUCE OJ] CBUX KyTUIHIa (Ha mpuMep 6poj
KYTJIHIA Y JIEBOM JIeJly KyTHje) U OHe OoCOOMHE Koje He 3aBHCe OJ] CBUX KyImia (Ha mpuMep Ja
mu he kyrauna 6poj jefan 6uTu ca JieBe crpaHe). 3a BequKd Opoj KyIUInIa, 0coOMHE KOje 3aBuce
OJ1 CBUX Kyriuna nMahe jeqHy BPeJTHOCT y3 3aHeMap/bUBa OJICTyIama, JOK he ocoOmHe Koje He
3aBHUCe O] CBUX KYIVIUIA UMATH BEJIUKU OPOj PA3JIMYUTUX BPEIHOCTH je€p CY OJCTYIama Ol jeJiHe
BpE/IHOCTHU 3HAaTHA. MaKpOCKOIICKe Be/IMYnHe IPUIIA/Iajy 1IPBOj BPCTH OCOOUHA.

Kmura je oprannzoBana Ha ciefiehn HaunH. [IpBo pasmarpaMo MaKpOKOODINHATE U PA3IUINTE
penpesenTalyje Makpocrama cucrema. Ciefieha Tpu moryaB/ba pasMaTpajy CTATHCTUIKE MOJIese



3ay3eTOCTH MUKpOCTama, nosazehn oy najjennocrasuujer MakcBesoBor Mojesna, npeko Bostva-
HOBOT' IIPUCTYTA, 1ma J0 ['mOcoBor Merojia amncambiia. Y cBakoM cjiejieheM MmoriaBiby J1ajeMo OCBPT
Ha IIPEeTXOJHN METO/ Ca CTaHOBUIIITAa HOBHUX I/I;[eja KOje N3J1a2KEMO. KH)I/IFa Ce 3aBpllaBa IIPUMEHOM
['ubcoBor meTosa Ha uzabpane cucreme. [IpBo he 6uTn n3/102KeHN je THOCTABHU CUCTEMHE, KOjU €€ Pe-
IaBajy moMoNy OJIOBKe U Ialupa U CJIyzKe HaM 3a jeJIHOCTAaBHY IIPUMEHY U IIPOBEPY CTATUCTUUKOT
metosa. [locieibe oraB/be OIHOCH ce Ha CHCTeMe MOJIEKY/a Koju MehycoOHO mHTeparyjy.



I'1aBa 2

MakpocrTama

Maiuue Koje He j100ujajy CBOje KpeTarme OJf TOIIOTEe
... MOT'Y ce TIpoydJaBaTl YaK U JIO0 CBOJUX HAJCUTHUjUX
Jietajba omohy mexaHwdke Teopwuje. ... CandHa Te-
opHja OYUIIEIHO je MOTPeOHA 3a TOILIOTHE MAaIHe.
Nmahemo je Tex kama 3akonu dpusuke OYIy JTOBOJHHO
IIPOIIUPEHN, TOBOJGHO YOIIIIITEHU 18 YHAIPE yIuHe
ITO3HATUM CBe edeKTe TOILIOTE KOoja JIe/yje Ha ompe-

bhenn mauwa Ha O6UIO KOje Teso.

H. JI. C. Kapmno

2.1 Mukpo n MakKpo KoopauHaTe

CBakyi MaKpPOCKOICKM (T€PMOAWHAMUYKN) CHCTEM IDEIyIITeH caMm cebn 6e3 CIOoJbHOT
nobyhusarma he mocsie msecHor Bpemena johu y (TepMOAMHAMUYKO) PABHOTEXKHO CTAlbe.
TepmomrHAMITYKA pAaBHOTE)Ka 00yXBaTa, MopeJ] MeXaHuIKe (0JCyCTBO MaKPOCKOIICKOT KpeTamba), I
TOIJIOTHY (OJICYCTBO IIPEHOCA TOIJIOTE) U XeMUJCKY PaBHOTEXKY (0JCYCTBO IpeHoca 6poja MoJIoBa
XEMUjCKUX BPCTa). PABHOTEXKHO CTame He 3aBHCH OJ] HAUMHA Ha KOJU je CHCTEM JIOIIA0 JI0 Hhera u
IberoBe ocobmHe He 3aBuce o BpemeHa. OBa JIpyra ocoOMHA PaBHOTEKHOI CTarba IIOBE3AHA je Ca
peJIaKCallMOHUM MPOIEeCUMa OJI'OBOPHUM 3a JIOCTu3ame paBHoTeke. OHU ce MOTY OJIUTPaBATH
HA PA3IMIUTHM BPeMeHCKUM ckajiama. OOMYIHO ce Op3u pesiakcarfoHu mporecu jorahajy Ha Bpe-
MeHMMa Koja cy MHOro kpaha o7 BpemeHa MakpoCKoOIcKor Mepema (7). Taja ce cucrem moHaria
Kao Jla je Y PaBHOTEXKU MaKO IIOCTOje CIIOPU IIPOIECH KOjH JOIII HUCY IOYeJH Jla ce OJUrpaBajy, jep
Cy IbUXOBA BpeMeHa ojurpasarma MHoro Beha oj 7. To HaMm yka3yje Jia paBHOTeXKHE OCOOMHE CH-
cTeMa MOTY 3aBUCUTH UMILTUITUTHO OJT BpEMEHa Meperba T MaKO ¢e OHO He IM0jaBJ/byje eKCILIUITUTHO
y TE€PMO/IMHAMUIIH.

Hageumo HEKOMKO TTpuMepa CUCTeMa U hUXOBUX PEIAKCAIMOHUX IIporieca. AKO CHIIAMO TO-
IJTy BOJLY y IIOJbY, MOXKEMO TPUMETUTH JIa UMaMO HEKOJIMKO peJIaKCAllMOHUX TIporieca: Xjaherme
BOJIE JI0 COOHE TeMIeparType (Tpex ~ 1 €aT), ncrapabarbe Boje (Tpex ~ 1 JaH) 1 cyOnmMaImjy mosbe
(Tpex > 1 rommma). JacuHo je Ja BpeMe Meperba MaKPOCKOIICKHX OCOOHIa TOT cucreMa oapebyje
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KOja paBHOTEXKHA WJIM HEPABHOTEXKHA CTamba IpoydaBamo. JIpyrm mpumep oJlHOCH ce Ha KOMAaJI
pyzne yparmjyma. Oapehenn m3orTomnnm ypaHHjyMa paclaiajy ce Ha Jpyre eJeMeHTe ca BPEMEHOM
oJTypaciajia oJ HeKOJMKO MUIJIMjapu TojnHa. AKO BPIINMO Mepema Ha CKalaMa KOje Cy MHOTO
kpahe, cucrem he ce monammaTn Kao Ja je y paBHoTexKu. Kolka kaTpana Ha KpahnMm BpeMeHCKUM
cKaJlaMa pearyje Kao UBpPCTO eJIaCTUYIHO TeJO, a Ha Jy:KUM cKaJlaMa Kao TedHocT. OcobuHe cTakia
jJOIII BUIIlE 3aBUCE O] BpEMEHA Y OJIHOCY Ha IpeTXo/He TpuMepe. KouBepsuja opTo u napa BOJIOHUKA
U3 jeJIHOT y JIpyru OOJIMK BeoMa je cropa 0e3 IMPUCYCTBa KaTaJIu3aTopa W Meperhe TOIJIOTHOT Ka-
naruTeTa IHUXOBE CMeIlle 3aBUCH OJ TOra Ja JIM je IpucyTaH Katajauzartop. Mnak, 3a Hajsehu 6poj
cucTeMa, OpP3U pesIaKCAITMOHM IIPOIECH Cy jaKo Op3u, a CIIOpU jaKo CIIOPHU, TAKO Ja 9eCTO MOXKEMO
3aHEMapUTH [IpobJIeMe Be3aHe 3a BpeMe Meperba MaKPOCKOIICKUX OCOOMHA.

MakpocKOIICKI CUCTEM CacTOju Ce OJ1 OIPOMHOTI Opoja decturia. Te dectuiie Mory OUTH CJIOKEHE,
Kao IITO Cy aTOMU W MOJIEKYJ/IU, 3aTUM eJIEeMEeHTapHe, Kao INTO Cy eJeKTPOHW U (DOTOHU, WJIH
KOJIEKTUBHE OCIIAJIAIje 1 KBa3W YeCTUIIE, Kao IITO Cy (DOHOHU, MYII/bUHE U eJIEKTPOHHU y MeTaJInMa.
Yecruie cucreMa HENMPeKUIHO ce Kpehy u cymapajy MeljycoOHO MaKo CHCTeM M3IJIea CTaTHIHO Yy
MakpocBery. Kpetame decTuria JOBOIU JI0 BeOMa MaIuX (QIYKTyalllja MaKPOCKOICKUX OCOOMHA,
KOje ce MOry OIasuTh caMo ypehajuma BHUCOKe pe3oJyiiuje. JacHo je jia BeJUKH OPoj FYecTHIia
3axTeBa BeINKN Op0j MUKPOKOOPAMHATA 3a OIHC BUXOBOI KpeTarba.

TepmoaunamMuyka paBHOTEXKA je OUcaHa MaJuM OpojeM MaKPOCKOIICKUX (PU3MIKUX BeJTUINHA,
Kao IITO Cy 3allpeMUHa U ITOBPIINHA, €JICKTPUIHA U MAarHeTHU JUIIOJTHU MOMEHT UId OPOj MOJIOBA
xemujckux Bpcra. CBU HABEJIEHN TIPUMEPH TIPEJICTAB/bajy T3B. eKCTEH3UBHE (a[UTUBHE) BEJINIMHE,
3a KOje BaxK# Jla je HhUXOBa BPEJIHOCT 38 HEKU CHUCTEM jeJiHaKa 30MpPy HHXOBUX BPEIHOCTH 3a Jie-
JIOBE OJI KOjux ce cucteM cactoju. Takse pusmyke BeJIMIUHE, KOje OIMUCYjy MaKPOCKOIICKO CTAIbe
cucreMa ¥ Koje cy aJuTuBHe, 38alileMo MAKpOCKOIICKe (TepMoguHAMUYKe) KoopauHare. bpoj
OBUX KOOpJIMHATa je MaJid, ajli HUje HaM YBEK yHaIpeJ IMo3HaT. 10 3ampaBo HHUje TBpheme, Hero
MPETIIOCTaBKa jep HBUXOB OPoj HaM He Mopa yBek O6utu nosnar. Kao mro cMo Bujien, iuxoB 6poj
MO2KE 3aBUCHUTH OJI BpeMeHa Meperba 7. Jla Jim KopucTumo J0BOJ/FHO KOOPAUHATA 33 OMUC TEPMOJIH-
HAMIIKE PABHOTEXKE, MOXKEMO YTBPIUTH caMo ImoMohy ekcrepuMeHTa. AKO ca m3abpaHIM CKYIIOM
MaKPOCKOIICKUX KOOP/IMHATa MOXKEMO IIPEIBUJIETH IIOHAIAEe CUCTEeMa y eKCIIEPUMEHTY, OHJa je
Taj O6poj JoBo/baH. Masu 6poj MAKPOCKOIICKMX KOOPUHATA [TOTUYE OJI TOTA IITO CY MAKPOCKOIICKA
Mepema Ipyba y OIHOCY Ha MPOCTOPHE W BPEMEHCKe CKaJle Ha KojuMa ce Kpehy wecruiie cucre-
Ma. MaKpocKoncka Mepema /ajy CJIIUKY YCPe/IHheHOT MUKPOCKOIICKOT KpeTama U CaMo
MaJim 6poj KoMOMHAIMja MUKPOKOOPANHATA MOXKe OMTU MaKPOCKOIICKHN OIa>KeH.

pyre Teopuje o MAKpOCBETY, KAO IITO CYy MEXaHUKa, TEOPHja eJIaCTUIHOCTH, eJIEKTPOCTaTUKA 1
MarHeTOCTAaTUKa, Takole KOPUCTe MAaKPOCKOIICKE KOOD/IMHATE, IJIe Cy OHE IIOBe3aHe ca 3aKOHUMAa
oap>kama ojapehennx peamunnaa. OHO IITO Cy HAM Te TeOpHje MoKa3aJe je Ja ce eHepruja MOKe
IIpEeHeTH MTPOMEHOM MaKpOCKOIICKUX KoopiamHaTa. Kas mobhe mo mpeHoca eHepruje yciier mpoMeHe
MEXaHMYKHUX KOODJMHATA (HIIP. 3alpeMUHa 1 TTOBpIInHa 32 (hJIynJie), TOBOPU Ce O MEXaHUIKOM PajLy
Kao OOJIMKY IIpeHoca eHepruje. XeMujcKu paJl je eHepruja mpeHera MpoMeHoOM Opoja MOJIOBa XeMHUj-
cKuX BpcTa. TepMoagmHaAMUKa ce, ¢ Apyre crpaHe, 6aBu MaKpPOCKOIICKUM IIOCJIeIUIlaMa
MUKPOCKOIICKINX KOOPJIMHATA KOje Ce He M0jaBJbyjy €KCIJIMIIUTHO y OMMUCY MAaKpPOCTama.
To mac 10BO/IM /10 aATEPHATUBHOT HAYMHA IMPEHOCA €HEPIHje Y OJIHOCY Ha MEeXaHWYKH WMJIA XEeMHUj-
CKU pa/i, KOjU ce Ha3uBa TOILIOTa. MaKpOCKOICcKa KOOpAnHaTa KOja je oBe3aHa TaKBUM ITPEHOCOM



eHepruje Ha3upa ce eHTponuja. OHa He MOTHYE O] 3aKOHA OJ[P2Karba HEKEe BEJIUYUNHE, HEr'O [TOCTOj
3001 OIPOMHOT OpOja MUKPOKOOP/IMHATA KOje HAM HUCY MaKPOCKOIICKHU JOCTYITHE.

Nurepakiuja uzmely cucreMa y TepMOIMHAMUINA OJIBUja Ce MPEKO 3UI0BA KOjU OI'PAHUYABA]Y
WM JIONYINTajy pasMeHy eKCTeH3MBHUX BeJMYnHA: aujabaTcKu (He JIOIYINTajy pasMeHy eHepri-
je), mujarepMastan (JOMyITajy pasMeHy eHepruje), MOKPeTHH (JOIyIITajy IPOMeHy 3alpeMuHe),
HOJIYIPOITYCTUBH (JIOIYINTajy PA3MEHy caMO HEKUX YeCTUIa), UTJ. YKOJIUKO jiolje J10 IpOMeHe orpa-
HUUema u3Mehy JieoBa cucrema, jjohu he 710 pazMene eKCTEH3UBHUX BeJIUYUHA U3MeDy jesioBa,
oITo he PE3YJITOBATH HOBUM BPEIHOCTHMa MaKPOKOOpAWMHATa CHUCTEMa Y PaBHOTEC2KU. Ha3OBI/IMO
cBaKM MOryhu CKyI MaKpOKOOpJIMHATA KOjU OM MOrao Ja OIHCYje PABHOTEXKHO CTaFbe CUCTEMA
BUPTYeJIHUM cTambeM cucreMa. OHJia ce perene mpodsieMa HajlaKera HOBOI PABHOTEXKHOT CTarba
ocJIe yKJambarba OrPpaHnverba y CHCTEMY CBOJIU HA HaJIaXKeHheé CTBAPHOI PABHOTEYXKHOT cTarma Mely
CBUM BUPTYEJHUM PABHOTEXKHUM cTambuMma. [Ipumernmo ja TepMogmHaAMUKa JI03BOJbaBa MOCTOja-
b€ CaMO jeJTHOT PABHOTEXKHOT CTamba cucreMa. Mnak, HerpectaHo MUKPOCKOTICKO KPETamhe IeCTUIIA
JA0BOAX JIO TOr'a Ja CUCTEM MO2KE Y HEKUM TpeHylnuMa Ia 6y):[‘e n 'y APYruM BUPTYEJIHUM CTalbHUMa.
3a cKopo CBe cucTeMe, Ta Jpyra JOCTYIIHA BUPTYE/IHa CTamha BeoMa cy OJincKa, jep ¢y duyKryalmje
BeoMa MaJje. 3aTO TepMOJMHAMUKA Jlaje UCIPaBHE Pe3yJiTaTe y CMUCIY Ja Cy OJCTyIalba OJf IhUX
3aHeMap/buBa. Jeaunu mzyserax je y Ojmsunn (pasHux mpesasa JIpyror peja kKaja sehu 6poj cra-
Iba IIOCTaHE JOCTYIIaH. CTaTI/ICTI/IqKa TepMO/JNHaMUKa he Tada JaTH KOPpEKTaH OIINC OCO6I/IHa TUX
CUCTEMA, 3a PA3JINKY O] TePMOITHAMUIKE.

2.2 OcHoBHA TepMOAMHAMMNYKA jeJTHATNMHA

[Tormrro crarucTUyka TEPMOJIMHAMUKA Jlaje HAYMH KAKO Jia ce M3padyHajy CBa PaBHOTEXKHA CTa-
Iba HEKOI' CUCTEMA, JI0 Kpaja OBOT IMOTJIaB/ba NeMo pa3zMaTpaTd pa3juduTe pPerpe3eHTalyje mpeKo
KOJUX Ce Ta CTarmba MOTY U3Pa3uTU. 3alpaBo, ca MPOOIEeMOM pelpe3eHTalje PABHOTEKHUX CTamba
CUCTEMa CMO Ce Cpejiu Ha paHujuM KypceBuma Tepmojnunamuke. [IpBu 3akoH TepMogumHAMUKE YC-
MIOCTABHO je jeTHAKOCT MpoMeHe (yHYTpAIllibe) eHepruje CucTeMa ca PaJoM KOjUu CHCTeM U3BPINU U
TOILIOTOM KOjy CHCTEM IIpejia OKOJIMHU. 3a ejleMeHTapHe rpoMene Baxku dF = dQ) + dWy. Y cuy-
Yajy MEXaHUIKOI' PaJia IMupema HeKor duiynia, ejqementapuu paj usunocu dWy, = —PdV | tue cy P
un V npurucak diyuga u 3anpemuna ¢uynaa. Anannza Kaproosor mukiyca mokasaja je jia eje-
MEHTapHU [PEHOC TOIIoTe (Y3 YCIOB jeJHAKOCTH TeMIIepaTypa pe3epBoapa W CHCTeMa) OJroBapa
npousBojy Temneparype (1) u eeMeHTaApHO] IPOMEHN MaKPOCKOICKe BeJIMdrHe Koja je Ha3BaHa
enrporuja (S), dQ = TdS. Kombunyjyhin ose jiBe jennaunne, HajmazuMo ja audepeHiujai eHep-
ruje purynsa uznocu dE = T'dS —pdV | 1j. enepruja je dpyHKIIUja €HTPOIINje U 3allPEMUHE CUCTEMA,
E = E(S,V). Enepruja duaynma, takohe, 3apucu u oj1 6poja MosoBa xemujcke Bpere, N (y oBoM
[IOTJIABJ/BY KOPUCTUMO O3HaKy N 3a O6pOj MOJIOBA, Y CTATUCTUYKOj TEPMOIUHAMUI KOPUCTHNEMO
3a N 6poj uecruna),

E=E(S,V,N). (2.1)

Ta jenmnaunna 30Be ce OCHOBHA TEPMO/IMHAMUWYKA jeTHAUNHA y €eHEPTrujCcKOj pernpe3eHTaliu-
ju. Ako HaM je OHa MO3HATA, CBE TEPMOIUHAMIIKE BEJIMINHE MOXKEMO OJIpeInTH n3 we. OCHOBHA
TEePMOJIMHAMHUYKA jeTHAUYNHA IPEJICTaB/ba IOBPII y TEPMOJIMHAMUIKOM KOHMUIYPAIIMOHOM IPO-
cropy oxapehenor koopgunarama E, S, V, N. CBaka Tauka Ha TOj TIOBPIIH [IPEJICTaB/ba (BUPTYEIHO)

7



PaBHOTEXKHO CTatb€ CUCTEeMa, a KPHUBa Ha TOj IIOBpIIH IIpeJdCTaB/ba TEPMOJUHAMUIKHN IIPOIEC Y KO-
M€ CHCTeM IIpejia3u U3 jeJHOr y JIPYyro PaBHOTEXKHO CTame. [akaB Weajn30BaH IIPOIEC HA3UBA
ce KBa3uUCTAaTUYKM Ipoliec. U reasmsaruja morude o1 Tora MITo, Kaja cucreM m3ahe u3 jeTHOT
PaBHOTEXKHOTI CTarba, HOTPEOHO je ojpeheHo BpeMe Jia ce pejiakcupa y ciejiehe paBHOTEXKHO CTarbe.
Panwuje cmo pekiin 1a je 3a Behuny cucreMa TO BpeMe BeOMa KPaTKO U U3HOCH Jiesinhi CeKyH/Ie.

Ako m3pasuMo eHTpoOINjy Kao (OYHKIM]y eHepruje, 3aipeMutae u Opoja MOJIOBa, J00WjaMo jes-
HAIUHY

S = S(E,V,N). (2.2)

Ta jenmnaunna Ha3wBa ce OCHOBHA TEPMOJMHAMUYKA jeJHAYUHA y €HTPOINjCKO] Pelpe3eHTAIIN]H.
Tepmounamuka He jJaje HAYUH KAKO JIa OJIPEJUMO OCHOBHY TEPMOJUHAMUYKY jeTHAYUHY, HEroO
namehe ycjioBe Koje oHa Tpeba ja 3a/10B0/bl. OCHOBHA TEPMOJIMHAMUYKA jeHAYMHA [TOCMATPAHOT
CUCTEMa MOYKe Ce OJIPeJINTU WHINPEKTHO MyTeM eKCIePUMEeHTa WJIN W3padyHaTH KOPHUITNemeM cTa-
THCTUYKE TePMOJMHAMUKE. YCJIOBH KOje Tpeba jia MCIIYHM OCHOBHA TEPMOJIMHAMUYKA je/THAYNHA
cy:

1. S je aguTuBHA (yHKIHja cBOjuX mesoBa. To 3HaYM Ja je oHA W XOMOreHa (bYHKIIMja MPBOT
pera, AS = S(AE, AV, AN),

2. S je monoTono pactyha ¢yHKIja eHepruje, (

3. Kaj1a je (8—§)V,N =0, ciemqu S = 0.

0

@)V,N >0,

Osa Tpu ycoBa cy 3anpaso npedopMyIucata Mo3HaTa MPABIIA TEPMOJINHAMUKE: €HTPOIIH]ja
je ekcreH3uBHa BesqnunHa (MPBU YCJIOB), TeMIepaTypa je MO3UTHBHA BeJinduHa (JAPYru yCJaoB) U
Tpehin 3akon Tepmopuaamuke (Tpehn ycsios).

1 .
IIpumep 2.1. Ja mu S = A(NV E)3 moxke OHTH OCHOBHA TEPMOJMHAMUYKA jeJHAUNHA HEKOT
cucrema? N je 6poj mosioBa, V je 3anpemuna cucrema, a A je KOHCTAHTA.

Pewemwe: IIpoBepumo ma i je S xomorena (pyHKIIMja IIPBOr peja:
S(AE,A\V,AN) = AANAVAE)? = AS.
VenoB je ucnymes. pyru yciios je, Takohe, 3a10BOJbEH:
oS I
— =ANV)3=-E"3 > 0.
(9E) , = 2055

_ s
— ANV

oE 38 0
0S )y ANV

3a S = 0, IITO 3HAYN J1a je U Taj YCJI0B uciyheH. [lpesioxkena jeinatnta Moxe OUTH OCHOBHA

3a mposepy Tpeher yciioBa u3pasumo eHeprujy, F Tana je

TepMOJUMHaAMNIKa je,ILHaHI/IHa 3a HEKHN CHUCTEM.

Temneparypa T', nputucak P W XeMHUjCKU TOTEHIUjaJl (i Cy MPBU M3BOJIU OCHOBHE TEPMOIN-
HAMWYKE jeTHaYNHe Y eHeprujckoj penpesentaryju. OHU ce HA3UBajy je/IHAYMHAMA CTarba jep Cy



dyukInje eHTpoImje, 3anpemMune u 6poja MoJIOBa:

T = (‘;—]g)w — T(S,V,N), (2.3)
P (g_‘b;)m — P(S,V,N), (2.4)
= (g—ﬁ) L =SV, (2.5)

YBeuMo o3HaKy P; = % 3a OIIITY jeJHAYNHY CTaiba Yy €HEPIUjCKOj penpe3eHTanuju. F; ce Ha3u-

Bajy TEPMOJMHAMUYKUM CHJIAMA, Jep MPEJICTaB/bajy U3BOJ €HEPrUje M0 KOOPAUHATH (CIAMIHO KAo
MeXaHIIKe CHJIe KOje Cy M3BOJU MOTEHIMjalHe eHepruje 1o Koopanaarn). OHe Cy WHTEH3WBHE Be-
JuduHe jep cy xomorene dyHkimje HyaTor peaa, P, = Pi(AS, AV, AN) u He 3aBuce o BeJudnHe
cucrema. Kajia ce koMOuHyjy TpH jeJHadnHe cTarba, J00uja ce audepeHimja eHepruje

dE =TdS — PdV + pdN. (2.6)

Ako ce m3 mperxojHe jeaHaunHe m3pasu dS, OHJA Ce y eHTPOIHNjCKO] perpeseHTaAnmjun S =
S(E,V,N) nobuja

1 P W
dS = —=dFE + —=dV — =dN 2.7
oJlaKJjie cjlefle jeTHaYNHE CTarba
1 oS 1
T (8E>V’N T( Vo), (28)
P oS P
T (8V)E7N T( Vi), (29)
Iz a5 1
==—| = =—(E,V,N). 2.10
r=-(5v),, = eV (2.10)
Kopucruhemo o3naky 3a MHTEH3UBHE BEJIMYMHE y €HTPOINjCKOj perpe3eHTaruju F; = 8‘9)?.
Ipumep 2.2. Hahn jenmnaumne crama 3a OCHOBHY TEPMOJMHAMUYKY jeHAUNHY F = ‘;‘V—fj. Aje
KOHCTaHTA.
2 3 3
Pewewe: Jeqnaaune crama cy T = 3:}5. , P = 3‘5/2 u = —jéffv.

WNurensupne Beqmunne Hucy Mmelycoono aHesapuche. Beza m3mely mux gara je ['nbc—/IuemoBom
jemHAaIMHOM Y JudepeHIja;iHoM 00JINKY, KOja je TI03HaTa U3 PaHUjUX KypceBa O TePMOIUHAMMUIIN.
Kaxko 6ucmo nzBenn 1y jegaaduny, npBo gokaxkumo OjaepoBy TeopeMy O XOMOTeHUM (bYyHKIIAjaMa.

Y
Xowmorene HKIIIje n-Tor pena f(x1, To) 3a10BObABA]Y YCJIOB
Y

f()\[L‘l,/\l’g) = )\"f(:pl,xg) (211)
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3a om0 Koje A. M3Box o A\ maje

of of
200 T a0

[Tomro jemnaumna Baxku 3a OUJIO Koje A\, 3aMeHOM A = 1 j100mjamo

= A" (2, 2y). (2.12)

af af

—21 + =29 =nf(x1,x2). 2.13

0, T T f(@1,32) (2.13)
3a xomorene (yHKIHje HPBOI peja n = 1, KAao IITO Cy €Hepruja U eHTPOIHja, ITPUMEHOM

Ojaepose Teopeme 0 XOMOTeHHM (DYHKIFjaMa JTOJA3MMO 10 U3pas3a

E=Y PX;=TS—PV+puN, (2.14)
1 P 14
S = ZFX = 5B+ 5V - =N (2.15)

HudepenrupameM oBUX jeHadnHa y3 moMoh jeanaumnne 2.6 jpobujamo ['ubc—/Iuemone jeanadnne

SdT — VdP + Ndp = 0, (2.16)

Ed (%) +Vd (;) ~ Nd (%) ~0. (2.17)

['ubc—/InemoBe jegHavdnne MOKa3yjy Jla YBEK je/IHY MHTEH3WBHY BEJIUYMHY MOXKEMO JIa U3PA3UMO
IIPEKO OCTAJINX. 3aTO y CHCTEMY HE MOXKEMO CJ0DOIHO Ja TOelaBaMO TeMIIEPATyPy, MPUTHCAK
U XeMUjCKU MMOTEHIUjajl, HEro caMo JiBe BeJuduHe, a Tpeha he 3aBUCHTH O] IbUX. 3a jeTHOKOMIIO-
HeHTHU bJryni, 6poj He3aBUCHUX MHTEH3UBHUX BEJIUYNHA je JBa, IITO IIPEICTaB/ba OPOj TEPMOIH-
HaMIYKUX CTEIEHHU CJI000Ie CICTEMA.

OcHOBHA TEPMOIMHAMUYKA jeTHATIMHA MOXKE ce JIOOUTH JTUPEKTHOM MHTErPAIjOM H-eHOT JIH-
depentujaanor obnKa min ojapehuBamem jeaHadnHa crama myTeMm ['nboc—/luemose jeanadnue u
HaKHaTHUM Kopuiihembem OjiepoBe Teopeme o XoMoreHuM pyHknujama. 1IpBu Haqun je jgaximm 3a
ojpehuBame OCHOBHE TepMOINHAMUYIKE jeTHATNHE.

IIpumep 2.3. Hahu ocHOBHY TepMOJIMHAMUYKY jeTHAYMHY 32 WJIEaTHU Tac aKO OH 33/I0BOJhaBa
jemnauune PV = NRT uw U = ¢cNRT, vne cy ¢ u R xoncranre. OBjie je U = E enepruja.

Pewere: IlomTo nmMamo jeJHaunHe 3a 3allPEeMHUHY U eHeprujy, HahuMo OCHOBHY TepPMO/IMHA-
MUYKY jeIHAYMHY Y €HTPOIIN)CKOj penpe3eHTanuju. 1paHcdopMUImMo gaTe jeJHAINHE TAKO
na ce mojase MosiapHe Beawanne, w = U/N u v =V/N,

1 _¢NR ¢R
T U  u’
P NR R
T 1% v

U3 onmrux jennaunsa 2.15 u 2.17, 3a qudepenimjan mosnapue earponuje s = S/N mobujamo

nspas
1 P cR R
ds = ?du + fdv = zdu + ;dv,

10



OJIaKJIe CJIeJIA jeJITHaTMHA,

ds = ﬁdu + Edv,
u v

a IbeHOM MHTEIPAIjoM J00HjaMo

s = Sg+ chni + Rlni,
Ug Vo

e Cy Sq, Ug ¥ Vg KOHCTaHTe nHTerpamuje. Ako mpeheMo ca MoslapHUX Ha eKCTEH3UBHE BEJTMINHE
HaJIA3MMO J1a je eHTPOInja jeJITHaKa

U\ V
— Nsg+ NRI ).
5= Nso+ Rn((Nuo) NUO)

Kaza 0ysiemo ojipehuBasin eHTpoIujy mpeko MUKPOKaHOHCKOT aHcaMmbJra, Hahu hemo BpeHOCTH

KOHCTaHTH C, Sqg, Uy U Vp.

PaBnorexkno crame cucrema J100Mja ce MaKCUMAaJIU3allljOM €HTPOIUje y3 YCJIOB KOHCTAHTHE
eHepruje Wi MUHUMAJIU3aIjOM eHepruje y3 yCJI0B KOHCTAaHTHE €HTPOIINje.

2.3 Jlexxanaposa TpaHcdopMaluja

Yecro ce y Tepmomunamuiiu cycpehemo ca cucremmma Koje HazuBaMo pesepBoapuma. OHu uH-
Teparyjy ca CUCTEMOM OJI MHTEPECa TAKO IITO Pa3MEmby]y €KCTEH3UBHE BeJIMYMHE Ca HUMa, IIPEKO
3ujioBa. FbuxoBa ocobuna jga CKJIaIUIITe MHOTO Behy KOJIMYNHY eKCTeH3UBHUX BEJIUYUHA, OJI CUCTE-
Ma JIOBOJIM JIO TOTA Jia OHU HaMehy cucreMy yKeJbeHe BPeTHOCTH NHTEH3UBHUX BEJTMINHA TOBE3AHUX
ca TUM €KCTeH3UBHUM BeJIMYnHaMa. PesepBoapu Koju ciIyzKe 3a OJIpKaBaibe XKeJbeHe TeMIepaType,
MPUTUCKA W XEMUjCKOT TIOTEHINja/la HA3UBajy ce TEPMOCTaTh, 0apOCTaTh, OJHOCHO YECTUYHU Pe-
3epBoapu. YecTo HAM HHCY [O3HATE jeIHAYUHE CTarba pe3epBoapa, HEro caMo IbUXOBE BPEIHOCTH
WHTEH3UBHUX BEJIUYMHA KOj€ MOXKEMO ja KOHTpoJmieMo. [[pakTuanu passor 3a Kopuiiheme pe-
3epBoapa je TO MITO MOYKEMO MHOIO JIAKIIE Ja KOHTPOJIUIIIEMO BPEIHOCTH NHTEH3UBHUX BEJIMYUHA
0]l eHepruje Uin eHTPOoInje.

OcHOBHA TEPMOIMHAMIYKA jeTHAMNHA Y €HTPOINjCKO] WJIM €HEPIUjCKO] PEIPE3EHTAIN]U 3aBUCH
0/1 €EKCTEH3UBHUX BEJIMYNHA, JIOK Ce MHTEH3UBHE 110jaB/byjy Kao IUXOBU U3BOM. BUjo On 1oxKe/bHO
Jla 1ocToju (pyHKIHja Koja OM 3aBUCHJIA OJ MHTEH3WBHUX ITapaMeTapa CHCTeMa KOje MOXKEMO II0-
JlecuTu 1oMohy pesepBoapa. MareMaTudku aciekT MpodsemMa Moxke ce popMyancaT Ha cjegehn
nHaunH. Ako je nara dyukmuja f = f(xg,z1...x,), morpebHo je Hahu HOBY dyHKIM]y Koja hie ymecro
X; KOPDUCTUTH P; = g—i Ka0 HE3aBUCHY IIPOMEHJ/bUBY, & UCTOBPEMEHO cadyBaTu ojpelhene ocobume
dyukmuje f. Permeme Tor mpobsiema jrato je JlexanapoBom TparchOpMAaInjom.

Pasmorpumo npso JlexkanapoBy tpancdopmanujy dyHknuje jeane npomersbuse f = f(x).
Haru6 p tanrente ua Kpusy f(z) y HEKOj Taduku Jar je BpeaHouiily npsor usBoja dyukuuje f(x)
y TOj TAYKH:

_ 4
P=

TanrenTa Huje noTiyHo ojpeheHa camo HarmOoOM, Hero je rmorpebaH W ojicevak ¢ Ha Y OCU KakKo

(2.18)

oucmo je jegnosuavano ojpeauan. OHO MITO YKEJUMO je [Aa 3aMeHuMo KpuBYy y = f(r) cKymom

11



»
>

X

Crmka 2.1. a) [IyamrocT reomerpuje Tadke u reomerpuje juauje: y = f(x) Moxke Jia ce mpecTaBu
Kao CKYIl Tavaka WJIM Kao CKYIl IPaBUX Koje cy TaHreHnte Ha y = f(x). 6) Tanrenra Ha KpuBy
y = f(z) mormyHo je oapehena koedurmjeHTOM MpaBia p = tga u oacedroM ¢(p).

CBUX TAHT'E€HTU HA Ty KPHUBY KoOje mMajy KoedHUIHjeHT IIpaBla p U ofcedak ¢(p), cjuka
2.1. To je moryhe 360r mayannoctun n3mely reomerpuje Taduke U reoMeTpuje JIUHH]E.

Ho Jlexanapose tpancdopmainje dyukuuje f = f(x) monasumo Ha ciaenehn waunn. V3o
dbyuknmje f = f(z) y Tauku x jesHAK je TAHTEHCY yria o

f(z) —9(p)
= toq = LI 2.19
p = tga pry (2.19)
U3 ose jennaumne HaIa3UMO
9(p) = f(z) — pz, (2.20)

mTo 1pejicrasiba JlexkanapoBy Tpancdopmarmjy dyuknuje f = f(x). Ca necHe crpane jeHAKOCTH
UMaMo T, Koje Tpeba eTMMUHICATH NIpeKo p. M3 jeqnadnne 2.18 nzpazumMo r Kao QyHKIH]Y O p U
samerumo y f = f(z). Tako mobujamo yHKIujy

9(p) = f(z(p)) — px(p). (2.21)

NuBepsna Jlexkanaposa rpancdopmanmja dyukiuje g(p) usnocu f = f(x). dudepenu-
pameM jegHadnne 2.21 mpobujamo

dg = df — pdx — xdp = —xdp. (2.22)
Nspazumo z,
dg
=——. 2.2
() =5 (223)

U3 ose jemmaumne nahemo p xao dyHkuujy ox x u 3amenumo y ¢(p). Opurunnainy OyHKIH]Y
HAJIA3UMO U3 U3pasa

f(x) = g(p(x)) + plx)z. (2.24)

IIpumep 2.4. Hahu Jlexanapoy Tpanchopmanujy dbynknuje f(x) = AeP? a zatum u meny
nHBep3Hy Tpanchopmarmjy. A u B cy KOHCTaHTe.

12



Pewewe: Hahumo uzsox dyukiwmje f(x),
_ 4 _

= L = ABeP®.
p dx
W3 mera n3pas3umo x Kao GpyHKIM]Y O P,
1 | P
T = —In——r.
B AB

9(p) = F(p) — pe(p) = £ — Lin L

n—.
B B AB
Oipeinmvo nHBep3HY JlexkanpoBy TpaHncdopMmanujy kopucrehn jenadanny

2(p) = _dg 1, P
dp B AB

g(z) + p(z)x = AeP* mro onrosapa opurnHaHoj OYHKIHH.

BamenoMm y f(z) mamasumo f(p) = £. Jlexkannposa Tpanchopmanyuja H3HOCH

U3 we namasumo ja je p(r) = ABeP® u g(x) = AeP® — ABxeB®. Bamenom nobujavo f(zr) =

Pasmorpumo caga dyukiujy ase npomensbuse f = f(z,y). OHa npejcraBiba HOBPII y TPO/IH-

MEH3HNOHaJIHOM IIPOCTOPY O,ZLpGEGHOM T, Yy 1 Z KOOpJuHaTaMa. YmecTo TaHI'eHTe, y OBOM cnyqajy

MMaMO TaHT€HTHY paBaH Ha nospil Jedunncanom dyukmujom f = f(z,y), Koja mMa mpecek ca z

OCOM y TadyKH g U HArmbuMa p u ¢ Ha 2 — T U 2 — ¥y paBHH. Jlexkanaposa Tpancdopmaruja GyHKIH]je

f = f(z,y) usnocu:

9(p,q) = f(z(p,9),y(p, ) —p-x(p,q) — q-y(p,q).

Oyukiyje z(p, q) u y(p, q) 1obujaMo u3 jeHAINHA

_ (97
p= (%)yv
_(9f
1= ().

1o nuBep3ne TpancdopmMmalmje 1o1a3uMo Kopuctehu audepenimjan jeanadanne 2.25,

dg = df — pdx — xdp — qdy — ydq = —xdp — ydq.

()
Op q’
_ (9
== (5),

z(p,q) m y(p,q) cy onya jenHaKn

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

13 oBe jiBe jegHavunne MOXKEMO M3Pa3UTH p U ¢ Kao pyuknuje o x u y. Tajia je nunpep3na Jlexan-

JIpoBa TpaHcdopMalinja
f(y) = g9(p(z,y),q(z,y)) + p(z,y) - =+ q(z,y) - y.

13

(2.31)



Yecro Huje moTpedbHO J1a ce TpanchOpPMHUIy CBe IPOMEH/bUBE HeKe (DYHKIN]je, Hero je JIOBOJHHO
Jia TpaHChOPMHUIIEMO TIOJICKYI TPOMeH/bUBIX. Pasmorpumo moHoBo dyukiwmjy f = f(x,y). 2Ke-

JIIMO J1a TpaHChOPMHUIIIEMO [TPOMEH/bUBY Z, ajn He u y. U3 jennauune p(x,y) = (%)y HAJIA3UMO
r = x(p,y). lapuujamua Jlexxanaposa Tpanchopmanmja je tajia
9, y) = f(z(p,y),y) —p-x(p,y). (2.32)

NuBepsna Jlexkanposa Tpancdopmalyja HaIa3u ce KopuiihemeM JudepeHijana je/IHaanHe
2.32, dg = df — pdx — xdp = qdy — xdp. 113 oBe jeqnauune cienu Ja je

e (%); (2.33)

g = (%’)p. (2.34)

[Ipumerumo f1a je ¢ je/IHako M3BOJY ¢ 1O Y, KAO M Y CJIy4ajy OpUrHHasHe (PYHKIHje, aJl Ccajla
y3 KOHCTaHTHY BpejHocT p. M3 jemnaumbe 2.33 m3pasumo p Kao dyHknujy ox x u y. Tama je
f(@,y) = g(p(z,y),y) + plz,y) - =

2.4 TepmMommHaMWYIKN MOTEHITjAIA

(ITaprimjamne) JlexkanapoBe TpaHcdopMalije OCHOBHE TEPMOANHAMUYKE jeTHAYNHE
Y €HepTrUjCcKOoj penpe3eHTalllju HAa3nuBajy ce TEPMOANHAMWYKHN IMOTEHINjaanu. 3a dJiryn/ie
ca OCHOBHOM TepMOJIMHAMUYIKOM jenHauunom E = FE(S,V, N) nedbunumnty ce cienehn repmopnna-
MWYKN HOTeHHI/IjaJH/I:

ITOTEHITU] AT 3aMembeHe Jlexxanaposa JndepeHIjaaTHn
IIPOMEHJbUBE TpancdopmaImja 00K

XeJIMXO0JITIOB S—T F=FE-TS dF = —SdT — pdV + udN
F(T,V,N) F=—-PV +uN

EHTaJIIINja V—->-P H=FE+PV dH =TdS + VdP + udN
H(S,P,N) H=TS+uN

I'ubcos SS VT, -P G=FE-TS+PV dG=-SdT+VdP + udN

G(T,P,N) G =uN

Besuku Kanoucku SN —=T.p Q=FE-TS—-uN dQ=-SdT — PdV — Ndu

Jlexxannposa Tpancdopmarmja oMmoryhasa HaM J1a TOCMATPaMO OCHOBHY TEPMOJIMHAMUIKY jel-
HAYMHY y €HTAJIINjCKO]j, XeJIMOI0B0j, | mOCOBOj 1 BeJIMKO] KAHOHCKO] PElpe3eHTAIlji, & HEe CaMO
y €HEePr'ujCcKOj WJIM €eHTPOIN)CKO] Pelpe3eHTAIN]H.
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IIpumep 2.5. Hahu XesiMxoJIIoB MoTeHIIjaI 3a UJIea/IHI rac aKo je OCHOBHA TEPMOIMHAMUYIKA,
jeHavYrHa Y eHTPOINjCKOj PEIPe3eHTAINjU Y MOJIAPHOM OOJIUKY

s = Sog+ chni + Rlnﬁ.
Ug Vo

Pewerve: Tpebarmumo OCHOBHY jeJTHAYMHY Yy €HEPIUjCKY PEIpe3eHTAIN]Y

1

Vo\ec s5=%0

U="Uy | — e ckR |
v

Momnapuu Xeamxosos norernujas gobuja ce u3 u(s,T) Jlexxkanaposom Tpancdopmanujom y
KO0jOj CMO MOJIapHY €HTPOITH]y 3aMeHU/IN TeMIlepaTypoM. TemiiepaTypa je u3BojI eHepruje u 1o

r ou (Uo>i =" 1 U
= — =uy|l—) e’ — = —.
ds ), O\y c cR

W3 oBor m3paza Haa3mMo eHeprujy Kao MyHKIMjy Temueparype, u = cRT'. [lorpebna Ham je

E€HTPONNJH S,

eHTpoIja Kao pyHknuja remieparype. To mobujamMo u3 jeHAKOCTH

1
c s=so

cRT = uyg (@> e R,
v

RT .
s = 89+ cRIn (C— (E) > .
Uo Vo

Monapun XeMX0OIIIOB TMTOTEHITNjaJT jeTHaK je

T :
f=u—Ts=cRT —cRTIn (CR (E) ) — T'sg,

Ug Vo

a XeJIMXOJIIIOB TIOTEHITHja I je Taja

T :
F =cNRT — cNRTIn (i <L> > — NTsy.
Uo N’Ug

Jlexxkanpose Tpancdopmariuje Kopucte ce 3a Jedunucame ciejiehnx TepMOJUHAMUAIKUX MO-
TEHINjaJIa Y €HTPOIINjCKOj penpe3eHTalnju.

IIOTeHIjaJI 3aMemeHe IIpoMeHsbrBe JlexkaHpoBa TpaHchopMaliyja

S B Si4 =5 - 45 = -
S Vot StE1 =5 - B
Sl BVokE  ShEI=S-3E-fV-—§
Sh4l  ENohf  SthH-S-hE+EN -3
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OBako JiepuHICAHT TTOTEHIIN]AJI HEMajy BEJIUKY TPUMEHY Y TePMOIUHAMUIII, /I UMajy OrPO-
MaH 3Ha4a] y CTATUCTUYIKO] TepMopuaamuiin. OHU Cy JTUPEKTHO MOBE3aHU Ca MAPTUITUOHUM (DyHK-
nujaMa Koje, KaKo heMo KaCHUje BHUJIETHU, IIPEJCTaB/bajy IMEHTPAJIHE MOjMOBE CTATUCTUYKE TEPMO-
JITHAMUKE.

PaBnorexkno crame cucrema j100uja ce MUHUMAIU3AIUJOM TEPMOJIUHAMUYKOL MMOTEHIUjaIa Y
€HEPI'MjCKO] pelpe3eHTAINj! W MaKCUMAJIT3aIIMjOM TePMOJIMHAMUYKOT IIOTEHIIMjasIa y eHTPOIIN]-
CKOj penpeseHTanuju (BpeJIHOCT HHTEH3UBHE BeJINYMHE CUCTEMa TI0OBE3aHe Ca PE3ePBOapPOM OJIr0Bapa
BPETHOCTH KOJy MMa Pe3epBoap).
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I'taBa 3

MakcBeJjioBa paciogesia Op3uHa

WNnn, y KpaTKuM 1pramMa, aKo je TOIJIOTa KPeTamke KO-
HaYHUX JIeJI0OBa MaTepHhje U aKO MOMKEMO IPUMEHUTH
ajlaTe Ha Te JIeJIOBE MaTepuje Kako bmcMo ux obpahu-
BaJId OJIBOjEHO, OHJ& MOXKEMO UCKOPUCTUTH Pa3/Ind-
TO KPeTatbe Pas/JInIuTHX JeJI0Ba KAaKO OUCMO BpaTHIN
JEIHOJIMKO TOIIA0 CUCTEM Ha HejeJHaKe TeMIlepaTrype
WIN Ha KpeTaibe BeJukux mMaca. CaMo IITo He MOKe-

MO, Jep HHMCMO JOBOJ/BbHO ITaMETHHU 3a TaKO HEIIITO.

II. K. Maxkcsen

HajjenoctaBHIju MOJIEKYJICKU CUCTEM 3a TpoydaBaibe je pa3peheHu rac. O ce ncrpaxku-
Bao caja Beh y nmaBHoMm XIX Beky mpe Hero mro je OUJIO JMPEKTHUX €KCIIEPUMEHTAJTHUX JOKa3a
O TIOCTOjarby MOJIEKYJIa, HET'O Ce CaMO CIIEKYJIMNCAJIO O aTOMCKO] U MOJIEKYJICKO] IPUPO/IN MaTepHuje.
Tama je xKopumihiera MoJIEKyJICKa XUIIOTe3a KOja TBP/M Jla CBaKa MaKPOCKOIICKA 3allpeMUHA CajIp-
JKI orpoMaH Opoj MosieKysa. Y paspeheHoM racy yKyIHa 3alpeMIHa MOJIEKYJIa je MHOTO Mamba O
zanpemune cyna. Melymosiekysicke mHTEpaKIje cy caMo BarKHe TOKOM KPATKOT BPeMeHa CyJapa
U MOT'y Cce 3aHeMapuTu y octajuM Tpenyruma. Cpejiibe BpeMe cygapa MHOT'O je Mambe 0J1 BpeMeHa
u3mely cymnapa. OBe mperocraBke Cyrepuily HaMm Jjia MehyMoJIeKyJICKe MHTepaKIiije HeMajy Ba-
JKHY yJIOTY y ocobmnama paspehenmnx racosa. Mnak, cymapu uzmelhy MoJiekysia J0BoJie 0 Pa3sMeHe
KNHETUYKE eHepruje MOJIeKYJIa, IITO je MPECY/IHO 3a yCIOCTaB/balbe TEPMOIMHAMIYKE DABHOTEKE.
JeHoMm Kajia ce TepMOJIMHAMIYKA PABHOTEXKa JIOCTUTHE, cylapu u3Mely MoJieky/ia He MOTY Ja je
n3MeHe.

3.1 MakcBejioBa CTaTHCTIYKA IIPETIIOCTaBKa

Makcges je mehy nmpBuMa cxBaTHoO Jia HEMajy CBHU MOJIEKy/u paspeheHor raca ncre 6p3une, HEro
HEKU UMajy Marbe, a HeKu Behe Op3une, Koje ce cyapuMa Memajy. [IpejioKmo je mpBu cTaTuCTUYIKN
MoJies1 Y (bU3UIM KOjU ce OJHOCHO Ha Op3umHe MoJieKyia paspehenor raca. Ipyrum pednma, Op3uHa
MOJIEKYJIa, TTOCTaje cllydajHa IIPOMEH/bUBa, KOjOj OJroBapa I'yCTUHA pacliiojiesie Op3uHa MoBe3aHa ca
oM. bp3una Hekor ojpeheHor mMoJiekysia je peajin3alyja Te caydajue TPOMeH/bUBE.
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[TocmaTpamo mpocTop Op3uHa KOjU YHHE TPH KOMIIOHEHTe Op3uHe, Uy, Uy, v,. Hexn Mosekynnu he
nMatu Behe Op3une, HEKN Marbe, & TPaBId BEKTOpa OpP3UHA MOJIEKYJ/Ia TaKohe MOry OUTH Pa3/ImIu-
ti. Heka je ykynan 0poj mosiekysa [N, a Opoj MOJIEKyJia dnje cy KOMIIOHEHTEe Op3UHE y OICETY Uy,
Uy, Uy U Uy + Avy, vy + Avy, v, + Av, jennax je AN. Tazga je, npema cTaTHCTHYKO] JePUHUIN)T
BepoBarHohe, Beposarnoha P(Av,Av,Av,) na MojeKys uMa OP3HHLY y HOCMATPAHOM HHTEDPBAJLY

Op3uHa
AN

N

[Ipenazehu ca kKoHayHmxX MHTEpBajIa HA OECKOHAYHO MaJie MHTepBaJje Op3uHA, J00UjaMO I'YCTUHY

P(Av,Av,Av,) = (3.1)

pacnojiesie Op3una KopuiihemeM jeanadnne H.31,

. ) AN
J0) = 7w o 0e) =000 N R, Av, Ao
’Uy*)
Av,—0

(3.2)

Omna mpejicTaB/ba BEPOBATHONY 110 jeMHUIN 3alnpeMuHe y rnpoctopy Op3una. Kako 6u Harrao ma-
TeMaTuuKn oOJIMK Te pynknuje, MakcBes je y3eo y o03up aBe (pu3mike npeTnocTaBKe:

1. MoJieKyJicKe Op3UHE Cy M30TPOITHE y OJICYCTBY CHOJbHUX CHUJIA;
2. KOMIIOHEeHTe Op3UHe Cy He3aBHCHE CJIyYajHe ITPOMEHJbUBE.

[IpBa mpetrocTaBKa OJIHOCH Ce Ha HeENOCTOojarme IpedepeHImjagHor IpaBia Op3uHa. JIpyra
MIPETIIOCTABKA TBP/IM JIa BPEJTHOCT Op3WHE JIy’K jeJHe oce He yThde Ha BPEIHOCTH Op3WHA JTyK
npyre oce. Ha mpumep, ako MOJIEKYJT IMa BeJIMKY OpP3WHY JIy:K jeJHe oce, He MOpa Ja je UMa U JIyK
apyre oce. I3 oBe JiBe IpeTHOCTaBKe IIPOU3UIA3K J1a CY MOJIEKY/IN PaBHOTEXKHOT paspeheHor raca

Yy MUKPOCKOIICKUM CTalbuMa KOje Cy CTaTUCTUYKHN HajMalhe OpraHu30BaHa, Tj. HAjBUIIE XaOTUYIHA.

3.2 MN3Boheme pacnojeie

Maprunanie rycrune pacuogese Opsuna cy fi(vy), fy(vy) u f.(v,). Homro cy xommonen-
Te Op3uHE He3aBUCHE (Apyra IPETHOCTaBKa), BaxKH f(Uy, vy, v,) = fu(vy)fy(vy)f:(v,). U3 mp-
Be IIPETIIOCTAaBKe CJIeJU Jla CBe KOMIIOHEHTe Op3MHA UMajy MCTe PACIOoJese, jep He MOXKe pac-
HoJiesia jejiHe KOMIIOHEHTe Op3WHE Jla ce pas3jIKyje OJ[ PacIojese JIpyre KOMIIOHEHTe Op3uHe,
e, vy,02) = falve) fu(vy) fo(v:). Takobe crenn ma je f(vg,vy,v.) = f(vl + v + v7), jep ry-
CTHHA pacrojiejia 6p3uHe He 3aBUCU OJf IIpaBIlia OpP3UHEe, HEro OJi HHTEH3UTeTa. 3aTO je MCIYHEeHA
jeaHaKoCT

Flz + vy +02) = falva) falvy) fu (v2). (3.3)

. . 2
BAKaB VCJIOB CUT'YDH BOJbAB HKIIN mka f,(v,) = AetBs 360r HHE eKCITOHEH-
OBakaB yCJIOB C 0 3aJI0BOJHABA, e 0bJIIKA Ae*BYz 360r 0cobuHe eKcIoHe

nujasine (GyHKIM]je et = ¢a%eb®  Ako 3axTeBamo Ja je B mosuTuBHA KOHCTAHTAa, OHJIA MOXKEMO
y3€eTH caMo 3HaK MUHYC, jep f;(v,) Tpeba na 6yje HopMupana GyHKImja (3HAK TIIYC jaje DyHKIUjy

KOja ujie y GECKOHAYHOCT U HE MOYKE Ce HOPMUPATH ):

1= / Ae B%dy, = Ay %, (3.4)
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WAL

Cimka 3.1. CamMo MOJIEKY/IN KOjU ce HaJIa3e YHyTap IUJIMHIPaA MOT'Y Jjia ce pedJIeKTyjy O MOBPIIHHY

AA.

Y nmwy onpehuBama kKoncrante B, noTpebHO je jia Hah)eMo m3pa3 Koju IoBe3yje TeMIepaTypy
raca u CpeJiiby KBajpaTHy Op3UHy MOJIeKy/ia. Y Be3U ca THM, Pa3MOTpUMO Masy noBprmay AA Ha
3UJy CyJa O] KOje ce eJaCTUIHO OJI0Mjajy MOJIeKy/u raca, ciauka 3.1. Heka je Ta mospinuna HOp-
MaJiHa Ha T-0Cy. JeJlaH MOJIEKYJI I'yOr caMO & KOMIIOHEHTY UMITYJIca ycses] pedJieKcrje O MOBPITUHY
cyna. Ilpomena mmmysca kKojy oceha moBprmHa cyaa usunocu Ap = 2p, = 2mu,, T1e je m Maca
MoJIeKys1a. Bpoj mostekysra Koju ce TokoM BpeMeHa At oabujy o Te MOBPINNHE jeJTHAK je Opojy
MOJIEKYJIA KOJU CE€ FhOj MOTY HPHOIMKUTH TOKOM HMCTOT BPEMEHCKOI MHTepBaja. AKo je 6pojuaHa
IYCTHHA MOJIEKYJIa 7, OHJa je OPOj MOJIeKyJia KOju ce Cylape Ca IOBPIIMHOM TOKOM Bpemena At
jemnak nv,AtAA. Hemajy cBu Mosiekyn ucty Op3uHy U 3aTO Tpeba ycpe mhuTu Op3uHe, Y3 YCI0B
Ja je v, > 0 jep HAC MHTEpPeCyjy caMo MOJIEKY/IN KOju ce MPUOJIMKABA]y MOBPIIN, & HE OHU KO Ce
yJa/baBajy. YKyIHa poMena umiyJsca 1o spemeny At u noppriman AA jeHaka je IPUTHUCKY Taca
Ha 3U]I CyJIa:

P = / 2mu,nu, f (7)) d°v = mn/vzf(ﬁ) v = mn{v?) = ——~. (3.5)

v, >0

Y HpPeTXOHOj WHTErPAIUjH IIPBO CMO, 300T nmapHocTH (yHKIHje f; (v, ), TPOMUPUIA HHTEIDAIH]y
H& 11€0 IPOCTOP (VUy, Uy, V), & 3aTHM HCKOPUCTH/IN YHILEHUILY 18 Cy CPeIbU KBaIPATH KOMIOHEHATA
op3une jennaku. [lomro je 3a paspehenu rac jemnaunna cramwa P = nk’T, rie je k Boamvanosa
KOHCTaHTa, a T’ alcojlyTHa TeMueparypa, cieam ja je (v?) = %TT (
%"2) = %kT) Wckopuctumo oBaj yCIoB 3a cpejiby KBaJpaTHy Op3uHy I8

nahemo koncranty By rycTuHEH paciojesie Op3una:

3 3 o0
kT B\? B\?
3T _ /v2f(17) v = (—) /v263“2 d*v = (—) /er2U447Td’U. (3.6)
m 7r 7r
0

[IpBe aBe mHTErpaluje y mMpeTxoIHOM Pedy BPIIe ce Y TPOIUMEH3MOHAJIHOM IIPOCTOPY Op3uHe v, a

IITO Jlaje CPeJiiby KUHETUUKY

eHePrujy MOJIEKYJIa

3aTuM ce ca JlekapToBUX KOOpMHATA IIPENLIO Ha chepHe KOOPJNHATE Y TOM IIPOCTOPY W U3BPIIEHA
je mnTerpamuja 1o csuMm Moryhum yriosmma. Ilocaenmu uHTerpas pelmaba ce cMeHOM T = Bv?,

KOja CBOJIM MHTerpaJ Ha rama dynkiujy. Hanaszumo na je B = a IyCcTHHA pacrojiesie Op3nHa

_m_
2T
N3HOCH: 3 s o o
m 5 7m(vz+vy+vz)
[ (vg,vy,0,) = (27rkT) e T (3.7)
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Craka kommonenTta Op3une uMma ['aycoBy pacriojiesry ca CpeboM BPEJIHOIINY jeHaKy HYyJIU U Ba-

pHUjaHCOM % (cruka 3.2):

m o \3 _m?
o () 5 o8
A
fi(%)
0 \,;

Cmuka 3.2. ['ycruna pacnojiesie x KOMIIOHEHTEe OpP3UHE MOJIEKYIIA.

\4

Vy

Cmmka 3.3. JlekaproBe v, vy, v, U chepHe v, 0, ¢ KoopauHaTe y IpocTOpPy BeKTOpa Op3HWHEe MoJe-
KyJIa.

['ycruny pacnogesnie naTensuTera 6p3uHe j106ujamo TpancdopmanujoM J1eKapToBuX vy, Uy, UV, Y
chepue koopauHare v, 6, ¢, ciuka 3.3:

v, = wvsinfcosp
v, = vsinfsing
v, = vcosh

Tpancdopmucany rycruny pacuogesne f(v, 60, ) Mmoxemo mobutn kopucrehn jennadunny 5.61 u
JleTepMuHaHTy Jakobujana Tpancdopmanuje Koopaunara |J| = vsinf. Maprunaina pacrogesa mo
v (comka 3.4) mobuja ce kazga ce f|J| mATErpasm MO CBUM BPETHOCTUMA YTJIOBa 0 U ¢ KOOP/IUHATE:

2

3
) P vlem ET (3.9)

f(v) =dr (27rkT

MakcsesioBa pacriojiesia Op3uHa MoTBpheHa je y eKCIIepUMEHTHMA ca MOJIEKYJICKUM CHOTIOBUMA
u cenekropuMa Op3una. [lokazamno je jma obJMK pacrojiesie Op3uHa He 3aBUCU O] BPCTE MOJICKYJIa
kKopuiheHnx y ekcrepumenty. Hujena apyra pacrojiesna Hifje HUKaJI OlTaXKeHa.
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T,

>

2

0 \

Cnuka 3.4. I'ycruna pacriosiesie uHTeH3UTETa OP3UHE MOJIEKYJ/Ia 32 JBE PA3IUIUTE TEMIIEPATYPeE.

IIpumep 3.1. a) N3Bectu rycruiy pacuojese narensurera 6psute f(v) nonazehn ox f(vy, vy, vs).
6) 3amro rycruHa pacro/iesia cBake KOMIIOHeHTe 6p3uHe f,(v,) MMa MaKCHMyM 3a Op3uHY jejl-
HaKy HyJH, a pacnojena f(v) uMa y TOj TAYKM BPEJHOCT jeTHAKY HyJIu?

Pewere: a) TIpso TpanchOpMUIIMMO IyCTHHY pactiojeie Opsuna u3 Jlekaprosux y cdephe
koopjunare. Jlerepmunanrta Jakobujana tTpancdopMmaimje KoopauHaTa usnocu |J| = v?sing.
['ycruna pacriogesne 6p3uHa y cchbepHIM KOOp/IMHATaAMa je Taja

3 2
f(v,0,0) = f(vg,vy,0.)|J| = (%) * e~ 5T v2sind.

MaprunaJiny pacrnojiesly 3a UHTEH3UTeT OpP3uHe HAJIA3UMO MHTErPAInjoM 0 YIJIOBUMA,

2w i
_ B MmNz o _m?
f(v)—/dgo/f(v,e,gp)de_élw (27T]€T> vTe 2kT
0 0

6) To ce nemasa 300r jgerepmunanTe Jakobujana Tpancdopmanuje Jlekaprosux Ha cdhephe
Koop/imHaTe Koja 3a v = ( mma BpemHocT jemHaky Hyau. /lerepmmHanTa JakoOujana TpaHCc-
dopmarnmje je oJIHOC eJeMeHTapHuX 3anpeMuna y JlekapToBuMm u cpepHEM KOOOpIMHATaAMa U
ona pacre ~ v* ca nosehamem v. [omrro je v* = v7 + v, 4 v2, mrro je v Behe, To nocToju BuITe
Pa3IMYUTHX KOMOUHAIIN]a BPEJHOCTH Uy, Uy, U, Koje he naru ucry BpenHoct v. 3a v = 0 mMaMo
camo jeany komoOumHanmjy. OBaj 3ak/bydak he HaM KaCHHje OUTH O KOPUCTH 3a Pa3sMaTparbe
0CcOOMHA BUCOKOIMMEH3MOHAHIX TPOCTOPA.

Ipumep 3.2. Hahu mon pacnojiesie nnrensurera Op3uHe U Cpejiby OP3UHY MOJIEKYJIA.

Pewere: Mo pacriojiesie jjodbuja ce u3 u3pasa

df (v 3 mo? mo? 1T
() =4r ( ) (21]6_ T — pPeT T —) =0.
dv 2kT k
PemaBameM jegHadnne HaIa3MMO MOJ IYCTHHE PACIOJIETE, Uyoy = %
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Cpenma Op3uHa MOJIEKY/Ia jeHAKA je

o0 o0

mo o\ 2
v)y= [wv vdv:47r( ) /vge%dv.
©) = [ et L
0 0
WNurerpan ce pemniaBa CMEHOM T = g”k—’;, Koja TpaHcGOpMHIIle UHTErpa y rama (QyHKIHjy.

Hasnasumo 1a je cpenba 6p3una Mosekymta (v) = 4/ E:“—Tf

IIpumep 3.3. Tpanchopmucarn MakcBesioBy paciiofiesly HHTeH3UTeTa Op3UHa Y PACIIOIeTy Ki-
HETUYIKNAX eHepriuja MOJIEKY/IA.

Pewerve: MakcseoBa paciogejia THTEH3UTETa 6p31/IHa HN3HOCHU

3 mo?
f(v) =4r <2TZT> vie T,
7r

mu?
2

Hamazumo na je Tpancdopmmcana rycTuHa pacrojesie ciiydajHe TpoOMeH/bUBE €:

Kemumo ja TpacdhopMuiineMo ciaydajHy TPOMEH/bUBY Uy € = nomohy jennaunne B.58.

2 e
fle) = m\/ge :
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I'taBa 4

Metoa HajBepoBaTHH]e paciojeJie

... CHICTEM... KaJa Cce OCTaB! caM 3a cede, Op30 mpesra3n
y HeypeheHo, HajBepOBaTHUjE CTAIHE.

JI. BosmMman

Merto/1 HajBepoBaTHUje paciojese je MeTOJ KOju ce MOyKe IIPUMEHUTH Ha, CUCTEM HeHmHTepary-
jyhux mosekyna (mum, yommrenuje ropopehn — dectnna), Koju HazuBamo ujeasinu rac. Melymo-
JIEKYJICKE MHTEpaKIFje Cy YBEK MPUCYTHE, aJli MOXKEMO CMaTpaTHh Jla je TOTeHINjaJHa eHePruja
ycJiel HHTePaKInja MoJIeKysa pa3peleHor raca MHOIO Marba 0/l KHHETHYKE Te Ce CTOra MOXKe 3aHe-
MapuUTU. 3aTO ce pa3dpeheHn rac MoxKe IMOUCTOBETUTH ca ujieaJHuM racoM. MeToj HajBepoBaTHMje
pacrojiesie IpeJjcTaB/ba YOIIITEHUjU METO/I OJ1 MeTO/a KOju je mpuMeHno MaKcBesl Ha paciojielry
Op3uHa, jep y3uma y o03up U KOOpJIMHATE MOJIEKYJIa, 11a ¢e MOYKe yIOTpeOUuTH 3a ojipehuBarme oco-
OuHa cucTeMa MOJIEKYJIa Ca PA3IMIUTUM CTelleHnMa ¢J1000/1e (He caMo TPAHCJIAIMOHNM ), MOJIEKYJIa
y CIIOJbAIlEHeM TI0JbY, aIi U 38 KBAHTHE CHCTEME M CUCTeMe UJIEHTHIHNX decTuria. MakcBesaoBa pac-
moJiesia Op3uHa J1001ja ce Kao CIelnjaJHA CIydaj MeTo/ia HajBepoBaTHUje pacioiese. Taj MeTos je
npBHU yrorpebuo BosnMan 3a aHan3y KJIACHYHUX CUCTEMa MOJIEKYJIa, & KACHUje je MPUMEheH Ha
KBaHTHE MJICHTUYHEC YeCTUIIEC.

MakcsesioBa pacriojiesia Op3uHa BaxKu 3a pa3pehene racose 6e3 003upa Ha BPCTY MOJIEKYJIa, IIITO
yKa3yje J1a OHa uMa yHuBep3aJHu Kapakrep. Mako eractuunu cynapu uamel)y mosiekysia 10BoIe J10
[IPEHOCA KMHETHYIKE eHepruje u3Mehy MOJIeKy/ia, eKCIIEPUMEHTATHO Ce ITOKa3aJ/I0 Jla OHU He Mera-
jy MakcsesnoBy pacnojiesry 6p3una — Opoj MoJjieKyJsia Koju uMajy Op3uny y ojpeheHOM HHTEepPBAJTY
yBeK je y carsacuocTu ca MakcsesoBom pacrioziesiom. To ykasyje Ha IPeTHOCTaBKY Jla PaCIOery
MOX>XKeMO M3BecTu 0e3 y3mMama y pa3marpame me)yMoJieKyJICKuX MHTepaKIuja u Cy-
Japa, pasmarpajyhu camo 6poj moJsiekyJsia Koju uma 6p3mHe y Hekom oricery. [Ipobiem
ojnpehuBama ocobmHaA cucTeMa MOJIEKYJIa Ce OHJIA CBOJ/IM HA CTaTHUCTUKY MUKPOCTaHA,
YMeCTO Ha IIpoydYaBama MOJIEKYJICKHX cyJapa Kao y KWHETUYKOj TeOpHUju.

Kaza cmo pazmarpain MakcBesoBy paciiofiesry, HHTEPecoBao HAC je OPOj MOJIEKYJIa Y €JIEMEHTY
3alpeMHHe IIPOCTOpa Op3WHa U3Mel)y KOMIIOHEHATa OP3UHA Uy, Uy, U, U Uy + Avy, vy + Avy, v, +
Av,. HazoBumo Taj eemeHT 3ampemuHe heujomM m mocMarpajMo cBe hesmje y mpocTtopy Op3mHa
n OpojeBe MoJieKyJia y cBakoj henuju, cimka 4.1. Bpoj mosekyna y ¢-toj henmju 3a MakcBesoBy
pactogeny fyr usnocu N; & N far(vy, vy, v,) AvyAvyAv,.
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Cimuka 4.1. [lozmesra mpocropa Op3una moJsiekysa Ha henuje. Pajn jennocraBHOCTH, IPUKa3aHe Cy
camo JiBe oce oj1 Tpu. MoJieky/in cy npuka3anu KpyKuhuMma.

Boamman je Takobhe pasmarpao u Jpyre pacrojene 6p3uaa (JApyra MakpocTamba), Koje Jajy
npyradnje monymwenoctu heuja. OH je ¢BakKoj pacrojenn Op3uHa JI0/Ie/IN0 BEPOBATHONY IIPOITOP-
IUOHAJTHY OpOjy HaUMHA Ha KOjU MOXKEMO IIepMyTOBaTH MOJIEKYJIe TI0 hejnjaMa, TaKo Jia ce IhUXOB
6poj 1o hemjama He Mema. CBaka TakBa IepMyTalldja MOJIEKYJ/Ia IIPEJICTaB/ba jeTHO MUKPOCTabe
YUTABOI CUCTEMa MOJIEKYJa, Koje ojiroBapa oapehenom makpoctamwy. [lomro cynapu na ciaydajan
HaYUH Mehajy MHUKPOCTame CUCTeMa MOJIEKYJ/Ia, TO yKa3yje Jia je Opoj MUKpOCcTama Koja OJAroBa-
pajy MakcBesioBoj pacriojiesin 6p3uHa MHOTO Behu 0J1 Opoja MUKPOCTalbha OCTAJIMX paclojielia, jep
ocTaJjie pacriojese Op3uHa HUCMO HHUKA/I OIMa3U/INd Y €KCIEePUMEHTHMa. YIPaBO Ha TO] UNHHCHUIIN
ce 3aCHUBa METO]I HajBepOBaTHHje pacliojielie, jep OH He y3uMa y o03Up ocTajie paciojese U TH-
M€ MaTeMaTUYKU T0je/IHOCTaB/byje ojipehuBame Cpebux BPEIHOCTU. YMECTO PadyHamba CPEIhe
BPEJIHOCTH 110 CBUM pacliojejamMa Koje cy Moryhe, MeToj HajBepOoBaTHHje paclojesie OrpaHudaBa
ce caMO Ha HAjBEpOBATHH]Y PACIOIE/IY U IbeH OPOj MUKPOCTama. DoJIMaH je MpeIoKuo a je
EHTPOIINja MaKPOCTalba IIPOIIOPIMOHAIHA JJOTAPUTMY Opoja oJroBapajynnx MUKpPOCTarmba CUCTEMA.
[Tomrro je MAKpOCKOIICKO PaBHOTE:KHO CTarbeé HajBepoBaTHHUje M ca HajBehuM Opojem cramba, TO je
IbEIOBa EHTPOIINja MAKCUMAJIHA Y OJIHOCY Ha CBa JpyTra Moryha MakpocTamba, IITO je V CarjacHOCTH
ca IPUHIAIIOM MaKCUMaJiHe eHTponuje. Pazamorpumo jeraspHuje y ciesiehem oJ1e/bKy CTATUCTUKY
MOTYLEHOCTHU hejinja MOJICKY/IUMa U heHy Be3y ca MaKpOCTarbUMa.

4.1 DboJsimmanoBa pacmnojesa

4.1.1 IIpocTop cTama jeJHOT MOJIEKYJIa

[TocmaTpajmMo W30/10BaHU UEATHE CUCTEM MOJIeKyJIa (UjgeaaHn rac) Koju caiap:ku N MoJieKkyJia
y cyay 3anpemune V. VKyIHa eHepruja cucreMa MoJIeKyJia M3HOCH F 1 OHa je ouyBaHa TOKOM Bpe-
MeHa, jep cy cyjapu u3Mehy mosiekysna n nudmely mMoJieKysa u 3ujoBa cyja ejgactudnu. Mosekyn
Cy CJIOXKEHE YeCTHIIe KOje ce CacToje OJl ATOMCKHX je3rapa U eJeKTpoHa. ['eHepasiHo, MOJIEKY/T IMa
n crerenu cjoboje (KOOpAUHATA KOje MOI'Y HE3aBUCHO Ja ce Memajy). IIpocTrop crama jeaHor
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MOJIEKYJIA YUHE CBE HEroBe KOOpJMHATE (CTeleH: CJI000JIE) U UMILYJICH, T1...Ln, P1...Pp (34I0TO
je 6o/be KOpHCTUTH WMITyJIce y ojiHocy Ha Opsune, 6wmhe jacHmje y ciemehem normasmby). Paan
KOHITM3HOCTH, HeKa i heMo KopucTuTu ckpahene o3nake x",p" yMeCTO Xi...Tp,P1..-Pn. LlOTPEOHO
je IpUMeTUTH Jia CBaKOj KOODJMHATHU OJIroBapa jeJaH MMILYJIC. Y CJIydajy caMO TPaHCJIAITMOHUX
creneHu cj1000JIe MOJIEKYJ/IA, IPOCTOP CTarba MOJIEKYJa YWHE TPU KOODJUHATE U TPHU UMILYJICA,
T,Y, %, Du, Dy, D-- EHEPruja jensor mosekyna e(x",p™) MOXKe 3aBHCHTH O] HEFOBHX KOODAUHATA I
UMITyJICa y HAJOUIITHjEM CJIydajy.

N3 emmo guTaB IpoCcToOp CTarba jeTHOr MOJIeKYJ Ia Ha hemje y once3uma u3mehy y...T,, P1...Pn

n

u r1+ Azxy..x, + Ax,, pr + Apy...p, + Ap,, auja 3anpemuna usnocu Aw = [[ Ax;Ap;, ciauka 4.2.
i=1

[Tonpazymesajmo na cy henuje maje u o3Hadumo ux pegaum O6pojeBuma. Heka ykymnuo nmamo K

henuja, kacauje hemo y3ernu ja je Taj Opoj 6eckonadan. [IpocTop crama jeiHOr MOJIEKY/Ia OIpaHUIeH
je YKyIHOM 3alpeMuHoM 1 eneprujoM cucrema. Cpemba eHepruja u 6poj MOJIEKY/Ia KOjU ce HaJIa3e
y k-toj henuju usHOCE £) U Ny.
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Cnuka 4.2. Iogena mpocropa crama MoJeKysia Ha hemmje. Pann jegnocraBnocTu, mpuKasane cy
camo siBe oce. MoJtekyiin cy npukasanu KpyKUhuMa.

Csu OpojeBu MoJIeKyIa 1o hemujama ny...nx JePUHAITY PACIOely MOJIEKY/a y MPOCTOPY CTa-
ha, MOJIEKYJIa, IITO OJroBapa je JHOM MakKpocTamy cucrema. HazoBumo 6pojese mosteKkyiia 1o hesu-
jama OpojeBuMa 3ay3erocTu hesuje. MoKeMO 3aMHUCIUTHA Pa3/JUndUTe PaCIojiesie Y 3aBUCHOCTH O/I
BPEJIHOCTH Ny, a1 OPOjeBH 3ay3€TOCTHU hejiija He MOTry CJI0DO0JIHO Jia ce MeHajy, Hero IocToje JiBa
yCJI0Ba KOjU OHU MOPajy Jia 3aJ10BoJbe. [IpBu ce ognocu Ha yKyrman 6poj MoJieKyJia

N=> m, (4.1)

a JIpyTU Ha YKYIHY €HePrujy

E=>Y em. (4.2)

IIpocrop Mukpocrama cucrema moJiekysa (da3HM TPOCTOP) UKMHE CBe KOOPJMHATE U
UMITYJICH CBUX MoJieKyJa. Pa3zMeHa J1Ba MoJieKyJia U3 pasjmanTuX hennja He Mema OpojeBe 3ay3e-
roctu henuja, aqum Mema MUKpocTame cucreMa (cauka 4.3), jep cMarpamo Jia MOJIEKYJIe MOXKEeMO
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pazmkoBaru. CTora mMamo

N!

n1!n2!n3!...nK!

W (n..ng) = (4.3)

Pa3INIUTHX MUKPOCTamha CUCTeMa, KOja 0JroBapajy jeJIHOj pacloiesn N ...ngx MOJeKyJa 10 heym-
jama. YKymnan 0poj MUKpOCTarba JOCTYIAaH CUCTEMY jeTHaK je

GE)=>..> W(ni..ng), (4.4)

rJie cyMe MLy 110 CBUM MOT'yNM BpeJIHOCTHUMa OPojeBa 3ay3eTOCTH hejiija KOju 3a/10B0JhaBajy yCJI0-
Be 4.1 u4.2.

Cruka 4.3. Pazmena jBa mosiekyria 1 u 2 u3 pazmumaurux hesmja a) He Memba OpojeBe 3ay3eTOCTH
henuja, asm 6) Memba MEUKPOCTahe CHCTEMa MOJIEKYJIa jep MOJIEKYJIe MOXKEMO JIa Pas3JInKYyjeMo.

4.1.2 BoJuamMaHoOBa CTaTUCTUYKA ITPETHOCTAaBKA

CraTucTuvka IIpeTIiocTaBKa Kojy je BoJsmnMaH kKopucTmo je Jila cy cBa JIOCTyIHAa
MUKPOCTalkbha CHUCTEMa MOJIEKYJIa IMO/[jeITHAKO BepoBaTHA (MPUHIMII @ PTiorTi jeJHAKUX
BepoBaTHoha, BepoBaTHOhe Koje y3umamo 6e3 mperxoaHor pa3marpama). 1o je carimacHo
ca MakcBeJIOBOM IPETIIOCTABKOM JIa Cy CTamba MOJIEKYysa MakcuMmasaHo xaorudna. llomro cynapu
u3Mely MosieKyJia HACyMUYIHO MEHajy MUKPOCTaha, IUTaBOI CUCTEMA MOJIEKYJ/IA, TO € PA3JININTa
MHUKDPOCTaba MOJIjeTHAKO TeCTO 3amoceiajy. BepoBaTHoha jeIHOr MUKpOCTamha CUCTEMa U3HOCH,

1
P(E) = ——, 4.5
(B)= &1 (45)
a jeJIHOI MAaKPOCTamba, Koje ojiroBapa paciojiesin OpojeBa MoJIeKyJIa 1o hejmjaMa nj...ng, jeTHAKA
je
Plny.ng) = HUn) (nomi) (4.6)

GE) S S W)

[TonceTrnmo ce ja 6pojeBu 3ay3eTOCTU HUCY CJIOOOTHU, HETO Orpannyenn ycjaosuMa 4.1 u 4.2. Jlakrte,
mro je Beha Bpegnocr W(ni..ng), To je Beha BepoBaraOha Makpocrama. 3aro ce W(ny..ng)
HA3MBa W CTATUCTUYKA TEXKUHA MAKpPOCTAIba.
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Cpenmy 3ay3erocT jejine hesuje MOKEeMO OJIPE/IUTU TAKO MITO YCPEIILUMO 3ay3eTocTu Te hejnje

110 CBUM MaKpOCTalbuMa.:

<nk>:Z...;nkP(n1...nK): nZ...nZWml...nK) : (4.7)

ni

y3 ycaoBe 4.1 m 4.2.

Onpebuare pacrojiesie BepoatHohe MakpocTama P(n...nx) je MaTeMaTHIKI 3aXTE€BAH PO~
1ec, jep IocToje JiBa ycjoBa Koje OpojeBu ni...nyx Tpeba ja 3aji0Bo/be. Kajia 6u 1mmocrojao camo
YCJIOB 3a YKYITHE OpOj MOJIEKY/Ia, OHda Ou pacroesra Onia MyJITHHOMHA. 300T yc/IoBa 3a YKYIHY
eHeprujy, pacrojesa seposaruohe P(nj...nx) He MOXKe Jla ce OJpeJ eJleMEeHTAPHUM MaTeMaTH-
KUM MeTojaMa. VIax, mocToju pasjior 3aiiro He MOpaMo Jia OJPeIuMO PaCIoIesry, HEro caMo MO,
pacrmoziesie. 360r OrpOMHOT Opoja MOJIEKYJIA, NCIIOCTABJbA Ce A jeJHOj PACIOEN N ...M K
oarosapa y6enspuBo HajBehu 6poj Mmukpocrama, Tj. oHa je HajBepoBaTHHja (TO je Mof,
pacnogese P(ni..nk)). Ta pacnomena oaropapa paBHOTEXKHOM MaKPOCTakby CHUCTEMA.
pyre pacrojiesie (MakpocTama) UMajy MHOIO Makby BepoBaTHONY M HUX MOKEMO 3aHEMApPUTH,
ciuka 4.4. One ojiroBapajy HEPaBHOTEXKHWM U BUPTYEJHUM PABHOTEKHUM MaKpOCTambUMa (HA
IpUMeEp, CBU MOJIEKYJIH HAJIa3€ Ce y jeJHOj TMOJOBUHU CyIa WU CBU MOJIEKY/IH MMajy Op3uHe y
ncToM mpasity ). Mero/ HajBepoBaTHHje paciiojieie 3aCHUBA ce Ha HaJslayKemy pacrogese (... )
myTeM MakcuMasimsanuje 6poja cramwa W(ni...nk). Taga pacnogeny seposarnolie P(ng...ng) Mo-
JKEMO AlPOKCUMUDPATH E-eHOM HajBepoBaTHUjoM BpemHorthy P(7;...7), & Cpe/iiba 3ay3eTOCT HEKe

henmje mocraje mweHa HajBePOBATHHUjA 3ay3€TOCT, (Nk) A iy

PaBHOTEXHO MaKkpoCTaHe

Cmuka 4.4. [llemaTckn nmpukas MpocTopa CTarma M30J0BAHOT CHCTEMa MOJIEKYJIa MOJEe/HEHOr Ha
MakpocTtama. Cyrapu nzmehy MojIeKyaa HACyMUYIHO Membajy MUKPOCTarmba Koja Cy I0Jje/IHAKO Be-
poBarHa. 300r OrpoOMHOr Opoja MUKPOCTama Koja IPUIA/Iajy PaBHOTEKHOM MaKpOCTamby, JApPyTra
MaKpocTarba UMajy jako MaJjly BepoBaTHONy ja Oyy omnakena y ekcriepumenty. V1 oOpmyTo, ako
CUCTEM ITyCTUMO JIa ce Kpelie M3 HEKOr' Majio BEPOBATHOT MaKpOCTama, OH he 3aBPIIUTH y HajBe-
POBATHHjEM MAKpPOCTAIbY.
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4.1.3 DBoanmaHoBa eHTpoIujcKa popmysia

[Ipema mpuHIMAIly MAKCUMyMa €HTPOIIHje, MAKPOCTamhe KOje 0JIroBapa TEPMOIUHAMUYIKO] PaB-
HOTEXKM MMa HajBehy enTpornujy. IlomTo paBHOTE)KHO cTalbe nMa HajBehu OPOj MUKpOCTamba Koja
My OJI'OBapajy, OHJia MOpa MOCTOjaTH MOHOTOHA 3aBUCHOCT u3Mehy Opoja MUKpOCTamba jeJHOT Ma-
KpOCTarba U ierose enrporuje. BosimMaH je mpeaioXkKmo /1a eHTPOoIja MaKpPOCTamha 3aBUCH
o/ jjorapuTMa 6poja MUKpOCTamka

S = klnW¥, (4.8)

rjae je k BosmManoBa KoHcTaHTa. 3ampaBo, BosMaH je KOpUCTHO MPOTIOPIINOHATHOCT €HTPO-
yje u JiorapuT™a Opoja MUKPOCTarba, a KOHCTAHTY IIPOIMOPIMOHATHOCTH HEje HUKAJ OJIPEJINO.
Koncranry k upsu je ompemamo Ilimank m cyrepucao je jga ce 3oBe BosimMmanoBa KOHCTaHTa Kao
ycnoMmeHna Ha Bosvana. EaTponuja paBHOTEXKHOT MaKpoCTamba M3HOCU

S = kW (iy...7ix) (4.9)

[Tocnenuiia oBe dhopmyiie je Ta 3aKOHU TEPMOAWHAMHUKE HUCY AETEPMUHNCTUYIKN, HETO
MMajy CTATUCTUYKY OCHOBY, Tj. OHM Cy CaMO jaKO BepOBaTHHU. TepMOIMHAMUKA 3aIIPABO J1aje
HajBePOBATHIjE BPEIHOCTH MAKPOCKOICKUX BEJMYUHA (MOJOBE PACIOesa MAKPOCKOICKIX BeJIH-
qrHa). Y CKOPO CBUM CJIydajeBUMa, HajBEPOBATHIja BPEJIHOCT je TOJMKO JOMUHAHTHA JIa OJ[r0Bapa
U CPeJIboj BpeIHOCTH pactonesie. mak, y eKcTpeMHUM cilydajeBuMa y OJms3nHn (ha3HOT mpesasa
JPYTOr pejia, JellaBa ce Ja HajBePOBATHU]a BPEIHOCT HE OJI'0Bapa CPEeJhoj BPEIHOCTH U Tajla
TepMOJIMHAMUKA HE Jlaje UCIPaBHE OJI'OBOPE, HETO je MOTPEOHO KOPUCTUTH METOJE CTATUCTUIKE
TepMOJIMHAMUKe Koje hiemMo pazmoTputu y ciejieheM moriaBby.

Jlorapuramcka 3aBUCHOCT €HTPOIIHje 01 Opoja MUKPOCTaba, JIOBOJIH JIO 8IATUBHOCTU €HTPOITHje
3a cjaoxkenu cucreM. [locmarpajMo m3o0BaHN cHCTEM KOjU Ce CACTOjU OJ1 JBa IOJCUCTEMa Pa3-
JIBOjeHa JIMjadaTCKUM 3UJIOM y TOILIOTHOj paBHOTexkU. [logcucreMu y paBHOTEXKHOM MaKpOCTAIbY
nMajy eHepruje Ey u E,. 36or ciabe HHTepakiyje u3Melhy mojcucreMa, YKyIlaH Opoj MUKDPOCTa-
Iba CHCTEMa Y PABHOTEXKHOM MaKpPOCTAIby jeJIHAK je MPOU3BOLY Opoja MUKPOCTarba, 10je IMHATHIX
IMOJICHCTEMA TIPH IHHXOBUM PABHOTEXKHEM exeprijama, W = Wi (E;)Wy(E,). Tama je enrpornja
CHCTeMa aJTHBHA 110 CBOjUM jeoBiMa S = kInW = kInWi(E)) + kInWy(E,y) = Sy (Ey) + Sa(Es).

4.1.4 N3Bobhemwe pacnomese

Habumo casa majsepoBaruujy pactomeny (... ) 3a mosekyste. IlorpebHo je MakcmManzo-
Batu W(ny..ng) (dopmyra 4.3), mro ojaropapa mMakcuMain3oBawy enrponuje (6e3 Bosvanose
koHcraute) InW(n;...nk), koja momohy CrupsmHrose anpokcuMariiuje mo6uja 00K

K K
InW(ny..ng) = NInN — N — anlnnk + an. (4.10)

k=1 k=1
30or mBa ycJioBa 3a YKYIIHY €Heprujy u 0poj MoJieKysia, IoTpebHO je j1a KOPUCTUMO MeTo Jlarpan-
JKeBHUX HeoJipeheHnx MHOXKHTe/hba Kako OucMo ojpeamim MakcumyM. Jlarpam:xesa dyHkImja je y
OBOM KOHTEKCTY

K K
L=InW(n..ng) —« an—N —-p Zeknk—E : (4.11)
k=1 k=1

28



rjie cy a u 3 neogpehenn Jlarpamxkesu muoxkuresbu. Makcumym dbyuknuje £ 100ujamMo u3 ycjioBa

oL 1

HajsepoBaTnuju 6poj mosekysia 1o heamjama m3HOCH

fip = e P = Ce™Pon, (4.13)

rie je C' koncranTa. MckoprcTtuMo ycioB 3a yKynaH Opoj MOJIEKyJ1a

K K
N=> iy=C) e (4.14)
k=1 k=1

Ja 1obujeMo pesalujy Kojy HasmBaMo BoJiiMaHoBa pacmnojesa MoJieKyJia II0 eHeprujaMa:

> —Bek
L (4.15)
N5 s

k=1

OBJie cMO TOPIBY T'PAHUILY Y CYMU 3aMEHUIN OECKOHAYHOIINY, IIITO HAM MOXKE MATEeMaTHIKH OJIaK-
maru Jia Hal)eMo cyme, a CymITUHCKE HE Meha Pe3ysaTar 3007 eKCIIOHeHIHjaHe (DyHKIje Y CYyMHU.
Bosmvanosa pacrogiesia mnpejcras/ba BEpOBATHONY y CMUC/IY CTATUCTHYKE jgebUHUATINjE JIa Ce MO-
smekyn HaDe y henmju gawmja je emepruja €. Cyma y MMEHHOIy HA3UBa Ce MapPTUIMOHA (PYHKIH]ja

(cyma crama):
o0

q= Z e Pk (416)

k=1
Habuwmo Bpegnoct Jlarpam:kesor muoxkurespa 5 Kopuctehu BosmvanoBy enTponujcky dhopmy-

JIy:

K K
Ne—Ber
S= KW (iy...ii) = k(NInN — Y fiylnitg) = kNInN — & fgln ( ‘ )
k=1 k=1

q
K K K (4.17)
= kNIDN — kY dignN + kY figlng + k> i Bey
k=1 k=1 k=1
= kNInN — kENInN + kNlng + kBE = kNlng + kSE.
N3Bo1, OBe jeJiHAYUMHE 110 €EHEPTHjU Jlaje
oS 1 kN (0q op
7 = — +k kE
(58),, = 7= "0 (a8),. o2 (5.,
kN
= — e’ﬁs’c —Ek <66> —l—kﬁ—l—kE(a’B)
q = OF ) v n oF
(4.18)

_ aﬁ - Be aﬁ
= — (@)V,N;M +k6+kE(aE>

7
kN (0p Neq 0B
T(a_E) Zk +k6+k:E(8E) = kp.

VN —1
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Opmase Jstako oxapehyjemo Bpegroct JlarpaH:keBor MHOXKHUTE bA,

1

= —. 4.19
b= (4.19)
[Iperxoano cmo u3 jeanadnne 4.17 HAILINA Jla €HTPOIIMja HajBEPOBATHUjE PACIIO/Ie/Ie N3HOCH
E
S = kNlng + T (4.20)

N3 TtepmojimHaMuKe 3HaAMO Jia je XeJIMXOJIOB MoTeHimjan jeqnak [ = E — T'S. 3ameHom mpet-
XOJTHOT M3pa3a 3a €HTPONHU]jy J100ujaMo XeJIMXOJIIIOB TTOTEHITH]ja T

F = —kT Nlng. (4.21)

OBo je BazkaH pe3ysITaT jep HaM IOKa3yje Ja padyHameM napTurnone byHKIIje 3a jeJaH MOJIEKYJT
¢ 10JIa3UMO 10 XeJIMXOJIIIOBOT MTOTEeHIjaja, Tj. OCHOBHE TEPMOJIMHAMUYKE jeTHaUnHe Y XeJIMXO0JI-
IIOBOj penpe3eHTallN]j!.

Kako 6ucMmo ojpeuin rycTuHe paciiojiesie BepoBaTHONE y IPOCTOPY MOJIEKYyJia, IIOTPEOHO je
na pehemo ca auckperHnx hejmja Ha HENPEKWUIHNW TPOCTOP CTamba jeHOT MoJieKy/a. Axo ce y k-
t0j henuju 3anpemnte Aw OKO KoopanHaTa x', p™ HaIA3M 7 MOJIEKYJa, OHJa I'yCTHHA PACIIoNe/Ie
HaJIasKerha MOJIEKyJ1a y TOj hesnju u3Hocu (KOPUCTUMO CTATUCTUYUKY JjiehUHUNI]y BepoBaTHONE)

g e—Be(@™.p")

fa"p") =

T NAw  qAw (422)

Cpenma BpegnocT Heke dhusnuke Besmanne A = A(x", p™) Koja 3aBUCH 0J] KOOD/IMHATA ¥ MMITYJICA
MOJIEKYJIa jeJIHaKa je
o [ A, p)e ") du
Ay = [ [ A ) fa, pt) dw = o JA@" e . (4.23)
[ [ eBeEmp) duw

4.1.5 Ilpumena pacmnojeJie

Ipumep 4.1. N3Bectu MaxkcBesioBy pactojieny 6p3una u3 Bosiiivanose pacriogielie.

Pewere: OrpannanmMo ce Ha MOJIEKYJT KOjU UMa caMO TpaHC/IaInoHe crereHe ciobose. Fberosa

2 2 2
. pz+py+p .
eHepruja m3Hocu € = ——X—=. ['ycTuHa pacnojiesie y IpOCTOPY HMMILYJICA JeJJHOT MOJIEKYJIa
A3HOCHU s o
B(pz+ry+pz)
f( ) e ang = C 7(p920+p§+p§)
Pz Py, Dz) = = Ge 2mkT
qAp ApyAp.

Koncranra C' onpebhyje ce u3 ycioBa Hopmasmsanuje n usnocu C' = (27rka)_%. MaxcgesioBa
pacriofiesia 6p3una Jgo0Hja ce TPaHCPOPMAIUJOM Dy = MUy, Py = MUy U P, = MU,.

Y oBOM IpuMepy eHepruja MOoJIEKyJIa He 3aBUCH OJ] KOOPJMHATA, TAKO Ja He MOPAMO ITPOCTOP-
He KOOpJIMHATE Jia JeIMMO Ha hesnje, Tj. MaMo caMo jeJHy hesnjy Koja oJroBapa 3alpeMIHH
(AzAyAz = V). Tana je 3anpemuna hesuje y mpocTopy Cramba MOJIEKYJIa

Aw = AzAyAzAp, Ap,Ap, = VAp, Ap,Ap,. (4.24)
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Harmm cmo y nperxomnom mpumepy Jjia koucranta C' u3Hocu

1 1

= = , (4.25)
quxApyApz (27‘(‘ka)%
13 KOje HaJa3uMO MapTUIIMOHY (PYHKIIN]Y 38 TPAHC/IAIMOHO KPeTarmhe MOJIEKY/Ia
V(2rmkT)2
== 4.26
q A (4.26)

OBaj pesystar ykasyje Jla ce y CJIydajy KJIACHIHUX CTENeHU CJI000jie MapTUInona (pyHKINja 13-
padyHaBa Kao MHTerpaJl 110 CBUM KOOpJMHAaTaMa U MUMITYJICUMa MOJIEKYJIa 110/le/beHa 3alIPEMUHOM

hesmje:

q= € e PP . (4.27)

Aw

[Ipumerumo ma Aw ckpahyje jeaunuiie y KojuMa je MHTerpajl M3parkKeH TaKo Ja je HMapTHIHOHA
dyukinja 6e31MMeH3noHaIHA BeJindrHa. Pa3BojeM KBaHTHE MeXaHUKe MPEJJIOZKEHO je Jia eJleMeH-
TapHa 3allpeMIHAa IIPOCTOpa CTamba MOJIEKyJIa u3Hocu h™, rJie je n 6poj crereHn cao000/ie MOJIEKYIa.
['py6o obOjammmere 3a n36op [lnankoBe KoHCTaHTe 3a 3alpeMUHy ejleMeHTapHe hesmje 3a jegan
cTereH cJI000/ie je TO MITO HeoJpeheHOCT Mpon3Boia KOOP/NHATE U MMILYJICA U3HOCH TPHUOJINZKHO

h. Kopucrehu Ty Bpenoct 3a 3ampemuny hesuje jpodbujaMo n3pas 3a HApTUIUOHY (DYHKITH]Y:

1

= e @) . (4.28)

q

3a MOJIeKyJI ca caMo TPaHCJIAIIMOHIM CTeleHnMa ¢1060/1e 6poj cTereHu ¢jio00 e N3HOCU TPHU U Ta1a
je maprunuona (GyHKIMja je/IHaKa

3
2memkT 2
q=V <T) . (4.29)
[Tomohy jeanaumne 4.21 nHasmazuMo XeJIMXOJIIOB ITOTEHITH] AT
3 2rmkT
F = —SKTNIn (%) — KTNIV. (4.30)

[Tpumehyjemo na XeJMxoJIIIOB MOTEHIIMjal HEUje XOoMoreHa (yHKIIHja IIPBOTI peja, IITO yKasyje
na je mobwjeru m3pas3 Heradan. OH ce pasimKyje oj ucnpaBHor m3pasa 3a —kT NInN + ETN =
—kTInN! ITomro je XeaMXOJIOB MOTEHIIMjal MOBE3aH ca eHTPOIMjOM, & OHa ca OpojeM CTamba,
MOpa I0CTOjaTh MpobJIeM y Be3u ca OpojeM KJIACHIHUX CTakha 3a TPAaHC/IAIMOHE CTelleHe CI000/Ie.
Ad hoc pereme ipobiieMa je pBU IpeioKuo ['nbe, aau mpaBo paspelehe mpodbaeMa Be3aHO je
3a HEMOTI'YNHOCT pa3/IMKOBamha UJICHTUIHUX YECTHIA.

IIpumep 4.2. O,.T_Lpe,HI/ITI/I JIOIIPUHOC CPEJTHH0j EHEPTUJU MOJIEKYJIa KB IPATHOT YjIaHa 10 KOOP/IN-
2 2
2 j2 L 17...2 : :
HaTU WU UMILYJICY Ay (Kao HITO CY 5, 57~ IZ N §kx ) KOJU ce HaJIa3! y u3pas3y 3a eHeprujy.

Pewerve: I'ycruna pacnojiesie 3a KOOPIAUHATY Y U3HOCH

2
eiﬁAy Ay2

Ty == 5, ¢
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Koncranra C' nobuja ce uz nopmanusaimje f(y),

[ A
C— ﬁ.

JorpuHoc KBa IpaTHOT YJIaHa 10 Y CPEH0j] eHePIUju MOJIEKYJ/Ia M3HOCH

o0

A T Ay2 kT
_ 2 — - 207 %T -
(ey) = /Ay f(y)dy—\/ﬁkT/Ay eI dy = —-.

Jlake, BosimMaHoBa pacmnojesa nmokasyje Ja, Kaja IIoCToju MOTyhHOCT Jia ce eHep-
ruja CKJAJUIITH y TPAHCJIAIMOHUM, POTAIMOHAM M BHOPAIIMOHUM CTEIleHuMAa CJIO-
0ose, oHa he 6uTu y KJj1acu4HOj (pn3uUIU MMO/IjeTHAKO MoJeJbeHa 110 buMa 6e3 ob63upa
Ha IbUXOBY Ipupoay. EKcliepuMeHTAIHI pe3yJITaTh IMOKa3aJM Cy Ja OBaKaB 3aKJby-
4aK HHje UCIpaBaH 3a cBe creneHe cjioboqae. To je noBesio 40 cTBapamba KBaHTHE
Teopuje, Koja je Agajia objaliberme 3allTO Cy HEeKHM CTelleHM cJIo0o/ie ychnaBaHM, Tj.
HUCYy 11oo0yhenu.

Ipumep 4.3. Oapeautu cpelmmby €HEpPrujy MOJEeKy/Ia Yy IPUCYCTBY I'PABUTAIIMOHOT I10Jba aKO
OHA 3aBUCHU O] KOOPJIMHATE 2.

Pewerve: Enepruja mMoJiekysna y IpaBUTAIMOHOM IOJbY M3HOCH € = mgz. I'ycTuna pacnojieste
3a KOOPJMHATY 2 jeJIHaKa je

—pBmgz
e mgz
= — = O kT .
o) = S = Ce
U3 wopmasmsanuje f(z) Hasmazumo
o-="9
KT

JlompuHOC TPaBUTAIMOHOT TI0Jba CPEJIIb0Oj EHEPTUH MOJIEKYIa N3HOCH
(e) = /mng(z) dz =kT.
0

WNarepecanTan pe3yarar je ja IpaBUTAIMOHO IOJbe rmoBehiaBa MoJIapHM TOILIOTHU KaIlaIldTeT
naeajgHor raca 3a R.

Hpumep 4.4. llocmarpajmo ajgujabaTcku Cys KOjU je MoJ/Ie/beH 3UI0M Ha JIBa jeIHaKa jiesia. AKo
ce y IPBOM JIEJTy Cy/la HAJIa3M jeJIaH MOJI MJICAJTHOT raca MOJIEKYJ/Ia, & Y JAPYTOM JIeTy Cy/la HEMa
MOJIEKYJ/Ia, U3PAdyHATH ITPOMEHY €HTPOINje KaJia e 3U/] YKJIOHU.

Pewerve: O3nauumo ca 1 u 2 paBHOTe:KHA MAKpPOCTamba Kaja Cy MOJIEKYJIH CaMO Y jeJIHOM
JleTy cyJa 1 KaJia Cy MOJIEKYJIN y TeJIoM cyay. Taja je mpoMeHa eHTpOoInje yee aanjadaTcKor
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Ipemha raca
AS = Sy — 51 = kInWy — kInW; = kln%.
Wi
orpuHoc mMITyJica MOJIEKYyJIa YKYIIHOM OpOjy MHKpPOCTarmba jeHaK je 3a oba MaKpocTarba.
3a Jpyro Makpocrame uMamo jige hesumje y husuakoM npoctopy (Mosiekys ce Moxke Hahu y
JEJTHOM WJIU JIDYTOM JIeJIy CYJIa), JIOK 3a IIPBO MaKPOCTalhe HMaMo caMo jeny henunjy (MoJexyt
ce HaJIa3W y jeJHOM JIey cyla). YKyIaH Opoj pasMellTama jeHOI MOJa MOJICKY/Ia Ha JIBe
hemmje je 2V4. Crora je
AS = kIn2"* = Rln2.

BepoBatnoha 5a ce kojuM cjydajeM MOJIEKYJIM caMU CIIOHTAHO cabujy y IOJIOBUHY CYJa aKO
3ay3uMajy 1eo cyi je 2-V4,

O
el O
O
O
OO O
ojeje
0000 O0O0OOO
O0000 0]0]0]0]0]e,
OO00000 00000

Cummka 4.5. Pacnoaena MOJIEKYJIa 110 eHepFI/IjCKI/IM HHUBOMMa 3a JIBa MaKpPOCTalba CHUCTEMA.

4.1.6 KsBaHTHU cucremm

3a Heke crerene ¢1000/1e MOJIEKY/Ia MOPAMO y3eTH y 003Up Ja Cy KBaHTOBaHU. KBaHTHM cuCTe-
MW HEMajy IIPOCTOP CTamba KOJU Ce CACTOjU OJT KOOPJIWHATA W UMITYJICa, HETO IhUXOB IIPOCTOP CTaHha
caJIPXKM JIMCKPeTHa cTamba ojpehene enepruje. To je 3ampaBo MpeIHOCT, jep CMO J0Caj MOpaJIn JIa
JIMCKPETHU3YjeMO IPOCTOP CTarba jeJHOr MOJIeKyJa Ha hejuje Kako OMCMO MOTJIH TPUMEHUTH KOM-
ouHaToOpHEe MeToje 3a ojpehuBame HajBepoBaTHHUje paciojese. Y Caydajy KBaHTOBAaHUX CTEIEHU
cJ106071e MOJIEKYJIa PA3MOTPUMO GPOj MOJIEKYJIa TI0 eHePIujCKuM HIBouMa 6e3 jiereneparije (Ciydaj
JlereHepaiije Hasasu ce y ciaeaehem oferbKy ), camka 4.5. [Iperxo/iHo n3BejieHe jeHadnHe Bazke 3a
HajBEPOBATHU]Y MAKPOCKOIICKY DACIOJETy MOJIEKY/Ia 10 eHeprujcKuM HubouMa (jeaHaduHa 4.15)
u naprurony byHkiujy (jeanadnna 4.16), Koje y cebu cajipxke CyMy 110 €HEPIUjCKUM HUBOMMA.
To 3Haum ja TAjTaCHU acHeKT KBAHTHE TeOpUje KOju je OAroBOpPaH 3a JAUCKPETHE eHep-
rujcke HUBoOe He Mema BoJsmMmaHoBy pacnozedny. Ipyru acriekT kBaHTHe Teopuje, KOju
ce OJIHOCH HA CUMeTpHje, ycjaea NAEHTUIHOCTH YeCTUIla JOBOAM JI0 IPeCTaHKAa BaXKemha
BoismmanoBe pacriozedie.
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4.2 ®PDepmu—/lupakoBa u bo3ze—AjHinTajHoBa pacroaesa

4.2.1 KBaHTHe MIeHTUYHE YeCcTuile

Cge esemenTapHe decTuiie (eJeKTpOHH, (DOTOHH, ...) Cy MAEHTUYIHE HECTHUIEe U He OCTO-
ju HAYMH Ja pa3jumKyjeMo JBe miaeHTHIHe decturie. CUcTeMn eleMeHTApHUX YeCTUIAa KOjU jaKo
UHTeparyjy, Kao IITo Cy HyKJeOHW, aTOMU WJIM MOJIEKYJIH, Takole ce MOHAIIajy Kao WJIEHTHIHE
gyecture. HemoryhHocT pasimkoBama 4ecTHIA JUPEKTHO Ce OjparkaBa Ha HHXOBA MUKPOCTAIbA.
Nako cmo joca st pazMaTpain MUKPOCTaba MOJIEKYJIa, TO je OUJI0 CBe y OKBUPY Kjacu4dHe (pusnke
y KOjOj CMO M3MEHOM KOOD/IMHATA, 1 UMITYJICA YeCTUIa JT0OUjaIn HOBO cTambe (HUCY MCTa MUKPOCTa-
& Y KOM je TIPBU MOJIEKYJI Y 1oJIoxKa]y 7' ca mmirysacom P/, a apyru y " ca umiyacom p” u'y koM
je npBu MoJteky.1 y mosioxkajy 7 ca ummysicom g, a qpyru y 7/ ca umiyiacom p’ cimka 4.3). 3ato
cmo cmarpasn (y OKBUDPY KiacudHe (busmKe) Ja ce CBU MOJIEKYJIU MCTe BPCTE 3alpaBO IIOHAIIA]Y
Kao Jia ¢y pasmanti. To MopaMo Jia ucrpaBuMo, jep MOryhHOCT Jja pa3/inKyjeMo 9ecTurle J0BOJIN
JIO TIOTPEITHOr Opoja MUKPOCTaba, MITO Pe3yATHPa HEKOPEKTHUM TEPMOJMHAMUIKIM H3DA30M 3
XeJIMXOJIIIOB MMOTEHITHjaJI, MIITO CMO MPETXOIHO MOKa3a M.

Unentudne gecTuiie ce mpeMa CB0joj BPEIHOCTH CIIMHA MOTY MOJIEIUTH Ha (pepMUOHE (HdecTurie
1L 35
20 21 2
Cucremn vecTuna Koju jako MHTeparyjy cacraB/beHU oJ1 hepMuOHA MOTry OHTH (hepMHOHU WA

ca TIOJIYTIEJITUM CIITUHOM, S = ..) u 6o3oHe (uecture ca meauM crmHoM, § = 0, 1, 2 ...).
0030HN Y 3aBUCHOCTU OJI TOT'a Jia Jik je Opoj depmuona Henapan win mnapad. [Ipumepu dbepmuona
Cy €JIEKTPOH, KBapK, IIPOTOH, HEYTPOH, aTOM ,ZLGYTepI/ijMa, a IIpuMepu 6030Ha cy d)OTOH 1 aTOM
BOJIOHHKA.

JegnodyectnuHo crame (opburTasia) je KBAHTHO CTarbe jejiHE YECTUIle. JeJIHOYECTUIHA CTa-
Iba, MOYKEMO UCKOPUCTUTH JIa (POPMHUPAMO BUIICYECTUIHO CTAIbE 38 CUCTEM decTunia. bpoj decrura
n; Y 1-TOM jeJIHOYECTUIHOM CTaly eHepruje &; MpeJcTaB/ba 6poj 3ay3eTocT (IOMYHEHOCTH) TOD
crama. Yecro ogpehern 6poj jeJTHOUECTUIHUX CTalba UMa UCTY eHeprujy. Taja ce oHa Ha3UBajy Jie-
reHePUCAHUM CTABUMA. Y TOM CJIydajy, jeJHOUYECTUIHOM €HePIrijCKOM HUBOY €Hepruje €; 0JroBapa
g; JeJIHOUECTUIHUX CTarba, a Opoj ¢g; 30BEMO CTEIIEHOM JIereHepallije eHepruje &;.

Hajsuire jean dhepMuon MoxKe Jia ce CMECTH Y jeJIHO jeJJHOYECTUIHO CTambe, JIOK 3a 0030He
HEMa TakKBOI' orpanuterba. Crora 3a depmuone, n; y3uma camo Bpegnoctu 0 u 1, a 3a 6030HEe
nonyirere Bpegroct ¢y 0, 1, 2, 3 ... CBu OpojeBu 3ay3eTOCTH jeJHOUECTHUHUX CTamba (ni, Na,
n3 ...) MOTIYHO ozipelyjy BuiedecTuvaHo crame (MUKpocTame cucreMa). VIIeHTHIHOCT YecTuiia
yTUe Ha MUKPOCTaH€ CHUCTeMAa YeCTHUIla TaKO MITO HUje OMTHA O3HAKa YeCcTUlle Koja ce
HaJIa3W Y HEKOM je/THOYECTUYHOM CTamy, HEro caMo O0poj decTuria 1o jeJHOYeCTUIHUM
cramuMa (II0JICETUMO Ce U3 eJleMeHTapHe (hU3nIKe XeMuje, Ha IpUMeD, Jia HAC je HHTepecoBao 6pOoj
eJIEKTPOHA 110 opOuTaIaMa aToMa, aji He U caMe O3HaKe eJIeKTPOHA). 3aMEeHOM I0JI0zKaja U CIIIHA,
JIBe WJIEHTHYHE YeCTUIle T00MjaMO NCTO MUKPOCTarmhe 38 OO30HEe WJIM UCTO CTambe ca 3HAKOM MUIHYC
3a depMuone. ¥ caydajy cucTeMa cacTaB/beHHX oJ 0030Ha M (pepMUOHA, UCTO BaxKU 3a 3aMEHy
UJIEHTUYHAX YeCTHUIa [0 apryMeHTHMa TajacHe (pyHKIHje cucrema dectunia. Vako cBe decturie
MO2KEMO TIOJIEJIUTU Ha, 0030HE U (pepMUOHE, PAJIN MTOBE3UBAILA Ca, IIPETXOIHUM OJIe/bKOM, HA30BUMO
pUKTUBHE YeCTUIE KOje MOXKEMO PAa3/IMKOBaTH bomManoHuMa. Barkna paziuka nzmely 6o3ona u
depmmona ¢ jeaHe cTpane U O0JIIIMAHOHA ca JIpyTe CTPaHe je J]a CBa MUKPOCTama O0oJIIIMaHOHAa
HacTajla mnmepMyTalidjaMa BbUXOBUX jeTHOYECTUYHUX CTaHKka OJ/Ir0Bapajy caMo jeHOM
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MUKPOCTalby NICHTUIHHUX YeCTuliia.

IIpumep 4.5. IllocmarpajMo cucrteM o TpU HUECTUIE KOje HE MHTeparyjy, a 4dmje cy eHepruje
e =1iC, rae je kBauTHE Opoj ¢ = 1, 2, 3 ... a C' je eneprujcka KoHcTanTa. Hahu 6poj Mukpocrama
Tor cucreMa ca eneprujom F = 9C ako cy decrurie 60IIMAaHOHN, O030HU 1 (PEPMUOHHU.

Pewerve: Ako dectune ne unreparyjy, Baxku B = &1 + 9 + €3 = C(i1 + 92 + i3), TH€ Cy £, 1
ij eHepruja u KBaHTHU Opoj j-Te decrturie. PazMoTpuMo Opoj pas/imauTHX MHKPOCTamba Koja
HaCTajy MpepacIiojie/;ilOM YeCTUTIA:

KBaHTHU OpojeBn 6poj crama

i1 19 i3 ooJsiiMaHOHN  (pepMUOHM  OO30HU
7 1 1 3 0 1

6 2 1 6 1 1

5 3 1 6 1 1

5 2 2 3 0 1

4 4 1 3 0 1

4 3 2 6 1 1

3 3 3 1 0 1

[TokazknMo pacHoiesy YeCTUIa M0 jeJHOYECTUIHIM HUBOUMA, 33 TPH CIydaja (KOPUCTUMO CJI0-
Ba A, B, C' 3a GoJIMaHoOHE KOje MOYKEMO pas3jaukoBaTu u A 3a depmuone u 6030HE Koje He
MOKEMO Pa3/IMKOBATH; jeIHOYECTHYHN HIUBOM Cy nopehaHu 110 eHeprujama 0J103/10 HATOpe):

ciydaj i, # is # i3 (Ha mpuMmep, i1 = 6, iy = 2, i3 = 1)

OOJIIIMAHOHT 6oz0HU dpepmuonn
€ B CABA A A
B CACARB A A
A ABBCZC A A

caydaj caydaj iy = iy # i3 (Ha npumep, i1 =4, ip =4, i3 = 1)
OOJIIIMAHOHN 6o30HU dpepmuonn

¢ A B A 0
AB BC AC AA

ciydaj ciydaj iy = is = i3 (i3 = 3, ip = 3, i3 = 3)

OOJIIIMAHOHT 6030HI depmuonn

ABC AAA 0

Vkynuu 6poj Mukpocrama 3a bosrmanone, dpepmuone u 6o3omne je 28, 3 u 7.

4.2.2 N3Boheme pacnoaesa

Pazauunra orpanndyema y Be3u ¢ pa3MmelniTara OoJiiiMaHoOHa, 6030Ha n (pepMHoHa
10 je;THOYECTUYHUM CTalbuMa JIOBOJIE 10 TPU CTATUCTUKE Be3aHe 3a Bhux: BoJsmMaHoBe
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(B), Boze—Ajumrajuose (BA) u ®epmu—dupakose (FD). Pazmorpumo nmoHoso uzosmoBann
HIeasIHI Tac YecTulla eHepruje I koju cagapzku N decruria y cyay 3amnpemune V. 3a pasimky o CIy-
Jaja KaJla CMO pa3MaTpaJsii Bo/MaHoBy pacoiesry, OBJie He MOXKEMO Jia, TOCMAaTPAMO IOy HbeHOCT
jeJIHOUECTUYHIUX CTarba, jep y HEKUM CJIydajeBIMa OHa cajipzKe BeoOMa MaJjiu 6poj decTuna (IoHeKa
MaKCUMaJIHO jeiHy) u crora Huje moryhe npumenuntn CrupsmuroBy anpokcumarujy. OsrakimaBa-
jyha okosHOCT je 1a je pa3mak u3Mely eHepruja jeIHOUECTHIHUX CTarba BEOMa MAJIMA 33 YECTHUIE
nIeaHor raca. 3oMepdesi je IpeIoKIO 1a TPYIHIIEMO jeJHOYeCTHIHa, cTamba y K henuja, Tako
na k-ta hemuja cagpxu gg (gx > 1) eHeprujcku GIMCKUX jeTHOUECTHYHUX CTarba UHja je CPeba
eHepruja € Uy HO0j ce HaJIa3’ Ny decturia, cianka 4.0.

€

e o o e e S

95

e, E} g,
€1 E} 9
el =——i=}%

Cimka 4.6. I'pyniucame jeIHOYECTUIHUX CTarmba 10 hesujama.

Uckopuctumo npumep B.6 y Be3u ¢ pasmerntama Kibura Ha MOJUIAMa ca IIperpajiama ga Hahemo
6poj MEKpOCTarha KOjU 0J[roBapa jeJIHOj PACIIOJIe/IH decTulia 1o hemmjama (ny...ng ). [lommre cy cana
hesimje, a perpajie cy jeJHOYECTUYHA CTarba y OKBUPY hesnje.

Y ciayuajy dbepmuona, ny 9eCTHIA Ce MOXKE Pa3MECTHTH Ha (j JeJHOUYECTHIHUX CTaiba Ha

|
% (4.31)
nk(gk — nk)
HaduHa. [lomro pasmena vyectuna u3mehy hemuja He JI0BOJM /10 HOBOI' MUKPOCTaha, YKYIIaH OpOj
MHUKDPOCTaEha 3a PACHoIeny (ng...Nny) U3HOCH

- 9!
Wep = kHO PRTERTE (4.32)
VY caydajy 6030Ha, O6poj MUKpOCTamba ycje pa3MellTamba YecTuIla y OKBUPY k-Te hemnuje jeinax
je
(gx +ng —1)!
n! (g — 1)!
Ykyna#n 6poj MUKpocTama 6030Ha 3a pactojesy (ny...ny) gobujamo muokehu 6pojeBe MUKpOCTaba

(4.33)

3a cBaKky hesnjy

K
(g +ng — 1)!
Wea =[]t 4.34
P L (g = 1)) (4.34)
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Pasmorpumo u Tpehu ciryvaj XxumnoreTudkux decTuiia OoJIMMaHoHa. YKyIaH OpPoj lbUXOBUX MU-

KPOCTama 3a pacrnofieny (n...ny) no heaujama u3HOCH

K p

wr = NITT 2

ng!
k=0 K

(4.35)

To je remepanuzarnuja uzpasa 6.3, Koju CMO paHHje KOPUCTHUIU 3a PACIOIETY MOJIEKY/Ia MO eHep-
IHjCKMM HUBOMMa, CAMO IIITO Y OBOM CJIyYajy UMaMO §j jeITHOUYECTHIHUX CTarba 1o heymju.
N3 cnenehux nejeqnakocTn

(g +ne =DV (gr +1 — 1) (g + 1 — 2)...(g + 1) g > ﬁ

_ 4.36
el (gr — 1)1 - ] (4.36)
! —1)e(ge — e+ 1 o
Ik _ gelge = 1) (ge =i + 1) N/ (4.37)
npuMehyjemo na yBek Baxku Wpq > WTJ/,E‘ > Wgp. ¥ ciay4dajy HedereHepucaHOr raca, Kaja

je 6poj jenHouecTnuHUX cTamkba MHOro Behm ox 6poja decrunia y heauju, g, > ny, 6poj
MHUKPOCTambha CUCTEMA He 3aBUCHU O/ TOra Ja Jiu Cy 4decTuile 6030Hu ujin PepMUOHU U
jenHak je 6pojy crama GoJiiiMaHOHA mojaesbeHor ca V!

W;

~ ~ B

N!
OBaj 3ak/bydak HaM oMOryhyje /a opeauMo TEPMOJIMHAMUYKE OCOOMHE CHCTEMa IeCTUIa He yiia-
zehu y To ja yin cy 6030HM Wik (PEPMHUOHHU 3a CJIydaj HeJierenepucator raca. JloBosbHo je jna nahemo
6poj (KJIACMIHUX WM KBAHTHUX) CTakbha PA3IMIUTUX decTura (GOJIMAaHOHA) U JIa Ia TIOJIeIIMO Ca
N!. Baro hemo nedunncarn Kopuroan 6poj cramba OOJIIMAHOHA:

_ s

Wgp = Nl

(4.39)
Henerenepucanu rac je 3amnpasno yoe ybuBO Hajuenthu ciydaj ca Kojum hemo ce cycperatu. O6p-
HYyTH CJIydYaj, Kajia je Opoj dectuna jejHak mjim MHOTO Behm o O6poja crama y henumju, HasuBa
ce jako nereHepucaHu rac. lsmely HenerenepmcaHOT W JereHEPUCAHOT raca HaJIa3W ce CIIydaj
ciabo nereHepHCcaHOTr raca Kaja eeKkTr UAeHTUIHOCTH YeCTHIIA TOCTa]y TPUMETHH, &Il HUACY
JIOMUHAHTHU Ka0 KOJI JIEreHepPUCcaHor Traca.

Hajseposarnuja pacnogena (7g...Nx) 100Uja ce MAKCHMATU3AIUjOM €HTPOIIK]e, Tj. JIorapuTMa

K
6poja MukpocTama (6e3 BosmanoBe KoHcTaHTE) y3 yesaoBe 3a yKymHu 6poj decturia N = > ng u
k=1
K
eneprujy E = Y gpng momohy Jlarpamxkese dyukimje. Kopucrehu CTupamHroBy anmpokcuMarimjy,
k=1

HaJIa3MMO (MCKOPUCTUMO YCJIOB J1a je gy > 1y ciyuajy Bose—AjHirajHoBe cTaTuCTHKE U KOPUTOBAH
6poj MEKpocTarba GOJIIMAHOHA):

K
InWpg = Z (nglngy, — nglnng + ng) , (4.40)

k=1
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Cruka 4.7. a) Torora npeHera cucTeMy Merba 3ay3eTOCT jeHOUYECTHIHUX CTarba, ajlil He U Fhl-
XOB€ BDEJHOCTU eHepruja, 6) MeXaHWIKU PaJl KOjU je W3BPIIEH HaJl CHCTEMOM HE Merba 3ay3eTOCT
JETHOUYECTUIHUX CTakba, aJil MeHha hUXOBE BPETHOCTH €HEPIHU)a.

K

InWep =Y (gelngs — malnng — (g — ni)In(ge — ny)) | (4.41)
k=1
K

mWpa = (g + ni)In(gs + nx) — nglnng — gilngy) . (4.42)
k=1

Hudepentujaan oBux uspasa cy

K
dnWp =" In (%) dny, (4.43)
k=1

ng
- g
dnWerp =Y In <—k - 1) dn, 4.44
F ; - (4.44)
- g
dnWpa = In(ZE +1) dny. 4.45
Csa Tpu audepennujajia 6poja MUKPOCTalba MOIY Ce IIPeJICTABUTH jeJHAM H3PA30M:
K
danFD/BA/B = Zln (g—k F 1(0)) dnk (446)
k=1 T
K K
Hudepennujanm ycaosa 3a 6poj decTuiia u eneprujy ussnoce » . dny = 0u Y exdny = 0. Kombuny-
k=1 k=1

jyhm jemnaunny 4.46 ca audepennujaanma yKynHOr Opoja 9ecTHIla U YKyIIHE eHepruje, 1oonjaMo
mudepennujaau o0uK Jlarpanzkese yHKIM]je

K K K
dL = dinW — « Z dny, — 8 Z epdny = Z (ln <% F 1(0)) —a— 66k> dny (4.47)
k=1 k=1

k=1

N3 yciioBa MmakcumyMma, g—é = ( maja3uMo HajBEpOBATHHjE pPACIOJe/ie YeCTUIa 10 heamjaMa Koje
nasuBamo Pepvu—/Inpakosa, Bose—Ajumrajaosa n BonnvanoBa pacmojena

Gk

SR La— 4.48
eatBer +1(0) (4.48)

Nk FD/BA/B =
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Bpemnoctu +1, —1 u 0 y umenwuorry oarosapajy ®epmu—/lupakosoj, Bose—AjuinrajHoBoj, 0IHOCHO
Boustmmanosoj pacmojiesiu.

Habuwmo JlarpamxkeBe MHOKUTE/bE (v 1 3. 3aMEHOM HajBepOBaTHHje paciojierie y audepeHIijat
JoraputMa 6poj MuKpocTama (jennadanna 4.46) mobujamo

K K K
dnW = o " dine+ B exdive = adN + Y _ exdiiy, (4.49)

k=1 k=1 k=1

IITO BakKu 3a cBe crarucruke. IlpumMermmo Takohe na jaudepeHinnjan yKyIlHE eHepruje CUCTeMa
K K K
qectuiia B = ) g,ny, msnocu dE = ) epdnyg + Y fgdey. Homro je mpomena enepruje cucrema
k=1 k=1 k=1
K
JecTulla jeHaka 36upy pajga Wy, u Toriore @, to je enemenrapau pajg dWy, = > nydey, a Tormiora
k=1
K
dQ = > erdny. Pajx je noBesan ca MpOMEHOM BPEHOCTH €HEPrHja jeJHOUECTHIHUX €HEPIHjCKIX
k=1
HUBOA IIyTeM IIPOMeHe 3allpeMuHe, IITO He JOBOJMU JI0 IIpoMeHe Opoja decruiia 1o heaujama. Hacy-

[IPOT TOME, 3arpeBarbe CUCTeMa IIPU KOHCTAHTHO] 3allPEMUHU JIOBOJIM JIO IpOMeHe Opoja [decTuiia
o heymmjama, ajau He Memba BPEIHOCTU €HEPI'UjCKUX HUBOA, cynKa 4.7.

a 3
ni |
|
i BA
|
|
|
|
|
|
|
3T |
|
|
3
2+ |
3
|
|
FD |
1 |
|
| kT
I <>
3
0 | o

u i

Cruka 4.8. ®epmu—/lupakosa (FD), Boze-Ajumrajuosa (BA) u Boanmanosa (B) pacnogena 3ay-
3€TOCTH jeTHOUECTHIHOr cTaba. CTPesIUIoM je IprKasaHa BpeJIHOCT ToruioTHe enepruje k7.

Tomnory d() moxemo 3aMmennTn y m3pas 4.49, mro maje

dinW = adN + BdQ. (4.50)

Kana ce ne mema 6poj yecturia y cucreMy, IpoMena Opoja cramba U3HOCU

dinW = % — BTdS. (4.51)
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N3 oBe jegnauune gobujamo [ = % Jlarpam:keB MHOXKUTE/b (v HAJTA3UMO KopucTehn XeJIMXoJIoB
norennujan F = E — TS. JIndepennujanaan ook XeIMXOIIOBOD MMOTeHIHjaaa n3Hocu dF =
dE —TdS — SdT. Muoxehnu jemnaunny 4.49 ca kT, momasumo 10 u3pasa

ETdInW = TdS = kTadN + kTS(dE — dWy,). (4.52)

Bamenom TdS y dF mobujamo dF = dFE — kTadN — kTBdE — KTSdW), — SdT = —kTadN —
dWy, — SdT', xoju kKopuctumo j1a HaheMo XeMUjCKH MOTEHITI]aJT

oF )
= (— = —kTa, (4.53)
ON ) yr
a u3 wera Jlanrpaxes Heojpehenu MHOXKHUTeH v = —-L. Bamenom JlarpaHKeBUX MHOXKHUTE/bA Yy

jemnaunny 4.48 nosrazumo 10 Pepmu—/lupaxose, boze— AJHHlTaJHOBe n boamvanose pacrojiesie

Nk FD/BA/B = %;L (4.54)
e vt £ 1(0)

Omne cy npukazane Ha cauima 4.8.

Ipumep 4.6. OapeauTu eHTPONNjy UIeaTHOr raca OoIIMaHoHa, bo30Ha 1 (hepMuoHa Kopurihe-
eM BosrvanoBe eHTpoInnjcke popMysie U HajBepoBaTHUje pacioele.

Pewere: Kopucrehu 6poj mukpocrama HajBepoBarHuje pactomene (jeanadnse 4.40, 4.41 u
4.42), HAJIA3MMO €HTPOIIN]Y UJEATHOD raca

(& Z m; (ln <gj> - 1> GOJIIMAHOHH,
S =klnWwW="<{F Z (njln (7% + 1) + gjln (1 + Z—j’)) 0030HM,

kZ (njln <— — ) —g;ln (1 — Z—j)) depmuonu.

\

3aMeHOM HajBepoBaTHHUje 3ay3€TOCTH jeTHOUYECTUYIHOI CTarba, jejiHaduHa 4.54, mobujamMo eH-
TPOIHNjy Kao PYHKIH]Y jeJHOYCCTUIHIX €HEPIuja

(ke Z gie P (B(e; — p) + 1) GOJIIMAaHOHH,
S = ngJ (ﬂ(fg—f)m In (eﬂ(aj_“) — 1)) 6030HM,

k Z 9j (H—uﬁ%)u) +1In (€& 4 1)) dbepmmonm.

Kazna Oymemo pazMaTpan TyCTUHY jeTHOYECTUIHUX CTamba NIEAJHOT Taca, IpuMeHnheMo oBaj

u3pas Jia OJIPeJINMO €HTPOIIN]Y UJIeaHOT raca OOJIMaHOHA.
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I'1aBa 5

Metona arcamoOJIa

... Hukaa nucam ymosunao Bumapaa ['ubca; moxia,
JIa caM ra yImosHao, cTaBuo bux ra mnopen Jlopenra.

Oxrosop A. AjHInrajua rofguHy JaHa Mpejt CBOjY CMPT
Ha THUTarmke KO je HajMONHUjU MUC/IHJIAI, KOTa je Io-

3HaBao.

Meto/1 HajBepOBaTHUje paciojielie OKa3ao je Jia ce 0COOMHE PABHOTEXKHUX TEPMOIMHAMUIKAX
cTama WAeaJHUX CUCTEMa MOTY OJIDEIUTH 0e3 JeTa/bHOI pa3MaTpamba KpeTarba MOJEKYsa, CaMo
y3UMabeM y 003Up CTATHCTUKE MOJIEKY/Ia 10 JIeJIOBUMa MIPOCTOpa CTamba jeHor mojiekysia. Cra-
THCTUKA MOJIEKYJIa MPUPOJTHO Ce OcCjarmaljia Ha OrpoMaH Opoj MOJeKysaa KOjUu MOCTOjH Yy racy u
MOJIEKYJICKE CyJlape, KOju JIOBOJIe JI0 IpoMeHe Op3mHa MOJIEKYyJa U IPEPACIojiesie MOJIEKysa 110
henujama. [lpunnunu na Kojuma ce 3acHUBa METOJI HajBEpPOBATHUjE PACIOJIEE TOCTYKUIU CY 3a
pPa3BOj YOIIITEHUjer CTATUCTUYKOT MEeTo/a Koju je mpeioxkuo ['mbe. Taj meros nompasuo je cse
HEeJI0CTaTKe MeToJla HajBepOoBaTHHje pacliojese, Koje Cy orpaHmvaBaJie meropy mpumeny. OH ce
MOZKe TPUMEHUTH Ha CUCTeM MHTeparyjyhnux MoJiekysia, y3uMa y o03Up CBa MUKPOCTarha CUCTEMA
carjiacHa ca MaKpPOCKOIICKUM I'DAHUYIHUM YCJIOBHMA, a HEe caMO OHA KOja MPUIAJIajy HajBepOBATHU-
jOj pacriojiesi 1 MOZKe Jla ce IPUMEHU Ha CUCTEM KOjU MHTeparyje ca pe3epBoapoM. 3a PasJiuKy OJf
MeTO/Ia HajBepoBaTHHje pactojese, 'MOCcOB cTaTUCTUYKU MeTO/], KOju je OH Ha3BaO METO/]
aHcambJia, 3acHUBA ce Ha BepoBaTtHohu Jia ce cucrem Hahe y ompehenom neiry ¢pazuor
npocropa (M BUIIEYECTUYHOM CTamky 3a KBaHTHe cucreme). ['mGc je 3amwucimo cra-
TUCTUYKY TE€PMO/IMHAMUKY KAO CTATUCTUKY KOJIEKINje OTPOMHOT Opoja MaKpPOCKOICKU
WCTOBETHUX, aJI1 MUKPOCKOIICKY PA3JIUYUTUX CUCTEMA, [0 aHAJIOruju ca BosmMaHnoBom
CTAaTUCTUKOM MoJieKyJia. Taj DUKTUBHU CKYIl CHCTEMa MOJIEKYJ/Ia HA3BAO je aHCAMOJI y CMUCITY
Jia je BepoBaTHONA Jia ce cucteM Habhe y ogpehenom ey gazHor mpoctopa jejiHaka 6pojy dIaHoBa
ancambiia y TOj 3anpeMuHn (ha3HOI MPOCTOPA IMOJEJHEHOM Ca YKYIHUM OpOjeM [IaHOBa aHCaM-
OJ1a, KOju MOXKe OUTU IIPOU3BOJHHO BesinKH. JIpyrun HaAaUYMH HA KOjU MOXKEMO MHTEPIPETUPATHU
BepoBaTHONy 3acHMBaA ce HA OrpaHWYEeHOj MHMOpPMaNUju O KpeTamy MOJIEKYJa yCJIes
HEIO3HaBama IMOYEeTHUX MUKPOCKOICKHUX YCJIOBa, jep Cy HaM IO3HATE CaMO MaKpO-
KOOp/IMHATEe CUCTeMA TOKOM m3Bohema ekcriepuMenTa. CymnrtuHcku, BepoBaTHONA je camo
MOr0J/IaH MaTeMaTHIKK HAYMH KOjU HaM oMOoryhyje /1a pa3MarpaMo CUCTeMe Ca BEJIMKUM OPOojeM MO-
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JIEKYJIa UaKO Y €KCIIEPUMEHTY ITOCMATPaMO CaMO jeJIaH CUCTEM MOJIEKYJ/Ia ca J00po JepuHICaHIM
KOOp/IMHATaMa U UMITYJICUMa MOJIEKYJIa y CIy4ajy BarKema Kjaacudne MexaHnke. Kako On yK/by4ano
CcBa, MUKPOCTarba CUCTEeMa MOJIEKYyJia KOJU MHTeparyjy, MeToJ aHcambjia MOpao je jia e OCJIOHU
Ha OIIIITe OCOOMHE KpeTama CUCTeMa MOJIeKy/Ia y (hasHOM MIPOCTOPY 3acHOBaHE Ha XaMUJITOHOBO]
BepP3UjU MEXaHWKe. 3a Pa3JInKy OJI MEeTOJla HajBepPOBATHUjEe PACIOJesie, KOjU pa3MaTpa CaMo Haj-
BEPOBATHU]Y PACIOJIETy, MEeTO ancaMb/ia ypadyHaBa CBe paclojese y CKIJIY ca MAKPOCKOIICKIM
yCJIOBUMa, TaKO JIa Ce J00Mja Cpemha PacIojielia Wik CPelba BPeTHOCT HeKe (hU3MIKe BeTUTNHE.
Pazmmanra Makpockoricka orpaHmYerma KOja Ccy HaMeTHYTa CHCTEMY OATrOoBapajy pasIMIuTUM Iy-
cTUHAMa pacrojiesie BepoBaTHohe y (azHoM mpoctopy, Tj. y ['ubcoBoj dhopmynanujun pa3anauTumM
ancambiinma. Cpejitbe BpeHOCTH (PUBNUKUX BEJIUYUHA 3a pasjinduTe ancambie Ouhe jenake y
TEPMOJIMHAMUYKO] T'panunu Kajga N — oo, V' — 00, a 0JHOC % je koncrantat. To je mocieauiia
BICOKE JINMEH3NOHAHOCTH ITPOCTOPA CTama MOJEKY/a. 300T Tora, MOXKeMO NPUMEHUTU OMJIo
Koju aHcambJi1 3a ojipehuBame TepMOAMHAMHYKUX BEJIMYUNHA, aJIU HCIIOCTaBJ/ha ce Ja
Cy HEeKM aHCaMOJIM y HEKMM CHUTyalljaMa MaTeMaTUYK! je JHOCTABHUjU 3a IIPUMEHY O]

APyTrux.

5.1 XaMMWJITOHOBa MEXaHUKA

5.1.1 XamwmiaToHOBe jegHaudnHe u Pa3HU TPOCTOP

YV IpeTXoHOM IOTJIaB/bY KOPHCTHUIM CMO TIOjMOBE je/THOYECTHIHOT W BUIIEYECTHIHOT KIaCHI-
HOT CTatba. PasMoTpuMo cajia jieTa/bHije TojaM (JMHAMIYIKOL) CTamha CHCTEMa Y OKBUPY KJIACHIHE
MexaHuke. Crame cucTemMa MOJIEKYJIa MOpa caJIpzKaTu ¢Be NH(OPMAIIIje HeOIIX0/IHe 3a oj/ipehuBammbe
ocobmHa cucreMa Mojieky/a. Ha mpumep, yKyIHa eHepruja CucTeMa MOJIEKY/Ia MOXKE Ce OJIPE/IUTH
KOpHUITNEemeM CBUX KOOpJNHATA U Op3MHA MOJIEKY/Ia MJIM CBUX KOOP/MHATA U UMITYJICA MOJIEKY/IA.
pyra ommuja nMa 3HaYajHY MIPEIHOCT Y OJIHOCY Ha MPBY U by hemo caja pasmorputu. OHa o/ro-
Bapa XaMUJITOHOBO] MEXAHUIIH, KOja je OJurpasa K/byIHy YJIOrY Y Pa3BOjy CTATHCTUYKE U KBAHTHE
MexaHuKe. XaMUJITOHOBA MEXaHUKa je jeiHa OJ] Bep3uja KJIacUudHe MeXaHUKe, Kao IITO je U 100po
nosuata HbyraoBa Mexannka. OHa pasMarpa BPEMEHCKY HPOMEHY KOOD/HMHATa cucTeMa x; (duju
6poj je jemHak Opojy cTemeHu cjaoboje CHCTeMa n) U ca mUMa HoBe3aHuX uMmiysica p;. Koopau-
HaTe MOJeKyna Mory outum lekapToBe, MpUIIAJATH PA3IMIUTAM KOODJIWHATHUM CUCTEMUMA, VJIH
OouTH joI arncrpakTHHUje, Kao Ha npumep Koedbuimjentu passoja y Oypujeosom pemy. Bes obzupa
HA BUXOBY BPCTY, BPEMEHCKA ITPOMEHA KOOPAWHATA W WMIIYJICA MOJIJIeYKe YBEK MCTUM
XaMMWJITOHOBUM jeTHAYNHAMA:

= — d
= —— 2

rie je H xamMuiaToHMjaH cucTeMa MOJIEKYJa, a WHJEKC ¢ y3uMa BpejgHoctu ¢ = 1, 2 ... n. Kako
ou ce oBe jaudepeHIjaHe jeJHAYNHEe IIPBOI pejia Pelnie, MoTpedHe cy MoYeTHe KOopuHaTe U
UMITYJICH.

Pasmarpahemo camo KoH3epBaTHBHE cucTeMe MOJIeKysia (CHcTeMu duje cuiie usmely mosexysa
Cy je/lHAKe HEraTMBHOM M3BO/Ly MOTEHIHjaTHE eHEPrHje [0 KOOPJAWHATH ), 9ija ce eHEepruja He Memba
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TOKOM BpeMeHa. Y TOM C/Iydajy, XaMUJITOHHjaH CHUCTEMa jeJIHAK je YKYITHO] eHepruju cucreMa [/,
1j. 30upy KuHernduke (K) m morennujasiue (U) emepruje H(p",2") = K(p™) + U(2") = E. Osze
CMO KOPHUCTUJIN O3HAKE P =Py ... Py B T" = T ... Ty

Ipumep 5.1. Kako OucMo ojipe TN XaMUJITOHUjaH CHCTeMa, IMOTPeOHO je IpBO Jia Hahemo
Jarpamxkujan cucrema. OH TIpejcTaB/ba PA3/INKy KUHETUYIKE U MOTEHIMjAJHe eHepTHje CUcTe-
Ma U 3aBHCH O (YOIIITEeHNX) KOOpAuHaTa U (YOIIITeHHX) Op3uHA YeCTHUIA. XaMIJITOHI]aH
cucTeMa jeJHaK je HeraTuBHO]j IapiujasiHoj JlexkanapoBoj TpaHcdopMaliuju JarpaHKujaHa y
KOjOj CMO Op3WHE YeCTHIa 3aMEeHWIN UMITYJICUMa — U3BOJIMMA JIAHTPaHKUjaHa 110 Op3WHaMA.
Halin xamuironujane 3a a) decrurly uuja je Maca m u norennujaiana edepruja U(x,y, z) u 6)
MaTeMATUIKO KJIATHO JIyzKuHe | u mace m.

Pewere: a) Jlarpamkujan decTuiie W3HOCH

m(i? + y* + 2?)

L=K-U=
2

—Ulx,y,2).

[Torpebno je mahu Jlexkanaposy TpancdopMmalujy Jiarpamkujana Tako MTo hemMo Op3uHe 3a-
MeHUTH nMirysicuma. Vmiyscu cy nedunncanu n3soamma

oL .
Pz = a_x = mx,
oL .
Py = 8_y =my,
oL .
Dz = E =mz.

YV 0BOM jeTHOCTABHOM IIPUMEPY UMITYJICU CY je/IHAKH IIPOU3BOJLY Mace U Op3uHe. Y CJIOXKEHUjUM

CcTydajeBuMa OHH MOTY UMaTu Jpyraduju obsmk. 3 opux jenaunna Hatasumo Opsune & = 22,

y ="y =2 XaMuaToHujaH decTHIle U3HOCHU
m m

2 2 2 2 2 2
: . . Py + Py TP Py P D
H=L—ip i~ ipe= T gy B P P
m m m m
2 2 2
Py T D
H:M+U(m)y’z)

2m

6) MareMaTHIKO KJIATHO je CUCTEM Ca JeJJHUM CTEIIeHOM cJI060/1e, a 3a YOIIIITeHY KOOD/InHA-

TY je 3roJiHo u3abpaTu yrao  0OTKJI0HA MaTeMaTHIKOTr KJaTHa oJ] Beprukase (ciuka 7.1). Kaza
ce MaTeMaTHYIKO KJIATHO 3a/byjba 3a yrao 6, onja ce oHo mojurHe 3a h = [ —lcosf = [(1—cosh).
Crora je norennujannaa enepruja U = mgh = mgl(1 — cosfl). Besa uzmely /lekaproBux u 1mo-
JIApHUX KOoOpJAWHaTa m3Hocu x = [cosf, y = Isinf. Ilomrro ce camo yrao 6 mema KpeTamem
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MaTeMAaTHIKOr KJIaTHA, a He W HeroBa JIy:KnHa, Baxkn & = —[sinf 0, y = [cosf 0. Kunernuka
eHepruja y MOJJApHUM KOOp/IMHATaMa jeJHaKa je

" m(d® +9°) _ mFé{
2 2

Jlarpamxunjan MaTeMaTUIKOr KJIaTHA 3aBUCH OJ1 yIiia ¢ u Op3ume 6:

1262
L=K-U-= mT—mgl(l—COSH).
Vmimysic mosesan ca yrjioM H3HOCH
oL 5
Y
Onanjie HamasumMo 0 = L W XaMUTTOHMjaH
. p2
—H =L —pyl = ~3 0l2 — mgl(1 — cosf),
m

2
H b + mgl(1 — cosh).

- 2ml?
y/1//4 y»
0
¢
¢ COSO
¢-¢cosO| -
X
v

Ciuka 5.1. OTKJIOH MaTeMATUYIKOr KJIATHA 3a yrao § oj BepTukase.

CBe KoOpAMHATE W UMITYJICH CHCTEMa MOJIEKYJIa YnuHe (pa3HU MPOCTOP KOjU IMPEJICTaB/ba MPO-
CTOp MHKpOCTarba cucrteMa. AKO HeMa OrpaHnverha HAMETHYTHX Ha KOODJIHHATE MOJIEKY/Ia, OPOj
cTerneHn cJ1oboJIe 3a CBAKHM MOJIEKYJI M3HOCH TpH (pa3MarpamMo MOJeKyse 6e3 yHyTpalllikhe CTPYK-
Type). ¥ ToMm ciydajy, dasuu npocrop uma 6N qumensuja, riae je N 6poj mosekysa. Caka Tadka
y dasHoM MpoCcTOpy MpeJcTaB/ba jeHO cTame cucreMa. Kako ce koopguHaTe U UMITYJICU CU-
cTeMa MoJIeKyJa Membajy TOKOM BpeMeHa, TaKO CHUCTEM IMpeJia3y U3 TadKe y TadKy
da3HOr mpocTopa, MITO YMHU TpajekTopujy (opbuty) y dasuom mnpocropy. Kperame cu-
cTeMa MoJIeKyJia y pa3HOM IIPOCTOPY MOKe IMOYeTH n3 OMJIO Koje Tadke, Tj. OMJIO KOja TadKa MOXKe
0JIFOBapaT HEKUM IOYETHUM YCJOBUMa KpeTama. Tpajekropuje y (pa3zHOM TPOCTOPY Cy jeIHO-
3HaYHO Ojipehere XaMUITOHOBUM jeTHAYMHAMa, OHE MOI'Y OMTHU 3aTBOPEHE, ajIi ce He MOTY HUKa]l
npecernatu. Kperame KOH3epBATHBHOT CUCTEMA MOJIEKYJIa OJroBapa y (hasHoM IIPOCTOPY KPETaby

44



TavKe 10 TPAJeKTOPHUjU KOja Ce HaJIa3U Ha €HEPI'MjCKOj XUIIEPIIOBPIIN OJpeheHoj XaMuITOHIjaHOM
cucrema, £ = H(z",p") = K(p") + U(z").

Ipumep 5.2. Oapeantn XaMUJITOHOBE jeHAUNHE U IPUKa3aTu (a3HU IIPOCTOP 3a JUHEeapHU
XapMOHUJCKU OCITMJIATOP Mace m U yraoHe popekBeHInje w.

. 2 .
Pewerve: XavunTonnjan cucrema nsnocn H = 2 + %mwsz. XaMUITOHOBE je/IHAYNHE CY

dv _OH _p

d  op m’
@——a—H——mw%
dt  0r '

SanpaBo, XaMUJITOHOBE je/IHAYUHE Y OBOM CJIy4ajy cy eKBuBajienTHe HbyTHOBUM jenadnnama.
[ToBpin KOHCTAHTHE eHepruje (KpuBa y OBOM JIBOJMMEH3NOHAIHOM CJIy4ajy (ha3HOI IPOCTOPA)

je
2
1
E=H= 2p_m + §mw2$2,

P 2
2mE  2E
mw

= 1.

. 2 2 ) .
Ogo je jemnanmna emmrnce o3 + %5 = 1 ca momyocama a = \/nffg u b= +2mkE. Tpajekropuje
PA3IMIUTUX €HEPIHja JUHEAPHOT XapPMOHUjCKOT OCIMJIATOPa Yy (ha3HOM IIPOCTOPY HMPUKA3aHe

cy na caunu 7.2. To cy 3aTBOpeHe TpajekTopuje Koje cy orpanudene y pa3HoOM IPOCTOPY.
p

>
»

TN

A\

Cnuka 5.2. Tpajekropuje pas3jimauTuxX eHepruja JUHEAPHOT XapMOHUjCKOT ocimiaTopa y da-
3HOM ITPOCTODY.

YV IpeTxoHOM IIPUMEPY CMO BUJIETH Ja Cy XaMUJITOHOBE jeTHAUNHE 38 KOH3ePBATHBHE CHCTEME
y JlekapToBuM KoopnmHaTaMa eKBuBajenTHe FbyTHoBuM jenavunnama. Permasame XaMUITOHOBUX
(FbyTHOBUX) jenmHauMHa Kperama 3a CHCTEM Ca BEJIMKHM OpOjeM MOJIeKyja CyodaBa ce ca JiBa
npobsieMa. [IpBu je orpoman 6poj jeiHadnHa Koje Tpeda pelnT, a JIPYTH je IMITO CY MTOYeTHU YCJI0BU
Kperama Hermo3natn. Ca moOpacToM padyHApPCKe CHare, pacte n Opoj MOJIEKysa dUnje jeHadnHe
MOXKEMO DeINTH 33 BPEMEHCKH TepHoJ, Koju MOKpuBa Jenunh cekyHie. lanac je moryhe pemmrn
Ha padyHapuMa je/IHavnHe KpeTarba 3a HEKOJUKO MUIJIHjapiu MoJiekysia. Taj 6poj je MHOTO Marbu
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Hero 6poj MOJIEKyJIa Y MAKPOCKOIICKUM Y30PIMMA, AJI JIOBOJ/FHO BEJIMKH J1a Ce CUMYJINPAjy OCOOUHE
MaTepuje Ha padyHapy. pyru mpobJieM, Be3aH 3a MOYETHE YCIOBE, JOBEO je JI0 Pa3Boja CTATUCTUIKE
TEPMOJIMHAMUKE TaKO ITO je YCIOCTAB/HEH CTATUCTUIKN MOJIE/T BE3aH 3a MOYETHE YCJIOBE.

5.1.2 JImHaMuYiKe BeJIMYMHE

3a dusuuky BesmunHy A 1MOCTOju, MOBe3aHa ca HOM, JUHAMHUYKA BeJuunHa A KO-
ja je meduHHCcaHa Ha MPOCTOPY CTala CUCTEMA, Tj. PYHKIMja je KoopanHATa U (UJin)
umiyJjica mojiekyiia, A = A(z",p"). 3a Mexanuuke BesnunHe Jako je Hahu ojrosapajyhy u-
HamMuuKky Benuuanay. Ha mpumep, eHepruju cucrema oiroBapa XaMHUJITOHU]jAH CHCTEMa, BEJIUINHY
KOja 0JIr0Bapa MPUTUCKY NeMo ofpe uTn yOp30 y OBOM IOTJIaB/by. V3y3eTak cy eHTpoOInja U HheHe
JlexxanapoBe TpaHcdopMalije, Koje HeMajy MeXaHUUIKY IPUPO/LY U 3aTO HUje OMJIO jaCHO KaKO W3-
rIeJajy mbUXoBe BeanduHe y (asznom mpocropy. 3axpaspyjyhu pajy bBosvana n ['nbca, mobujenn
Cy M3pas3u 3a TOIJIOTHE BeJIUYNHE.

Cpaka JuHAMMWYKa BeJIMYMHA KOja OAroBapa HEKOj MaKPOCKOIICKO] BEJIMYUHHU MO-
pa caapKaTv KOOpJWHATe W/WJM UMIIyJICe CBUX MOJIEKYJIA M OCTATU HENPOMEHmEeHA y
OJHOCY Ha IlepmyTaruje KoopauHara (umirysica). Te BesmduHe 0OMYHO TIPEJICTaBIbajy 30UD
MaTEeMATUIKN MCTOBETHUX “JIAHOBA KOJU 3aBHUCE OJ] KOODJMHATA MJIM UMITYJICA jeJTHOT MOJIEKYJIa,
Kao IMTO je KHHETUYIKA €HePTHja CUCTEeMa MOJIEKYIa

N Lo

K="t (5.3)

WJIM CBUX IIapOBa KOOpAMWHaTa MOJIEeKYJla, Kao IITO je HOTeHHI/IjaJIHa eHeerja cucreMa MOJIEKYJIa

U=l ), (54)

i=1 j>i

rae je u(r;, ;) moTeHnujasia eHepruja MHTepakiuje mapa MoJeKysna. Beoma perko cagpxxke 36up
“WIaHOBa KOju cy (byHKIMja TpHW KoopjuHaTe wian Beher Opoja muUX, ajiu TaKBe BeJndIuHe Hehemo
pa3matpaTu. Ta ocobnHa MAKpPOCKOIICKUX BEJINYNHA JIa 3aBUCE 0] 30MPa UCTOBETHUX YJIAHOBA, KOjU
cy dyHKIHja KOOpJMHATA MJIM UMITYJICa jeJIHOT WJIM JIBa MOJIEKYyJa, MOKa3yje ce Jia je OJI BeJIMKe
KOPHCTHU 3a padyHarbe IhbUXOBUX CPEIbUX BPETHOCTH.

5.2 MakpocKorncKa mMepema

5.2.1 BpemeHCKa ycpeaHeHOCT

[ToBexkuMO cajia MAKpPOCKOIICKA Meperha ca MUKPOCKOIICKUM KpPeTameM MOJIEKY/a TOKOM Me-
peba. MakKpoCKOIICKa Mepemha OAurpaBajy ce Ha MHOTO Jdy>KHM BPEMEHCKHM cKajlaMa
0/1 KApaKTEePUCTUYHOI BpeMeHa 3a MUKPOCKOIICKO KpeTame, KOje OJroBapa BpEMEHY
cydapa u3Melhy 4ecTHIa Teynapa. 1O 3HAYM Jla TOKOM Mepema BesimdmnHe 4 cucreM mpo-
bhe kpo3 orpomaH 6poj MuKpoctama. MaKpoCcKorcKa Mepeiba 3alpaBo J1ajy yCpeameHe
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BPEIHOCTH II0 BPEMEHY CBUX BPEIHOCTHU JAMHAMUYKE BeJIndnMHEe A y MUKpOCTambuMa
KpPO3 KOj€e je cucTeM IIPOIIao TOKOM Mepema,

g1 / A 0)Y Bt 0)N) dt. (5.5)

-
0

rIe je T 3> Teynapa BPEMe Mepema, a 7(t;0)Y u p(t;0)Y cy koopaumare n umiyjicu mosekymna y
TpenyTKy t, a unje cy speanoctu y t = 0 6use 7(0)Y u p(0)Y. Cpeama BpesHOCT 110 BpeMeHy 3aBHCH
o1 Bpemena Mepema T u nodernux yeaosa 7(0)Y, p(0)N. V pehunn cucrema Bpeme mepema T He
yTide Ha A jep ce cBE 6P3M DeaKCAIMOHH MPONECH OJIMTPABAjy Ha CKAJAMA Teyapa. Pa3MOTPHMO
caJ1a 3aBUCHOCT BpeIHOCTH A 0J1 moueTHHX yciosa. I1omTo cy BpeMeHa Meperba KOHAUHa, TO 3HAUN
Jla cuCTeM He Ipohe Kpo3 ¢cBa MUKPOCTaiba TOKOM BPEMEHa, HEro Kpo3 jejaH Mamu Aeo. Vnak, u
Taj Mam| JIe0 MUKPOCTaba KOje CUCTEM IIOCETH TOKOM Mepera JI0OBOJbaH je Jla Oa3suMO CTabUITHOCT
dbpekBenIyje nojaB/bUBamba MAKPOCKOIICKE BPEIHOCTH, IITO yiylyje Ha TO ja MOYeTHH YCJIOBU HE
yTHYY Ha BpemHocT A.

5.2.2 IIputucak dayunaa

Ja 6ucmo oapeanan A, moTpebHO je J1a 3HAMO IMOYeTHE YCI0Be 38 KpeTamhe U JUHAMUKY CHCTeMa,
IIITO HaM HUje TTo3HaTo. Mnak, mocToju jeJan CrielujaJHu caydaj Kajga MOKEMO OJIPEJIUTU CPEJIhY
BpeiHOCT 110 Bpemeny. Heka Hac maTEpecyje Op3uHa BpeMeHCKe IIpOMEHe JIMHAMUYKe Bejindnne A,
dA :

% - Tana je mena cpejiiba BPEHOCT 1O BPEMEHY

_ %/% gt — A(r) — A(O)' (5.6)

T

Uckopuctumo oBaj pesyirar jia HaheMo Cpe/iiby BPEIHOCT 110 BPEMEHY BeJIMINHE rie je A

dt’
A= "7 (5.7)

nedwuHMCaH 3a cucteM o1 N Mosekyna Mace m 'y cyay 3anpemune V. Tana je

dA dpz R drz N pz i
i pr T —|— Dy = Z F -7+ Z Z F; -7+ 2K. (5.8)
U3 jegnaunne 5.6 3a 7 — 00 cienn 1a Je =0, jep cy Bpexnoctu A(T) u A(0) Kora1ne (KOOpu-

HATe He MOIY Ja Uy y OECKOHAYHOCT, jep cy IbIXOBE BPEJIHOCTH OFPAHMYECHE 3AIPEMUHOM CYJIa).
Crora je

1

@
e

Z = (5.9)

N3 oor uspaza jobujaMo BUpHjaJIHYy TeOpeMmy, KOja U3jeHavuaBa CPEJiby KUHETUUKY €HEPIHjy

—_

CUCTEeMa MOJIEKYJIa Ca BUPHUJAJIOM CHUCTEMA,

!

—5 ) F -7 (5.10)

=1

[\D|>—‘
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By moxkemo uckopuctutu ja nahemo npurtucak duiynga. Cujia Koja Jesayje Ha i-Tu MOJIeKys, F;
jeqHaKa je 30Upy cuie Koja Jeilyje Ha mera 300r HHTepakIfje ca OCTaaIuM MosekyanMa [ u cuite
KOja Jeslyje Ha mera 300r mHTepakimje ca 3ujgoBuMa cyqaa F°. Iudepennujan cure F Moxe ce

MOBE3ATHU Ca MPUTUCKOM (DJIyHJIa IMPEKO m3pas3a dFs = —Pdd, gde je dd enemeHT mOBpIINHE Cy/IA.
Tana je
len=— 1 P [ 3
— ﬂs~ﬁ:——/PF-d5:——/V-FdV:——PV. (5.11)
2 — 2 Jg 2 Jy 2

OBzie cMmo nckopuctuin ['aycoBy Teopemy 3a Be3y MOBPIIMHCKOT W 3allpEMUHCKOI MHTerpaJja. 3a
GIyu 9uju MOJIEKYJIN UMAajy CaMO TPaHCJAIMOHe CTeleHe CJI000e BarXKu

K = gNk:T, (5.12)

IITO CMO PaHWje W3BeJIM y TOIVIaB/by O MakcBesoBoj pacmojenu Gp3uHa (CBaAKM TPAHCJIAIMOHU
crenen cyio6oje monpusocu ca kT'/2). Crora je npurucak dbiyna y TOM CIydajy

N
1 —

P =nkT + — F*-r, 5.13

n +3V;:1 e (5.13)

rjie je n dectuuna rycruaa. OBa dpopMmysia oBe3yje o/ICTyIIamke O/ IPUTHCKA WIeaTHOT raca, YCe
MeDyMOJIEKYJICKUX WHTEePaKIja, ca CPeHOM BPEIHONINY IO BPEMEHY YHYTPAIThel BUPHjaJIa;

N

> FrR (5.14)

i=1

5.3 CraTUCTUYKU METOd y MeXaHUIU

Kperame cucrema vecruiia y (pasHoM mpocTopy UMa jegHy OCOOMHY KOja UMHU XaMUJITOHOBY
JIMHAMUKY TIOTOJHUJOM 3a pa3MaTpare MOMONY CTATHCTUIKOr METOJa OJ OCTAINX Bep3uja Kjla-
cuyHe MexaHuke. Ta ocobuna ce omgnocu Ha JImjyBmioBy Teopemy. Ilocmarpajmo obisract Koja ce
kpehe y $azHom mpocTopy, a dnje Tadke oJIroBapajy KpeTamy CUCTEMA Ca PA3JIMIUTUM HOYETHUM
yesoBuma. CBaka Tadka he ce KpeTaTu HE3aBUCHO O] OCTAJINX TAadaKa Y CKJIaLy ca XaMUJITOHOBUM
jerHadnHaMa KpeTtama. KommonenTe 6p3uHe Kperama Tadke y (pa3HOM ITPOCTOPY JIy2K TPajeKTOpH-
je mare cy XaMUJITOHOBUM je/THaUnHaMa. TOKOM BpeMeHa Te TavyKe MOT'Y IOYETH Jia Ce y/Ia/baBajy
jesiHa oJ1 Jipyre, Tako ja ook obsiactu Hehe octatu uctu. JIMjyBusioBa TeopemMa TBp/Iu Jia ce
3alrpeMuHa 00JIaCTU He Meha TOKOM BpEMEHA MAaKO ce HeH ODJIMK MOXKe MeHaTH, CIKa
5.3. To 3naun ma je merepmuHanTa JakoOujaHa TpaHcdOpMaldje KoopauHaTa 1 UMITysca usmelhy
JIBa y3aCTOITHA BPEMEHCKa TPEHYTKa jeJHaKa je WHUIN U Jla ce TYCTUHA PacIojiesie BepoBaTHONe
y dasHoOM MPOCTOpPY He Mema ca BPEMEHOM YK TpajeKTopuje. BpeMeHcka mpoMeHa T'yCTHHE Ty K
TpajeKTopuje MOTU'e O] JJOKAJIHE IPOMEHe I'yCTUHE U IIPOMEHE YCJIe]] KpeTamba TavuaKa JIyzK TPajeK-
Topuje, ycse XaMUJITOHOBE JIMHAMUKE CUCTEMA. ¥ CTATUCTUYKO] TEPMOJIMHAMUIA HHTEPECYje HAC
PECTPUKTHUBHUJU CJIYUaj, KaJla ce TYCTUHA paciojiesie BepoBaTHohe y (ha3zHOM IPOCTOPY HE MEha
JIOKQJIHO Ca BPEMEHOM Yy m3abpaHo] Tadyku pasHor mpocropa. 1o Ham omoryhyje ja 3ab00paBUMO
Ha JMHAMUKY CHUCTeMa U TIOCMaTpPaMO CaMO CTATUCTUYKH MOJIES KOjU Ce OCJIarha Ha KOOD/IMHATE W
UMITyJICE MOJIEKYJIA, KAO IITO CMO UMAJIM Y METOJIy HajBepOBATHUje PACIIO/IEIE.
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Cnuka 5.3. Kperame Heke obactn y pa3HOM IIPOCTOPY TOKOM BPEMEHa HE MEha HheHY 3aAIllPEMUIHY,
aJim MOxKe MemaTn el obsmK. CBe Tauke ymnyTtap obsactu kpehy ce 1o TpajeKTopujama Koje cy
mehycobno Hesasucue. TpajekTopuje ce MOTy yaa/baBaTh TOKOM BPEMEHA.

5.3.1 JHoka3s JIujyBmiaose Teopeme™

[TocmaTpajmo esleMeHTapHY 3allPEeMUHY
N
dw(0) = [ [ d*r:(0)d®pi(0) (5.15)
=1

y 6masunn tauke (7(0)Y, 5(0)Y) yuyrap dbasHor mpocropa y moueTHOM TPeHYTKY cuctema oj N
MoJieKyJ1a. TOKOM OECKOHAYHO KPATKOI BpeMeHa t = di KOOp/IMHATE U UMITYJICH MOJIEKYJIa ce MaJIo
IpoMeHe. Y HOBOM TPEHYTKY, KOOPJIMHATE U UMITYJICE MOYKeMO Pa3BUTH y TejiiopoB pes u 3a/1pKaTu
[IpBa JIBa JJIaHa:

dr; oH

7 (4:0) = 7(0) + idt 4+ .~ 7(0) + S, 5.16

FE0) = 7i0) + Gt 4 0) + S (5.16)
dp; 0H

5,(t: 0) = 7,(0 dt + ... ~ 7,(0) — S, 5.17

pi(t;0) = pi(0) + rdt + ..~ pi(0) = 5= (5.17)

e cMo uckopucruu Xamuiaronose jeanaunne. Hose koopaunare (7(¢;0)Y, p(t; 0)Y) moxenmo tio-

cMaTpaTH Kao Jia ¢y HacTaje TpancdopMaiujom crapux xoopaunarta (7(0)Y, p(0)Y). Enementapna

3allpeMUHa Y OJIM3MHNA HOBUX KOOpAuHaTa U3HOCHU

dw(t;0) = [ d®ri(t; 0)dpi(t; 0) = | T|dw(0), (5.18)

i=1
rie je |J| 6 N-numensnonaiHa JerepMuHanTa Jakobujana Tpancdopmanuje KOOpIHHATA.

ori(t;,0)  9r;(¢;0)
or;(0)  9p;(0)
api(t;0)  9pi(t;
or;(0)  9p;(

17| = (5.19)
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Habumo upso |J| 3a cucrem ca jegnum crereroM cjioboje x. Y TOM CIydajy JeTepMUHAHTa je
JaBoauMen3noHasHa. Kopunrhemwewm jennadnna 5.16 u 5.17 gerepmunanTa JakoOujaHa mocraje

Oz (t;0)  9z(t;0) 02H 9*H
= |y gy = [
22(0)  op(0) —azdt 1 —g5dt
O2H  0°H 82H \° 2H\ (0*H (5.20)
=1+ — dt — dt* + dt*
Oxdp  Opox Oxdp 0x? op?

=1+ 0(dt*) ~ 1.
[Tokazaau cMo Jia 3a CHCTEM ca jeJHUM CTEIIeHOM CJI000Jie eJleMeHTapHe 3allpeMUHe Y CYCeTHUM
TpeHyIMMa UMajy ucte BpejHOcTH. V3 Tora ciemm ja ejleMeHTapHa 3allpEMUHA HE MeHha CBOJY
BPETHOCT Y OMJI0 KOM TPEHYTKY BpeMeHa
d|J|
Bl Bl —
dt

Konauna zampemuna jejanaka je 30Upy eJIeMEeHTApPHUX 3allpEMUHA U CTOra je U OHA KOHCTAHTHA

(5.21)

TOKOM BpeMeHa. Kperarbe ob1actu y a3zHoM IpoCcTopy jeIHOIUMEH3UOHATHOT JTUHEAPHOT XapMO-
HUjCKOT' OCITIJIATOPa JIaTO je Ha cauiu H.4. Y OoBOM npumepy 00JIACT He Merba OMTHO CBOj OOJIMK
TOKOM KPEeTalbha.

N —4

Crnuka 5.4. Kperame Heke obsractn y (hbasHOM MPOCTOPY jeTHOINMEH3NOHATHOT JIMTHEAPHOT XapMO-

HI/IJ CKOI' ocIiJiaTopa.

JerepmunanTa Jakobujana y ciaydajy 3N creneHu cjaoboje cucTeMa MOJIEKY/1a U3HOCH:

S+ soiqr L gy

]| = R AN (5.22)
_Bziaxj dt 5ij - O0x;0p; dt

rJe MHJAEKCH ¢ U j Uy IO CBHM CTeleHHMa ciaobone, a d;; je Kponekep genra. Vckopucruhemo
TeopeMy 3a JeTePMUHAHTY

det(I +eM) =1+ eTr(M) + O(?), (5.23)

rie je € majo, I uw M cy jeauHudHA W MPOM3BOJbHA MaTpulia, a 17 je Tpar marpuie (30up au-
jaronayinux ejemenara). Kopucrehu Ty Teopemy, JokasyjeMo sa je jerepMuHaHTa JakobujaHa
Tpanchopmalje KoopJannaTa (pasHor MpoCTOpa Y CYCeIHUM TPEHYIUMAa jeTHaKa JeJMHUIN Kao
Y jeTHOTMMEH3UOHATHOM CJTIy4ajy,

3N
0*H O*H
-1 — =1 2y~ 1. .24
| J| +e ;:1 (&Eiapi axiapi) dt + O(dt?) + O(dt?) (5.24)
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5.3.2 JlujyBujoBa jeTHaUMHA

[Tomrro HaM MUKpOCTame CucTeMa MOJIEKYJ/Ia TOKOM eKCIIePUMeHTa Hije IT03HATO, KOO IMHATE 1
UMITYJICH MOJIEKYJIa ITOCTajy CIydajHe TpOMeH/bUBE, 9ija je MyJITUBapHjaHTHA TYCTHHA PACIIOJIeNe Y
HajoIIITHjeM cayuajy (DyHKIMja 1 KoopauHaTta dhasHor npoctopa u spemena, p = p(7(t)N, p(t)V, t).
Vci10B HOpMaJsin3aIyje TyCTUHE PacIiojiesie YBeK MOpa BaXKUTH,

/ PN FE)N 1) deo = 1. (5.25)

Enementapna sanmpemuna (asHor mpocropa dw He Mema CBOjy BPEIHOCT TOKOM BpeMmena. Crora
MOpa OUTH UCITYHEHO

& om0 o = S1 =0 (5.26)

dp(r(t)N, p(t)" t)
dt

To 3Ha4M J1a TycTUHA pacIojiesie He Meha CBOjy BPEIHOCT y TavyKaMma JIyzK Tpajekropuje. [Ipumern-

=0. (5.27)

MO J1a TYCTHUHA PaCIojiesie 3aBUCH eKCILTUIUTHO OJT BpeMeHa, aJii U IMILIUIIUTHO ITyTeM KOOP/IMHATA
U MMITYJICa, KOjU Ce Meajy ca BPEMEHOM Yy CArJIACHOCTH ca XaMUJITOHOBHUM jenHadnHaMa. [Ipome-
Ha I'yCTUHE % [HOTHYe OJI JIOKaJIHe IIPOMEHe I'yCTHHE y IIOCMaTPaHO] TadyKH, ajiu IOCTOJU J0/JaTHa
IIPOMEHa T'ycTuHe 3007 Tora IITO ce KOOp/MHATE Tadke y (ha3HOM IIPOCTOPY MEajy ca BPEMEHOM
JIy2K TpajekTopuje. Te 1Be 3aBUCHOCTH MOpPajy yTHUIATHU jeTHa Ha JAPYTY, jep BaXKu jeaHadnna H.27.

Torayirn U3BO/I TyCTUHE PACIIOese 110 BPEMEHY jeJIHaK je

dp _ dp drl Op dp; ap al Oop OH 0Op OH
= o — | =0. 2
dt 8t Z ((’97“1 dt ' op; dt or z_; oF, 0p,  op, OF, 0 (5.28)

OBJie cMO y TIPETIIOC/IE/ 0] je THAKOCTH KOPUCTIIN XaMUJITOHOBe jetHadnHe. V3 e MoxkeMo J1001-

1 JInjyBUJIOBY jesHAUMHY, KOja MOBe3yje eKCIJIHUIMTHY BPEMEHCKY NPOMEHY I'yCTUHE
pacmojiesie ca W3BO/IOM I'YCTHUHE PAacIiofielie M XaMUJITOHHjaHA 110 KOOPJAWHATAMA U M-

dp ~~[(OpdH 9pdH
o2 (s o o) .

nyJicuMa:

i=
Ona urpa orpoMHy yJory y pasmarparby HEpaBHOTEKHHUX IPOIEca KaJa I'YCTUHA PACIIOJelie Jio-
KaJIHO 3aBucH o BpemeHa. IIpumernmo ja cajgpxxku 3N Koop/iMHATA W UMITYJICA W 3aTO CE€ OHA
HUKaJ[ HEe pellaBa ersakTHO, HEro ce YBOJie Jla/be allpoKCHMallije 3a HheHOo perraBaibe. Cirydaj

KOju HAaC 3aHMMAa y OBOj KIbU3M je Kaja IyCTUHA paciojelie He 3aBUCU €KCILIAIUTHO
op _
at

dyHKIMja XaMUJITOHAjaHA (UK jJOII U HEKE JIpyTe BeJIMUnHe Koja je OUyBaHa ca BPEMEHOM, Kao

ox Bpemena £ = (. To Baku 3a KOH3epBAaTUBHE CHCTEMe 3a KOje je IyCTHHA pacroieJie
IITO je yKYyIHI UMITYJIC WJIH yTaOHH MOMEHT, ako cy pasiumantu o uyue), p = p(H (7)Y, p(t)N)).
Kopucrehu u3Bos ciioxkene pyHKIMje, HAJTA3UMO

N
HOH HOoH
@:Z(apa oH _ 0p OH O ) 0, (5.30)

ot dH 9p; OF,  9H OF; Op;

i=
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Tj. TYCTMHA pacrojejie je CTAIlMOHAPHA U MOX»KeMO 3a00paBUTU BPEMEHCKY 3aBUCHOCT
KOOpJZIMHATa U MMIIYJICA O/ BpEMeEHA

p(F(0)Y, p(0)™) = p(F()™, p(t)") = (7™, 7). (5.31)

Jakie, y TepMOIMHAMUYKO] PABHOTEXKH, BepoBaTHOhA Jla ce cucTeM Halje y eleMeHTapHo] 3arpe-
munn bazHor npocropa dw oko Tauke (7, pP) me 3aBucu oy Bpemena u uzHocu p(r, p )dw. Ha
jesuky amcambiia, Ta BepoBaTHOhA jejiHaka je yjeny Opoja cucrema u3 ancaMOjia KOjU ce HaJjase
y dw y ykymnHom 6pojy cucrema y ancam6uy (['ubce je, Kao 1 MHOTH JIPYIU MCTayKUBAYM, HAjBUIIE
KOPUCTHO CTATHCTUUKY JeduHunujy sepoBarHohe). ¥V ciemehnm omespnimma pasmorpuhemo koje
dyHKIMje XaMUITOHUjaHA OJI'OBApajy Pa3/IMYUTUM I'yCTUHAMa PACIIoJIesIe.

5.3.3 Cpeampa BpeJHOCT MO aHCAMOJIY W eproudKa XUIIoTe3a

[Tocnenuiia Tora mMTO Cy KOOpAMHATE W UMITYJICU CIydajHe IPOMEHJbUBE je J1a JIMHAMUIKe BeJIu-
anne A = AP, V) taxobhe nocrajy ciydajue IpoMensblBe Koje UMajy CBoje I'yCTHHE paclojelie,
koje ce (y mpumnuiy) mory mobuTu Tpancdopmanujom ciaydajuor sextopa (7Y, pY). Hajuemhe
HAC HHTEPECY]y CPeJiibe BPEHOCTH THX pacIojiesa (Cpe/iha BPeIHOCT 0 aHCaMOITy ), KOjy MOKEMO
m3padyHaTH Ipeko uspasa (jennaunna B5.65):

(A) = / A 7)o, 5) doo, (5.32)

6e3 osipehuBama TpanchopMucane rycTuHe pacroerie.

Cpe/itby BPEJHOCT 10 aHCAMOJIy MOYKEMO JIOBECTH Yy Be3y ca BeJIMYnHAaMa KOje ce eKCIepHMeH-
tajaHo onpeDhyjy. OmnpaBiame 3a TO Hajla3u ce Y €eProaMdKoj XWMOTe3W, KOoja mM3jeaHavaBa
Cpeitby BPEIHOCT T10 aHCaMOJIy ca CcpeaoM BpeaHollhy 1Mo BpeMeHy HeKe JUHaAMUYKe
BenuunHe, (A) = A, KaJa BpeMe Mepema T — 00. XHIIOTe3a TBPIM Ja e W30J10BaHU CHCTEM
TOKOM OEeCKOHAYHOI' BpPeMeHa TOCETUTH CBe Tadke (haszHOr MPOCTOpA Ha XUIMEPIOBPINH eHePTHje,
jep ce oHe HajIa3e Ha jeJHO] TpajeKTopuju. BpeMe Koje cucTeM mpoBejie y HEKOj 00JIacTU MPOIIOP-
IIMOHAJIHO je BepoBaTHOhH 1a ce cucreM Hahe y Toj obiactu. CucreMn 3a KOje BaxKi epProamdKa
XUIMIOTEe3a HA3UBAMO eprojudkuM. MaremMaTudku je JI0Ka3aHO Jia II0CTOju MaJjid OPoj Tavdaka Koje
CUCTEM WHaK Hehe MOceTuTH, TaKO Ja je XWUIOoTe3a MpemMeHOBaHa y KBas3mepronmdky. Ksasmep-
roJINYKa XUIOTe3a HUKAJ[ MaTeMaTUYKN HUje JOKa3aHa y MOTIYHOCTH 3a OWJIO KOju cucTeM Behu
of1 jeaue decruiie. JlogaTHu mpobsieM ca OBOM XUIIOTE30M je Jla Meperba YBEK TPajy KOHATYHO Bpe-
Me TOKOM KOJUX CHCTEM ITPOJIa3u KpPO3 Marbu JIe0 YKYITHOr Opoja crarba. Vmak, mocroju J0BOJHHO
yBepema Jla je OHa UCIIPaBHA 3a CBE CHCTeMe KOjU HAaC WHTEPeCy]y.

[Mocaeuna eprofuvke XUMOTe3e je Jia, YMECTO pelllaBarba JUMHAMUKE cucTeMa (INTO je mpak-
TUIHO HeMOrylhie), MOXKEMO OJIDE/INTH YCPEIbEhe M0 CBUM TIOYEeTHUM MUKDPOCKOIICKUM YCJIOBHMA
KOje cucTeM MOXKe Jla uMa (ITo je, y npuHImity, jeanoctasuuje). Crora ce CTaTUCTUIKE METOJ Y
['ubcoBoj muTepnperaruju amncadsa OJHOCH Ha TOYETHE YCJIOBE 3a JUHAMUKY BEJUKOr Opoja uc-
TOBETHHUX CHCTEMa. 3aTO Ce YeCTO KayKe Jla MepEema BPIINMO Ha aHCAMOJIy MAKO 3alPaBO MMAaMO
caMo jesan cucreM. [Ipumernmo ma nHTErpas mo gpa3sHoM MPOCTOPY Y U3pa3y 3a CPEby BPETHOCT
o ancaMO/Iy obyxBaTa KOODJIMHATE W UMITYJICE CBUX MOJIEKYsa, T€ CMO CTOra HArJIACHIIH Jia je, y
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HIPUHITUILY, je/IHOCTABHUJU OJI CPe/iibe BpeaHocTH 110 Bpemeny. Kacuuje hemo BujieTn Kako oH MOKe
Jla ce CBejle Ha MHTerpaJi 1o MajioM Opojy KOOp/IMHATA.

Jlocaj cMo pasmaTrpasin KjiacudHe cucrteMe MoJjiekysta. Mcera dopmyriaiuja BaXKu 1 3a KBaHTHE
cucreme MmoJiekysa. [lojgcermo ce Jia y KBAaHTHO] MEXaHUIIM HEM3BECHOCT IOCTOJH W 300r HEMO-
ryhHOCTH J1a ce 1oJI0YKaj M UMITYJIC MOJIEKYJ/IA TAadHO OJpeje. 3a MaKPOCKOIICKE CUCTEME ITOCTOjH
JIoJlaTHA BepoBaTHONA 300T HElTO3HABaKha MUKPOCTaha Y KOMe ce CUCTeM Hajia3u. ['ycTuau pacmo/ie-
JIe oJIroBapa omneparTop rycruHe 3a KBanTHe cucreMe. OBrie HeheMo era/bHO pasMaTpaTH MOTITYHI
TEOPUjCKU OKBUP TIOrOJIAH 3a KBAHTHE CHUCTeMe, Hero NemMo JUPEKTHO PauTH Y pPelpe3eHTaIld-
jU CBOjCTBEHMX CTakba XaMHJITOHHMjaHa YMTaBOI CHCTeMa MOJeKysa. AKo je BepoarHoha P; ma ce
cucreM Halje y i-ToM MHUKpOCTamy (CBOJCTBEHOM CTamby) CHCTEMA, OHJIA je CPEeJlEha BPEJIHOCT 110
arncamOsry Besmanne A jemnaxa

(A) =) PA, (5.33)

rjie je A; BpegaHocT BeqmanHe A y i-TOM MUKPOCTamby CUCTEMA, a CyMa UJIe 110 CBUM MUKPOCTAFHIMA
cucrtema. Kao u 3a kjracudane cucreMe, U OBJie ©IMaMo ToTerkoha jga Hahemo cpesmy BpeaHOCT 110
ancaM0OJIy 300r TOra IITO HAM HUCY ITO3HATA MUKDPOCTAaba IUTABOI CHCTEMa MOJIEKYJIA.

5.4 MukpokaHOHCKHU aHCamMOJ1

AncamOby1 Koju je oJropapao MUKpocTambnMa Koje je Bosman pasmarpao ['mbc je Haspao mu-
KPOKAHOHCKHU. 3a pa3juKy oJ boJiMaHa, OH je y3e0 y pa3MaTpaibe CBa MUKPOCTarbhba CAracHa
ca YCJIOBHMa HM30JIOBAHOI CHCTeMa, IJie Cy €HEepruja, 3alpeMuHa M Opoj MoJIeKyJla OrpaHUIeHH
onmabpannM BpenHocTuMa. Jlakie, ['nbc je mopes HajBepoBaTHHjer MaKPOCTakha YKIBYINO U JIPyTa
MaKpocTama Koje cucreM Moxke jJa 3ay3Mme. [locseauiia Tora je ja je morpedbHO KopuroBaTu Bosir-
MAaHOBY €HTPONHjCKY (DOPMYJIy TaKO Ja, YMEecTo Opoja MUKDPOCTama HajBEPOBATHHjE DPaCIO/Iee,
y3MeMO CBa MUKPOCTaiba KOja 0JI'0Bapajy CUCTEMY

S(E,V,N) = kInG(E,V, N). (5.34)

YKynaH 6poj MUKPOCTatba JIOCTYIIaH KJIACHIHOM CHCTeMY MOJIeKysa (TyCTHHA CTarba) W3HOCH

1 N
G(E,V,N) = NN /5(E — H( ™, §V)) dw. (5.35)

Omn npejicraB/ba nHTErpaa y asHoOM IIPOCTOPY OIPpaHWYeH MOMONhyY JesTa (DyHKIMje Ha Tadke Koje
HPUIIA/IAjy €HEPIUjCKOj XUIIEPIIOBPIIHU. ¥ IIPETXOIHOM ITOIVIAB/bY 00jACHUIN CMO HOPEKJIO (hbaKkTopa
N!R3N ucnpes nnrerpasa. Tpebano 61 Ja unuTaB n3pas 3a 6POj MHKPOCTAIba IOJEIUMO €3 KOH-
craHTOM A Koja mMa JINMeH3Hje eHepruje Kako Ou Opoj MUKpOCTamha 610 Oe3IuMeH3NOHAIAH, jep
Jiesita BYHKIMja UMa JTUMeH3nje eHepruje (To ce MOXKe pa3yMeTH TaKo IITO jiesita (DYHKIHja mpe/I-
CTaBJba IPABOYTaOHWK, KOJU Ce CyzKaBa Ha eHeprujckoj ocu, ciamnka A.2). Koncranra Ap He yrude
Ha peJIaTHBHE BPEJIHOCTH TEPMOIUHAMUYIKAX OCOOMHA U HeheMo je BUIIEe CIIOMUHATH.

Panuje cmo jokaszanm jga Kperame ancaMOJia CUCTeMa MOJIEKYJIa He Meha KOHAYHY 3allpeMUHY
y dasnom npocropy, Tako ga ce G(E,V, N) He Mema ca BPeMEHOM, & MOCIeMIHO HU eHTPOIL]a.
Ty ce 'mbcoB nputasz pasyimkyje ox Boamvanosor jep TpajekTopuja cucteMa y a3zHoM IPOCTOPY
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[OHEKaJI [IPOJIa3h KPO3 MUKPOCTalba Koja MPHUIAJIA])y Mambe BEpOBATHUM MAaKpOCTambuMa. Y THUM
MaKpOCTambIMa je eHTPOINja HIKa, TaKo Jia y BOJIMAaHOBOM IpHUIa3y eHTPOINHja MOXKe J1a (hJIyK-
Tyupa TOKOM BpeMeHa, 3a Pa3jIinKy OJ €HTPOIIje Y MeTOIy aHcaMOJIa.

[Tormro HUjenan cucTeM HEje TOTIYHO W30JI0BAH, MOXKEMO Jia PEIaKCHPAMO YCJIOB KOHCTAHTHE
eHepruje, Tako Jia JIO3BOJNMO Jla €Hepruja Koja MUKPOCTamha MOT'Y UMATH Oy/ie OTPAHUYIEHA Y YCKOM
unTepBany usmehy £ — AFE u E,

1
E-AE<H<E
Bpennoct unreppasia enepruje AFE He urpa HUKaKBY 3HA4YajHYy Y/IOTY, IITO NeMO KacHUje W IOKa-
3aTH.
VY caydajy cucremMa KOju MMa KBaHTHA CTarba, U3pas3 3a OPOj MUKPOCTama N3HOCU

G(E,V,N) =Y I(E.E), (5.37)

rJIe MHIUKATOpCKa (DYHKIIMja CeJIeKTYje caMO OHa MUKPOCTarha CUCTeMa KOja UMajy eHeprujy jei-
Haky F/.

IIpumep 5.3. IlocmarpajMo U30/10BaH CHCTEM II0JIE/bEH Ha JBa IOJICUCTEMa Pa3/BOjeHa JInja-
OaTcKUM 3UJI0M, KOjU Cce HaJjla3e y TOILIOTHO] paBHOoTe:KH. [lokazaru ja je eHTpoIHja cucrema
aJIUTUBHA (DYHKIINja CHTPOIIN]ja TOJICUCTEMA.

E4 =

Cnmka 5.5. V3o/10BaHu crucTeM I0/1€/bEH JTUjaTEPMAHIM 31I0M Ha, JIBA MOICUCTEMA.

Pewerve: MukpokaHoHCKHU aHcaMOJI nMa OrpaHUYehe Ha YKYIIHY €Heprujy cucrema F, aam me
u Ha eHepruje nojcucrema FE; u F,. 300r Tora, ykymaH Opoj MUKPOCTamba MUKPOKAHOHCKOT
ancambia G(FE) caapKu cBa MUKpPOCTamba Koja MMajy PasiiduTe BPEJIHOCTU €HePruja MojiCH-
cTeMa Koje O/I'0Bapajy pa3iudUuTUM BHPTYEJTHUM PABHOTEXKHUM MaKpPOCTAIbUMa, CHCTEMA

G(E) - //5(E — El — EQ)Gl (El)GQ(EQ) dEldE2
SameHnMO OPOj MUKPOCTaha €HTPOINjOM
G(E) = //5(E C B — By)e M R dE,.

[Ipumennmo MeTo| IpeBOjHE TadKe Ha OBaj MHTETPaJI, jep je eHTPOInja CHUCTeMa MaKCHMaJl-
Ha 33 PABHOTEXKHE BPEJHOCTHU eHepruja mojcucreMa. Tejiopos passoj dbyukimje g(Fy, Fy) =
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E E D5
W oko Makcumyma (Ey, Ey) usnocn

CSi(E)) + Sa(Ey) 1 (0%S, - N2 928, -\ 2
g(El,Eg)— 2 +§ 8_£?% <E1—E1> —|—8—£?22 (EQ—E2> + ...

Habumo apyru u3zBos eHepruje 1o eHTponuju

((92_5) _3(3_5) _i(l) __L<9_T> L
0E2 ), OE\OE),, OE\T),, T*\OE),,  T2C,

rjie je C, TOIUIOTHU KAaNAIMTET IIPU KOHCTAHTHOj 3ampemuuu. 3ameHuMo Tejiiopos pasBoj y
u3pa3 3a YKyIHU OpOj MEUKPOCTamba CHCTEMA

i 5 (B1-E1)? _ (By—Ep)?
G(E') ~ 631(E1)—:52(E2) //5(E . El i E2>€_ 2kT2Cy,  2kT2C,q dEldEQ

Uckopucrumo cmene Fy — Fy = E] u Ey — Ey = EY) y unterpajuMa:

/2 /2
Ef EY

G(B) m e E52E2 / / (B, + E))e” #icn wites qFdE,

51(B1)+55(B3) —_SytC pr S1BN+Sy(By) | 2mkT?C 1 Clya
G(E)=~e k e 2kT2C,1Cw ' B ~ e & - v mve
( ) / ' Cvl + CvZ
= ~ 27Tk3T2CU10v2
G(F) ~ Gi(F)Gy(E)\ | ——————.
(B) ~ Gu(B)Ga( By | TR

VKynan 6poj MUKpPOCTalha Y MUKPOKAHOHCKOM aHcambJIy pasjinkyje ce oji Opoja MUKpPOCTaba

PaBHOTEXKHOT CcTarba (y KOMe [MOJICHCTEMH UMajy paBHOTEKHE BpepHocTy erepruja) G (F1)Ga(Ey

27kT2Cy1Ch2
Cvl +Cv2

hemo oJipe/inTt €HTPOINjy CucTeMa

3a 4Jj1aH y npoussBoxy. llokazknmo j1a je JonpuHOC TOT YIaHa jaKo MaJju TaKo IMITO

27T]€T2 Cvl Cvg

E) = kInG(E) ~ S,(E Ey) + kl
S(E) nG(E) ~ Si1(E£)) + S2(Ey) + kln it Co

TomtoTHN KamanuTeT U eHepruja cucTeMa CKaJImpajy ce JIMHeapHo ca OpojeM MOJIeKyJia jep cy
eKCTeH3MBHE BeJIMIrHe. 360T TOTa, Ce OCITIEbI UIaH CKaIIpa ca 6pojemM MoseKyIa Kao Iny/N.
YV TepMOIMHAMUYKO] IpaHuIiy Kaja N — 00, OH MHOI'O CIIOpHUje PacTe OJf JIMHEAPHUX UJIAHOBA
1o O6pojy MoJIeKyJia Sl(El) u SQ(EZ), [a ce MOXKEe 3aHeMapUTU. 3aTO je Y TePMOJINHAMUIKO]
IPAHUI €HTPOIINja CUCTEeMa aJUTUBHA TI0 TojicucreMuMa, S(F) = Sl(El) + SQ(EQ). VY mape-
HOM OJIe/bKY hemo pasmaTpaTu ciydaj Kaja je jeJan mnojcucrteM MHoro Behu oji jipyror. Taja
hemo enrtponujy Beher noacucrema So(E — Ey) passuru y Tejiopos pej o eHepruju Mamer

MOJICHCTEMa TaKO J1a JJ00UjeMO PACIIOe/Iy €HEepruja Marber MOJICUCTEMA.

Baxkna nocsieiuiia oBor mpumMepa je ja, 9ak 1 KaJia y3MeMO y pa3MaTparbe BHUIIle MUKPOCTamba
Hero mTo ux uMa y G(F), Taj BUIIAK He MOpa Ja yTude Ha TepMoanHammudke ocobune. ledunn-
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MO CaJ1a YKyTIaH Op0j MUKPOCTama CUCTEMa KOja MMajy €Heprujy Mamby WK jejiHaKy F,

S(E,V,N) = NJLSN/Q(E H( ™, ™)) dw (5.38)

3a KjacudHe cucreMe. MHTerpas mo ¢hasHoMm IpocTopy ypadyHaBa caMo Tadke duja eHepruja je
Mama WK jeJHaKa BpeaHOCTH F. 3a KBaHTHE CHCTEME BarKiu

S(E,V,N) Z@E E;) (5.39)

VYKynan 6poj cramba U I'yCTHHA CTarba Cy rmoBe3anu MehycoOHO

OX(E,V,N)
EVN =——""—"=—". 4
Y TepMOJIMHAMWYKO] I'paHUIA he BayKUTH
S(E,V,N) =klnX(E,V,N), (5.41)

jep X(E,V, N) ue cagpxu mMuoro Buite craba o7 G(E,V, N) (nomcetnmo ce 1a y BUCOKOMMEH3H-
OHAJIHOM ITPOCTOPY CKOPO CBE TadKe Koje IIPUIaajy JIONTH HaJla3e ce Ha heHO] TTOBPIIH, TAKO JIa je
6poj Tavaka yHyTap Jomnre BeoMa Masu — Bujetn npumep A.4). Panuje cMo no3sosmin Ja eHepruja
cucrema He Gyjie bukcupana, Hero y unrepasaiy [E—AFE, E]. Cajia Tpon3uiIasu ja MOXKEMO y3eTH
cBa MUKpocTama y orcery enepruja [0, E]. IIpobaem ogpehuBama ocCHOBHE TEPMOAMHAMUYKE
jenHaYMHE y €HTPOIIMjCKO] Pelpe3eHTAINju CBOAU ce Ha u3padyHaBamwe L (F,V, N) nim
G(E,V,N). Unrensusne Beamuaune oapeljyjemo kopucrehn m3BOjEe €HTPOIHje 110 €KCTEH3UBHUM
BeJImunHAMa, jeqHadnae 2.8, 2.9 u 2.10.

Ipumep 5.4. OapenuTn eHTPOINN]Y HIAEAJTHOT Taca MOJEKYJIa U IMOKA3aTU Ja BayXKU jeIHATIHA
cTara MUJIeaHOI raca MoMONy MUKPOKAHOHCKOT aHCaMOJIa.

N
Pewerve: Xamunronnjan cucreMa 3a HJIEAJHH rac MoJeKyna je H = Z ;; Ykynan 6poj

MHKPOCTalba CucTeMa Ca eHepFI/IjOM 0 eHepFI/Ije FE n3nocn

1 . 1
E(E) = N|—W/9(E H( N _W))dw = N'th / dgrldSTZ-'-dngdgpldng"dgpN
H<E
VN
= SN /d3p1d3p2...d3pN.

H<FE

VYesos unrerpanyje pr + pa + ... + pr < 2mFE onrosapa csuMm Taukama 3N JIUMEH3MOHAJIHE
Jiorite notynpednnka R = v/2mE. Uckopuctumo jeqnaanny A.28 na no06mjemo

3N
2

S(E) =~ Vi (VImE) =~ T

3N
NIRSN NN T (3 4 1y O

[Toacernmo ce ma je I' (% + 1) = (TN)' 1 3aT0 MO2KeMO npuMeHuTH CTUPJIUMHIOBY AIIPOKCH-
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Mallijy Kako OMCMO HAILIA €HTPOIH]Y

3
V (4mx E\?\ 5
S = klnS(E) = kN (N ( 202 N) ) + 5kN.

[Tokaxkumo cajia Jia ce UCTH pe3yJiTaT J00uja y TePMOJIMHAMUYIKO] TPAHUIU U KaJla Ce KOPUCTHU
I'YCTHHa CTatba
_d%(E) VN g% s 3N _an_, 3N

= om) T LB = n(B) o
iE NN (2 1) ) 2 E)3E

G(E) .

Tana je kInG(E) = kInX(E) + kIn(3N) — kln(2FE). IIpsu u apyra jBa wiaHa cKaJupajy ce ca
6pojem mostekysia ~ N u ~ InN. Kaga N — oo Baxku kInG(FE) = kInX(F). Jennauuna crama
ce j1obuja M3 U3BOJA EHTPOIIN]je 110 3aIlPEeMUHN

P_(9S\ _kN
T \oV E,N_V’

mro naje PV = NkT.

Hpumep 5.5. OapeanTu TOMJIOTHE KAIAIUTET ITPU KOHCTAHTHOj 3aIIPEMUHU 3a CUCTEM (DUKCH-
PaHNX aTOMa Ca JBa €JIEKTPOHCKA CTamba YMjH je pa3Mak € MoMohy MIKPOKaHOHCKOT aHcaMOJIa.

Pewewe: Tlorpebro je ma Hahemo 6poj mukpocrama cucrema G(E) Koju ojropapa eHepruju
E. Tlomrro ce aromu He Kpehy, eHepruja ce MoxKe paclope T caMO Ha €JIEKTPOHCKA, CTarba.

FE E . .
Nmamo Z aroma y nobyhenom cramwy u N — <y OCHOBHOM cTamby. Bpoj MuKpocTama Koju
oJiroBapajy m3oopy % aroMa o1 N jegHak je OMHOMHOM KOeUIINjeHTY

N!
B -5y

Kopucrehu CtupanHroBy ampokcumariujy, HaJIa3nuMo J1a je eHTPOInja jeHaKa

FE kE Ne

L_(05Y Lk (Ne
T \0E),y & \E ‘

N3 me HajIa3mMo eHeprujy cUcTeMa W TOILJIOTHH KallalluTeT

G(E) =

JenHaunHa cTamba M3HOCU

_ Ne
T oefe 1’
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rie je f = 1/kT.
2.2 fBe
C, = (8_E) = —kB? ((‘3_E> = %862-
T )y n B yn  (1+e%)

5.4.1 T'ycrmna pacnozmesie™

Bosnvan je yremesberme IPETIIOCTABKE Jla CYy CBA MUKPOCTarha Y MUKPOKAHOHCKOM aHCAMOJIY
MIOJIjeTHAKO BepoBaTHa HaIao y JIujyBMIOBOj TeopeMu u eprojnykoj npernoctasiu. [locmarpaj-
MO JIBe 00J1acTu y (pa3zHOM IIPOCTOPY, OJ KOjUX je JIpyra HacTaJja Iocje BpemeHa t u3 mnpse. 13
JIujyBusioBe TeopeMme cjemu ja CUCTEM KOju ce Kpehe 1O TpajeKTOpHUju Koja MpoJia3u Kpo3 o0e
obJiacT IPOBO/IM UCTO Bpeme y obe obsactu. llomro je BepoBaTHoha Jjia ce cucrem Hahe y HEKO]
00J1acTH MPOTIOPIIMOHAHA BPEMEHY KOje CHCTEM IPOBEJE Yy TOj 00JacTh, Caeu 1a Pa3JIudnTe
obJiacTu Ha UCTOj TpajeKTOPUju MMajy UCTy BepoBaTHohy Jia ce cucteM Hahe y muma,
IIITO OJroBapa IPETIIOCTAaBIM Ja je I'yCTUHA pacHo/iejie y MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJIy

yHudopmHa
0 (B —H(™,p™))

N SN
= 5.42
Cpe/iiba BpeIHOCT AUHAMUYKE Besimanie A y MUKPOKAHOHCKOM aHcaMOJIy je/IHaKa je
_ 1 SN SN N SN
3a KBaHTHE cucTeme, BepoaTHoha Jj1a ce cucreM Hahe y i-TOM MUKDPOCTaIby M3HOCH
1
P =——. 5.44

[Tomrro ce BpeHOCTH MaKpPOCKOIICKe BesimanHe A He Memajy y OJHOCY Ha MepMyTallije KOOp-
JuHATa (MMITyJIca) MOJIEKyJia, To he cBa MHKpPOCTama Koja 0roBapajy paBHOTEKHOM MaKDPOCTAHY
MMaTHU UCTY BPEJHOCT A. TpajekTopuja Ha MOBPIIK KOHCTAHTHE €HEPIHUje MPOJIa3u U KPO3 MaKpO-
cTama Koja Cy Maibe BepoBaTHA, a y KojuMa BejandunHa A mMma Jpyre BPEIHOCTH, IITO O/roBapa
daykryanmujama Besmanne A. Te durykryarmje MOKEMO OJPEINTH TAKO IMTO TOBEKEMO OpPOj MU-
kpocrama G(E, A), koje mMajy Bpennocr A ca mwuxoBoMm enrporujom S(E, A). Tama rycruna
pacnozesie BesnunHe A nma nipubaunkHy 'aycoBy pacrniogery

(g, A) = SEA) _ rsma-sway _ dew b G- s ) | 58] (-4

G(E, A)
(5.45)
jAKo IEeHTpUpaHy OKO cpejitbe Bpeanoctu (A) = A, jep ce A u cTaHJIAPIHO OJCTYIAE O CPEIHhe

BPEJITHOCTH ]aTks[ ckaaupajy kao N u v/ N ca OpojeM MOJIEKYyJIa.
9A2

5.5 KanoHCckn ancamoOJ1

Y MUKPOKAHOHCKOM aHCaMOJIy CBe EKCTEH3UBHE BEJIMYMHE KOj€ OIICY]y MaKpOCTarhe NMajy Tad-
HO onpehene BpenHocTu. Kajia cucrem mHTEparyje ca pesepBoapoM, je/IHa WU BHIIE eKCTEH3MBHUX
BeJINUMHA MOYKe JIa Ce pa3Membyje u3Mehy cucreMa n pesepBoapa U 3aTO OHE BHIIE HICY KOHCTAHTHE,
Hero PIIyKTYyupajy, JIOK Cy HUXOBE KOHjyrOBaHe NHTEH3UBHE BEJIMYNHE KOHCTAHTHE Y CHCTEMY.
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v
[2)

Cnuka 5.6. CucreM Koju pa3Mersyje eHeprujy ca pe3epBoapoM.

5.5.1 TI'ycruna pacnopaesie

PasmoTrpumo cama caydaj Kaja cucrem S, KOHCTaHTHE 3allpeMuHe U Opoja MOJIEKYJIa, pa3Merbyje
eHeprujy ca peseppoapoMm R, cimka 5.6. [obasnu (3ajeJHUIYKHI) CHCTEM je W30JI0BAH Ca YKYITHOM
eneprujoM F u cTora MoOKeMO IPUMEHHTH MUKDPOKAHOHCKHU aHcaMmbJy Ha mhera. Murepecyje Hac
cpentba BpeaHocT muHammdke seimanne A% koja je medummncama na hasHOM HPOCTOPY CHCTEMA!

1 dw(s) dw(R)
&)y = )5 (HS 4+ g® _
A= G(E)/ / ARG (HD + HY = E) s v (5.46)

rrie je G(E) 6poj MukpocTama riaobamnor cucrema, a N u N cy 6pojesn mosexya y cucremy

u peseppoapy. I[Ipumernmo ja, 300r Tora mTo je yKynaH Opoj crarmba IJIOOAJHOI CHCTEMa, jeTHaK
IPOM3BOJLY 6poja CTara CHCTeMa W pe3epBoapa, yKylaH 6poj crama kopuryjemo ca NINEI
[Ipeypeaumo apryment jenta YHKIHjE U PA3IBOjMO UHTErpaJi 1m0 (ha3HOM IIPOCTOPY CUCTEMA U
pesepBoapa

1 dw'S) dew®
(S)y — [ (9) - (R) _ . (S)

WNurerpast 1o paznoM mpocTopy pe3epBoapa oJroBapa 0Opojy cTama pesepBoapa ca eHeprujom F —
H®),
R S s(R)(g_u(9)
GRE-HY)Y=¢ % . (5.48)
PazBujmo y Tejiopos pes entponujy pesepBoapa OKo enepruje F:
051 sy , 18757
oF 2 OFE?

SH(E - HY) = sSB(R) (H®)? + .. (5.49)

. . . () .
Tpu npsa wiana y pasBojy CKagmpajy ce ca 6pojem mosekyma kao N0 NG g (]X,(SR>)2. [Tomrro je
as® 1

oE T T

N®E > NG rpehin u cBu Bunm wiaHoBE MOry ce 3aHemapurti. Kopucrehn , J10bmjamo

n3pas 3a Cpejby BpeaHoCT Beqmanae A camo mo ¢a3HOM MPOCTOPY CHCTEMA

1 _H dw
(4) = @/Ae TS (5.50)

_H
rje CMO CKJIOHW/IM O3HaKe S 3a cucreM. BosmMaHoB (hbakTop e~ *#7 ojroBapa I'yCTUHU PACIIOIETe Y
yCJIOBMa KaHOHCKOI' aHcaMOJ1a
H

e kT

pnvr (P, pY) = ONIAY (5.51)
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OBze ce () HasuBa naprunrona yHKIMja KAHOHCKOI aHcaMO/ia U OHa HOpMaJjusyje Bosvanos

Q- / = h3N (5.52)

Tpancdopmuriiumo napTuinony GpyHKIINjy TAKO IITO UHTEIPAJI IO (ha3HOM IIPOCTOPY 3aMEHIMO

dakTop Ha jeuHuUILy

WHTETrpaJioM 10 eHeprujaMa CUCTeMa

i dow .
Q= / . N'h3N /dE/ (H = E)e Nlh3N :/G(E)e L. (5.53)

Y ToMm ciydajy rycTHHA pacliojiesie eHepruje cucreMa U3HOCH

3a KBaHTHe cUcTeMe Bayke aHaJOTHe (pOopMyJie Kao 3a KJacudHe cucreMe. BepoBaTHoha a ce
cucreM Hale y i-TOM BHIIEYECTHIHOM MUKPOCTaIby ca eHeprujoM F; m3Hocu

P, = (5.55)

rje je nmapTuiuona (pyHKIIja

Q=Y it (5.56)

Pazmorpumo mpousso G(E)e’% KOjU ce TI0jaBJbyje Yy TYCTUHHU PAacIojiesie U IMapTUIIMOHO]
dbyukmuju. Lycruna mukpocramwa G(F) pacrte ca eHeprujoM, a BosmMasoB (hakKToOp eKCIOHEH-
IMjaJIHO onajia ca eHeprujom. [Ipoussom Te nBe dyHKIMje je PYyHKIHM]ja KOja je jaKo IEeHTpUupaHa
OKO PABHOTEXKHE BPEAHOCTH exepruje E. VICKOPUCTHMO TO a4 HAPTHIHOHY (BYHKIM]Y HOBEKEMO
ca JlexkarapoBoM TpancdopMmarmjom enTporuje. ['ycTuHy MUKpOCTama y U3pa3y 3a HapTUITHOHY
dbyukimjy (jemnaunua 5.53) 3aMEHIMO €HTPOII]OM,

0 / rs(5)-5 (5.57)

, : TS(E)-E
CaJia Mo¥KeMo J1a HpI/IMeHI/ICIi\i[g?EI\)/IeTO,ZL npesojue tatke. Makcumym ynkipje y eKCIOHenTy, —7—,
_ 1 ; —
=5 = 7 W OJIHOCH Ce Ha DAaBHOTEXKHY BpeJHOCT eHepruje E = E.
AKo y3MeMO caMo NpBH WIaH y METOJY IPEeBOjHe Taqu (wnan g(zo) y momatky A.l), moxemo
TS(E) F .
AIPOKCUMUPATH TIaPTUIMOHY (DPYHKIM]Y () ~ T = e #T. YJIaHOBHM KOje CMO 3aHeMapuIu y

HaJla3u ce U3 jeJIHaYnHe

pa3Bojy (pyHKIMje y eKCIOHEHTY CIIoOpHuje pacTy ca nosehameM Opoja MOJIEKYJIa O] IIPBOT YJIaHA.
Taya je Jlexkanjaposa TpancdopmMmalimja eHTPOIHUje je/IHAKA
1 F(N,V.T
S { ] = —(—) = kInQ. (5.58)
T

OppehuBame OCHOBHE TepMOJAWHAMUYKE jeJHAYWHE Yy XeJMXOIOBOj perpe3eHTalluju
CBOJIM Ce Ha padyyHamwe MapTuiimoHe pyHKIMje 3a KaHOHCKM aHcambOui. [IpuTtncak, xemuj-
CKU TOTEHIMjaJI U €HTPOIHjy HAJA3UMO MOMONY MPBOI U3BOIA XeJIMXOJIOBOI TOTEHIHja I 110
3alpeMuHn, OPojy MOJIEKYJa WX TeMIIEPaTypH.
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5.5.2 ®dDayKryaliuje eHepruje

AKO MCKOPHCTHUMO ¥ KBaJIpATHU 9IaH (WIaH %g” (o)(x — x0)* y momarky A.1) no emepruju y
pa3Bojy yHKIHje % (JTuHEApHU YJIaH jejiHAK je Hysm 360r MakcuMmyMa (byHKIIHje), HAJla3u-
MO JTa TYCTHHA PacCIo/iesie eHepruje CucTeMa MMa allPOKCUMATUBHO 1'ayCcoBy pacrofery ca CpeihoM
speuomthy (E) = E. Cranjap/IHo OJCTYIIame Te PACIOJENe CKAIUpa ce ca GPojeM YecTHIa Kao
V/N. To 3Haun [a He JOIMPUHOCE CBA MUKPOCTAMA II0/1jeIHAKO I'YCTHHHU PACIoelie eHep-
ruje, HEro HajBUIIle JIOIPUHOCE OHA KOja MMAajy €Heprujy jeJHaKy WJu Cy y OJU3uHU
cpeame BpeaHoctu (F) jep octana MuUKpocTama MMajy 3aHeMapJ/bUBY BepoBaTHOhy. Y
TEePMOJIMHAMWYKO] TPAHUIN, KaJla CTAHIAP/IHO OJCTYIAhe eHepruje MOoCTaHe 3aHeMap/bUBO Y OJl-
HOCY Ha CDeJIiby BPETHOCT €HEPTHje, CPe/iiba BPEJHOCT Y KAHOHCKOM aHcaMOJIy U3jeHavdaBa ce ca
CPEJIEbOM BPEIHOIINY Y MUKPOKAHOHCKOM aHcaMOJIy cucreMa Koju uMa eneprujy (E).

OpipeuMo M3pase 3a Cpejiiby BPEIHOCT €Heprhje U HheHy BapujaHcy Kopucrtehum mapTurmony
dyuknujy. Cpejmba BpeJIHOCT eHepruje jeJHaKa je TEPMOJIMHAMUYKO] BPEJHOCTU €Hepruje

) 1 d ol
E=(E)=(H) = a/He—ﬁH N!;;N S ( ;BQ)NV, (5.59)

e cMo yBesn yobudajeny ozHaky 3 = 1/kT. Cpe/isba BpeIHOCT KBa[paTa XaMIJITOHIjaHa jeTHaKa,
je

B 1 _ do 1 (0°Q
(E?) = (H?) = @/H% BH NF = O (6_52) - (5.60)

Bapmjanca pacrosesie enepruje y KaHOHCKOM aHCAMOJTy TIOBe3aHa je ca TOIIOTHUM KalalluTeTOM
10 KOHCTAHTHO] 3allpeMUHH,

(E?) — (E)? — (521;263)“ _ (%?) W kT (%) e KT2C,, (5.61)

[IIro je Beha Temmepatrypa pe3epBoapa, To je Beha u BapujaHca eHepruje, OJHOCHO CUCTEM MOKE

JTa ce Hahe y MEUKpocTamuMa duja eHepruja ce HaJjia3u y Behem orcery BpegHOCTH eHepruja.

5.5.3 Illpumena Ha uaeaJHe CEUCTEMeE

TepmoHAMUYIKY CHCTEME OOMYHO Ce CacToje M3 UCTOBETHUX MOJICHCTEMa (JIeJI0BA), KOJU MOrY
OUTH TOjeIMHAYHE YeCcTHulle, KOJEeKTUBHA KpeTarhba YeCTHIla WM HeKd Jpyru entureru. Vmeas-
HU CHCTEMH Cy CHCTeMH y KOjuMa je eHepruja jejiHaka 30Upy €Hepruja IMoJICUCTeMa, MITO 3HAUH
Jla He MOCTOjU (WMJIM ce MOKe 3aHeMapuTH) MHTepakiuja u3melhy nogcucrema. KanoHckn arcamoOsr
MMa, OIPOMHY IPEJTHOCT y OJTHOCY Ha MUKPOKAHOHCKHU aHcambJ1 y Be3u ca ojipehuBama TepMonna-
MUYIKUX OCOOMHA MJICAJTHUX CUCTEMA. 3a Pa3JInKy OJ MUKPOKAHOHCKOT aHcaMOJia rjie je moTpebHo
[IPUMEHUTH IJI0O0AJIHUA yCJIOB €HEPrHje 3a CBe cTeleHe cJio0ojie OJje/IHOM, TPUMEeHa KAHOHCKOT' aH-
caM0OJia Ha WJeasiHe CHCTEME CBOJU Ce Ha pasMaTparbe MOJCUCTEMA Ca CaMO HEKOJIMKO CTEeIeHH
cyobome.

Pasmorpumo casa ciydaj ujgeaaHor raca MoJieKyJia oJf KOJIX CBaK! NMa 10 TPU CTeleHa CJI000-

N
ne. Tana je xamunronnjan cucrema jeguak H (7Y, p™) = = (7, p;), rae je hi(7;, P;) xaMuaronnjan
i=1
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3a jesan MoJiekyit. [lomrro je 30up wiaHoBa y eKCIOHEHTY je/IHAK ITPOU3BOJLY €KCIIOHEHATA TUX UJIa-

HOBa, HAJIA31UMO

N
dw 1 —ﬁZh A dw 1 1 (7 g~
o —BH . *Bhl(rupz) 30 130. —_ -
Q_/e N'hSN _ N'/ hSN N! (Hl h3/e d Tzd ]%) - N'

(5.62)
[Taprunuona dyHkIuja 3a jejlan MOJIEKY/I H3HOCH
1 —Bh(7,

3a KBaHTHe HJeaJHe CHCTEMe, eHepruja MUKDPOCTama jeqHaka je FE(ji, jo...Jn) = €15, + €2j, +
..+ ENjy, T€ CY Ji U €5, KBAHTHH OPOj M eHepruja 4-Tor moJicucTeMa. ¥ cilydajy KaJja II0JICHCTeMe
MOZKEMO Pa3JIMKOBaTH (Ha MPUMED, aTOMH Y YBOPOBHMA KPUCTAJIHE PEIIETKeE),

Q ZZ ZefﬁE(]L]Q JN) ZZ Ze B(e1j, +€2jg+- +ENJN) H <Ze ﬁsuz) o q

Jj1 o J2 J1 o J2 =1
(5.64)

rjie je ¢ maprunuoHa QpyHKIUja jeTHOT MOJACUCTEeMA,

g=> e (5.65)
J

Ipumep 5.6. Oppeanrr XeIMXOJIIOB IIOTEHIIAja I U jeIHAYNHY CTamba WIeaJTHOT raca MOJIEKYIa.

N
Pewere: Xamuaronujan cucrema jegnax je H = > hy, h; = % [Taprurnuona dyHKIHIja
=1
3a jeJlaH MOJIEKYJT U3HOCU
o 3
1 5<pz+py+pz> 1% p2 V (2mm)?
= — dxdydzdp,d dz—— e mdp, | =—

o0

Kanoncka mapruiimona (yHKIMja 38 YUTaB CHCTEM MOJIEKYJIa J00HMja ce U3 NapTUImone (PyHK-

0= qN VN 2rm 2
N M\ R )

HpI/IMeHOM CTI/IpJII/IHFOBe aHpOKCHMaHI/Ije HaJIa3HUMO XeJIMXOJIHOB HOTeHHI/IjaJI

nuje 3a jeqaH MOJIEKYT

N N. (2 N 2wmkT
Fe_tmo= NV 3N ( ;hzl) N grvmY - ;kTNln <%

3 BN 25 = N )_kTN’
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a U3 mhera 1 jeJHadnHy CTamba UJIeaJHOr Taca MOJEKYJIa

p__(OF _ kTN
oV ),y VO

Hpumep 5.7. OapeauTn TOMJIOTHE KAllAIIUTET ITPU KOHCTAHTHO] 3aIllPEMUHU 3a CUCTEM (DUKCH-
pPaHNX aToMa Ca JIBa eJIEKTPOHCKA CTala, YMjy je pa3Mak &, MoMoNhy KaHOHCKOT aHcaMOJIa.

Pewene: Tlaprunmona ¢yHKnuja 3a jeman arom msnocu ¢ = 1 + e 7, a 3a cucrem aToma
jeaHaka je
N
Q=q¢"=(1+e™)".

Huje morpebno mememe 6poja Mukpocrama ca N! jep cy aroMn pUKCHPAHW U HE MOTY pa3Me-
HUTHU Koop/auHaTe. EHepruja cucremMa M TOIJIOTHU KallallUTeT CY

o _ JlnQ ~ Ne
N op V7N_1+6ﬁ£’

2.2 (e
C, = (8_E> - —k:BQ (8_E> - M_
o' ) vy 06 )yn  (14¢%)

)

5.6 Bejgunkm KaHOHCKU aHCAMOJI

['ubc je ancambiie Koju MMmajy KOHCTAHTaH Opoj MoOJieKyJia 3Bao petit ensembles, a ancamOJie
KOjI HeMajy OrpaHuYer-e Ha yKymaH Opoj mosekymna grand ensembles. Jlocam cMo pasmarpasin
caMo aHcaM0Jie ca KOHCTAHTHUM OpOjeM MOJIeKyJIa.

5.6.1 I'ycruna pacmogesie

Pasmorpumo caja cucrem S KOHCTaHTHe 3allpeMuHe, KOjU pasMerbyje ca pesepBoapoM R Mo-
JIEKyJle U €Heprujy. Ycjem Tora, Opoj MOJIeKyJjia U eHepruja CUCTEeMa MOy Y3UMaTH Pa3InIuTe
BpeHOCTH. [U106a/iHu crcTeM (CHCTEM U pe3epBoap) je M30J0BaH TaKo Jia Cy BPEIHOCTH €Hepruje
E u 6poja mousekyrna N y mwemy odyBate. Bpoj Mukpocrama rinobasHor cucrema je G(E). Cpemba
BpeHocT Bemmunne A nedunncane camo y GpasHOM IPOCTOPY CHCTEMA H3HOCH

(A®)) = L Z Z A®5 (HS ¢ HP _ B s dw'®) dw®)
- G(B) (R)—( N(S) NNEENTO) N () 3N N (R) 3N
N(®) =0 N(5)=0
(5.66)

Cyma mo Opojy MoJieKyJsia CUCTEMA II0jaB/byje ce Y M3pa3y 3a CPeJiby BPEIHOCT, jep BeJIUInHA

A®) zapucu o 6poja Mosekyita. Kpomekep genra obesbelyje KOHCTAHTHY BpemHocT 36mpa 6poja
MOJIEKYJIa cucTeMa u pesepBoapa. Hahumo Opoj crama pesepBoapa Tako MITO heMo MHTErpaJsi 1o
dazHOM ITPOCTOPY pe3epBoapa MPEeTBOPUTH Y OPOj MUKPOCTabha pe3eproapa, a 3aTUM U3PA3UMO Taj]
Opoj MUKpOCTaba IIPEKO EHTPOIINje pe3epBoapa, CJAUIHO Kao IIITO CMO PAJIUIN Y CJIYIa]y KAHOHCKOT
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ancaMmobJIa:

dw(s dew®
(A Z/ NEUN® Z/ (E—H® ))5(N—N<S))N(R)—N(R)!h3N(R)7

NS =0 N®R)=0
(5.67)
dw®)
S) A S) s
(A9 Z / GW(E-H9 N-NO) —— ICITEE (5.68)
NS =0
(S S(R)(E—H(S),NfN(S)) dw(s)
W)=y 3 AN G o
N(S> =0
Pazsujmo y TejaopoB peji eHTponnjy pesepBoapa
0S5 H) 0S™)
SE(E-H® N-N®)=3sH(E N)— H®) — N®)
’ ’ oF ON
1 (525 PS5 PS5
- HON2 L9 H®) NG N2
2(8E2( 2 Een TN W)
(5.70)
Kao un y cayugajy Ka}II{OHCKOF chgM6J1a, MOKEMO OJIOAITUTH CBE JIPyre U BHINE TePMOJIMHAMIIKE
u3BOJIC. 3aMEHOM % = %, 85;\[) = —% y m3pas 5.69 mobujaMo cpeirby BPEIHOCT 110 BEIHKOM
KaHOHCKOM aHcaMOJIy
1 & -y dw
=0

rjie CMO M30CTABWJIM O3HAKe S 3a CHCTEM U 3a T'OPIbY IPAHUIy y CYMH y3eaun OecKoHadaH Opoj
MOJIEKYJIa, 300I MaTeMaTU4dKe MorogHocT. [IpuMerumo Jia 3a cBaKy BpPEIHOCT OPOja MOJIEKYJIa
UMaMO pPa3JIuduT UHTEerpas 1o ¢gazHom npocropy. OBaj u3pas jeduHnIe TycTUHY PacIojese 3a
BEJIMKU KAHOHCKHU aHCcaMOJI

N N e
p,uVT(T , D ,N) = W (572)

Y BeqIMKOM KaHOHCKOM aHCcaMOJIy T'yCTMHA pachnojese 3aBHUCH M OJ] Opoja MoJieKyJia,
nmopea koopauHaTa (pa3Hor mpocTopa. Tpeba npumernTn Jia je Beandnaa N, Koja ce rojaBbyje
y TYCTHHHU pacrojiesie, UMa BPEIHOCT CIydajHe MPOMeHJ/bUBe Opoja MoJieKysia (0OUIHO CMO KOpH-
criwim o3Haky N 3a TEPMOJMHAMUYKY BPEIHOCT Opoja MOJIEKyJa). 3aTo, Ha MPUMEp, HE MOCTOju
u3Box, N mo nputucky ON/OP, 10K 3a TepMOAMHAMUYKY BPETHOCT OpOja MOJIEKYsIa OH, HAPABHO,
noctoju. [Taprurmona ¢pyHKIMja BeJIMKOI KAHOHCKOT aHCcaMOJIa jeTHaKa je

—_ (H HN) dw
== Z/ A (5.73)

WNarerpan mo dpasHoM IpOCTOPY y MapTHIMOHO] (DYHKIINJH MOXKEMO 3aMEHUTH WHTEIPAJIOM II0
eHeprujamMa crucTeMa

[e.9]

(H MN) _(E—uN) dw
Z/ N'h3N Z/ dE/ H E - N!h3N

Nf

HN)
= / dE.
N=0

(1]

(5.74)

8 I
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W3 oBor nspasza ciean Ja je I'yCTHHA paciojese eHepruje u 6poja MOJIEKY/Ia Y CUCTEMY

puvr(E,N) = (5.75)

3a KBaHTHU CHUCTEM, BepoBaTHONA J1a ce cucteM Habhe y i-ToM N-9eCTUIHOM MUKDPOCTAby U UMa

6poj MoJiekyna jegnak N m3HOCH
_Ei—,uN

e kT

e r (5.76)

—_
—
—

S I o (5.77)
N=0 1

Bamennmo G(FE, N) enrponmjoM y m3pasuMa 3a NapTHIHOHY (YHKIUJY U IYCTUHY DPACIOjIesie

P(E;,N) =

(11

TakKo Jia JIOOMjeMO djIaH
TS(E,N)—E+uN
e kT

(5.78)

Ha mera MmozkeMo IpuMeHNUTH MeTOJ IIPEBOjHE TayKe Kako OucMo Hanum JlexkanipoBy Tpancdop-
MaIlijy eHTPOIKje ca KOjoM je mapruiinona dpyHKIuja nosesana. [Ilpsu wian y passojy (wian g(xg)
y nogarky A.1) Koju ofroBapa MakCUMyMy Jiaje

[1]

5o

[e.e]
TS(E,N)—E+uN TS(E,N)—E+uN _
= E /e KT dE ~ e KT =e (5.79)
N=0

Osue cy E u N paBHOTeKHE BPeJHOCTH eHepruje i 6poja MOJIeKyJIa y cucreMy. Be MKy KaHOHCKY
MoTeHIja oapehyje ce u3 naprunuoHe pyHKIMje BeJINKOT KAHOHCKOT aHcaMbJuia. Kaa
j€ OH M3padyHaT, Cpe/Ibu OPOj MOJIEKYJIa, TPUTUCAK WU €HTPOIIHja MOI'Y Ce OJIPE/IUTUA Kao IHeroBU
U3BOJIM 110 XEMHjCKOM MTOTEHITHjaJTy, 3alIPEMUHI NN TeMIepaTypu. Takohe, Kao MITO je MO3HATO U3
oJle/bKa 2.4, BeJIMKU KAHOHCKH TIOTEHIIHjaJll je Y Be3u ca JlexKamapoBoM TpancdOopMaIiijorM OCHOBHE
TEePMOJIMHAMUYKE jeTHAUYMHE Y eHTPOIN)CKO] Pelpe3eHTalInji, 1a je

1 p Q _

5.6.2 ®duayKryaluje eHepruje m 6poja MOJIEKYJIa

CmaHO Kao y KAHOHCKOM aHCAMOJTy, aKO YK/bYUMMO KBaJIPATHU UJIaH [0 €HEepruju u Opojy
MOJIEKYJIa Y pa3Bojy u3pasa 5.78, HaJa3uMo Jia T'YCTHHA pacrojiesie eHepruje u 6poja MOJIEKYia
ojroBapa ['aycoBoj pacrtiogenu. [lomrro ce craniapaHa oJicTylama eHepruje u 6poja MOJIeKy/Ia CKa-
Jmpajy ca 6pojen Mosekysna kao v N, To 3Haun ja je cBa BepoBarHOha KOHIEHTpHCAHA OKO
MHKPOCTAma Koja UMajy eneprujy E = (E) n 6poj MoJieKyJia N = (N).

Cpejitbe BpeJHOCTH eHepruje u Opoja MOJIEKyJsIa y BEJIMKOM KaHOHCKOM aHCaMOJTy MOTY Ce Ojpe-
JIUTH U3 TapPTUINOHE (PYHKIN]e

eyl
I
&
Il
=
I
[1]] —

> dw OlnZ
> | He M) —o = ( ) , (5.81)
~ / N3N 0B ) s
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B s(H—pNy dw [ OIn=
~ =23 [N = (), o

Bapujanca u koBapujanca MyJITHBApHjaHTHE pacIiojesie eHepruje n 6poja MOJIeKyJia H3HOCe

(OE)*) = - (%?)mv (a;gl:)ﬁw (5.83)

(6N)) = (%)W _ (;’(51—5)5 (5.84)

(GESNY = (M>W _ (%—HE)V. (5.85)

I(Bu) 9B0(Bp)
OBe jemHadnHe ce U3BOJIE TAKO IMITO C& KOPUCTE M3Pa3h

1 & dw 1 [0°=

= L5 [ 2 _1(02) 30
B NIp3N - =\ 952 BMV

dw 1 0=
N2 PH-uN) — — = — [ —— . 5.87
Z / v == (57 (5.87)

TepmoiuHaMUYIKN U3BOIU KOjU Ce TI0jaB/byjy V popMyJiamMa 3a BapUjaHCy ¥ KOBAPUJAHCY MOI'Y
ce peJyKoBaTH Ha Tpu Hajuenihe kopwuiithena m3Boja. llokaxkumo na mpumepy Bapujamnce Opoja
YeCTUIA KaKO ce TO m3Boau. [[omTo ce m3BOJ BpIIK 110 KOHCTAHTHO] BpeaHocTu (3, oHma [ MoOKe
a n3abhe U3 U3BOIA

1 fO(N O(N 0
(6N)?) = — (M) = kT (Q) = KTV ( ”) (5.88)
B\ ou BV op TV op TV
rie je n = (N)/V gecrnuna rycruna. OBaj TepMOJMHAMUYKI U3BOJL HAJIA3UMO U3 jeIHAKOCTU
on
(52), = = (35, () 59
o)y (58)rmy  \NOP mny \ O/ gy
Kopucrehu ['nbc—/Iuemony jepnauumny 2.16, 100mujaMo n3BOJ MIPUTUCKA 10 XEMUjCKOM MTOTEHIIH]AJTY
oP N
(—> = W) =n. (5.90)
o ) N V
Hberosom 3amenom y jeanaduny 5.89 ciean
0
(_n) = n’kr, (5.91)
o) 7y

IJIe je m30TepMCcKa KOMITPECUOMTHOCT

1 /0V
— _ ) .92
MY (6P)T,N (5.92)

N3 oBe penanuje npous3uiasu Jia je U30TePMCKa KOMIIPECHOUIHOCT ToBe3aHa ca (PJIyKTyallmjama
Opoja MoJIeKyJla y CHCTEMY

2
k’T(N) KT

((ON)?) = KTV n?ky = 7

(5.93)
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5.6.3 IlpumeHna Ha jeJHAYUWHE CTAHA
Yecto ce y m3pasuMa KOPHCTH BeJlmdnHa A = ¥, Koja ce HasmBa aKTHBHOCT (HEKHM HCTPasKu-
o
BauM je Hazubajy dyrachoct, dyramurer, dyramurarusnoct). Tajga je = = > QnAY, e je Qu
N=0

KaHOHCKA MapTUInoHa MyHKIMja 328 N MOJEKyIa U CpeIbl OPOoj MOJIEKyIa Y CUCTEMY HU3HOCH

(N) = A (a(larfhv’ (5.94)

Jep je 0 ox 0 0 0
= — =P — =
oBr) ~ 0Bmox o ax (599)

TepmomHaMUIKe BeJIUYINHE KOje Ce M3padyHaBajy MOMONy BeJMKOT KaHOHCKOI aHcaMOsa J10-

6ujajy ce kao dyukiwje o p (wim A), T u V. Obuuno xkejnmo ja Hallemo Bemunne Koje 3aBuce
o (N), a e ox . 36or Tora Ham je norpebna jeanaunua (N) = (N)(T,V, u), a u3 me uHBep3u-
jom mobujamo = p((N),T, V). BameHoM XeMHUjCKOT TIOTEHIHjasa OPOjeM MOJIEKYJIA ¥ KeJbeHUM
BeJIMIMHAMA JIOJIA3UMO JI0 BrxoBe 3asucHoctn o (N), T u V.

IIpumep 5.8. Hahm Be/iMKn KaHOHCKHU TOTEHIIMjaJl 3a HJICA/IHH Irac MOJIEKyJa U IIOKa3aTh Jia
BasKM jeJIHAYMHA WJICaTHOI raca.

Pewemwe: [Taprunuona ¢pyHKIMja BEJMKOI KAHOHCKOT aHcaMbJia jeHaka je

o0

o N N a
=) QY = it =
N=0 N=0

(1]

Cpenmu 6poj MoseKyna ojpehyje ce u3 napruipone QyHKIje

OlnZ=
(N) =\ ( ) = \q.
N ) sy

Bennkn kanonckn HOTGHHI/IjaJI N3HOCH

_Lye M (N)
0= ﬂlnu— 3= 5

[Tomrro je u3 Tepmoguuamuke ) = —PV, cnequn PV = (N)kT.

Ipumep 5.9. OapeanTu TONJIOTHU KAaIlAlUTET MPU KOHCTAHTHO] 3alPEMUHU 38 CUCTEM (DUK-
CUpaHUX aToMa Ca JIBa €JIEKTPOHCKA CTarba, YUju je pasMak €, MOMONYy BEJMKOT KaHOHCKOT
ancaMoJIa.

Pewerve: Kanoncka naprumnuona byHKIH]a 3a jenan aroMm usHocu ¢ = 1 + e P, Ilaprununona
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dyHKIM]ja 38 BeJIUKH KAHOHCKH aHCAMOJI jeTHaKa je

_oo BMNN_OO B\N _ 1
_szoe q —z:()(qe ) _1—qe/3“'

(1]

Bpoj aroma y cucremy uznocu

Oln= qelr
Ny= (282 - _9¢
W) (awu))w g0

Enepruja u TOIUIOTHN KallallUTeT jeTHAKH CY

Oln= ge PeePn (N)e
E = — pu— pu— ,
0B ) sy 1—gqefr 14ef*

e (BB) ol () LR
or V() op V,(N) (14’666)2

5.6.4 IIpumena Ha KBaHTHE UJEHTUYIHE YECTHUIIE

Pasmorpumo cajia Kako j1a MPUMEHHMO BEJINKN KAHOHCKN aHcaMOJI Ha WIeAJHU CHUCTEM HJIeH-
TuaHux dectura. [logacernmo ce jga 6poj decTuria y +-ToM jeJTHOYECTUIHOM CTarby Ca €HEPrujoM &;
pejicTaB/ba OPOj 3ay3eTOCTH TOT CTarba, ;. JeJHo MuUKpocrame ojapeleno je 6pojesuma (ny, ns...).

3a mieanne cucreme Baxke yciosu N = > n; u E = > gmn;. Kaga cMo npumMemnBamm MeTo/
i i
HajBEPOBATHUjE PACIIOJIe/ie, TPYIIUCAIN CMO ¢; jeTHOUeCTUIHNX cTama y heuje. OBje nehemo pas-

marparu hesnje, Hero merenepartijy g(ni, ne...) HuBoa F(nq,na...)

1 3a 0030He 1 (hepMUoHE,
g(ni,ng...) =< N1 6
N\ Tt 3a OO0JIIIMaHOHE.
7

Kanoncka maprurmona GyHKIIIja MOXKe ce JIaKO U3padyHaTu 3a 60JIMaHoHe KopHIlihemeM n3pas3a
3a pa3B0Oj MYJITHHOMA,

N!
(1 4+ 22+ oo+ 7)) = Z T:ﬂflx;‘? " (5.96)
s
n;=N) *

Hanazumo

n1,n2 ni,ng NI H nz‘
(X ni=N) (X ni=N) i
z : N (5.97)
1 N! n n 1 N q
_ -B L, =B 2 B B _
3 T (7)™ (e77) ale e ) =
ni,n2. 5
(X ni=N) ¢
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3a uaeHTHYIHe YeCTUlle JAereHepalnja je jeHaKka jeJUHUII 1 He MOKEMO IIPUMEHUTH H3Pa3 3a pa-
3B0Oj MYJITUHOMAa KakKO OMCMO M3padyHaJ M KaHOHCKY HnapTunuony oyHkiujy. Beza nsmely 6pojeBa

3ay3eTocTu yeaeq yeaosa N = ) n; MOXKe ce IpeBa3ulin y BEJIMKOM KaHOHCKOM aHcaM6Jry. Fberosa
i
napTUIMoHa (GYHKIja U3HOCH

- Z v 65 e i T JHEm BT

N=0 n1,n2.. N=0 7n1,n2...
(ZnifN) (Zm:N)
7

7

Nimaz N2maz

_ Z Z Blu—er) n1 (eﬁ(“ 82) _ Z Z ﬁ(u €1) (eﬁ(u—az))m (5.98)

N=0 ziL:lq%:LQ:N) n1=0 no=0
Nimazx N2mazx Nkmazx
(S (B <eﬁ<u-m)>m) T )
n1=0 n2=0 k ni=0

Kibyunu kopak y usBoljermy Hajazu ce y JIpyroM pejy, Tje ¢MO cymupaibe 1mo N u n; y3 yCjIoB
> n; = N 3aMeHWIN CyMHUpameM 10 CBUM Moryhnm BpenHocTuma GpojeBa 3ayseroctu n,;. [loka-
JKUMO 14 Ta JeIHAKOCT BarKM TAKO MITO NeMo je pa3MOTPUTH Ha IIPUMEPY JIBe opouTasie:

== Z Z am " = (i an1> (f: b”2>. (5.99)

ni,n2 n1=0 no=0
ni+ng=

Hammumo wranoBe m3pasa ca JieBe CTpaHe jeTHaKOCTU:

N=0 1
N=1 a+b

N=2 a*+ab+ b’

N=3 a+a*b+ab*+1° (5.100)

N =4 a*+da’b+ad’*+ ab® +b*

CabepumMo 9IaHOBE JIMjarOHAJHO:

E=1+b+"+0+b*+..)+ (a+ab+ab®+ab® + ..)+
(a® 4+ a®b+ a®b? + a®b® + ...) + (a® + a®b+ a®V? + a®b® + ) + ...

— i a’b™ + i alb™ + i a? .. = i i a™b’"? = <i am) <i b”2> )

no=0 no=0 no=0 n1=0 ngo=0 n1=0 no=0

(5.101)

MoryhraocT BeMKOT KaHOHCKOT aHcaMOJja Jia peru mpobjieMe y KOjuMa, MOCTOjU OrpaHUuveHhe Y
Be3n ca Opoja decTulia je orpoMHa IPEJHOCT BEJTUKOI KAHOHCKOT y OJIHOCY Ha KAHOHCKU aHCaMOJI
y CIydajy MAEHTUIHUX IECTHIIA.
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Oxpemgumo mapruiinony (GyHKIN]y 3a dhepMuone u 6030He, a 3aTUM H3BEINMO KBAHTHE CTATH-
cTuke. 3a pepMUOHE BaXKH OIPAHIICHHE Nimqe = 1. IlapTunmona yHKIMja je Taga jeIHaka

Zpp = [ (14 Ae*). (5.102)
k

3a 6030He HEMa TOT OrpaHuYeha (Ngmar = OO),

Zpa =L (12 + e ™)+ ) =] L (5.103)
k

1 — dePer’
K

riie cMo cabpasn reomerpujckn pea. Cyma xomseprupa 3a [Ae 75k < 1, 1j. [M|e P+ < 1, u < 0.
XeMujcKu oTeHIjal 0030Ha YBEK je HeHeraTUBaH, JIOK 33 XeMUjCKH OTeHIja)l (hbepMuoHa HeMa
TaKBOI OTpaHUYEHa, cjiuka H.7. Obe maprunnone GyHKIMje MOTY ce PEJCTABUTU j&IHUM U3PA3OM:

Zrppa = || (1£ e %)™ (5.104)
k

W3 norapurMma napTuiinoHe QpyHKI]je

IEpp/pa =+ » In (14 e ) (5.105)
k
HaJIa3UMO CpeIbu OpOoj yecTuiia

. Oln=
Nep/pa = (N)rp/a = Y (ni)rp/Ba = (—)
; o(Bp) BV

5.106
(2N A E) Ae e (5-106)
RN 2 1+ e Pex 2 1 Ae—Fe
bl k,' k
U CPE/Iby 3ay3€TOCT jeTHOYECTUIHOI' CTarbha
e~ Pk 1
(nk)rp/BA = = (5.107)

1+ Ae‘ﬁgk eﬁ(sk—ﬂ) 4+ ]_’

rjie ropmu 3HaK ojarosapa ®epmu—/lupakoBoj craructunm, a j0mu boze—AjHINITAjHOBOj cTATH-
crurin. OBO je MCTH pe3y/aTaT Kao IITO CMO JOOWIM IMOMONY MeTojia HajBepOBATHHUjE PaCIOIeIe.
HajBepoBaTHUja u cpe/iba 3ay3€TOCT jeJHOYUECTUIHOT CTaKkhA Cy MCTOBETHE.

3a ujeasne cucreMe yKyITHA €eHEpruja jeJHaka je 30upy eHepruja decTuria

)\&Cefﬁsk
E = (E = = _— 5.108
< >FD/BA Xk:<nk>FD/BA5k Zk: 1+ \e—Pex ( )
N3zpas 3a mputucak jgo6mjamo kKopucrehn Gpopmysty 3a BeJTMKH KAHOHCKH oTeHnmjast 2 = — PV =
—kTIn=,
Prp/pa = LT > I (1 e ). (5.109)
|4 k
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Comka 5.7. 3aBUCHOCT XeMUjCKOT MOTEHIHjaia OJ1 TemMieparype 3a a) depmuone u 6) 6030He.

BoamManoBa cratuctuka npousunsasu n3 bose—AjuinrajuoBe u ®epmu—/IupakoBe
craTucTuKe Kajga je A < 1, 1j. u < 0,

1

— & e P, 5.110
Tefer £1 ‘ ( )

<nk>B =

Mozxke ce mokazatu Ja je ycjioB p << () eKBUBaJIEHTaH yCJIOBY (TV> > A3 rae je A\p =

h
V2rmkT
Ile BpospeBa TorIOTHA TajacHa JyxKuHa. /lakie, yc/ioB jia HeKH rac Oyje HeJereHepHucaH je ja

3allpeMuHa 110 dYecTuiiu Oyse MHOro Beha oj1 kKyba Jle BposbeBe TorioTHe TasiacHe ayKUHE, TaKO
Jla He JI0JIa3| J10 MTpeKJ/iamama TaJaCHIX makeTa decturia. [I[pumepn jiBa jako Jiereneprcana cucrema
YECTHUIIA:

(N)AN;  [4800 ma T =300 K 3a eJeKTPOHCKH Iac y MeTajuMa,
4 3400 ma T =3 K 3a “He.

5.7 NPT ancamOJ1

5.7.1 T'ycruna pacnopaeJie

Kaza je cucrem y paBHOTEXKH ca TEPMOCTATOM M 0apoCcTaTOM, OH MMa, KOHCTaHTaH OpOj MoJie-
KyJla U TEMIIEPATYPY U MPUTHUCAK, YHje Cy BPETHOCTH MoJleleHe pe3epBoapoM. V3Boheme rycrune
pacrioziesie NPT ancambiia nmpatu n3sohema 3a KAHOHCKM M BeJIMKKM KaHOHCKH aHcaM0Ou1. [lakie,
IOTPEOHO je Pa3MOTPHTH CPe/by BpeaHocT 1o ancambiy semmanme A 3a nzosmosann riobasmm
CHCTEM, KOJH Ce CacTOJH O] CHCTEMa U pe3epBoapa:

1 dw® dv S duw® gy (R)
)y = S)§ (g (R) _ () (R) _
A== G(E)////A O+ B)s(VT+v V) NENBNGE NR)[END

(5.111)
XaMUJITOHUjaH CHCTEMa UMILIUIUTHO 3aBUCHU OJ1 3allPEMUHE CHCTEMa, jep e MOJIEKY/IU HaJja3e y

cUCTEeMy KOHaJdHe 3ampeMute. MapruHaan3ajoM I'yCTUHE PacIojiesie 3a pe3epBoap J00ujaMo 6poj
cTarba pe3epBoapa KOju je ToBe3aH ca eHTPOIHjoM pe3epBoapa. EHTponujy paszsujamo y Tejmopos
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pel

SE(E—H® vV -vE)=sB(E V) - H®
( ) (B\V) = —5 o7
1 (028 o, 928 928
—( Eop (HS) +28E8VH( WS 4 5773 (V&) ) + ...
(5.112)
. . 3 as® 1 98B p
JAO0BOJBHO J€ 3aJpzKaTh CaMO YJIaHOBE 10 IIPBOI' U3BO/Ja. SDaMEHOM 9E T’ oV T HaJIa3UMO

cpemby BpeaHocT junamudke Besmanne A y NPT ancamOity

1 _HAPV dde

rJle CMO M30CTaBWIN O3HaKe S 3a cucreM. Cpejiba BPEIHOCT OJIrOBapa I'yCTUHU PacIiojierie

_H+PV
e kT

ANIh3N"

I'yctuna pacnoaesne NPT ancamb6iia nedmHHCaHa je Ha 9YUTaBOM (Pa3HOM IIPOCTOPY M

pnpr(T, PN, V) = (5.114)

3a pa3JINYNTe BPEJHOCTH 3arpeMuHe cucreMa. [laprunuona dpyunkimja u3nocu

H+PV dwdV
// NI (5.115)

Hanomennmo na nmaprunuona dbyHKIMja (M IycTHHA PAcIofierie, TMOCIeMIHO) UMa TUMEH3Hje 3a-
npemuHe 300r mHTErparyje mno 3anpemunn. Ctora X je mMoTpedHO MOJETUTH ca KOHCTAHTOM Ay
KOja uMa JiuMeH3uje 3anpemune. Ta KoHcTanTa nehe yTuriaTu Ha peJIaTUBHE TEPMOJIMHAMUUKE
BpeIHOCTH (Kao 1 KOHCTaHTa Ap, KOjy CMO paHuje ClioMUmbajn) Te je HeheMo KOPUCTUTH.

[TapTurmony GyHKIHUjy MOXKEMO TPaHCPOPMHUCATH TaKO Jia C& YMECTO MHTerpaJa 1o (asHOM
IIPOCTOPY IIPETBOPU y MHTErpaJl o eHeprujaMa cucTeMa

_H+PV dde H+PV dde E+PV
[ [ e[ g om0 [ v S apa

(5.116)

Crora je rycruna pacrojesne emepruje E u 3anpemune V' cucrema

G(E, Ve~ S
3a KBaHTHU cUCTeM, BepoBaTHOha 1a ce cucreM Hahe y i-TOM cTalby U UMa 3allPEMUHY jeIHAKY
V usnocu
_ E;+PV
e kT

P(E;,V) = N (5.118)

A= /Ze—Ei?ffV dv. (5.119)

Bamenom G(FE, V) eHTponujoM y jeHadnHAMA 3a TYCTHHY PACIOfese U MapTHIHOHY (DYHKI]Y
JIOJIA3UMO J10 (pyHKIHje
TS(E,V)—E—PV

e (5.120)
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HA KOjy MOXKEMO IPUMEHHTH METOJ, IIPEBOjHe Tauke. AKO UCKOPUCTUMO CAMO IIPBU wWiaH y Tejsro-
POBOM pasBojy, KOju oJroBapa MakcuMymy (aaan ¢(zg) y momatky A.l), maprurmona ¢yHKIuja
rnocraje

— / / G(E,V)e S5 dEAV ~ e "R — o (5.121)

E u V cy paBHOTeKHE BpPeJIHOCTH €Hepruje u 3ampeMube cucrema. l[laprurmona dynknuja je
noBe3ana ca JlexkaHapoBoM TpaHchOpPMAIjoM eHTPOIInje

1 P G
Sl=,=| =—= =klnA 5.122

|:T7 T:| T ) ( )
Koja ykJbydayje I'ubcos norenrujan G. Enrponuja, 3anpemMuta win XeMUjCKU TOTEHIHjaJ 100ujajy
ce Kao u3Boju ['mbCoBOT MOTEHIMjaIa 10 TeMIIepaTypH, MPUTUCKY WX OPOjy MOJIEKYJIa.

5.7.2 ®dayKTyaluje eHepTruje W 3allpeMuHe

Axo y TejimopoBom pa3Bojy 3ap:KUMO U KBaJIDATHE UJIAHOBE 110 €HEPTUjU U 3allPEMUHU, Ha-
JIA3UMO J1a PacIiojiesia eHepruje n 3allpeMuHe CUCTeMa UMa alpoKCuMaTuBHO ['aycoBy pacrojiery.
Cpa TycTHHA pacroere je KoHnenTpucana oko spegnocrn £ = (E) u V = (V), mro omoryhasa
na cpeambe Bpeanoctu no NPT ancambiry Oy/ry je/Hake BPeJHOCTAMA y OCTAJIUM aHcaMOJIMMa y
TEPMOMHAMUYKOj TPAHUIIH.

Cpeame BpeanocTr eHepruje u 3anpemune y NPT ancaM0O1y, Kao U IbUXOBE BapujaHce U KOBa-
pujamnce, JaTe Cy pasuduTHM U3BOUMA IMapTUINOHE (DYHKIIH]E:

E=(E)=(H)=— (aglﬁALPN (5.123)
V=(V)=— ( a(m}e)) (5.124)

(6H)?) = — (%?) o (GQIHALPN (5.125)
() (). e
(SHON) = — (%)M _ (%)N. (5.127)

Ipumep 5.10. Oppemurn ['mbCOB MOTEHIMjAI UIEATHOD Taca MOJIEKYJa W IOKA3aTH Ja BayKu
je/ITHAYNHA CTamba MJIeaTHOT Taca.

Pewere: T'ubcoB nmorennumjas u3padyHaBaMmo U3 MapTUIMOHe (DYHKIHje
dodV [ [VN (2amkT\ 7
H+PV w _PV ™m _Pv
A :/ N'h3N /QNe *T dV :/W <T) e *T dV.
0 0
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PV

WNurerpan ce cBoau Ha raMa (PyHKIIH]Y CMEHOM = z. Pememe nsnocu

®T
A 2rmkT kTN
T\ R P '
['ubcoB morennujas jegHak je
2 T T
G = —kThhA = —§kT1n ”Zék — (N + l)len%.

Jeqnadmna crama j00uja ce n3BojaoM ['mOcoBOr MOTEHIMjaIa 110 3allpEeMUHMN:

= (55) -

Y repmosmHamMuaKoj rpanuiu Baxku (N +1) ~ N, tako ga uspasu 3a G u (V') umajy ucrpaban
obsuk. Urak, 3a cucreme ca MajuM OpojeM MOJIEKYJia J00ujeHn u3pa3u HUcCy KopekTHu. [lo-
TPeOHO je 3HATH MaTeMaTHIKN OOJIMK I'yCTHHE CTamba 3allpeMuHe, Koja Tpebda Jia mMa jemHUIe
MHBEp3HE 3alpeMune. Pa3imauTn ncTpaXKuBadiu Cy JONLIN JI0 PA3IUIUTIX BPETHOCTU I'yCTHHE
3allPEMUHCKHUX CTamba, KOje /1ajy UCTe pe3yaTaTe y TePMOINHAMUYIKO] TPAHUIIA.

Ipumep 5.11. PazmMoTpumMo jeIHOTMMEH3UOHAHI raC YBPCTUX MOJIeKyIa cchepHor 00J/IMKa 110-
pebanux Ha paBoj. IIpernocraBumo 1a Mosekyn numajy npedank R. MoJsekyiu He mHTEparyjy
OCHM Yy TPEHYTKY JIOJINpa, KaJia ce oJMax 0/I0Mjajy M CTOra ce He MOYKE MEhATU PEIOC/Ie]] MO-
Jiekysa Ha 1npaBoj. OIpeanTn jeJHadnHy CTamba U €HePrujy TOr Taca.

Pewerve: O3naanmo MosieKysie OpojeBuMa 1modeBIn Opojame oj uyse 10 N — 1. Heka ce nyntn
MOJIEKYJI HaJIa3U Ha MOYeTKy ca JjeBe crpane. [looxkaje cBux ocraaux moJjiekysa oapehyjemo
peJIATUBHO Y OJIHOCY Ha HYJITH MOJIEKyJ. Tako je xp 10JI0Kaj MOJIEKYJ/Ia ca WHJIEKCOM jeJlaH, a
X N_1 TIOJIOXKa]j TTOC/IeIier MoJiekysta ca uHaekcom N — 1. O3HaunMo 3apeMuHy KOOPIMHATOM
V = xn Kako 6u HaM ce ciraraje o3HaKe Kao 3a jipyre mosiekyste. [laprunmona dyuakmmja NPT
ancambJia M3HOCH

N Pch o0
= dp1dps...d
// /e =12 T P1 p2 pN/dazl / dxs / dzxs... / dry.
—00 —00 r1+R xo+R zN_1+R
0 1 2 N-1
X A 0 R
wic NP
B XN-1 N
) XN Rt

<t -

Cruka 5.8. PenaruBHu m0o/102Kaju MOJIEKYJ/Ia. 3allpEMUHA je O3HAYeHA KOOPIMHATOM Ty .

N
M) 2, MaTerpaJt mo Koop-

WNuTerpai mo uMIyJicuMa MO3HAT je U3 PaHUjuX IIpUMepa, ( o
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JuHaTaMa pelraBaMO CMEeHOM

N =T = 1=

Yo = Tog — T = XToa=Y2+tT1 =Y+ Y1
Ys=T3 — T2 = T3=Ys+To=Ys+ Y2+ 1y

YN = TN —TN-1 = IN=YN+IN-1=YN Tt YN-1+ ...+ Y2+ Y1.

JlerepmuHanTa JakobujaHa TpaHcdoOpMaliije KOopuHaTa © Ha KOOP/MHATE ¥ je/lHaKa je

1 00 ... 0
1 10 ... 0
a(yla?ﬁ---ij)
1 11 1

Tayna je TpancdopMuCaHn UHTETPAJT

5 KT % ) PJXV)yi ) [eS) )
m™m i=1
A:( 2 ) /e_ KT dyl/dyg/dyg.../dy]v
R R
N
2

R R
N

2mkT\? [ [ r 9wmkT KT e\
% e+ dy = e T .
R

h2

W3 jorapurma mapruiimore (yHKI]je

N 2mm 1
InA = —1 Nln— — PN
n 2n(ﬁh2>+ nﬂP Rj

HaJIA3WMO jeJHaYNHYy CTarba W €HEePTHUjy raca

OlnA N
== (391),., = 58

(V) — NR)P = NKT,

dlnA N  NkT
E)=— = =
) ( op )wp),N 2p 2

5.8 T'mbcoBa enrponujcka popmysia

['ycrune pacnojienie y ycjaoBuMa KaHOHCKOT, BeJUKOr KaHoHcKor m NPT ancamOia, cajip:ke
11 _1(1lp p _1/1 P
dakrope e *TE e H(FE-45N) g et (FE+EY)

. OBe pesysiTaTe MOYKEMO YOIIITHTU Ha CIydaj Ka-
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Jla CHUCTEM pa3Membyje ca pe3epBoapoM eKcTeH3uBHe Bejmmunbe X1, Xs...X,, a ocraje eKCTeH3UBHE
Besmmaune X, i1, Xpi0...X; Cy ouyBane. Pacriogena BepoBaTHohe y ycJ0BUMa TaKBOI' aHcamM0OJ/1a 13-
HOCH
n
1 -+ X

P(Xl,XQXn) = ZG i=1 R (5128)
rje cy F; mHTeH3uBHU IapaMeTpu pe3epBoapa y eHTpPONnjcKoj penpe3enTtaryju. [laprunmona dpyHk-
1uja moBe3ana je ca JlexkanapoBom TpaHcOpPMAIjOM €HTPOIIHje

= Y e AT = istaRR (5.129)

OBjie cMO, pajin jeTHOCTABHOCTH, KOPUCTUIN CyMe II0 €KCTEH3UBHUM BEJIMIMHAMA CHCTEMa KOje
ce pasMemyjy ca pe3epBOoapoM. 3a HeNpPeKU/IHe eKCTEeH3WBHE BeJINYUHE MMOTPEOHH CYy WHTErDaJId.
3aMeHOM napTUIMOHe (QPYHKIINje Y paciojesin BepoBaTHohe j1001jamo

n
—1S[F1,Fa.. Fo]l— 1 > FiX;
=1

P(X1,Xs..X,) =¢ (5.130)

TI'ubcoBa eHTponujcka popmysia IMoBe3yje paciiojiely BepoBaTHohe ancamMbJia ca eH-
TPOMUJjOM. 3a HAjyOIIITeHUjU C/Iydaj ancambsia, ['mbcoBa enTporujcka hopMmysia n3HOCH

S=—k > P(X1, Xy, ... X))InP(X), Xp.. X,). (5.131)
X1,X2...Xn

[Tomro ce pacnojiesia BepoBarHohe He Mema ca BPEMEHOM, TO HU E€HTPOIHUja CUCTeMa He 3aBU-
cu oj BpeMeHa. 3a jioka3 ['mbcoBe enTponmjcke Gopmyse HCKOPUCTAMO JIOTAPUTAM PACIoIese u3
jennagune 5.130 u pedununujy nasepsue Jlexkanapose TpaHcdopMmarliije,

1 1<
S=-k > P(X;,X..X,) — 2SR By B = ZFX
X1,X2..Xp =1 (5.132>
= S[F, By Fo] + ) Fi(X;) =S
=1

Pacnoaena BepoBarHohe HeKor ancamMbJia Makcmmasim3yje eHTponujy. Excrpemywm je
yCJIOBaH, jep IOCTOjU yCJIOB HOPMaJIU3allije paclojiesie, a Takohe m cpeirbe BPEIHOCTH €KCTeH-
3UBHUX BEJUYNHA KOje CHCTEM pa3Memyje ca pe3epBOapoM Cy HaM IO3HATE W3 TEPMOIUHAMUKE.
MoryhrocT 5@ 0J1 cBUX paciiojieia BepoBaTHohe n3abepeMo oHy Koja ojJroBapa MakcuMmymy ['ubco-
Be eHTpoIHjcke hopmysie omoryhyje HaMm jia Hal)eMo pacriojesie BepoBaTHOhe 3a cBaKH aHCAMOJI.

IIpumep 5.12. VzBectn pactojiesie BepoBaTHoNe 3a a) MUKPOKAHOHCKH U 6) KAHOHCKH aHCAMOT
nomohy ['mbcose entpormjcke dopmyiie.

Pewewe: a) P; upejcrasba BepoBarHOhy Jia ce cucteM Halje y i-ToM MUKpocTamby. ['nbcosa
G(E)
entponujcka dopmysia usnocu S = —k Y PInP;,. Tby je norpefHo Makcumain3oBaTu y3
i=1
G(E)
ycsioB HopMasusaruje » o P, = 1, tie je G(E) ykynan 6poj MEKPOCTarba. YCJIOBHE eKCTPEMYM
i=1
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onpebyje ce momohy Jlarpamxkese dbyHKIMIje

G(E) G(E)

L=-kY PlP-X|>Y P-1],
=1 i=1

. Atk .
% = 0, 1j. pacnozesna BepoBarnohe P, = e -* = (' je yuudopmua. 3amenom F; y ycyioB

HOpMaJIM3alnje HajaasuMo Kouncraunty C,

G(B)
Y P =G(E)C=
=1

1
- G(E)
Tana je pacrojena BepoBaTHOle MUKPOKAHOHCKOT aHcambJ1a
1
Pi=—.
G(E)

'ubcoBa enrpormjcka (hopMysa 3a OBy DPaciojiely cBoju ce Ha (Kopurosany) BosmMaHOBy
EHTPOIHUjCKY (POPMYITY

R 1
—k Zl @m@ — kInG(E).

6) P(FE;) npencraBiba BepoBaTHohy ja ce cucreM Hahe y MuKpocramy ca exeprujom F;. Mak-
cuMaJIn3yjMo eHTponujy y3 yeiaose » . P(E;) = 1u Y E;P(E;) = (F). Jlarpamxesa dbyHKInja
i=1

=1
N3HOCHU

= —kZP )nP(E (ZP — 1> — A2 (Z EiP(E;) — <E>> :

ExcrpemyM Hajmasznumo n3 ycjiosa gg = (), a pacnojesa BepoBaTHONE je jeHaKa

kA1 +X0E; Ao B4

P(E)=e % =Ce

W3 yciaoBa HopMasn3anmje Haa3zuMo KoHcTaHTy C,

ZP(EZ) = C’Ze*&kEi =1,
i=1 i=1
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Uckopuctumo jipyru ycjioB ja Hal)emo HeojipeheHn MHOXKHUTEb Ag,

N EP(E)=CY Ee k' = (E).
i=1 =1

Bamenumo P(E;) y uspas 3a eHTpONujy

Mo E; X E;

S = —kcze”f" (mc - Af") = —kCInCY e 7 +0C Y Eiem k= —kInC+\y(E).
=1 =1 =1

N3Boj1 enTpormje 1Mo eHepruju jiaje BPeHOCT Ao,

05 _1_,
aE) T %

Crora je pacmojiesia BepoBaTHONE Y KAHOHCKOM aHCAMOJTy

Ipumep 5.13. YnopeauTu cpejiby BpeHOCT BosmanoBe eHTponujcke popMmysie 1o CBUM Ma-
KpocTamuMa ca ['mbcoBoM eHTPONUjCKOM (POPMYJIOM Y CIydajy MUKPOKAHOHCKOT aHcaMmbJIa.

Pewerve: Makpocrame je ojpelheHO eKCTeH3MBHUM BeJndnHaMa Koje hiemo oznauntu a = (X,
...X,,). Bpoj mukpocrama koju memy oarosapa je W(a). Mukpocrame i moBe3aHo ca Guio
KOJIM MaKpOCTameM Koje MCIyHhaBa T'PAHNYHE YCJI0Be MMa YHUMOPMHY PACIIONeNy ca Bepo-
BatHoloM p; = p. Taza je BepoBarnoha makpocramwa P(a) = W (a)p. Ykynan 6poj MUKpOCTaba

y MUKDPOKaHOHCKOM aHcambiy je G = > W (a).
['ubcoBa enTponuja je jeanaxa

G
Sg = —k Zpilnpia

a bosmvanoBa eHTpoIja MaKpocTamba G M3HOCU

Sp(a) = kInW (a).
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Cpeama BpeHocT BostiManoBe eHTpoIije 0 CBUM MaKpOCTambUMa UMa O0JIUK

ZP )Sg(a _kZP YInW (a —kZW

:—kZW plnp—i—kZW )plnP(a :—kZpllnprl—kZP JInP(a

= Sg+kZP (a)InP(a).

Kama 6poj mosekya Texkun 0eCKOHATHOCTHU, JAPYrU 9jIaH I0cTaje jeJIHaK HyJIHd, jep ce cBa Be-
poBaTHONA KOHIIEHTPHIIE y HAajBEPOBATHHU]EM MaKpOCTamy @, Tako Ja je P(a) =1 u

kY P(a)lnP(a) = kP(a)lnP(a) = 0.

Y towm cayuajy je (Sg(a)) = Sp(a) = Sg. Kana cucrem caapzxu Maau 6poj MOJIEKYIIa, Cpeiba
Bosmmanosa n ['mbcoBa enTponuja ce pas3iukyjy.
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I'1aBa 6

V neastHu racosu

Teopuja BepoBaTHOhE y CYNITHHU HUje HUIITA JIPYTO

JI0 3J7IpaB pa3yM CBEJIeH Ha PadyH.

II. C. Jlamnac

Tepmomunamudke ocoOMHE MIeaTHUX TacoBa MOIY ce JIOOMTH y HOTIYHOCTH 0€3 JI0JaTHUX
allpoKCuUMalifja, jep ce HmbUX0Ba IapTHUIMOHA (YHKIHMja MoxKe (pakTopucatu. Mako ujaeaanu cu-
CTEMU TIPEJICTaB/bajy UJIeATU3AIN]Y PEATHIX CUCTEMAa, IbUXOBO IIPOyYaBabe je KOPUCHO 3aTO IMITO
he HAM TIOC/IY2KHTHU 38 TECTUPabe OCHOBHUX HJIeja CTATUCTHIKE TEPMOJIUHAMUKE U 3a ropeheme ca
peaslHiIM CUCTEMUMA.

6.1 T'acoBu KBaHTHMX NACHTUYHUX YECTUIIA CA MaCOM

Kana cvo pasmarpaiu pasaumdaure ancaMOJe, peraBaji cCMO Caydaj HeJlereHePUCcaHor Hjeall-
HOT' raca OOJIMMAaHOHA, Uhje ce ocobuHe J00Mjajy m3 KJIacuIHOr Opoja cTama Kopuropanor ca N!.
OBzie nac unTepecyje caydaj caado WIN jaKO JereHePUCAHOr MJIeaTHOT raca 6030Ha Wi pepMuo-
Ha. boze-AjumrajuoBy nu @epvu—/lupakoBy cTaTHCTUKY MTOTPEOHO j€ TMPUMEHUTH HA MOJIEKYJICKE
racoBe camMo y CJiy4dajy BeoMa HUCKHUX TemIiieparypa, jep je Taja e BpospeBa TorioTHa TajacHa
JIy2KIHA MOJIEKYJIa YIIOPEJINBa ca CPEIIbUM pacTojarbeM m3Mehy MoJieKysa. EjeKTpornn nMajy MHO-
ro Mamby Macy OJf aTOMCKUX je3rapa Te Cy KBAaHTHH e(deKTH KO HBUX 3HAYajHU TaKohe Ha BUIINM
temneparypama. [locienuia Tora je ma ce cjiob0HN €JIEKTPOHU y MeTaJuMa Ha COOHO] TeMIepa-
TYPH HE MOHAIa]y KJIACUYHO U 3aTO je noTpedno kopuctutu Pepmu—/InpakoBy cTaTHCTUKY KaKO
Ou ce MpoydaBaJie BbUXOBE OCOOMHE.

6.1.1 I'ycrtuna crama cJI000JHE YECTHUIE

[Toscernmo ce j1a Tpeba KOPUCTUTH jeJHOUECTUYHA CTaba 3a OIKIC CUcTeMa 0030HA U PePMUOHA.
360r Tora, pasMOTPHMO TIPBO jeJHOYECTHIHA TPAHCIAIMOHA CTarba IeCTHIA Ca MAcoM (He y3MMa-
jyhu y o63up crimu decturie). Heka mvamo cioboiHy dectully y cymay oOJIMKa KOIKe U 3alpeMIHe
V = L3, uuju cy 3uj10BM TBPJM U He JONYIITajy TyHejoBame (cindaj GeckoHadHo 1yGoke jame).
Ucnocrasiba ce 1a OBAKBU I'PAHUYHU YCJIOBU HE YTUIY Ha KOHAYHU PE3YJITAT, jep O U MepUOIMIHH
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YCJIOBU JIOBEJIH JIO UCTOT Pe3yJiTara. 1 paHC/IalMoHo CTamke YecTulle ojipeheHo je KBaHTHuM OpojeBu-
Ma g, My, N, = 1, 2, 3 ... BexTop TasacHor 6poja udecrure je k= T(ng,ny,n;), a enepruja uznocu
€ = % = % Pazmmaure BpesHocTn KBaHTHHX GpojeBa (pasiwduTa CTarba) MOLY JIATH HCTY
BPETHOCT €HEPruje, Tj. jeJlaH eHeprujcKu HUBO MoxKe Outn Jierenepucat. [1lTo je Beha enepruja, To
ocToju Behu Opoj pa3MnauTUX KOMOMHAIMja KBAHTHUX OpojeBa KOju 0JroBapajy MCTOj BPEJIHOCTU
enepruje. Ope Mo gereHepanujy (ryCTUHY CTamba) TPAHCIAIMOHUX €HEPIrujCKUX HUBOA

csioboaHe yecture ¢(¢),

Il

ng=1ny=1n.=1

h? 2
T3 (nZ2 +n. + nZ)) . (6.1)

Jenra dpyHKIM]ja ceIeKTyje caMo OHe HUBOE KOjU MMAajy €Heprujy jeanaky €. AKo je QyzKuHa cTpa-
HUIIE Cy/Ia BEJINKa, OHJA CYy pasMalli n3Mely eHeprujcKiux HIBoa BeOMa MAaJI. 3a BeJIUKe BPEIHOCTH
€, KBaHTHHU OpojeBu he OuTn Takohe BeJIMKH, TAKO Jia CY IUXOBE IIPOMEHE 33 JeUHUYHY BPETHOCT
3aHeMapJbUBE Y OJIHOCY Ha bUX0oBe BpejaHocTu. CTora MOXKEMO cMaTpaTH Ja ce KBAaHTHU OpOjeBH
Membajy KOHTUHYAJHO U cyMe V jeaHaduHn 6.1 MoKeMO 3aMEeHUTH HHTEerPaJimMa

=i [ [o(as

—00 —00 —O0

(n +n +n )) dngdn,dn., (6.2)

rJIe CMO JIONYCTUJIM J1a KBAHTHU OpojeBu Oy 1y IMO3UTHBHU M HETATUBHU U 3aTO HAM Tpeba (pakTop %
ucnpe]; uaterpasa. Ipehumo ca ng, ny, n, na pg, py, p. KoopiuHaTe y3 jileTepMUHaHTy Jakobujana

= (&)’ o
g(s)zé(%f [ [ [s(:-£) tnanip.. (63)

—00 —00 —O0

[Ipestackom Ha cdhepHe KOOpAUHATE M UHTETPAIUjOM YTAOHOT Jiejia J100ujamMo

— - — dp. 4
9() = 8m3h3 7T/6<€ Zm)p b (64)
0

Uckopuctumo jeanaduny 3a cioxeny jgenrta dbynknujy A.19. Cooxena dynkimja g(p) = € — %
Ma HyIy y po = V2me. Hben usBox y Toj tauku jeanak je |¢'(po)| = \/?

TYCTUHY TPAHCJIAIMOHUX JeTHOUECTUIHUX CTaha

. 3aMeHOM 100HjaMO

v o[e (p— V2me) 1% om)\ 2
g(e) = 5273 / P dp= Py \/_Qme 47TV 5 V2me = 2 ( 3 > Ve.
0 m

(6.5)
OBJie ¢MO MCKOPHUCTUJIM TO IITO CE€ BPEIHOCT V/ 2ME Haja3u y TpaHuiiaMa HHTerpalmje.

6.1.2 OcobuHe cucreMa KBAHTHUX HUACHTUIHUX YE€CTHUIIA

BpaTI/IMO ce Ca/la Ha HJAeasiHU I'aC MJICHTUYIHUX YeCTHIla Ca TPpaHCJ/JIaIlMOHMM CTEII€eHHMMa cJ1000-
Je. ITommro ce TpaHCJ/JIaIIMOHN HHBOU MeH>ajy HEIIPEKUJIHO, CyMeE II0 CTaibUMa Yy HU3Ppa3uMa 3a 6p0_]
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gecTuna, eneprujy u npurucak (jepnadwmne 5.106, 5.108 u 5.109) 3amemyjy ce mHTerpajuma 1o

I'YCTUHHA TPaHCJ/IallMOHUX je,ZLHO‘IGCTI/I‘{HI/IX CTaba:

3 o0

2m '\ 2 e e
<N>FD/BA =27 (—) V/ﬁdf
0

3 o3
2m\ 2 g2 \e P
F =27r|— ) V| ——d
( >FD/BA 7T< ) /1:&)\6—55 IS5
0

3 00
2 2 2
PFD/BA = i% (h—ZL> /\/gln (1 j:)\e_ﬁa) de.
0

(6.6)

(6.7)

(6.8)

Pewerve: Tpanchopmuninmo n3pas 3a eHeprujy

3 3 3 oo
2m \ 2 g3 \e Pe 2m\ 2 de
E)=27— — de =21 | — —_
(E) ”(h2> V/liAeﬂe c W(lﬂ) V/8 Tefe 11
0

0

jw

oMohy IapriujaJine nHTerpaimje u = 5%, du = %édg, dv = %, v = :F%hl (1 + )\6_’88),
A

> 31

3
2m\ 2 1
(E) =2m (h—”;) v $5ggln (T£xe )| + §B/géln (L XeP) de

0

3 00
327 (2m\ 2 1 3

_ 5 —Be _

i§ﬁ(h2> V/52ln(1j:)\e )dafEPV.

Kopucrehu JlonuraaoBo npasuio, mokasyjeMo jga Baxku lim uv = 0.
E—0Q

Ipumep 6.1. lTokazaTu ja 3a ujeasiHe racoBe 6030Ha 1 hepMUOHA YHja je Maca Pa3JTMIUuTa O/l
HyJIe BaKU jeJiHadnHa ctama PV = §<E>, Kao IITO BaxKU y cJIydajy bBosrMaHoBe craTHCTHKE.

6.1.3 Cuabo gereHepucaHu racopu™

Ci1abo JilereHeprucaHy racoBM MMajy Majly akKTUBHOCT (A < 1) m muxoBe ocobune

HE3HATHO O/ICTYIIAjy O/ OCOOMHA HeJer€eHEePUCAHUX racoBa. ¥y TOM CiIy4ajy ce Opoj JecTura,

IpUTHCAK U eHepruja raca (jeanadmbe 6.6, 6.7 u 6.8) MOry IpejcTaBUTH KaoO CTEIEHU PEJOBU IO

akTuBHOCTH. [lomTo je aKkTMBHOCT MaJja, JOBOJHHO je y3eTH HEKOJIMKO IPBUX YJIAHOBA Y Pa3BOjy.

3a jako jiereHepucaHe ujeasiHe racoBe MOpaJid OMCMO y3eTH CBE WJIaHOBE Pa3BOja, jep aKTUBHOCT

HUje MaJia U 3aTo Taj npuia3 nehemo Kopuctutu 3a ojipehuBame muxoux ocobuna. Kao mro cmo

Beh pek/m Kajia cMO pasMarpaJiv BeJIMKU KAHOHCKU aHcaMOJ1, OHO IITO HAC 3alIpaBO MHTEPECyje Ha

Kpajy je Ja 10061ujeMo cTelleHu peJjl eHeprije U MPUTHCAK 10 9YeCTUIHOj TYCTHHH, & He 110 aKTUBHOCTU

(nnm xemujekoM norenrmjaity). laxie, norpebuo je uz jeanadune 6.6 3a 6poj decTuria U3pasuTu
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AKTUBHOCT Kao CTEIEHU peJl 110 YECTUYHO] I'YyCTUHU U Taj pel 3aMEHUTH Y CTeleHe peJloBe 3a
eneprujy u npurucak (jemmadune 6.7 u 6.8).

Habumo HajHUKY KODPEKIHjy 3a €HEPrujy U MPUTUCAK Y OJIHOCY Ha BPEIHOCTH 3a HeJIereHepu-
cane racose. Kopucruhemo reoMeTpujcku pe/i

. =l+a+a?+28+at+ . (6.9)
-

1

—=l-a42? -2 a2t .. (6.10)
1+

Pa3Bujmo 1pBo decTH4Hy I'yCTHHY y CTENEHU PeJl IO aKTUBHOCTH,

3 00 4 3 oo 00
_(N) 2m\? [ ezxe P 2m\ 2 1 g a1 [\ —peya-1
n = 7 =27 ﬁ m de = 27 ﬁ A gze Zl<:|:1) ()\6 ) de
0 0 =

(6.11)
WNurerpan ce cBoju Ha rama GpyHKIU]y cMeHOM afe = t, de = g—é,
3 o0 o 1 3 o0
2m\ 2 tz de 2 >\ \/_
n =2 1 alka/—let— = 1)t s
(5) S [ e = () e
“ 0 = (6.12)

a 2

1 & BP L ( A2\ >
= — F) T == (A F5+=5F...|.
A3, ;< ) LD+ 25 3%
N3pazumo A kao crenenu pej 1o n. 1o ce MOXKe ypajUTH Tako IITO ce A\ IpUKayKe Y OOJIUKY

A= po+pin+ pan® + psn’ + ... (6.13)

U 3aMEeHHU ca JlecHe cTpane jegnadunne. V3jenadaBameM KoedullnjeHaTa y3 UCTU CTEIEH N Ca JIEBE
u JlecHe CTpaHe jobmjaMo BpeaHocTH KoedwunmjeHara p;. OBae hemo kopuctuTn OPXKY MeTOTy,
3aCHOBaHy Ha WTepalijama, Koja Jiaje TpBY KOPeKIujy (aJu Huje TOrojHa 3a BHIEe KOPEKIIuje).
Nspaszumo npBu wiaH A u3 3arpaje ca jiecHe crpane jegnadune 6.12 mpeko n,

A2\
A=n\p+ 5 — 5+ .. (6.14)
22 32

BaMeHNMO \ TIOHOBO Y MCTH W3Pa3 U TPYIHIIIMO CAMO JBA HAJHIUXKA WIAHA 110 N
1 A2 S A2 ’ 2)8
A=nd ko <nX} 2 ) S (n)\?:’p 2 ) =32 20T (6.15)
2 2 2 2 2

Crertenn peji eHepruje mo A MOXKeMO J0OUTH aHanorHo crerreHoM pey 6.12. Pa3JmKa je y Tome
IITO €HEPruja y UHTErpajy I0 € CaJpPKU UIaH £3, a vecTnuHA IYCTHHA, YJIaH £2, mro pe3yaTupa
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3
2

HJIaHOM t 3 yMeCTO T Kalla Ce yBe,He CMCHa HpOMeHJbI/IBe. PeI_[IeH)e I/IHTeraﬂa CBOJM CE Ha
a)2 a)?2

~+
S |-

rama dynxuujy, I' (3) = 3T (2). Crora je enepruja jennaxa

25}\32

3aMeHOM A Kao CTeleHOr peja M0 9eCTUIHOj TYCTUHI (Je;LHaqHHa 6.15) y mpeTxoiHu pa3Boj 1006u-

(6.16)

w\m

jamo
3V n2\S 1 n2\S ?
(E) = -— (m}t L+ ) F— (m; +—5t + ) + .
2 BNy 22 22 22
213 213 3 (6.17)
3 A A 3 A
= 2kTV (nj: RAr AT +) — 2kTN (1i—§n+...> .
2 25 23 2 23
Hajamxkn kKoedurmjeHT KOpekiiuje y3 YeCTUIHY I'yCTUHY Y pa3Bojy
(E) AT
=1+ — 6.18
SKTN T (6.18)

U3HOCH i%. Enepruja cinabo merenepucaHor ujaeaHor raca dpepMmuoHa Beha je o oarosapajyhe
eHepruje 32a HeJlereHeprucaH WIeajlHU Tac, a Mama y ciydajy 0o3ona. Ilormro je rac maeasaH, oBa
pasjimKa y eHepruju MmoTude He oJ] IoCTojalba HeKe nHTepakipje Mehy decturiama, Beh o1 KBaHTHUX
CUMETPHUjCKHUX edeKaTa MOBE3aHNX Ca PA3JTHINTHM pa3MeNITambeM UJIeHTUIHNX decturia. Pepmuo-
HU n30eraBajy Beh HOIymeHa jeHOYeCTUYIHaA CTamba, IITO Kao J1a JOBOIM /10 eheKTUBHE NHTEPAK-
11je Koja moBehaBa yKymnHy eHeprujy. bo3onu Mory jia ce HaroMusaaBajy y UCTOM jeTHOYECTUIHOM
CTamy, IITO Kao Jla pe3y/ITupa e(peKTUBHOM IIPUBJIAYHOM CHJIOM KOja CMalbyje eHeprujy. TakBo 1mo-
Harrame pepMroHa u 6030Ha JIOBOJIH U JI0 JApyTradujer NIPUTUCKA raca y OJIHOCY Ha HeJlereHepUCcaHn
rac.

Habumo cana Hajuu:Ky KOpeKIujy 3a HPUTUCAK. YMECTO I'€OMETPHjCKOT pejia, KOPUCTUheMO
pa3Boj KOju ce Ji00Mja MHTerpalujoM reomMerpujckor pejma. VHTerpaanmo obe crpaHe jeHadIMHA
6.9 u 6.10 (me Tpeba Ja OPUHEMO OKO alCOJIyTHE BPEIHOCTH KOja Ce jaB/ba y Jioraputmy 3601
WHTEerpalyje jep reOMeTPUjCKU peJl KOHBeprupa 3a |x| < 1),

1 5 3 N
1_xdx:—1n(1—x): (l4+z+a2"+x —|—...)d:1:::)5+§+§+..., (6.19)
/ ! dm—ln(1+x)—/(1—x+x2—x3—|— )dw—x—x—z—l—x—g— (6.20)

T %= = = st :
Crenenn peJi IPUTHCKA O A H3HOCH
3 00
P 2m\ 2
— —pBe
0
3 00
2m\ ? > " e Pe)?
0 a=1



V caydajy @epmu—/lupakose cTaTUCTHKE, 3HAK ILIyC MCHpE] MHTerpaja He Mema dian (—1)¢th

JIOK y cirydajy Bose—AjHImrajHoBe craTHCTHKE, 3HAK MUHYC UCIPEJ HHTEerpaja ce MHOXKE ca (—1),
IITO pPe3yJITUPa CBUM ITO3UTUBHUM YJaHOBUMa y pa3Bojy. MHTerpasi ce peraBa MCTOM CMEHOM
Ka0 MHTErpaJjl y CJIydajy decTUdHe I'yCTHHe. 3aMeHOM aKTHUBHOCTH w3 jeaHadnue (.15 Hagazmmo

MPUTHUCAK:
P 1 A7
= 1)t (41 Z
kT /\% ;[( )FD (+ )BA]CL%
1 n2\s 1 n2\S 2
= [ (=L )7 (=) +.. (6.22)
)\;}(<nT 5 + >:F2g(nT 53 + +
1 n2A\S  n2\S A3
= (LT J=n(1xZLn+..}|,
A3, ( T Ty 25
P A3
—— =14+ "Tn+.. 6.23
nkT 925 nt ( )
Koedunujen y3 HajHUZKY KOPEKIU]y 1O IyCTUHU (T3B. JPYIH BUPHjaHl KOehUIUJEHT) jeJHAK je
A3
+£.

5
22

6.1.4 Jako gereHepucaHu racoBU

Ha Beoma HMCKUM TeMmIilepaTypaMa KBaHTHU e€(dEKTH I0CTajy JOMUHAHTHU, jep 4e-
cTulle IIONMyHaBajy caMO HAajHU>Ke TpaHcJamuoHe HuBoe. TakaB rac ce Ha3umBa jako
JereHepucaH’ rac. PasaMorpumo njieainu jako JiereHepucanu rac (hpepMUoHa Kao MOJIENT 3a CJIO-
6o/He eylekTpoHe y MeTajauMa. HarmoMeHnumo Jia eJIeKTPOHM UMajy JIBOCTPYKY CIUHCKY Jierenepa-
nujy gs = 2, mro omoryhyje Ja ce JiBa eIeKTpOHa (Ca CYyHPOTHUM CIHMHOBHMA) CMECTe Y jeIHy
IIPOCTOPHY OpOUTAITY.

Ha T = 0 K, cBu depmuonn 3aysmmajy TpaHCJIAIlMOHE HUBOE OJ HAjHUKET JIO IOCJeTHer
HOITY I-eHOT, Koju ce HasuBa PepmujeB HUBO. OH ojiroBapa xemujckoM norennujany na 1T’ = 0 K.
[Toscernmo ce f1a cy TpaHCIAIMOHN HUBOU MPAKTUYIHO KOHTUHYAJHU U Jia TbUXOBA I'yCTUHA PACTE
ca eHeprujoM Kao 1/c. Cpeiba 3ay3eTOCT TPAHCTAIMOHNX CTaba, JeIHAKA j€ JeIMHUIN 3 CBA CTaba
1o PepmujeBor HUBOA, Unje enepruja je £p. Crama Koja mMmajy Bely eHeprujy HHUCYy TOMyHmheHa H
IbIXOBA CPE/IIba 3ay3€TOCT jelHaKa je Hy/JIu. BpemHocT £p MOXKEMO OJIpE/INTH U3 YKYIHOT Opoja
depmuona

EF

3 EF 3
2m\ 2 drgs (2m\2 3
(N) = g, /g(é) de = 2wy (ﬁ) V/\/Ede =—3 (ﬁ) VeZ, (6.24)
0

52 ()

3a ciiobomne enekTpore y Metagnma PepmujeB auBo nznocu o1 2 ;10 10 eV. To je orpomua enepruja

wln

y mopehemy ca TOIUIOTHOM €HEepTrHjoM Ha COOHOj TeMIlepaTypu Koja ojronapa BpemHoctu kT =
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0,025eV. YKyIiHa eHepruja uaeaaHor raca (pepMuoHa Ha AIICOJIYTHO] HY/IU jeIHaKa je

EF 3 €F

(E) = g. /ag(a) de = 2mg, <2h—’?) ’ v/si de = §<N>5F, (6.26)

IITO JIaje BPEIHOCT %5 r 1o bepmuony. Ha mynroj Temiiepatypu Tpedasio 6u jia HeiereHepUucaHu rac
nMa HYJITY TPaHCJAIMOHY eHeprujy mno decturiu. Mako depmMuonu y ujealHoM racy HEe UHTEPAryjy
MehydecTHIHUM MHTEpaKIiimjaMa, OBa €Hepruja MmoTude oJi KBAHTHUX cuMeTpujckux edekara. [o-
peJ Tora mTo (PePMUOHCKH rac NMa HEHYJITY eHepPrujy, OH UMa ¥ HEHYJITU IIPUTUCAK, KOJU Ce MOKe
nobutu u3 jennadunne PV = %(E) 3a eekTpoHe y MeTajuMa npuTHcak uznocu oko 10° Pa. Enek-
TpoHU He u3jehy U3 Meraja 3aTo IITO MOCTOjU MPUBJIAYHA CHIa U3Mel)y BUX U joHA CMEIITEeHUX Yy
YBOPOBUMAa KPUCTAJIHE PEIIETKE KOja KOMIIEH3Yje OI'PDOMaH MPUTUCAK.

a) 6)

<n>

KT

1 - ==

0 € €

Cauka 6.1. a) Cpe/itba 3ay3eTOCT TPAHCJIAIMOHIX HUBOA JAKO JIEPEHEPUCAHOr raca (epMHOHA Ha
T=0KuT >0K;6) [Ilemarcku npukas 3ay3eToCTH TPAHCJAIMOHUX HIUBOA JAKO JEreHEPUCAHOT
raca ¢pepmuona Ha T = 0 K u muxoBa mpomMeHa ycje TOILJIOTHOT KpeTamba (pepMUOHA.

Ha remmeparypama msHaj ancoyiyTHe Hyse camo Maju 6poj dpepmuona AN ~ ’;—f(N )y 6om-
suan PepMujeBor HEBOA MOXKe Jla ce TOILIOTHO 1obyau u npehe usHa PepMujeBor HUBOA, jep je
ep > kT (cruka 6.1). @epMuoHN KOjU Cy Ha HIZKUM HUBOMMa He MOry Ja npeDy Ha Buiie, jep cy
oun Beh 3ayzeru. Paznuka nsmely enepruja mjieaanor raca ¢pepmMuoHa Ha Temieparypu 1 u arco-
JIyTHOj Hys u3Hocu AF ~ ’;—f(N YET'. Crora je TOIJIOTHU KaIlallUTET JIMHEAPAH Ca TEMIIEPaTypPOM,
C, ~ 26’“—51{:(]\/’ ). Hberosa BpenHOCT je 3HATHO Mama 0/ %k:(N ) 360r bakTOpa % 3aro je monpuHoc
CJI000THUX eJIEKTPOHA YKYITHOM TOILJIOTHOM KaIlalluTeTy MeTaJia Ha COOHOj TeMIiepaTypu 3aHeMap-
JbuB. TOIIOTHOM KaIltaruTeTy MeTaJia JOMPUHOCH CaMO BHOPAIMOHO KpeTame JOHA Y KPHUCTAJIHO]
pemmerku. Tex Ha Temueparypama U3HaJ €p/k (EPMUOHCKH Tac MOUYUEbe Jla Ce MOHAIIA Kao Tac

OoJIIMAHOHA. 3a eJIEKTPOHe y MeTajmMma Te TeMieparype cy uznag 20000 K.

6.2 YHyTpalllibU CTEIleHU cJI00o1e

MouJtekysu cy CI0YKEHU CUCTEMH YeCTHIIa KOJU Ce CACTOje O/l AaTOMCKUX je3rapa U eJIeKTPOHA. 3a
PA3JIMKY OJ1 €JIEKTPOHA, KOjU Cy eJIEeMEeHTapHe YeCTUlle, aTOMCKA je3rpa Ce CACToje O] HyKJIeOHa, KOjH
cy takobhe ciioxkene yecrurie. Crernenu c060/1e OBE3AHU Ca KPEeTaheM THX YeCTHIa Cy KBAHTOBAHU
u Mory omtu TorioTHO nmobyhern. CKIIQIUINITEe €eHepruje y Pa3jIMmduTUM MOJIEKYJICKUM
cTeneHnMa cJj00o0e yTrude Ja MOJIEKYJICKM FaCOBU MUMAajy pPa3JIMunuTe TePMOANHAMMIYIKE
ocoOMHe 0/ racoBa KOju MMAajy caMO TPAaHCJIAIMOHE CTelleHe cJjiobo/ie.
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6.2.1 Apumjabarcku IIPUHITAT

Kperame e1eKTpoHCKUX 1 je3rapHUX MPOCTOPHUX M CIUHCKUX CTEIeHH cj1000jie Mehycobmo je
CIPErHYTO eJeKTpoMaruHeTHuM cuiama. Moryhnoct ja moj ojpehenum ycmoBuma 3acebHO mocMa-
TpaMO CIIperHyTe cTereHe cjiobojie MmoTude n3 aaujabaTcKoOr MPUHIUIA Y MeXaHulu. AKo cy
dbpeksenimje Kperamwa (pasmary u3mely eHEPrujcKuX HUBOA) JiBa CTEIEHA CJI000Je Pa3InIUTUX
pesioBa Be/InYnHE, OHJla 0e3 003upa Ha CIpe3ame MOXKEMO alPOKCUMATHBHO Pa3MaTPATH MOCEOHO
CBaKM CTeIleH cj0bo/Ie.

Kperame nenrpa mace u yHyTpalllibe KpeTame eJIeKTPOHA U je3rapa OKO IeHTPa Mace MOJIEKY-
Jla YBEK ce MOKe paz3Bojurh. Taja je yKyIHa eHepruja MOJIEKY/Ia jeqHaka 30Upy TPaHC/IAIIoHe
eHepTuje TEeHTPA MAaCe £y U YHYTPAIIhE €HEPTUE €, € = &4 + €. [lapTunuona dyHkImja 3a jean
MOJIEKYJI jeJIHAKA je MPOU3BOLY OJI'OBapajynux mapTUIMOHUX (DYHKIIHja

q= Qtr(Tv V)Qu(T) (627)

Kanoncka naprurimona (yHKIMja 38 UIEAJHA rac MOJIeKyJia y BosiiMaHoBoj cTaTuCTUIm jeTHaKa
je
q N Qt]X (T7 V) N
Q=" =" ) (6.25)
[IpumeTnmo J1a TpaHCIAIMOHA MAPTUIIMOHA (DYHKITUja 3aBUCH U OJ 3AIIPEMUHE U OJ TEMIIEPATYPeE.
[Taprunuone dbyHKIMje 3a yHYTPAIbe KPETAkhe 3aBUCE CAMO O/ TEMIIEPATyPe U OHE HE YTHIY Ha
IIPATHUCAK Traca.

YuyTpamme KpeTame ce 300r aaujabaTcKor IMpuHIAIIA MOXKe allPpOKCUMAaTUBHO pa-
3JIO’KUTHU HA KpeTambe je3rapHuX CONHOBA, €JIEKTPOHCKNX CINHOBA, POTAIIMOHO KPETAaHkhe
je3rapa, BUOpAaIMOHO KpeTame je3rapa, eJIeKTPOHCKO KpeTame U KpeTalhbe HyKJIeOHa y
je3rpuma, Tako Jia je yHyTpallliba eHepIuja jeiHaKa 30upy eHepruja 3a oBe CTelleHe CI000e:

Eu = Ens T Ees T Erot T Ewvib T Eel + Enuc- (629)

Omnparame 3a Kopuiltheme aIrjadaTcke alpoKCUMallije HaJa3l ce y TOMe IITO pa3Malu usmelhy
eHEePIUujCKUX HUBOA KOjHU OJroBapajy THUM CTeleHnMa cJI00oe nMmajy cienehn rnopegax:

Agys K Ay K Ay K Ay K A K Aepye. (6.30)

Paznuka nzmely npBor u nocie/imer 1iana je mpeko 12 peoBa Bemanae. AKO MOKEMO pa3/iBOjuTH
pazjmguTe creneHe cjodojie, OHJIA je TapTUlmona (pyHKIMja 38 YHYTPAIlhe KPeTambe

Gu = GnsesqrotQuivqeldnuc- (631)

Tpeba narmacuTn ja HaM ajujadaTcKa alpoKCHMAaIja oMoryhaBa Jia mojeJHOCTaBUMO pa3MaTpa-
e eHEPIUjCKUX HUBOA MOJIEKY/Ia (CJIMIHO KAO Ca aTOMCKUM WJIM MOJIEKYJICKHM opburtasama). ¥
CTBAPHOCTH, je3TapHU U €JIeKTPOHCKU IIPOCTOPHU CTEIIE€HHU CJIO00I€e Cy CHPErHyTH, IITO
omMmoryhyBa ga eHepruja npeJjia3u u3 jeJJHOT cTelleHa cJjioboe y Apyru. bes Tora Hukam He
Ou MorJIa Jia ce yCIOCTaBH TePMOJIMHAMHUYIKa PaBHOTEXKa y racy MoJseky/a. Ha nmpumep, mocrojasa
Ou pa3InyunTa TpaHCIAIMOHA U BUOPAIOHA TeMIlepaTypa MOJIeKyJ/1a. 10 3Ha4u 1a ce y 100poj Mepu
cIIpe3abe MOXKe 3aHeMapuTu dapeM 3a HUBOE KOjU Cy JIOCTYIIHU TolioTHOM nobyhusamy. [locToje,
MeDyTrM, MOJIEKYJIH TJie Cy €JIEKTPOHCKHM U BUOPAIMOHU CTEIeHN CJI0DOJIE jJaKO CIIPErHYTH YaK U Ha
BeoMa HUCKUM eHeprujama. Taja Tpeba KOPUCTUTH €HEPrUujcKe HUBOE 3aje/IHIYKE 3a BUIIIE CTEIIEeHU
cs1000/1e KaKo OU ce oJIpeusie TEPMOINHAMUYKE BEJIMIIHE.
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6.2.2 Ilobybenm m ycnmaBaHU cTeneHU cJiobo/e

Mosekyn ca N jesrapa uma 3N je3rapHuX HMPOCTOPHUX CTeleHU C1000Je, jep CBAaKO je3rpo
MOXKEMO ITIOMepaTh JIy:K T, y U 2z Ipabia. bpoj crernenn cyioboje 3a TpaHC/IaIUjy IEHTpa Mace
u3Hocu Tpu. Bpoj poranuonux cremneHn cja0d0e 3aBUCH O TOTa Jia JIX je MOJIEKYJI JINHeapaH WJIH
HeJIMHeapaH. 3a JMHeapaH MOJIEKYJ IIOCTOje JBa CTelleHa ca000/ie Koja OAroBapajy pOTaIldjama
OKO 0OCa HOpMAJIHUX Ha OCY MOJIEKYJIa, jep OKO Oce Koja IpoJa3u Kpo3 je3rpa Hema poTtanuje. ¥
CIydajy HeJUHeapHOT MOJIEKY/Ia MOCTOje TPHU CTeleHa cJI000je, Koja oJroBapajy poTalldjaMa OKO
IJIABHUX OCa poTaliuje (To Cy TpU OPTOTOHAJIHE OCe KOje T10jeTHOCTABIbY ]y H3padyHaBAE POTAIINOHE
enepruje MoJiekysia). I[Ipeocranu crenenn cyiobojie ojiHOCE ce Ha BHOPAIMOHO KpeTarbe jesrapa u
nznoce 3N — 5 win 3N — 6 3a JIMHEAPDHU WJIU HEJTMHEAPHU MOJICKY.I.

Heku crenen ciiobone he JONPUHOCUTU TOIJIOTHOM KalalUTETYy aKO je pa3sMakK W3-
mehy ocHoBHOT u mpBOr MOobyheHor eHeprujckor HUBoa NPUOJIM>KHO jeTHAK UJIN Marbu
on kT, Tako ma 6apem jemaH HUBO MOpe/] OCHOBHOT Moxke butu modyhen. Kaja je pazmak
n3Mmely HuBoa MHOTO Mamu o1 k'T', oHjia je Besiuku 6poj HuBoa TorioTHo modbyhen. Tajta ce cyma 1o
cTarbuMa y HapTUIMOHOj (DYHKIIMJU MOYKE 3aMEHUTH MHTEI'PAJIOM U KBAHTHHU OPOj c€ KOHTUHYAJTHO
Merba. To ce Ha3mBa BUCOKOTEMIIEpaTypcKa armpokcuMaliija. TakBu crerenn ¢1o00/1e moHaIajy ce
KJIACUYIHO, 114 CTOTa BayKU TeopeMa O eKBUIIAPTHUIUjA eHeprHje, CBaKi KBaJIPaTHU UIaH y U3pasy
3a eHeprujy MoJjiekysa jonpunocu ca k1'/2. Y ciydajy na je pasmak usmel)y eHeprujckux HUBOA
HEKOI' cTereHa cjoboje jocta Behu o k7', oH/1a Taj crerneH cjo0o/ie Hehe JTONPUHOCUTH TOILIOTHOM
KaIaIuTeTy, jep je caMo OCHOBHU HUBO TOIYH-eH. 1aj creneH 1000/ Ha3WBa ce yCIaBaH CTeneH
csio6ope (morsienaru ojesbax 4.1.5).

6.2.3 TpaHciaanmoHo KpeTame

Pasmorpumo cama napruimone GpyHKIMje 3a pa3jnduTe cTernene cioboae. ApokcuMariije Koje
hemo pomatHo yBectu omoryhmhe ma ce naly jeanocraBHu m3pasu 3a mux. Ha kpajy hemo maru
npuMep rie hemo ynorpebuTn mapTuiimone (pyHKIMje 3a TpaHC/Iallljy U YHYTpallibe KpeTambe 1a
OJIPEJIMMO TEPMOJIMHAMUYKE BEJIMYUHE HJICAJTHOT raca MOJieKyJia momMohy Bosiivanose craTuctuxe.

[Touyrumo oj TpaHCIAIMOHUX CTelleHn cjioboje menTpa mace. OBaj mpobsiem cmo Beh permmm
nomohy BoJiniMaHnoBe cTaTuCTUKE KaJa CMO PasMaTpaJi KAaHOHCKH aHCaMOJI, TAKO IITO CMO HAIILIN
KJacudHu O6poj crama. OBJe KeJIuMO Jia MOKaXKeMO Jia Ce UCTH Pe3yjTar joduja Kaja y3MeMO
y 063Mp KBAaHTH3AIMjy TPAHCIAIMOHUX HUBOA M HUXOBY jemHouectnuny rycruny g(e). Tama je
TPaHC/JIAIMOHA ITapTUITMOHA (PYHKIIHja jeTHaAKa

e e] 3 oo
2m\ ?
Qir = /g(&?)eﬁ6 de =27 <ﬁ) V/\/Eeﬁs de. (6.32)
0 0

WNurerpan ce cBoau Ha rama (byHKIHjy moMohy cMmeHe e = x,
om\?  [vE _,d omm ) ?
m x € mm
r=21n|— ) V| —="—==V|—%5]| . 6.33
i ”(h?) /ﬂe E (W) (6:33)
0
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IIpumep 6.2. Panuje cmo Hamim, Kopucrehu MeTo/1 HajBepoBaTHHUje pacliojeie, j1a je u3pas 3a
E€HTPOIIN]y HJIeaTHOT raca OOJIMaHOHA

S = ket Zgje’ﬁsj (B(ej — p) +1).
J

Kopucrehu jeguouectuany rycTuny TpaHCJIAIMOHUX HUBOA ¢(£), MOKA3ATH JIa €HTPOIMja UJIe-
aJIHOT raca OOJIIIMAaHOHA U3HOCH

3
V (dmm E 2 5

IITo CMO LLO6I/IJH/I IIPUMEHOM MHKPOKaHOHCKOI' ancamoJIa.

Pewerve: Y Meroqu HajBepoBaTHUje paciojesie KOPUCTUIN CMO yCJIOBe KOHCTAHTHOI Opoja Mo-
JIEKyJla 1 KOHCTaHTHE YKYIIHE eHepruje, MITO OJroBapa MUKpOKaHOHCKOM aHcaM0O.1y. Hajsepo-
BaTHUja paclojesa 3a O0IIMaHOHe N3HOCH

ﬁj — e Blei—n)

Vci10B KOHCTAHTHOT OPoja MoJIeKyJia jiaje

o0

3 3
om\ 2 9 2
N = Zﬁj =P Zgje_ﬁaj = 65“/27r (h—?) Ve de = PV ( ;}ZL) .
J J 0

XeMUjcKHU MTOTEeHIja/I U3 OBE jeJIHaYnHEe jeHaK je

B N 5’12 %
@ =kTIn <v (27rm) ) :

pyru ycioB KOHCTaHTHE €Hepruje M3HOCU

3
3 2mm \ 2 3
= — B‘u = —
266 V(Biﬁ) 2Nk;T.

Y oba ciaydaja MHTerpam ce pemiaBajy momohy rama dyHKIMje. 3aMEHOM OBa JIBa yCJIOBa, y
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u3pas3 3a eHTPONujy J00ujaMo
S=k <€Buﬁ Y giese = Buet Yy giem P ey gje_ﬁej>
J j ;

SNKT — uN V (2mmkT\? )
— 2 _ - =
—k( T T +N) kENln N ( % ) +2k‘N

3
V (dmm E\ 2 5

6.2.4 PoranumoHo u HyKJieapHO KpeTambe

Porammono kperarme ojHOCH ce Ha KpeTalbe je3rapa OKO Oce pOTallfje MOJIeKysa. Y allpoK-
CUMAIMju KPyTOT pOTaTopa, pacrojama m3Mely jerapa He Memajy ce TOKOM poTallije. 3alpaso,
cupesarme poTralje u BuOpaluje jesrapa u IeHTpudyrajHa JUCTOp3uja JOBOJIE JIO IIPOMEHe pa-
crojama n3melhy jesrapa tokom porarmje. OBe hemo 3anemaputu Te jgojgarHe ederre. Porannona
napTunuona (pyHKIUja ce Y HEKUM CJIydajeBUMa He MOYKe pasMaTpaTu 0e3 y3uMarba y o03up je-
3rapHOr CIIMHA, 300T CUMETPUjCKUX YCJI0Ba. Pa3zMOTpUMO TIPBO POTaIMOHE €HEeprujcKe HUBOE, 11
heMo ce KacHMje BpaTUTH Ha YJIOTY je3rapHOr CIMHA. 3a JBOATOMCKU MOJIEKYJ Y allPOKCUMAIII)T
KPYTOI' pOTOpa POTalUoOHa eHepruja usnocu (ciauka 6.2)

j(j + 1)h?
21

Erot =

— Bhej(j + 1), (6.34)

rae je j =0, 1, 2, 3 ... poranuonu KsauTHu 6poj, I = pr? MOMeHT uHepIje 3a POTAI]y MOJICKYJIa

oKo oce (pu = % je pesyKoBaHa Maca, My U Mgy Cy Mace jesrapa, 1 je pacrojame usmely jesrapa),
2 . .
a B = ﬁ je poramuoHa KOHCTaHTa. PoTanmoHa KOHCTaHTa ce eKCIepUMeHTaHo ojpehyje u3

poranuonux criektapa. [lomro ce ona demhe HaBo M HEr0 MOMEHTH WHEPIMje Y JUTEPATYPH, Y
heMo KOPUCTUTH yMeCTO MOMEHTa HMHEPIMje MOJIEKYJ/Ia Y U3pa3y 3a €HEeprujy poTalmoOHUuX HUBOA.
Jlerenepariuja poranoHor HuBoa u3Hocu 2+ 1. Porarmona rmaprunuona (pyHKIMja JaTa je n3Pa3oM

[e.e]

Grot = Z(Qj + 1)efBthj(j+1)_ (6.35)
=0

30up oBOI' pejia HUje MO3HAT y OOJMKY MareMaTudke (PyHKIMje, Hero MopaMo cadpaTu KOHAUHU
Opoj WiaHOBa KaKO OMCMO OJIPEIMIN POTAIMOHY MapTHIMOHY (DYHKIIA]Y.

Cupesame poralyje u je3rapHor CIUHA MOPAMO y3eTH Y 003Up y CJIy4ajy XOMOHYKJICAPHUX
MOJIEKYJIa KOJU UMajy je3rpa UCTOr U30Toma. ¥ KBAHTHO] MEXaHUIIU, TaJacHa (DYyHKIIMja MOpa OUTH
cuMeTpryHa (3a 6030HE) WK aHTHCUMeTpUYHA (3a bepMUOHE) Y OJJHOCY Ha M3MEHY MPOCTOPHUX U
CIMHCKIAX KOOpJIMHATA WJICHTUIHNX decTuria. [lomTo Tpancianuja u Bubpaliyja jesrapa He JOBOJIN
JI0 U3MEHe TI0JI0XKaja je3rapa, OHe He YTU4Iy Ha IapHOCT TajacHe PYHKIUje yCJIe/l n3MeHe je3rapa.
PoTanuja moBoau /10 n3MeHe MPOCTOPHUX KOOPAMHATA je3rapa U leHy MapHOCT MOPaMo
nose3aTu ca napHoinhy cnimHcke pyHKHOuje jedrapa. [laproct poranuone tajgacue pyHKITje
3aBUCH OJ POTAIMOHOr KBaHTHOI Gpoja j mpema mzpady (—1)/. Ako je cimu jeanor jesrpa s,
OHJIa MOCTOjU 28, + 1 CIMHCKHUX CTamba jeJHOr jesrpa (Ipojeknuja Ha z-0Cy) U §ns = (28, + 1)2

90



j=5———30Bhc

j=4 —  20Bhc
j=3— 12Bhc
j=2 6Bhc
j=1 2Bhc
i=0 0

Cruka 6.2. Porarmonn HuBOu u eHEpruje JBOATOMCKOT MOJIEKYJIA.

CIIMHCKUX CTamba 3a 00a jesrpa. Oj Tux crama, (s, + 1)(2s, + 1) cy cumerputna, a s,(2s, + 1) cy
AHTHCHMETPUIHA.

Axko cy jesrpa pepMuOHM, POTAIMOHN HUBOU Ca IMAPHUM KBAHTHUM OpPOjeM j OJroBapajy camo
AHTUCUMETPUIHUM CIIMHCKUM CTAIbMMa, a POTAIIMOHN HUBOW Ca HEAPHUM KBAHTHUM OpojeM j oji-
roBapajy caMo CHMETPUYHUM CIIHHCKAM CTambuMa. PoTanmoHo-HyKIeapHa TapTUInoHa QyHKIIHja
3a (pepMHUOHCKa UIECHTUIHA je3rpa U3HOCH

Grot—mic = Sn(25,+1) Y (2j+1)e PTG 4 (5,41)(25,41) > (2j+1)e PPRIUTD (6.36)
j=0,24... j=1,3,5...

Pasmak m3mel)y je3srapHUX CIMHCKUX CTarba OCHOBHOI HMBOA HYKJIEOHA Y je3rpUMa BeOMa je
MaJIl U OHA Cy MOJjeHAKO IOIYHeHa Ha CBUM TEMIIEpATYypaMa OCHM Ha BEOMa HUCKUX. 3aTO CMO
CIIUHCKH HYKJIEAPHU JOMPUHOC POTAIIMOHO-HYK/I€aPHO] MTaPTUITMOHO] (DYHKITHjU TTOMHOKHUIU FUXO0-
BuM Opojem. HacynpoT Tome, pazmak m3mel)y eHeprujcKux HUBOA HYKJIEOHA Y je3rPUMa je OIPOMaH
U OHA MOI'Yy OUTH TIONyH-€HA CaMO Ha €KCTPEMHO BHCOKHM TeMIlepaTypama. 3a CBe HPaKTUIHEe
IpuMeHe, CTeIIeHN cJIo00/1e HyKJIeOHA Y je3rpuMa Cy ycliaBaHu U HeheMo uX pasMaTpaTy.

VY cayuajy Ja cy jesrpa 6030HH, pOTallioHe HUBOE ca IMapHUM KBaHTHUM OpojeM j Tpeba cIiper-
HYTHU C& CHUMETPUYHUM CIIMHCKUM CTarbuMa, a HUBOE ca HellapHUM KBaHTHUM OpojeM j Tpeba criper-
HYTHU Ca aHTUCUMETPUIHUM CIIMHCKUM CTarbuMa. 1aja je poTalnoHo-HyKieapHa mapTUInoHa pyHk-
1ja 3a UJIeHTUIHa O030HCKa je3rpa je/HaKa

Grot—mie = (Sn+1)(28,+1) Y (2j+1)e PPIUpg (25,41) > (2j+1)e PPRIUTD (6.37)
Jj=0,2,4... j=1,3,5...

Ko xerepoHyKIeapHIX MOJIEKYJIa Ca Pa3IMUYUTHM je3rPHUMa, 3aMeHa I0JI0Kaja jesrapa He JI0-
BOJIM JI0 UCTOT crama. Taja je cimHcka jereneparuja gns = (28,1 + 1)(28,0 + 1), 1116 €Y Sp1 ¥ Sy
CIIMHOBU IIPBOT U JPYTOT je3rpa. 300r TOra ¢e POTAlMOHO-HyK/leapHa HapTUINOHA (DYHKII]a MOXKE
daxTopucaTn Ha HyKJeapHy M POTAIMOHY IIaPTUIMOHY (DyHKIIN]Y

Qrot—nuc = Qnucqrot = (28n1 + 1)(28712 + 1)qr0t~ (638>

Pasmak nsmely poranmonnx HuUBOA je 3a BehuHY JBOATOMCKHUX MOJIEKYJIa 3HATHO Mambu oj kT
HA CBUM TeMIlepaTypaMa OCUM Ha BeOMa HUCKUM. 300T TOTa MOXKEMO Ja HCKOPUCTUMO BUCOKOTEM-
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[IepaTypcKy alpoKCUMAaIU]y TaKo ITO CyMy Y m3pazdy 6.35 3aMeHnMO WHTErpaJjioM
o0
Grot = / 2j + 1) PBhIHD) g, (6.39)
0

Unrerpas ce pemasa cmerom x = j(j + 1),

o0

Qrot = /e—,Bthx dr =
0

1
BBhe’

(6.40)

SBa XOMOHYKJICapHE MOJIEKYJIE Y BI/ICOKOTeMHepaTprKOj aHpOKCI/IMaHI/IjI/I BazKH

Z <2j+ 1) —BBhcj(j+1) Z 2] _|_1 —BBhcj(j+1) % Z 2] + 1) ﬁthJ(J—H) (6 41)
7=0,2,4 7=1,3,5... 7=0,1,2...

Tana ce poTaloHO-HyKJ/IeapHa IMapTUIMOHa (DYHKIMja MOKe (DaKTOPHCATH Ha POTAIMOHY U HY-
KJleapHy HapTUIMOHY (DYHKIU]Y
1 — . _ 8Bhei(i 1 1 1
Grot—mie = = (280 +1)% > (2 + e P90 = (25, + 1)’ —— = ~goGrar- (6.42)
2 A 2 BBh o
Koncranra o ce nazuBa paKTOpOM cCHMeTpHje MOJIEKYJa U U3HOCH 0 = 2 3a XOMOHYKJeap-
He MOJIeKysie. AKO cTaBUMO BpeJHOCT o = 1, jobuja ce u3pa3 3a XeTepOHyKJIeapHe MOJIEKYIIE.
[lakie, Opoj KJIaCMYHUX POTAIMOHUX CTaha ¢,y MOPAJIA CMO Ja Ho/ejmMO (PaKTOpOM
cuMeTpuje 300r CUMETPHUjCKUX OrpaHUYeHa 3a UJAeHTUYHe decTuiie. 1o je CIMIHO Kao y
cilydajy TpaHcjalmje, rje 0poj KIacuIHUX TPAHCIAIMOHUX CTaiba M3 UCTOr pasjora geaumo NI
Nsy3eTak Kajla He MOXKEMO IIPUMEHNTH BHCOKOTEMIIEPATYPCKY allPOKCUMAIIA]Y Cy MOJIEKYJIN KOjH
caJipke Hajsakine atome, Kao 1mro ¢y H u O. ¥V cayuajy He u Dy Ha Temneparypama ucmos 250 K
Tpeba Ja KOPUCTUMO CIPETHYTY POTAIMOHO-HYKJIEADHY HapTUINOHY MYHKIWjY 13 jeqHadnHa 6.360
u 6.37.
Jlerenepanmja jesrapHUX CHUHCKUX CTapha BHUIIEATOMCKIX MOJIEKYJIa N3HOCH

N

Gns = | [(28m + 1), (6.43)

=1

rJle je Sp; CIUH ¢-TOT je3rpa. ¥y cJyd4ajy JIMHeapHOT BUIIIEaTOMCKOI MOJIEKYJIa, TJile MMaMO
caMo jeJIHy POTAIMOHY KOHCTAHTY, POTAIMOHA MapTUIIMOHA (DYHKIMja Yy BUCOKOTEMIIEPATYPCKO]
AITPOKCUMAITUJU UMa UCTH U3Pa3 Kao 3a JIBOATOMCKE MOJIEKYJie, KOpUroBaHa (GaKTOPOM CHUMETPH]eE.
Henuneapue BurreaToMcke MOJIEKYJIE MOYKEMO IOJIETUTH Y TPHU I'PyIe IIpeMa pPeJIaTUBHUM BPEJI-
HOCTHMAa TJIABHUX MOMeHara uHeprnuje: cdepue uqurpe ([, = [, = I.), cumerpudne 4durpe
(I, = I, # 1.) u acumerpuane qurpe (I, # I, # 1.). To 3nauu jga cdepre yurpe umajy jejaHy
pOTaIMOHy KOHCTAHTY B, cuMmeTpudHe durpe mmajy jBe portannoHe koHctante B u C, a acume-
TpudHe dnurpe umajy tpu porarnuone Koucrante A, B u C. Ilpumepu cdhepHux, CUMETPUIHUX U
acumerpuunux yurpu cy mosekyiu CHy, CH3Cl u HyO (cuka 6.3).
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>

Cruka 6.3. a) Cdepre yurpe, 6) Cumerpuane unrpe u B) Acumerpudte aurpe. [1aBue oce poraruje
O3HaYeHe cy ca a, b 1 ¢, a MOMEHTU MHepIUje KOju mhuMa oarosapajy cy I, I, u I,.

Poranuonu nusou cdepue uurpe cy (27 + 1)%--myra gerenepucanu. Y BUCOKOTEMIEPATYPCKO]
AITPOKCUMAIIN]U POTAIMOHA MAPTUIMOHA (DYHKIIHja 3a cepHe Yurpe U3HOCU

Q

1 r i
Qrot = — / 2j + 1)2e=ABheiG+D) gj (6.44)
0

Ha Bucokum TemmeparypaMa cy MHOI'M DOTAIOHU HUBOU IIOIYEHEHU, 3aTO Baxu (27 + 1) ~ 2j u
i +1) ~ 42

17 |
Grot = — / 42~ BB g, (6.45)
0

Cmenom z = BBhcj? nanasuMo poTalony HapTUIMOHY (DYHKIHU]Y 3a cepHy Yurpy

1 x dx NZ
rot — 4 - = 3- 6.46
Grot a/ 5th€ 2/ Bhcx o (BBhc)2 ( )
0

Poranmone nmaprurmone pyHKIMje 38 CAMETPUYHY U ACUMETPUYHY YUTPY HAJTA3ZUMO AHAJIOTUJOM Ca
cepunM cirydajeM. 3aMUCTIMO Jla MOYKEMO J[a MEFaMO MOMEHTe WHEPIUje CUMEeTPUIHe U acuMe-
TPUYHE YUTPE TAKO Ja CBU MocTany jegHaku. OHia lBUXOBH U3pa3u 3a MapTUIHone pyHKIje Tpeda
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Jla ce mpeTBope y u3pas 3a naprunuony ¢bpyuknujy cdepue durpe. Crora poraruoHa mapTUnoHa
dyHKIM]ja 38 CHMETPUYHY YUTPY UMa OOJIUK

Vil 1
o (BBhc) (3Che)s’ (6.47)

Grot =

a 3a aCUMETPpUIHY

e L1 L 1 (6.45)
0 (BAhc)z (BBhe)z (BChc)?2

Grot =

VY cBuM OBUM u3pasuMa o je (haKTop CUMeTPHje KOjU Mpe/icTaB/ba OPOj HAUNHA Ha KOJU Ce MOJIEKYJT
poTarmjama MoxKe TpaHchOpPMUCATH y WACHTUYIHY KoHbuUrypamujy jesrapa. @axkropu cumerpuje
3a mostekysne HoO, NH3z, CHy u CgHg cy 2, 3, 12 u 12.

6.2.5 Bubpanuono KpeTtame

Amjabarcka ammpokcumMalija pasjBaja jesrapHoO OJI eJIEKTPOHCKOD KpeTamha Ha OCHOBY FbHXO-
BIX Pa3/IMINTHX (PPeKBEHINja KpeTama. IeKTpoHn Koju mMajy TPH pe/ia BeTMINHe Mamby Macy O
jesrapa kpehy ce Opxke o1 jesrapa. 3a CBaKH I10JI03Kaj je3rapa, eJIeKTPOHU ce TPEHYTHO NPUIarojie
Tako Jia (popMUpajy BPEMEHCKHM He3aBUCAH IOTEHIIHjasl KOjU JiejIyje Ha je3rpa. 3aTo MOYKEMO Jie-
¢duHICATH TIOBPII MOTEHINjaJITHE eJIEKTPOHCKE eHepruje 3a cBe KoHdwUrypaiuje jesrapa
Koja /JleJIyje Kao IOTeHIMjaJJHa €Hepruja 3a je3arapHo kKpertawme. Munumymu Ha TOj MOBP-
U OJ[IrOBapajy paBHOTE:KHUM KoHbuUrypanujama jesrapa (Koje Ha3UBaAMO CTPYKTYPe MOJIEKYJIA).
VY ciydajy aBOATOMCKOI MOJIEKYJIa, CAMO pacrojarbe n3Mehy jesrapa MOXKEMO MEhaTH, Te IOBPII
1ocTaje KprBa MOTEHIINjaTHe eJIeKTPOHCKe eHepruje (ciauka 6.4)

N3 Mmexanmke je TIO3HATO Jla je KPETarme YeCTUIle OKO MUHUMYyMa IOTEeHIUjajHe eHepruje BU-
OpaIMoHO jep je HajHMXKHU “WIaH pa3jnduT oj Hyse y TejjopoBoM pa3Bojy MOTEHIIMjaIHe eHepruje
KBaJIDATHH, KA0 KOJI XapMOHUjCKOT OCIMIATOpa (y3UMame y pasMaTparbe caMo TOI WiaHa Has3W-
Ba Ce XapMOHU]jCKa allpoKcuMaruja). Y cjydajy BUIE YeCTUIa, MOTEHIUjaHa eHePruja ce MOXKe
UCTO Pa3BUTH JIO0 KBAIPATHOI WiaHa U JloOMjeHa KBaJjpaTHa (hopMa JUjaroHaJIn30BaTH Ha KOJIEK-
1jy HE3aBUCHUX XapMOHH]CKHUX OCIUIATOpa (BUOPAIMOHUX CTeleHa CJI000JIe) KOjUu ce HA3MBajy
HOpMaJIHU MoAoBH (cimka 6.5). Y jeJHOM HOPMAJHOM MOJY HYecTHlle BHOpHpajy mUcToM (pe-
KBEHIINjOM, aJIi MOTY MMATH pa3/IMduTe MovdeTHe dase.

Y MoJsiekymMa je3rpa BHOPUPAjy OKO paBHOTEXKHE TeoOMeTpHuje MoJieKyJia. Bpoj BuOpammonnx
creneHu cjiodojie f,;, 3aBUCH OJI TOTA Jia JIX je MOJIEKYJI JIMHeApaH WA HeJMHeapaH. XapMOHU]CKa
alrpoKCcuMalifja JI00po OIucyje BUOpaImoHO KpeTame Y OJIM3NHI PaBHOTEXKHE €HEPIHje, jep Cy Bpe/I-
HOCTHU €HEPI'UjCKUX HUBOA OJINCKE CTBAPHUM BPEIHOCTUMA U3 aHXapPMOHUjCKOT ciiy4aja. Ha coonum
TeMIepaTypaMa OOMYIHO je 3aIOoCeTHYT caMO OCHOBHH BHODAIMOHW HWBO, WJIM OCHOBHU U HEKOJIU-
KO HAjHIKUX BUOPAIMOHUX HUBOA. 3aTO je XapMOHHjCKa allpoOKCHMaIldja MOTrojiHa 3a ojpehuBaibe
TepMOJMHAMUYKIX BesimanHa. OBje je ONTHO IPUMETUTH Ja je3rpa UHTeparyjy ca eJIeKTPOHUMa,
aJIn KOJIEKTUBHO KpPE€Talbe CBUX je3rapa MO2KEMO YIYMHHUTU HE3aBUCHUM MaTCEMaTHUIKOM Tpchcbop—
MaIlijoM KOja HaM Jiaje HopMmaJsine MojioBe. Jlakye, njieasHocT BUOPAIIMOHOT KPETamha OJHOCH Ce Ha
OJICYyCTBO MHTepakiuje usMelly HOpMaHUX MOJIOBa (AHXaAPMOHMYHOCT), & He OJCYCTBO CUJIa KOje
Jesyjy Ha 10jeIMHaYHO Je3TrPo.
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Cnmka 6.4. KpuBa moreHImja He eJIEKTPOHCKE eHepruje 3a OCHOBHO U MTPBO 100yHeHo eJIeKTPOHCKO
cTarme ca aHXapMOHHUjCKUM BHOpPAIMOHUM HUBOMMA 3a PA3/IMIUTa PAcTojarba je3rapa y JIBOATOM-
ckoM movtekyity. Bpennoctu Dy u D, cy enepruje jucorgjanuje u JyOuHa eJIeKTPOHCKE jaMme.

Eneprujcku HuBon BUOPAIMOHOI MO/ Cy HEJIET€HEPUCAHU U HHUXOBE BPEIHOCTH U3IHOCE €, =
(n+ %)wh, w je KpyKHa (bpeKBeHIyja Bubpalmje, a BUOpaImonn KBAaHTHU OpOj y3UMa BPEIHOCTU
n =0, 1,2 .. IIpumerumo ja HOCTOjH Hy/Ta BEOPAIONa eHepruja &y, = swh (3a n = 0). Tako-
De, xapMoOHHjCKa aITpOKCUMalldja Jdaje Mojje/lHaKa pacTojamba u3Mehy BHOPAIMOHUX €HEPIHjCKUX
HUBOA wh, IITO 3HATHO OJIAKIIIaBa U3PadyHaBarbe BUOpAIOHe apTUIlnone GyHKIHje. YKyTHa BU-
Opaluona eHepruja jejiHaka je 30upy BHOpAIMOHUX eHepruja cBUX MojioBa. Hamomenumo, Kao u 'y
PAaHUjUM CIydajeBUMa, J1a MAKO je KpeTame Pa3jIMYuTUX MOJIOBA HE3aBUCHO, aHXapPMOHMUj-
CKO CIIpe3ame, KOje YBEK IIOCTOju Y MOJIEKYJTY, OJITOBOPHO je 3a MpepacIio/ieIly eHepruje
U3 jeJHOT y APYTHU MOJ M yCHOCTaBJ/baHkhe TEPMOJUHAMUYKE paBHOTeEXKe n3Mehy mux.

JIBoATOMCKYM MOJIEKY/IN UMAjy CaMo jeJaH BUOPAIMOHU CTeIeH CJI000/e U HhUXOBa BUOPAIMOHA
HapTUIIOHa (DYHKITHja U3HOCU

00 o0 67%’8}%']
Z - Din -1 h/.uz — B
Goib = e Bty _ =58 e Bhwn _ m (649)

Nckopuctuim cMo u3pas 3a CyMy I'eOMEeTPHUjCKOr pejia ja nahemo napruruony ¢dpyukimjy. [Tlapru-
1oHa (pyHKIMja ¥ KOjO] OCHOBHU BHOpAIMOHU HUBO MMa €HEPrUjy jeTHAKy HYJIH U3HOCU

1
0 _
Wiv = T —pha” (6.50)
Besa msmely g, u ¢¥;, nata je mspazom
Guib = e_%m“’qgib. (6.51)
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Cruka 6.5. a) XapMOHHjCKa alpoOKCHMAIAja AHXapPMOHI]CKOD MOTEHIIjala y jeHOAMMEeH3NOHAI-

HOM CJIy4ajy IpuKasaHa ca BUbpannonum HusonMa; 6) HopMasau MoIoBI TPOATOMCKOT JIMHEAPHOT
mostekyia X-Y-X (aromu ce kpeliy Ban paBHE y HOC/IEIEM MOJLY; TIOCTEIHba JIBA MOJA Cy Jlere-
Hepucana); B) HopmayiHu MOj0BE TpoaTOMCKOr HejmHeapHor Mojiekyia X-Y-X. Crpesunama cy
[PUKA3aHN [IPABIM BUOPUPAha ATOMA.

Bubpanuona nmaprunuona dyHKIMja BUIIEATOMCKIX MOJIEKYJIa jeJTHAKA je TPOU3BOLY BUOpAIU-
OHUX TAPTHUIMOHUX (DYHKIHjA 38 CBAKH MOJ

Juvib 6_% Bhw;
Quib = L 1 o—Bhwr’ (6.52)
rjie je w; KpyKHa (bpeKBeHIja (-TOI HOPMAJHOT MOJia. ¥y BeJHKOM Opojy ciyuajeBa je wh > kT

Ha, COOHOj TeMIlepaTypH, TaKO Jia Cy MHOI'M HOPMAJIHU MOJIOBU YCIIABaHU.

6.2.6 KEnekTpoHCKO KpeTambe

Pasmorpumo cajia eHeprujcke HHBOe MOBe3aHe ca €JIE€KTPOHCKHM IIPOCTOPHUM W CIIMH-
CKHMM CTelleHnMa cJjoboze. 3a pa3jiiKy O/ TPAHCJIAIMOHOT, POTAIIMOHOT U BUOPAIIMOHOT KpeTa-
ha jesrapa, rje cMo (6apeM alpOKCHMMATHBHO) 3HAJM BPEIHOCTU €HEPIUjCKUX HUBOA, Y CIIydajy
€JIEKTPOHCKUX HUBOA MU IHUXOBE BPEJIHOCTU He 3HaMO yHanpea. One ce 1obujajy n3 eJeKTPOHCKE
CIIEKTPOCKOIIHj€e UM KBAaHTHOXEMUjCKUX TTpopadyHa. [[oBo/pbHA YMb-EHUIIA je J1a je pa3Mak m3Mmehy
eJIEKTPOHCKHUX HUBOA MOJieKysa Behn nero mamelhy BHOpAIMOHUX HUBOA, TAKO JIa CYy €JI€KTPOHCKH
creneHu cjobojie vecTo ycnaBaHu. EJIEKTPOHCKU CIMHCKM MOMEHT Ce CIIPeXKe Ca €JIeKTPOHCKUM
OpPOUTHUM MOMEHTOM (CIMH-OPOUTHO CIpe3arhe), a OHU 3ajeJHO Ce CIPEXKY Ca YraOHUM MOMEH-
TOM je3rapHe poTaluje y JBOATOMCKUM MoJjiekyimuMa. Ha remmeparypama Ha Kojuma cy modoyhenu
POTAIMOHN HUBOW, CIIPe3aibe YKYIHOTr eJIeKTPOHCKOT M POTAIIOHOT MOMEHTa MOYKe ce 3aHeMapH-
TH, TAKO JIa C€ POTAIMOHO-eJIEKTPOHCKA MTapTUIINOHA (DYHKIH]a MOXKe (DaKTOPUCATH HA POTAIMOHY
u eyiekTpoHcKy. Tajia jereHepaliuja eJIEKTPOHCKOI HUBOA MOTUYE O] CIIMHCKE WJIM CIUH-OPOUTHE
nereHepanuje. Jecto cMaTpaMo Ja je Iename eJeKTPOHCKUX HUBOA YCJIe]] CIIMH-OPOUTHE CIIpere
MAJIO, TAKO JIa CYy CBU HUBOM TOjeTHAKO TIOMYHEHU. 3a HeJIMHeapHe MOJIEKYJIe, OCHOBHU €JIEKTPOH-
CKM HMBO HE MOyKe OUTU IIPOCTOPHO, &/ MOXKEe OUTH CIIUHCKH JereHepucan. ATOMH MOTY UMATH
HEKOJINKO HECHAPEHUX eJIEKTPOHA, ITO Pe3Yy/ITyje IMOCTOjalbeM HEKOJIUKO OJTUCKUX eJIEKTPOHCKUX
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cTama y OJIM3MHI OCHOBHOI' CTarba, Koje Tpeda y3eTu y 003up Kajia ce pa3Marpajy TePpMOJIMHAMUYIKE
ocobuHe Ha COOHO] TeMIIepaTypH.
[Taprurnuona ¢pyHKIMja 3a eJIeKTPOHCKE CTeIeHe CJI000/e M3HOCU

el = deie_ﬁaei — geoe_ﬂaeo + 9616_6661 + 9626_5552 + ..
par (6.53)

— e Peeo (geO i gde*BAeel 4 9626*5A582 4 ) ’

IJIe je ge; JereHeparyja i-Tor eJIeKTPOHCKOr HUBOA, a Ag,; HeroBa eHepruja y OJHOCY Ha OCHOBHU
eJIEKTPOHCKH HUBO. VIMamo moTmyHy cj000/1y Jia OJIpeJIMMO TJie Ceé HaJa3W OCHOBHH €JIeKTPOHCKU
HUBO y OJIHOCY Ha HYJIy €Hepruje, jep ce eHepruja yBeK MepH y OJHOCY Ha HeKY pedepeHTHY Bpejl-
noct. Kajia Oy/ieMo pa3zmaTpaJjim KOHCTAHTY paBHOTEXKEe XeMUjCKe peakiije, Mopahemo 1a ogabepe-
MO HCTY HYJIy €HeprHja 3a CBe MOJIeKyse. 300r Tora, 3a MOJEKy/Ie OOMIHO OUupaMo HYyJIy eHepruje
TaKO JIa je OHa eJIEKTPOHCKA eHepruja KaJla Cy aTOMU MOJIEKYJIa YIa/beH! Ha OECKOHAYHO PACTOjarhe
U HaJla3e ce y OCHOBHOM €JIEKTPOHCKOM HUBOY. Taja eHepruja OCHOBHOI' €HEPIHjCKOI HUBOA MO-
JIEKYJ1a, OJI'OBapa HETATUBHO] €JIEKTPOHCKO] €HePTHji OCHOBHOT HUBOA Y PABHOTEXKHO] T€OMETPU)U
MoOJIeKyNa, €9 = —D,, & eJIeKTPOHCKA MapTUIINOHa DYHKIHja je jeTHaKa

et = €7 (geo + ger€ P25 + gege P25 ) = ePPegf), (6.54)
e je ¢ eJeKTpOHCKa IapTHIMOHa (GYHKIMja Y KOjOj OCHOBHH €JeKTPOHCKH HUBO MMa €HEpPrHjy

jeTHaKy HYJIU.

6.2.7 Ilaprunuona (yHKIja MOJIEKYJIa

Wckopuctumo cBe mnapruiinone yHKIHje Koje CMO J0cajl Pa3MOTPUIN Ja rmoMohy n3paza 6.31
u 6.27 mobujeMo mapTUIMOHY (PYHKIIN]Y 3a jeJaH MOJEKYJI:

fvib
_1 B De
qd = Qrqrot—nucQuibqel = Qtrdrot—nuc H € Qﬁw] qgibeﬁ 4qgl
j=1 (6.55)
(o-ss)
0 0 eTE i 08D,
= QtrY9rot—nucyip9el© =t =dq eﬁ ’

rie je ¢° naprunmona GyHKIMja MOJIEKY/Ia KaJjla OCHOBHU MOJICKYJICKH HUBO MMa BPEIHOCT jeIHAKY

HyJua, a
f’uib

1
Dy =D, — 5 lejh (6.56)
j:

je eHepruja Jaucolujalyje MOJIeKyJIa.

BaMeHOM m3pasa 3a MapTUInoHe PYHKIH]je pa3IndnTUX CTelleHa ¢/1000/e U y3uMajyhu y 063up
CaMO OCHOBHU €JIEKTPOHCKU HUBO M BUCOKOTEMIIEPATYPCKY allPOKCUMAIIH]Y 38 POTAIIMOHO KPeTarhe,
JI00MjaMO MapTUITUOHY (DYHKITU]jY 3a JIMHEeAPAH MOJIEKY.T

3 3N-5 1 )
2mm \ 2 1 e~ zPwih
=V nse BDe 6.57
q (ﬁhQ ) o3Bhe 31_[1 1 — e—ﬁwjhg geo€ ( )
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U 3a HeJIMHeapaH MOJIEKYJI

3

2rm\ 2 /7 1 S0 ey 8D,
_v v [] a0 6.58
q ( BhQ ) o (6]’1/0)%(14_80)% ey 1 —ﬁw ﬁg g 06 ( )

[Taprurnmona GyHKIM]ja 3a jeJHAH MOJIEKYJI 3aBUCHU 01 ITapaMeTapa KOju OIMCY]y MOJIEKYJICKY eHep-
rujy (m, A, B, C, wj, Gns, geo, D). Pazmauuru Mosieky/n uMajy pasandnTe BPEHOCTH OBUX lapa-
MeTapa, IITO UMILIAIIPA JIa MOTY Jla CKJIAJIUIITE €HEPIUjy Ha Pa3/IMYNTe HAYMHE, & TUME U UMA]y

pa3InIuTe TEPMOJIUHAMUYIKE OCOOMHE.

Ipumep 6.3. OapeanTn JONPUHOCE TPAHCIAIje, poTaliije, BUOpalije u eJIeKTPOHCKOT KpeTar-
1ba eHePIHWjU U eHTPOIUjH UJIeaTHOT raca HeJITHEAPHUX MOJIEKYJIa. ¥Y3eTn y 003Up caMO OCHOBHU

€JIEKTPOHCKHN HUBO.

Pewerve: Kanoncka naprunuona (yHKIMja 3a ujeaaHud rac jgarta je jegHadnaoM 6.28. Ilo-
TpebaH HaM je jiorapuTaM IapTUIMoHe (PYHKIMje jep U3 hera m3padyHaBaMo eHeprujy F =

— (81;6@) n XeJIMXOJIIIOB ToTeHInjan [ = —lan. Entponujy moxkemo nzpadynaru us Gpop-
VN
MVvJie JIaH niae y3 TpaHCJaalluOHU JOIIPHUHOC. AaHCJIaIIMOHN s OTall1IOHU
yne S = == Yman N! y3 TP p Tp p p),

BI/I6paLu/IOHI/I ( ) M eJIEKTPOHCKHU JIONPUHOC (€) JaTh Cy y Tabeu.

In@ E
3
T, Nln< @1?)2) +N i
VT 3N
p. Nln (U(ﬁhc)%(ABC)%> 2B
SNZ6 3N—6
B N Y (- 21'—1n(1—e—ﬁwf'ﬁ)) N ( +M1)
j=1 j=1
e. Nlng.o + NBD, —ND,
S
%
t kN (% (%) ) 3N

§
p- FNn (U(th 2 (ABC) 5) 2k
3N—6
(eﬁwg —In (1 — e Pt ))

e. kNlng.o

w
o
=

g

Ipumep 6.4. Oapeautn MoJIapHU TOILIOTHU KaIlallUTeT MMPW KOHCTAHTHO] 3allPEMUHU 38 JIH-
HeapHU W HeJIMHEApHW MOJIEKYJT aKO BayKW 3aKOH €KBUIIAPTUIINje €HepPrHje 3a TPAHCJIAIH]Y,

poTaIujy u BHOPAIIMOHO KPETAbe.

Pewerve: lonpuHocu TpaHcalyje, poTaiyje 1 BUOPAIMOHOr KpeTaiba MOJIAPHOM TOILTIOTHOM
KAIAIUTeTy 1IPU KOHCTAHTHO] 3alPEMUHN JIATH CYy Y TaOeJIn.
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creneH caob01e Opoj KBaIpaTHUX YJIaHOBA noupunoc Cy

TpaHcIaImja 3 %R
poraruja 2 (nmuneapun)/3 (HesmHEApHN) R/3R
BuOparmja 2 R

Ba mmmeapne mosekyine, Cy ., = 3R+ R+ (3N —5)R = (3N — 2)R. 3a HeuHeapHe MOJIEKyJIe,
Com = 3R+ 3R+ (3N —6)R = (3N — 3)R.

IIpumep 6.5. Ckunupatu C, ,, 32 IBOATOMCKI MOJIEKYJI y (DYHKIH]H TeMIepaType.

Pewerve: Penociies mobyhuBarba cTerieHn ¢Jiodbo/1e o1 HajHUuzKe J10 HajBUIIE TeMITepaType: TPaHC-
narmonu (1), poranuonu (p), Bubpanuonu (B), na eaekrponcku (). M3Ha | KapakTepucTuiHe
TeMIeparype 3a CBaKU BUJ KpeTarba, €HePrUjCKU HUBOU IOBE3aHU €4 THM BUIOM KpeTarba
IIOCTaHy IOTIYHO OOyHeHn 1 BUXOB JONPUHOC TOIJIOTHOM KAIIAIUTETy HE 3aBUCHU OJI TeMIIe-

patype.

A

»
»

OT‘ ‘p‘ ‘B‘ e T

Cimka 6.6. Mosapan romnornu kananurer C, ,, 3a IBOATOMCKH MOJICKYJl Y (OYHKIU)H TEMIIe-
patype. O3Ha4YeHN Cy OIICe3U TeMIlepaTypa y KojuMa ce nmodyhyjy pa3IudauTu CTEeHn cja000/Ie.

6.3 KoHcTaHnTa paBHOTEXKe XeMUjCKe peakliiije

Pasmorpumo cmemy mpeannmx racoBa mosiekyna A, As, By m By Koju momexky xemmjckoj
peaxImjn
OélAl + OQAQ = ﬁlBl + 52B2. (659)

KoncranTa xemujcke papHoTezke K, onucyje cacTas paBHOTeKHe cMellle Tacoba. Ilapiujaanm npu-
THUCITU TacoBa y cMenu cy P = % Taya je koHcranTa XeMHjCKe paBHOTEXKE TacHe CMeIlIe

(h)ﬁl (@)ﬁz P, vi N kT v; LT XL:VZ )
= T () 11 (ﬁ) -1l ( VP9) - (VP9> [[ve 6o

i

24

riae je V; IIOSUTUBHa WJIX HEraTUBHa BpeaHOCT CTGXI/IOMeTpI/IjCKOF KO@CbHHHjeHTa Yy 3aBUCHOCTHU Ia
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M je i IpousBoj, peakiuje win peaktant, PY je cranmapaau nputucak (omoryhasa 6esmuMensuo-
HAJIHOCT KOHCTaHTe paBHOTeXke). JleUHUIMMO HOBY KOHCTAHTY PaBHOTEIKE

K = HN (6.61)

U UICKOPUCTUMO KAHOHCKH aHcaMOJ1 1a Halhemo Be3y uamel)y e 1 KAHOHCKHUX MaPTUITHOHUX (PYHKITU-
ja 3a moutekyJe. [laprumuone dpyHKIMje cajipKe MUKPOCKOIICKE TIapaMeTpe Be3aHe 3a MOJIEKYJICKe
eHepruje u crora he m KOHCTaHTa paBHOTEXKE 3aBUCUTHU OJI TUX HapamMerapa. Obuuno Hajsehu J10-
IPUHOC KOHCTaHTU PABHOTEXKE JIajy CTEIIeHH CJI000JIe KOjU ce Memajy y peakilfji, a HOoce HajBUIIle
eHepruje.

WsBeMo pBO TE€PMOJMHAMUYKN YCJIOB Xemujcke paBHoTexke. OH He 3aBuCH O] Bp-
CTe pe3epBoapa ca KOJjUM CHUCTeM MHTeparyje. Y3MHMO Jla je CUCTEeM Yy TOILUIOTHO] PaBHOTEXKM Ca
pe3epBoapoM U Jia MMa KOHCTaHTy 3arpeMuny. [Ipu Tum ycioBuma, mpoMena XeJIMXOJIIIOBOT TI0-

TEeHIMjaJia 3aBICH CaMO Ol poMeHe Opoja Mosekyna, dF = > p;dN;. IIpomene 6poja mosekyiia
i
HICY He3aBHUCHE 300l CTEXMOMETPHUjCKUX KoeduilnjeHaTa n3 XeMHjCcKe jeJIHadnHe, Hero cy melhycoo-

HO IIOBEe3aHe IN IN IN IN IN
A T Tk B T e (6.62)
(651 (%) 51 52 v

CTEIIeHOM Iporpeca xemujcke peaximje . Kopucrehn HoBy KoopjauHaty &, HaJa3MMO Jia IIPOMEHA

XeJIMXOJIIIOBOT TIOTEHIIMjaJ1a yCJjIe 1 TpoMene Opoja MOJIeKyJia HACTAJIUM XEMUjCKOM PEeaKIujoM 13-

Hocu dF = ) pv;d§. Y xeMujcKoj paBHOTEXKH, XeIMXOJIIOB MOTEHIIjall je MuHIMasaH. 113 ycaosa
i
eKCTpeMyMa HaJIa3lMO YCJIOB XeMHUjCKe PaBHOTEXKe

oF

306up XeMUjCKUX IMOTEHIHjajia CBUX XEMHjCKUX BPCTa OTEKAHUX Ca U; jeJHAK je HYJIN Y XEeMHUj-
CKOj paBHOTEX)U. VICKOPUCTHUMO CTATUCTUYKY TEPMOJIMHAMUKY Ja HaheMO XEeMUjCKU TOTEHIIN]aT
i-Te XeMHjCKe BPCTe, KOju heMo 3aMeHUTH Yy YCJIOB XeMHjcKe paBHOTexke. KaHOHCKa MapTHITOHA
dyHKIIMja 3a cMelry ujieaJHIX racoBa y BosimMaHoBOj cTaTUCTUIN U3HOCH

N;j
Q= H (szj_j' (6.64)

Kopucrehu CtupuHroBy arpokcumariujy, 100ujaMo JoraputaM mapTuinoHe pyHKI]je

In@ =Y (Njlng; — N;InN; + N;), (6.65)
J

U XeMU]CKU MOTEHIN]jal

F 1 ;
1 = (a ) = kT (a HQ) — T L. (6.66)
ON; V,T,Nj#Ni ON; V,T,Nj#Ni N;

BaMeHOM XeMHUjCKOI' IOTEeHIjaIa y YCI0B XeMujcke paBHOTe:Ke 0.63 Haj1a3mMo KOHCTAHTY paB-

Z,uiyi = —k:TZ V,-ln% = —kTZln (%) ) =0, (6.67)
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I1 <]%—) — 1, (6.68)

qﬂl qﬁz
— Vi vi __ 1B11B2
K=][~ =]l =22 (6.69)
; p da1942

MozkeMo MOpe TN pa3InyduTe MOJIEKYJICKe TapTUInoHe (BYHKIMje CaMO aKO CBU PEAKTAHTH U
IIPOW3BOJIN PeakInje NMajy UCTy HYIy eJleKTPOHCKe eHepruje. 1o MOCTHKeMO TaKo ITO 33 CBAKH
MOJIEKYJT n3abepeMo Jla OCHOBHM MOJICKYJICKH HUBO OJIrOBapa HyJIU €Hepruje, a mapTUIuoHa (hyHK-

nuja ¢ momepena je 3a exeprujy auconmjanuje, jenmadnna 6.55. Tama je KoHCTaHTa paBHOTEZKE

K — Hq;/i _ (H(qg)w> o (H(qg)W> ePhrHo, (6.70)

%

jeaHaka

Enranmuja xemujcke peaximje Ha arcosyTaoj mymu A, Hy mpejcraBba Pa3iuKy eHEpPruja JIuco-
nujanymja 3a MPOM3BOIe peakiuje n peakTanata. Ymam e’ 0 masusa ce eHTanmuUjcku WiaH u

y HajBehem Opojy ciydajeBa oH ojpelyje BpegHOCT KOHCTaHTe paBHOTe:ke. EHTpoONMjcku YjiaH
[1(¢))" | saBucu on rycrune mostekysnckux HuBOa, Gpoja cremeHu ci1o6o1e MoJeKyIa, dhakTopa
i

CUMeTpHje MOoJIeKyJia U Opoja MOJIEKyJia ca JIeBe U JIeCHE CTpaHe jeJlHaunHe XEeMHjCKe peaklIiyje.

OH poJasu 10 m3pazkaja Kaja ce y peakiiji He Memajy jaurHe XeMHjCKUX Be3a, Kao y PeakIujn

U3MeHe U30TOIIA.

IIpumep 6.6. NI3padynaTn KOHCTaHTy paBHOTeXKe [, Aucolujaiuje joaHe nape

ILh=2I
na 7' = 1000 K, kopucrehu mnojarke: jerenepalija OCHOBHOI €JIEKTPOHCKOI HUBOA aTOMa W
MOJIEKYJIa jojia cy 4 u 1, poraliioHa KOHCTaHTa U BUOPAIMOHN TaJacHu OPOj MOJIEKYJICKOT jojia
cy 0,037 u 214 cm™!, a emepruja quconujaiuje Mosekysckor joaa je 150 kJ/mol.

Pewere: Korcranra paBHOTEXKE N3HOCU
kT 2
K, = (A1) 9.
vV pe qr2
= 4 (1)ga(D) = ——geo(D)
qr = qir Gel - /\‘%(I) Jeo )

%4 1 1 (
3(Iy) ofBhc1 — o—BiheJe0

qr2 = Qtr(IQ)QTot(I2)CI2ib(12)QSl(IQ)GﬁDO =3 Iy)ePPo.

Bamenom 6pojuanux spenoctn (PY = 10° Pa, o = 2) mobujamo ¢, (I) = V x 85 x 103,
G (L) = V x 3% 10%, qor(L) = 9,39 x 10%, g%, (I,) = 3,77, PP = 6,85 x 107 u K, = 0, 022.

IIpumep 6.7. Mosekycku BOJIOHUK MOCTOjU Y JiBa OOJMKa (CIIMHCKA M30MePa): OPTOBOJIOHUK
quje je jesrapHO CHUHCKO CTale CUMETPUYHO (TPUILIETHO) U HMAPABOJOHUK, YHje je je3rapHO
CIIUHCKO CTakbe aHTHCHMeTpudHO (cumHryieTHo). OnpeuT OJHOC OPTO W Iapa BOJOHWKA HA
BUCOKO] TEMIIEPATYPH U aIlCOTyTHO] HYJIH.
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Pewere: Poranumono-uykieapaa napTuiiona (hyHKIMja 38 OPTOBOJIOHUK jeTHAKA je

g0 =3 (2j + 1)e BRG]
j=1,3,5...

a 3a IIapaBO/JOHUK M3HOCHU

ap = 1 Z (2] + 1)€_BBth(j+1).
j=0,2,4...

OjHoc 6poja MoJIeKyJia OPTO W Tapa BOJIOHHUKA je %—IOD = Z_i Ha Bucokmm Ttemmepatypama
CyMe II0 NMApHUM W HelapHUM POTAIMOHUM KBAaHTHUM OpojeBHMa Cy je/IHaKe. 3aToO je Tajla
%—IOD = 3. Ha amcosyTHoj Hy/n, camo je HajHMKHM POTAIMOHU HUBO 3ay3eT. OH ojrosapa mnapa-
BOJIOHUKY U cTora Hema optoBojonnka Ha 1 = 0 K. Cymapu uzmehy mosiekysia BOJOHMKA He
MOTY Jla Memajy YKYyIaH CIUH je3rapa MOJIEKysa KOju ce CyIapajy. 3aTo MOJIEKYJICKH CyIaph
He JIOBOJIE JI0 YCIIOCTaB/barhba PAaBHOTEXKE M3Mehy opTo U apa BOJIOHUKa. PaBHOTEX A ce 'y cyy
YCIIOCTaB/ba MIPEKO MHTEPAKIINje BOJOHUKA Ca MATHETHIM HeuncTohaMma METaJHUX JIeJI0Ba Cy/Ia,
3a IITa cy IOTpedHe Hejlesbe U Mecenu. Karaan3aropu, Kao IITO cy llapaMarHeTHU MaTepHjaJIn

I aKTUBHU yraJjb, yOp3aBajy J0CTU3aihe PABHOTEXKE 38 HEKOJIUKO CEKYH/IU MJIM MUHYTA.
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I'maBa 7

PeajHu racoBu m TedHOCTU

Emmcremostonika BpeaHocT Teopuje BepoBaTHOhe 3a-
CHUBa Ce Ha YUHEHUIM [l CIydajHe I0jaBe, IMoCMa-
TpaHe KOJIEKTUBHO U y BEJIMKOM OOUMY, CTBapajy He-

CJIy4ajHy IPaBUJIHOCT.

A. Kosmoropos

Metros, ancambiia omoryhuo je jia pasmarpamo (GIyKTyallije eKCTeH3UBHUX BeJIMYNHA KOje CH-
cTeM pa3Merbyje ca pesepsoapoM. OmHe cy rmope3ane ca TEPMOIMHAMUYKIM U3BOJIMMA KOjU OIUCY)Y
OJI3UB CHCTEMa Ha CIOJballlthe o0yhuBame. Y OBOM IOTJIAB/BY HUJIEMO KOPaK Jlajbe U IIPOYyIaBaMO
npocTopHe (hIyKTyalje eKCTeH3UBHUX BEJIMYUHA Y JeIHOj WJIM BHIIIE TadyaKa (DU3UYKOT ITPOCTOPA.
Orpannanhemo ce caMo Ha JIOKaJIHe TyCTHHE Opoja MOJIEKYJIa HaKo ce HCTH (hpOPMAIM3aM MOXKE IPHU-
MEHUTH W Ha OCTaJjle BeJIMYWHe. YcJes Mel)yMOJIeKyJICKHX WHTePaKInja U MOJIEKYJICKOT KpeTarmba,
JIOKaJTHEe TYCTHHE MOJIEKYJIA Y PA3JIMYUTUM TadKaMa IIPOCTOPa OJCTYIAjy OJ CPe/Ihe BPEJIHOCTH.
Naxko xopesanuje dhiryKTyaruja JOKaJIHe TYCTUHE TEIHOCTA UMA]y OICET 0/ CBera HEKOJIUKO MOJIe-
KYJICKIX TPEYHUKA, OHE YTUYIY Ha TEPMOJMHAMHUYKE OcoOMHEe TedHocTu. 1o Ham jiaje MoryhHOCT
Jla U3padyHaMO TE€PMOJMHAMUYKE BeJUYMHE Oe3 IMo3HaBarba BPEJIHOCTHU MapTUIMOHUX (PYHKIIH]a,
IITO je 0T OrPOMHE BasKHOCTHU 3a PEATHE CUCTEME.

7.1 Mebhymosekyicke nHTepaKIinje

Mebymosekyicke nHTEpaKInje MOXKEMO MOJEINTH HA KJIACUYHE eJIEKTPOCTAaTUYKe WHTEe-
pakIje, Koje TOTHIY O] PACIIoJieie HAeJIeKTPHCaha M CIIOCOOHOCTH FheroBe mosiapusaimje (To-
CTOje M 3a MaKPOCKOIICKA HaeJIeKTPHCcarba), I Ha KBAHTHE WHTEPAKIHje, HacTasle YCJes UjeH-
TUYIHOCTH €JIEKTPOHA, NHTEPAKIIIja MOJIEKYJICKUX opOnuTasa U Mel)ycoOHO 3aBUCHOT KpeTarba eJIeK-
TpoHa (He MOCTOjU MAaKPOCKOIICKa BapujaHTa THX uHTepakimja). OHe cy OJrOBOPHE 3a Pa3/IMInuTe
BpPCTE XeMUjCKUX Be3a U HEKOBaJeHTHUX mHTepakiuja. OHO IITO je 3ajeJHUIKO CBUM UHTEPaKIU-
jama je jia 6p30 omajiajy ca pactojameM usmehy mosiekyna. [lopen pacrojama uamehy mosiekyia,
MehyMoJieKy/IcKe HHTepaKIije 3aBUCce U O] PeJIaTUBHE OPUjeHTAIje MOJIEKYIIA.

Pasmorpumo Jlenapa-IloyncoB m3pa3 3a moTeHImjaaHy eHEPrujy Kao jeJHOCTaBAH MIPUMeEp Me-
Dymoutekyiicke natepakiije. OH ce cjiazke ca eKCIepUMEHTAIHAM [TOIAIIMa 38 HHTEPAKIIN]y aToMa,
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IJIEMEHUTHX I'aCOBa KOjU UMajy c(hepHOCUMETPUIHY PACIIO/IETY HACJIEKTPUCAIbA U HE MOT'Y JIa I'DaJIe
XeMHUjCKy Be3y (OCHM Y CIEIUjAJTHAM CJIydajeBIMa) 360T HOMYHeHOCTH aTOMCKIX opOuTaa,

= ((2)"- (2)), m

IJe ¢y r, 0 U € pacTojame u3Mehy aroma, edbeKTUBHH MIPEYHUK aTOMa W JIyOWHA IOTEHIIN]jaJIHe
jame. 3a pacrojama m3Mehy aToma Koja Cy Mama OJ 0, NMOTeHIHjaJHa eHepruja OpP30 pacre Ka
BEJINKUM TIO3UTUBHUM BPEJIHOCTUMA, IITO OJIrOBapa OrPOMHO] OJI00jHOj CUJIH, KOja HE JI03BOJbaBa
Jla ce aToMu mpubJIMKe Ha MaJja pacrojama. Ha Behum pacrojamuma JOMUHUpPA JIDYTU YJIAH,
IITO OJIrOBapa IMPUBJIAYHO] CUJIM, KOja olaja ca pacrtojameM. Harmomenumo jia ce y mzpasy 7.1
3a TIOTEHIUjaTHy €Heprujy HUTJIe He I0jaB/by]y elTeKTPOHCKe KOOpJAWHATe, HEro ce HUXOB YTHUIIA]
edeKTUBHO M0jaB/byje MPEKO MaTeMaTUYKOr OOJIMKa IOTEHIUjajIHe eHepruje. ¥ OBOM IIOIJIaBJbY
cmarpaheMo Ja je MOTeHIUjaIHa eHepruja jeJHaka 30Upy IMOTEHIINjaIHuX eHepruja Mo IapoBUMA
MOJIEKYIa

=22 ullfi =70, (7.2)

rjie ce DYyHKINja u KBAJIUTATUBHO NoHalra Kao Jlenaps-Iloyncoa norennujasina enepruja.

7.2 HezaBucHOCT KOOpJIMHATA U UMILYJICA MOJIEKYJIA

[Tomro kMHEeTHYKa eHepruja K He 3aBHUCH O KOODAWHATA MOJIEKYJIA, & MOTEHIMjaTHa, EHEPIHja
U we 3aBucu oJi uMIIyjica MOJeKysa, BosmmanoB dhakTtop MoxKe ce (aKTOPUCATH 33 KJIACHIHE
cucTeMe Ha 4JlaH KOjU 3aBUCH CaMO O] UMIIyJICa U 4IaH KOjU 3aBUCH CaMoO OJ] KOOpJuHAaTa,

e PH = PR =AY (7.3)
I[Tocsie muita Tora je Jja KAHOHCKA MY/JITHBAPUjaHTHA I'YCTHHA PACIoJierie MoxKe Ja ce (haKTopHuIle Ha

cjaejiehy HaynH:

—BH —BK —-BU

N SNy € _ € € _ N N
pnvr (PP ) = Te Bl NNy — [ PR N [ oAU vy = Onyr(p ) Pyve (7). (7.4)

Kunerunuka enepruja jeinaka je 30Mpy KHUHETHYKUX €HEPIrUja CBUX MOJIEKYJIA, T€ Ce TYCTUHA PACIIO-

nesie umviyica @y (pY) Moxke dbakTopucaTH Ha IIPOU3BOJ TYCTHHA PACIojiea 3a CBaKH MOJIEKYJI

W 2 2 2

— — . . .
B Z 2m _ ﬂpl _ /3172 _ ﬁPN
=1 e 2m e 2m e 2m

(&

Onyr(pY) =

= S (1) far (D2)--- far (D)

3N 2 = 552 352 P
[eE 7 ayy  Je o dpy [ " dpy [ e dPpy
(7.5)
rae je fu(p) Makesesnosa pactozena
_Bp”
far() = —— (7.6)
M(P)=———3- :
(2rmkT)2
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U3 oBor npousmiaze jiBa 3aK/bydKa O KaHOHCKOM aHcambOiy: 1) MakcBesioBa pacmomena 6p-
3MHA BaXKM 34 CBe KJIACMYHE CHCTeMe MoJieKyJja 0e3 ob63mpa Ha mHTepakmnujy usMmely
MOJIEKYJIA; 2) UMITyJICu MoJieKyJia mehycoGHO cy He3aBUCHe ciry4yajHe mpoMeHsbuBe. /13-

N
pauyHaBambe CPejiibe BPeJHOCTH G0 Koje Beqnmuune Koja sasucu oj ummyica B(pY) = > b(p;)
i=1

1ocTaje TPUBUjAIHO 300T HE3aBUCHOCTU PACIIO/iesie NMILYJIca CBUX YeCTHIIA,

(B) = / () B dNp =Y / Fa(B)b() dPpi = N / fu@b(@) dp. (1.7)

['yeruna pacriojiesie KOop/inHaTa MOJIEKYJ/IA ce He paKTOPHIIe Ha ITPOU3BOJI PACIIOJIEA 38 CBAKU
MOJIEKYJI, jep Cy IbUXOBH IOJIOZKAJU CIPErHYTH [MOTEHINjAJTHOM €HEPrUujoM Koja 00yXBaTa UHTEPaK-
1yje 10 MapoBUMa MOJIEKYIa

N ¢~ BU() o~ BU)
Prv(r) = [e P0G BNy~ Zyyr 7:8)
WNurerpan
Znyr = /e_BU(FN)d?’NT (7.9)

HazuBa ce KOHduUrypamuonuMm uHTerpasom. Cpeama Bpeaoct semmunne A(7Y) Koja 3aBucn
caMo 0J KOOp/MHATa YecTHlla j100uja ce ycpeamasambeM 10 Pyyr (i),

<A> = /PNVT(FN>A(FN) d3N’f’ = 1

= / e U AGYY @M (7.10)
ZNVT

IIpumep 7.1. Jatn u3pas 3a cpe/iby BPEIHOCT TPOMEHbIBE A(FN ) KOja 3aBHCH CaMO O] KOOD-
JIMHATA Y BEJIMKOM KAHOHCKOM aHCAMOJTY.

Pewerve: Kopuctuhemo pesynrar m3 kaHoHckor ancambdbia. Maprunaana pacrojenia 3a Koop-
auHATe U OPOj YeCTUIa y BEJUKOM KAHOHCKOM aHCAMOJIy W3HOCH

1 BU—puN)

Pt ) = gy

~
~(BU=pN) =K g3N, _ ©
/6 ¢ AT = e

Warerpanehn umirysce, mapTuiinony pyHKIU]Y CBOIUMO Ha,

00 oo ﬁNNZ
== sty gy, _ N N Dnvr
“_ZNW:;N/G dp=3 NN

N=0" "~ N=0

Cpeama BpeHocT npomensbuse A(7Y ) Koja 3aBUCH caMo 0J1 KOOPMHATA Y BEJIMKOM KAHOHCKOM
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arcaMOJIy jeJiHaKa je

o ~ ~ 1 oo eﬂ,uN ~ . .
<A>MVT = Z /PMVT(TN,N)A(T’N) BNy = - Z N /6 5U(7"N)A(TN) BNy
N=0 — N=0 T :
1 PN 7
== Z Agij\\;;/T NVT = Z Pyr(N){A)nvr.

VY mocseamo]j je JHAKOCTH TI0jaBibyje ce pacioesa BepoBarHohe Jga cucreM caapku N MoJieKysia

1 @’BMNZNVT

Fuvr(N) = =5ger

7.3 PeajsHn racosm

[IpuTtncak m apyre TepMoANHAMUYIKE BEJIMYIHE PEaTHOr raca MOTY ce MPEeJCTABUTU y OOIIKY
cTeneHor pejia 1o YectudHoj rycrunu. Ca mpobieMoM ojipehuBama HajHUZKET YIaHa y CTElNeHOM
pesy Beh cMmo ce cpesin y ciiydajy caabo JereHepucanor UJIeaJHOr raca, KOju CMO PENInIn IIpuMe-
HOM BEJIUKOI KaHOHCKOI aHcambia. Tajsia cMo jeqnadnne 3a O6poj decTuiia, MPUTHCAK W €HEPIU]jY
Pa3BUJIA y CTENIEHU PEJT 110 AKTUBHOCTH. JeqHaunny 3a 6poj YecTuIia cMo OOPHYJIN TAKO J1a J00MjeMOo
AKTUBHOCT Ka0 CTENEHU PeJl M0 YeCTUIHO] I'ycTuHU. Ty jeIHadYnHy CMO OHJIa 3aMEHWJIN Y pa3Boje
3a nMpuTucak u eneprujy. CIndny nporeaypy IpuMerbyjeMo Uy ciry4ajy peasHor raca. Kako 6uemo
HAIILJIA CTEIIeHE PeJioBe OPoja MOJIEKYJ/a, eHepruje W MPUTUCKA 110 aKTUBHOCTU, OTpedaH HaM je
CTEIeHN peJI JIoTapuTMa NapTUlmone GpyHKIMje 1o akTuBHOCcTU. Koedurmjenre Koju ce jaBibajy
y TOM PeJIy MOXKEMO HM3PA3UTH IPEKO KOH(MUTYPAIIMOHOTI MHTErpaJja 3a jejiaH, JiBa, TPU U BUIIE
MoJieKyna. U3 jeqradnne 3a 6poj MoJieKysia n3pa3nheMo aKTUBHOCT K0 CTENEHU PeJl [0 YECTUIHO)]
I'YCTUHH U 3aMEHUTH y pa3Boje MPUTHUCKA U eHePrHje KAKO OMCMO OJpeIiIN HajHUKe KOPEKIje y
OJIHOCY Ha WJICAJIHU T'ac.

[Taprunuona gyHKIMja BEJIMKOT KAHOHCKOT aHcaM0Jia M3HOCH

o0

> 7 > Zy A\
§ : N 2 : N N Z N

[I]

Cumbosiom Zy obenexxkenu cy KoHdurypamnuonu uarerpasu 3a N wmosekyna. Konduryparmonn
UHTErpaJy 3a HyJa, jeJIaH U JiBa MOJICKYJIa U3HOCE

Zy =1, (7.12)
7 = / e Od3r =V, (7.13)
Ly = /6_5“(”2) Brid®ry = /e‘ﬂ”(m) PR dPryy = V/e_ﬁu(m) d®rys. (7.14)

Y nocienmeM u3pasy CMO MPENLIN ca KOOPJIWHATA MOJIEKYsa 7| W T9 Ha KOOPJAWHATE HUXOBOT
neHTpa Mace R, W pelaTMBHOI pacTojama ris. JlerepMmuHanTa jakoOujana Te TpaHcdopMmaluje

jeHaKa je jeIMHUIN.
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YV BeJIMKOM KaHOHCKOM aHcaMOJIy, Opoj MOJIEKy/ia, €eHeprujy W IPUTHCAK HU3PadyHABAMO U3 JIO-
rapuTMa ImapTUIIoHe (DyHKIH]je

oln= oln=
N = [ —/—/—/— =\ == 7.15
() (wm)w <8A )ﬁ,v’ (7.15)
oln=
<E>:—( ) | (7.16)
ap Bu,V
KT,
P == (7.17)

Kako 6ucmo nobmim crerieHe pegoBe M0 aKTUBHOCTH 3a CBe TPU jeJHA4YMWHe, IoTpebaH
HaM je CTelleHM peJi JiorapuTMa IapTuinoHe pyHKIMje [0 aKTUBHOCTU, KOjU MOXKEMO

e ] /\ 7
mE=V> b (E) . (7.18)

Ogaj 06/IMK crereHor peja cMo ojabpasu jep je 3a WjeajlHu HeJereHepucanu rac A\/A3. jeaHaxo

MpeJ/ICTAaBUTU Y OOJIUKY

gecTn4HO] TrycTunu. Koedwumujentn b; cy mam nenosnaru. OHn ce Hasase xKopumhemeM pas3Boja
napTunuone (pyHKIMje Ha KOH(UTypaIrmone naTerpaJjie u3 jeganadune 7.11,

Ny N2 Zg )\ Vb A by 22 1bg A0 1)
E=14Z—4+ ="+ =""+ .. =¢ Apo TAr o TAT (719)
¥ T e
Hckopucrumo pas3soj y Tejiopos peji eKCIIOHEeHTa
A Zy N2 Z3 N3 A A2 A3
T T T T T T (720)
V2N N M VB /A8

Jla ozipeiuMo KoedurmjenTte b; Tako ITO W3jeIHAaINMO KoedHIUjeHTe y3 UCTU CTEeIIeH A ca JIeBe I
JecHe ctpaHe n3pasa. [IpBa jiBa KoedwuijeHTa N3HOCE

Z
by = Vl =1, (7.21)

2
b2 = % = %/(eﬁu(m) — 1) d3T12. (722)
[Tomrro Tpaxkumo HajHMKe Kopekiuje, Hehemo HaazuTu octasie Koeduimjente. [Ipumernmo j1a ce
b; koedunujeHTH U3padyHaBajy KopHihemeM KOH(MUIyPaIUOHUX HHTErpajia 3a MaJsi O0poj MoJle-
KyJIa.

Kopucrehn jennaunne 3a 6poj mosekysta 7.15 u jgoraputaM mapTuiuone byHkimje 7.18, Haja-

3UMO
1 2bs A 363)\2 A 21)2)\2 3173)\3
NY=)\NV[—+ —— )=V =+ — I 7.23
W) <A%+A9+A%+) (A% N T T (7.23)
I/IS 15516 I/I3pa31/IMO t{eCTI/I‘{Hy FYCTI/IHy KaO CTelleHn peﬂ II0 aKTUBHOCTU
N A 2b5\2 3ba\3
_ - : (7.24)

VoA A, 2D,
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Kemumo cajia jga aKTUBHOCT M3Pa3UMO KaO CTeIeHH pej 1o vdectuunoj rycrunu. Kopucruhemo
UCTH TIPUCTYN Kao y caydajy ciabo JjierenepucaHor raca. V3pa3zmMo A W3 IpBOr WjlaHa ca JieCHe
CTpaHe MPEeTXO/HE jeTHAKOCTH

92 2 3
A:A%n—ﬂ—%—... (7.25)

Crenern peji YeCTUIHE I'yCTUHE 110 aKTUBHOCTU JOOMjaMO UTEpaIljaMa OBe jeTHAKOCTH

2 2 2 3 2 2 2 3 3
NP TP U T
T T T T T T (7.26)
2b 3b
= \pn — )\—‘,32(/\6Tn2 +...) — )\—63( N4 ) — o= A3n — 2byn® NS+
T T

Kopucrehu jemnauune 7.17, 7.18 u 7.26, Ha/I1a31M0 pa3B0Oj MPUTUCKA 10 YECTUIHO] I'YCTHHH

P _A A o= n—byn?+... (1.27
T )\%+2)\6T+ X X + n—>byn ... (7.27)

Yuopebyjyhu oBaj pa3Boj ca BUpUjaTHOM jeIHATITHOM

P
T By(T)n? + Bs(T)n* + By(T)n* + ..., (7.28)

J0JIa3UMO JIO U3Pa3a 3a JAPpyru BI/IpI/IjaJIHI/I KOG(l)I/IHI/IjeHTZ
1
BQ(T) = —b2 = 5 /(1 — €_BU(T12)> d3T12. (729)

Tpehu Bupujaanu koedunujeHT 61U cajip:kao KoopauHare Tpu dectuiie. Mosekynu pazpehenor raca
Cy Ha JOBOJHAHO BEJIMKUM pacTojarbuMa Ja ce HhuxoBa MelycoOHa MHTepaKIidja MOXKe 3aHEeMapHUTH.
Ca nosehameM decTuvHe IycTHHE, JIellIaBa ce Jia ce JIBa MoJIeKy/a Haly y Ou3unu u Tajia Tpeda
y3eTn TakBy KoHurypamujy y oosup. To oarosapa apyrom Bupujajanom koedunmjenty. Ca jorr
BehuMm mnoBehameM decTHUHE T'yCTHHE TPH MOJIEKYJa ce MOr'y Hahu JioBoJbHO O3y, IITO je II0-
Besano ca Tpehum BupwmjagauM KoedunujenroM. Hajraxkerme MaTeMaTHIKOr OOJIMKA BUPUjAJTHIX
kKoeduijeHara Tpeher u BUIIET pejia U IUXOBO U3padyHaBarbe IMoCTaje JI0CTa TexKe Hero 3a JIpyru
BUpPHjaIHN KOeUIUjeHT. ¥ Ty CBPXY OCMHUIIL/bLEHA je TEXHHUKa, JujarpaMa Koja oJakiiaBa (popMaJIHO
3alUCUBaIbe PA3/JINYUTUX WIAHOBA, &l HE U HBUXOBO M3padyHaBambe. /locas je uzpadynaro camo
IPBUX JleceTak KoedwuiiujeHaTa. Y TEUHOCTUMAa CBU MOJIEKY/IU CYy JOBOJbHO O3y jga MehycoOHO
uHTEparyjy u 3ato je norpedan N-Tu BUpHjaJHE KOeDUINJEHT 3a padyHarbe IMPUTHUCKa. JacHo je
Jla OBaKaB IPUKA3 Pa3Boja y pejl M0 YeCTUIHO] I'YCTUHU HE MOYKEMO MCKOPHCTUTH 3 OINMCHBAIHE
TEePMOJIMHAMUIKUAX OCOOMHA T€IHOCTH.

Habuwmo cajia pBy KOpekiujy 3a eHeprujy raca y 0JIHOCY Ha BPEIHOCT 3a ujeasnu rac. Kopu-
crehu jegnauune 7.16 u 7.18, Hama3muMo

o5 (v (5)) -vEBG) vEwenga (),

(7.30)

Bu,V
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N3Box akTuBHOCTH 110 OeTa je/IHaK je

8)\T) 1 Ar
—_— =——. 7.31
(57) =37 (7.31)
3aMeHOM OBOTI' M3BOJIa Y U3Pa3 3a €HEPrujy U yIoTpeOOM jegHadnte 7.23 HaJa3uMo
2 db; (A3 > A\’ dby N2 dbg N3 3
E)=-— | = —kT gl =) =kT? — —+ —=— 4 ... —kT(N
(E)=-V2. 35 (A%) ATV by (A%) g V(dTAg+dTA9T+ )*2’“ ()
Jj=1 j=1
3 dby 1 . dbs 1 .
= —kT(N T? —— (A3 — 200203 4 L) —=— (A3 — 20025 4 L)+
2k’ (N)+k V(dT)\GT()\Tn ban“ Ay + ...) +dT)\9T()\Tn bon“Ap + ...)° + )
3 9 dby 4 3 9 dBsy(T)

(7.32)

Jlaksie, mpBa KOpEKIMja eHeprije peaHor raca y OJHOCY Ha HACATHH CAJIPKHU U3BOJI JIPYTOT BUPH-
jasHor KoedbuInjeHTa 10 TeMIIepaTypPH.

IIpumep 7.2. Vspadaynaru apyru Bupujaaan koedurnujent By (1) 3a rac dnja je HOTEHIMjATHA
eHepruja MHTepakImje MoJeKyJa obika jame (ciauka 9.1):

00 r < a,

u(r) =9 —up a<r<b,
0 r > b.
A
u
0 a b r-
Uy +

Cruxka 7.1. [lorennujaana enepruja HHTEPAKIIIje MOJIEKY/Ia O0JIHKA jaMe.

Pewerve: Ha ocroBy dopmyite 7.29 qupekTHO o/ipehyjeMo BUpujaanu KOepuIjenT, IpeIackoM
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Ha cepHe KOOpIAnHATE

1 o0
By(T) = 5 /(1 — e Pulr2)y B, = 27r/ (1 — e Pur)r2qy
0

r 2
=27 /7’ dr—i—/ o)y dr+/0-r2dr :?ﬂ(b3_eﬂ“0(b3_a3))'
b

7.4 JlokaaHe rycrune®

CraTucTuvyka TepMOJIMHAMUKA J[aje HAUMH KAKO Ja MPOoyvYaBaMO MaKPOCKOIICKE Be-
JUYNHE KOje ce He M0jaBJbyjy eKCIJINIIUTHO y TepMoanHaMuIiu. JIokajgHe rycTuHe npea-
CTaBJbajy BPEJHOCT HEKe €KCTE€H3UBHe (pU3MIKe BeJIMUYUHE Y je/THOj MJIM BUIIIE TadaKa
y PU3UYKOM HNPOCTOPY U/WIU IIPOCTOPY MMITyJica jeHor Mojekysa. Opje fiemo ce 3a/1p-
JKaTH caMoO Ha OpOjYaHMM I'ycTHHAMA MOJIEKYsa (YecTHIa), jep Cy OHe OJi OIPOMHE BAyKHOCTHU 3a
npoyuaBame TearocTu. b HaM je ja Hahemo nuHaMuvKe TPOMEH/bUBE KOje OJroBapajy JIoKaJ-

HUM I'YCTHHaMa MOJIEKYJIA.

O 0D 9.0
OO0 O’lo
O 09 09 0 H
000~ @ O
© 00 377000
OOOQQQOOQ O
O~ O 000 Y0000

Chnuka 7.2. Jenna o1 KoHUTypalnja MOJIEKYyIa y CyLy 3aipemMute V|, KOju CaJpKu IPOU3BObHY
obJiact S.

[TocmaTrpajmo mosiekyse y Hekoj obimactu S cya 3anpemune V (ciuka 7.2). Mosekys ce Ha-
7231 y 0bJIacTH aKo je meros meHTap y Toj obmactu. Habhumo semmuuny N(S,7), koja naje 6poj
MOJIeKyJIa y TOj obsiacTi. Bpoj Moseky/a y obractu S 3aBHCH 07 KOOPIUHATA CBUX MOJICKYJa 7.

Cpenmba spejnoct (N (S)) nobuja ce yepeamermenm N (S, 7V) 110 cBumM KoHdurypalmjama KaHOHCKOT

= / / NS, P)P(Y) d*Nr, (7.33)

riie je P(7) rycruna paciojiesie KoopauHaTa Mojiekyta. Unaukaropeka dynxnuja I;(S, 7;) spaha

ancamoJIa

BpeHoCT 1 ako je i-Tu Mosekysn y objactu S u 0 axko nuje. Jacuo je ja je dyuxmuja N(S,7)
jesiHaKa 30Mpy WHIAMKATOPCKUX (DYHKIHMja 3a CBAKH MOJIEKYJT

N(S, ™) =) Li(8,7). (7.34)



[Tomrro ¢y ¢Bu MOJIEKY/IM UCTOBETHH, CPEIbi OPOj MOJIeKyIa y 0bacT S M3HOCH

N N
(N(S)) = / / SIS AP i = S / / (S, 7)) PFY) N
i=1 i=1 (7.35)
= N/.../Il(S, ) P(7) d*Nr = NPy(S),
rie je Pi(S) Beposarnoha ja ce npsu MoJiekys Halje y obsiactu S, jep usHocu
N(S

IITO OJIrOBapa CTATUCTUYKO] JIe(bUHUIIIjU BepoBaTHONE.

(7.36)

Pasmorpumo 6poj mostekyna y obsractu S Kajia ce 001acT cMamyje 10 6eCKOHAYHO MaJie 3aIpe-
mune d3r’ oko Tauke ca kKoopaunaTama 7 ’. Kopucrehn sesy usmel)y mnmukaTopcke gpyHKIje 1
nesita yHKIWjE, jeqaadnia A.25, HaJIa3uMo HHIMKATOPCKY PYHKIN]y 38 OeCKOHAYMHY MaJly 00J/1acT

L(d* 7)) = (7 — 7 )d®r’ (7.37)

U CcpeJiibu OPOj MOJIEKyJia Y TOj obiacTu

(N(d)) = dv / / Za ) @y (7.38)

Cpemmba, JTOKaJIHa TYCTHHA MOJICKYJIa Y eJIeMEeHTy 3ampemune d°r’ oko 7/ jenHaxa, je

<n(1)(77/)> — Wc(lgi—/ / /25 —»N) B3Ny (739)

OHa ce HA3UBA U jeJHOYECTUYHA T'YCTHHA (CUHIJIETHA pacrojesa). [Ipumernmo ja oHa Tpeji-
CTaB/ba CPEIbY BPEIHOCT 110 aHCAMOJIy JUHAMUYKE ITPOMEH/bUBE

nM (7 Z §(F, (7.40)

Osge je 7' mapamerap, jep 3a cBaky Tauky y mpocropy n'Y(7 ') mocraje pasmmumra ciydajna
IPOMEHJbUBA.

[TomrTo Mapruna Ha rycTHHA PACIONENE YBEK MOYKE JIa Ce MIPUKAXKE KAo CPEEba BPEIHOCT Je/ITa
bynkimje (jemnadmmna B.49), osnaumvo ca PY(7') Mapruraamy rycTury pacrosese 3a KOoopInHaTe
IPBOTI MOJICKYJIA,

(7" / / (7', ... PN) d°ra.. dTN—/ / (7 =7 ") P(Y) &, (7.41)

Crora je (n")(7')) jemnaka 36upy MapruHAJIHHX pacojesa KOOpAWHATA 32 CBAKH MoJle-
kyi; (nM(7'))d*' auje jenmaka BepoBaTHOhM Ha/aXkema GUJIO KOjer MoOJIeKyJa y eJie-
MeHTy 3anpemmune d°r’ jep je BepoBaTHoha 36upa gorabaja

P(monexyn 1y d*r' + monexyn 2 y d®r’' + ... + monexkyn N y d°r')

7.42
# P(monexyn 1y d*r') + P(monexyn 2 y d*r') + ... + P(monexyn N y d*r'), (7:42)
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jep cBu jorabaju ,MOJIeKyJ i y d°r’“ HuCy MCKJ/byuHBH, OCUM akKo je d°r’ jako Majio Tako Aa
HajBUIe jegaH MoOJIeKyJ Moxke ga ce Hahe y Toj zampemunm. Taza (n()(7')) mocraje
jeJHaKa TYCTHHI pacHoferne HajlasKerha OMIo Kojer MOJICKYJIa Y eJIeMeHTy 3ampemume dor':

N N
P(Z MosleKyn iy d°r') = Z P(monexyn i y d°r')
. = (7.43)

= POFEd = NPOF)d*r' = (nW(7))d™.

=1

JelHodecTYHA T'YyCTUHA HUje HOPMAJIN30BaHa Ha jeJIMHUILY, HErO Ha OpPOj MOJIEKY/Ia
/( (7! d3’—N/ 7 )d®r’ = N. (7.44)

3a xomorene duyuae (n (7)) je ymudbopmma (ocuMm y Hemocpemnoj GJHM3MHH MBHIA CHCTEMA
(na rpanunu ¢asza), mTo OOMYHO 3aHeMapyjemo). Y TOM ciaydajy, u3 jejHadmue 7.44 Haa3uMo
(nW(F ") [ &' = N, 1j. (nW(F")) = & = n, WTO CMO paHUje KOPUCTUIIM 38 UECTHIHY TyCTHHY.
VY criospallimbeM [oJby, jeIHOYeCTUYHA I'ycTHHA (BJIyHIa MOYKE 3aBUCUTH OJI MOJIozKaja Tadke 7 .
Bpoj maposa MoJieKyI1a 3a JaTy KOHMUTYpaImjy MoaeKyaa 7 y HeKoj obaacTu S u3nocn

N N
:ZZIZ'J'(S77:;’F}>7 (7'45)

i=1 ji
rae je 1;;(S,7;,7;) dynknuja koja Bpaha BPEIHOCT jeHAKY jeJMHUI aKO CY MOJIEKYIH { U j y
obsact S, a Hysna ako nucy. Bpoj maposa mosekysia I1(.S) 3aBucn oj KoopjmHaTa CBUX MAapoBa
MOJIEKYJIa T; U T; ¥ J1aToj KoHdurypanuju mosekya. [Ipumernmo jga 6poj naposa 3aBHCH OJ1 TOTa
KOJH MOJIEKYJI je Y KOjOoj TauK! IIPOCTOPa, Tj. HUje UCTO Ja JIU je IPBU MOJIEKYT y T, & JIPYTH Y T
nin oopuyTo. Cpenmpbu 6poj maposa J100Hja ce yepeambaBabeM 10 ancaM0OJIy Opoja maposa 3a CBaKy
KOHMUTryparnmjy MoJieKysia

/ /ZZLJ S, 75, 75) P(FY) d*r. (7.46)

=1 j#i

AKo ce zalpeMuHa CMambyje Tako Ja ce IPBU MOJIEKY/I HalasH y eJeMeHTapHo] 3aupeMunn d°r’, a
npyru y d3r” oko Tawaka 7' u 7", onja je mHAMKaTopcKa (byHKIMja Koja GPOjU IPUCYCTBO Iapa
MOJIEKYJIa Y TUM 3allpeMUHaMa jeHaKa

[Z-j(ds‘r’, &7, 7)) =0(r — 7 ")o(r; — 7" dPr dPr”, (7.47)
a cpeiby 6Poj MapoBa, MOJIEKYIIa

(I(d' ")) = d°r'd*r” / / 225 7y — 7 ") P(PN) d*Nr. (7.48)

=1 j#i

N3 oBora mpousmniazu Jia JIOKaJHa TYCTHHA CPeJiiber Opoja mapoBa MOJIEKY/1a H3HOCH

o oy 11 dgrl,dg // . .
@ 7y = <d3T, yT / / ZZ@ C—FPEN) PNy (7.49)

i=1 j#i
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Ona ce HasWBa W ABOYECTUYHA TyCTHMHA (mapHa pachojena). JluHaMudka IpoMeH/bUBa KOja
omucyje 6poj maposa MoJieKyJia y Taukama ' u 7" usnocn

WO = 33 6 7 (7.50)

=1 j#i

MaprunaJina rycTuHa paciojelie Ja ce IpBu MojeKya nahe y 7/, a npyru y 7", jennaxa je

PAOF 7" / / (7', 7", Py ) dPrs.. drN_/ /w 7oy — 7 ") P(P) d*Nr.

(7.51)

[Tocroju N(N — 1) napoBa MoJieKyJIa, 1a je JBOYECTHYHA I'YCTHHA
@7, 7))y = N(N —= )P/ 7"), (7.52)
a IheH MHTerpajl U3HOCH

// VW dr'd*r" = N(N —1). (7.53)

AKko cy eneMeHTapHe 3anpeMuHne d°r’ u d°r” Toamko maje Ja ce y buMa Moxke Hahu
HajBUIlE jeJaH map MOJEKYJia, oHja cy jgoralaju ja ce cBu mapoBu Mojiekyaa Haly y Tum
sampevunava uckpyausn na (n? (7’ 7 ")) moctaje rycruna pacnojesie Hamaxema GO KOT
napa y sanpemunama d>r’ u d3r”,

N N N N
Z Z MOJIeKY1 4y d°r'm Monexyn j y d°r’) = Z Z P(monexyn i y d*r'u mosexyin j y d°r”)
1=1 j;éz i=1 j#i
_ ZZP d3 '3 — N(N N 1)P( )(—»/ —»//)d3 '3 — <n(2)(F/,F/,)>d3T/d3T//.
i=1 j#i

(7.54)

Huje Temko yommruTu JloKaaHe TyCTHHE 34, JeJIHy YeCTHUILy WU Iap YeCTUIa Tako ja JedrHu-
IIeMO JIOKAJIHY TyCTHHY k-TOpku (k-decTuYHy T'yCTHHY) y Taukama I, Ta...T,

(n™)(z, 7 / /ZZ Z G )O(Fy — @)...0(F — Z) P(FN) d*Nr
i=1 jAi kA (7.55)
NI

(N = k)

riae je MapruHaJiHa I'yCTHHa pPacIiodesie 3a k KoopJauHaTa

PY(E), .. 10) = / /5(7?1 — 21)6(7y — Za)...0(F% — Z) P(7) d*Nr, (7.56)

Ako HaMm je mo3HaTa k-4ecTUYIHA I'yCTHHA, OHJIA JIAKO MOXKEMO Halll 9eCTUYIHY I'YCTHHY 3a Marbn

PW®(Z), Zy.. 7)),

O6poj MoJIeKyJIa s,

oL N —k)! R,
<n(8)(3;1,x2...x5)) = ﬁ//(n(k)(xl,mga:k» d37’s+1d37"5+2...d37"k. (757)

O6pHyTO He BaXKu, He MOXKEMO OJIPDEJIUTU YECTUIHY I'yCTHHY 3a Behu Opoj MOJIeKysa ako je 3HaMo
3a Mambu OpPOj MOJIEKYJIA.
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Hpumep 7.3. OnpenT IBOUECTUYHY TYCTUHY 3a UJICAJTHH Tac.

Pewemwe: Ilorennujaiina enepruja m KOHMUIYPAIIMOHU WHTErPAJI MUJIEAJTHOT Taca Cy jeJIHaKU
nym u V. Kopucrehn uspas 7.10, HaIasuMo JBOYECTHYHY TYCTHHY

<n(2)(7;»/ —»// / / —BU(r (2)( //) dgNT

VN/ /ZZ& i — ") d*Nr

i=1 j#i
N—-2
_NW VYR NN-T e
VN VvV

Mozke ce MOKa3aTH Ja je s-decTHdHa TycTHHA mieamHor raca (n'®)(7..7%)) ~ (nM)s. Makme,
y HJCAJTHOM Tacy He IOCTOje KopeJsallfje MOJI0XKaja YeCTHIa, Tj. MOJI0XKaju MOJIEKYJ1a cy Mehy-
COOHO HEe3aBUCHU.

Y OTBOPEHOM CHCTEMY, S-4eCTUYHE I'yCTHHE ce J100hjajy yCpeliberheM S-9ecTUIHe I'yCTHHE U3
KAQHOHCKOI aHcaMOJ1a 110 PacIoe/d BepoBaTHONE 3a Pas/imIuT OPOj MOJIEKYJIa CHCTEMA,

(D (@) vr = (0 (@ Z)) v Pvr(N). (7.58)

N>s

Hbuxos naTErpas n3nOCH

/ / ) (7y..2,) Nuvr dxy..dPrg = Pyr( / / O(F)..2,)) nyr oy dPag
Z ! < N! >
= - s)! (N=s)/ w1

7.5 Kopenamuone dpynkimje™

(7.59)

36or mocrojamba Mel)ymosieKyJICKUX MHTepakiifja, MOJIEKYJId ce dYelihe HaJjia3e y
opeheHuM JesioBUMA IIpocTopa. JacHo je ja jorahaj j1a ce Mosiekys Hale y HEKOj OeCKOHATHO
MaJI0j 00JIaCTH IPOCTOpa 3aBuUCH O] jorahaja jia ce Jpyru MoJieKy/an Haly y OKOJIMHU Te 00JIaCTH
(ymopeuru ca npumepom b.19), mrro 3Haun ja i gorahaju HuCY He3aBUCHH. Y HMPETXOIHOM OJIC/b-
Ky CMO pa3MaTpaJjiu Opoj MOJIEKYJIa WM TapoBa MOJIEKY/Ia Yy jeJTHO] 00/JIaCTH U IIITa ce JIeIaBa Ca
IbUMa KaJi ce 00J1acT cMatbyje 10 ejeMmenTapue. OBjie HAC UHTEpeCyje 3aBUCHOCT OpojeBa MOJIEKYJIa
y JiBe 00J1aCTH, IITO he HAC JIOBECTH JI0 TI0jMa apHe Kopesaluone pyHKIMje, Koja je Haj3HadIajHIja
dyHKIIMja 3a MpoydaBame CTPYKTyPe U TEPMOJIMHAMUYIKUX OCOOMHA T€IHOCTH.

Kopenanmona dyuakmuja C (7', 7") 3a qse ciiydajHe IpOMEHIbUBE KOje TapaMeTAPCKU 3aBUCE
on koopaunara, A(7') u B(r"), nedunurre ce Kao Cpejiba BPEJIHOCT BUXOBOI TPOU3BO/IA

cr',r"y = (A(F")B(F")). (7.60)
Omna 3aBuCH 0O KOOpJMHATA CJIyYajHIX TPOMEH/bUBUX. 38 HE3ABUCHE CJIydajHe IPOMEH/bUBE BarXKu

(AP B ") = (AF))B(") (7.61)
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(To je mpaBmiio 4 U3 0COOMHA CpEJithe BPEIHOCTH Y MOIJIaB/by O BepoBaTHONM). AKO ciydajHe 1po-
MEHJbUBE HUCY HE3aBUCHE, IbUXOBY 3aBUCHOCT KBAHTUTATUBHO MOXKEMO U3PA3UTH IIOMONY KopeJia-
nrone dyHkuuje paykryamuja ciaydajaux npomenspusux, S(777, 7). Ona npencraBiba pasinky
usMeljy cpejiibe BpeHOCTH IIPOU3BOJIA U IPOU3BO/A CPEJIILUX BPEJHOCTH CIyYajHUX POMEH/bUBUX

S, 7)) = (GAF)SB(r ")) = (A7) = (AT )N(B(") = (B "))

= 1 > 11 (762)
= (A()B(7")) — (A7) (B("))

u ojrosapa kosapujancu (jegnaunua B5.55) cayuajuux npomerssusux A(7') u B(r"). Ilogcernmo
ce Jla je y BepoBaTHONM KOpeIaroHn KoeuIjeHT 010 jeIHaK KOBaPUjaHCH OJIE€/HEHO] KOPEHOM
IPOM3BO/Ia BApUjaHCH JBE CJIydajHe MPOMEeH/bUBE.

Oszie Hac mHTEpecyjy KopesanmoHa dyHkmuja duaykryanuja 6poja mosekyma N(S)
u N(Sy) y aBe obsactu S; u Sy, Koje ce Hajase y cyiy samnpemute V (cimka 7.3). Tu 6pojesu
MOJIEKYJIa Cy CquajHe [IPOMEH/bUBE U HUXOBA KopesanuoHa GbyHKImja GIyKTyanuja n3HOCH

(ON(S1)0N(S3)) = (N(S1)N(52)) — (N (51)){N(52))

-t S (Lot [ 3
= /S | (M (7)) d* /S 2 (") dr”,

Kako 6u Tpancdopmucaan oBaj n3pas, TOMHOKUMO MIPBO CyMe ca JieaTa (DyHKIIIjaMa

NN = [ .. | ( / | / Y Y > P Ny

2 4=1 j=1

- /S (@) /S A

Y caenehem Kopaky, pa3jaozKHMO JIBOCTPYKY CYMY Ha Y4JIaHOBE KOjU MMajy UCTU UHJIEKC ¢ U 1JIAHOBE

-1\ 33,0 SN\ 3N
— 7 )dr)P(r )d>r (7.63)

(7.64)

KOjU MMajy pasmvinuTe WHJIEKCe ¢ U ]

(SN(S1)6N(S,)) / dr / dr / /5 7" — 7 YPEY) d*Nr
S1 Sa

+ ZZ/& dr’ /S d%“/.../a(ﬁ — 7o — 7Py Ny (T.65)

i=1 j#i

- [ty [ aenyer

Kopucrumo unenrurer 3a jnenra dyukuujy 6(7; — 7 )o(7 — 7 ") = 6(7; — 7 )o(F ' — 7 ") y cy-
MU 10 UCTUM YJaHOBHMA i. JIaH KOjU caJp:Ku Jpyry cymy TpaHchOpMHIIEe ce y MHTErpas 1o
JIBOYECTUIHO] TYCTUHU

(GN(S1)IN(Sy)) = ﬁ:/g d3r'/s2 d3r”/.../5(ﬁ- — 7O — 7P d*r

/ d3 // >d3 //_/ <n(1)(7:»/)> d37“// <n(1)(7;'//)> d3r//.
S1 Sa S1 Sa
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Vckopuctumo jrebuHunmjy jeJHOYeCTuIHe TYCTHHE JIa TPAHC(HOPMUIIEMO [IPBU 4/IaH
(GN(S1)ON(S,)) = / (7)) d [ o= &

(7.67)
[ [ (@) = O O

~o OP OpeTs O

O 0o dd O
%OQC©©7 Q?C O

5 7 S0
O O POBEE S o
o O JOB 000

Cnuka 7.3. Kondurypanuja Mosekyna y cy/ly 3amnpeMune V' Koju caJIpyKu IPOM3BOJbHE 001acTh S
n SQ.

"

Unrerparmjom o 77 kooppmuatama y obmactu Se menra dyukiwmje §(F ' — 7 ") mobujamo

!/

jeqmHUIy ako Tadka T ' mpunaja objactu Se W HyJIa ako He mpunaja. Crora je 3a XomoreHe

cl)JIyI/I,ILe IIPBU YJIaH je,[LHaK
n(1)7/d37/ 67/_7// d37”—nL S S 468
1 2)
S1 Sa

rie je V(S1 N Sy) 3anpemuna npeceka obmactu S u Ss.
Hedunummmo mapHy Kopesianuony byHKIujy (Kopenanuony dbyHKIUjy HapoBa MOJIEKYJIa)
9B T "),
(@@ 7 ") = D)) (T ") gD (F 7). (7.69)

=/ —’I/

O6muno me zammcyjemo ropmu unjexc (2), g? (7' 7 ") = g(F',7"). 3a xoMoreHe m M30TPOIIHE
dutynsie Baxku Jia BUXOBE OCOOMHE OCTajy HerOMeH)eHe Yy OJIHOCY Ha TpaHCJAIU]y U POTalujy
npocropa. To yrude ma sasucnocr (n® (7,7 ")) u g(¥',7 ") on Koopaumara. YMECTO IMeCT Ko-
op/IMHAaTA, JIOBOJBHO je OJIPEJINTU CaMO jeJIHy, KOja ce OJIHOCU Ha PeJIATUBHO pacTojarbe r m3Mehy
MoJiekyJia. HermpoMeH/bUBOCT y OJIHOCY Ha TpaHC/IaIujy oMoryhyje jia cTaBUMO KOOPMHATHH CH-
cTeM y jesian MoJiekysi. HempoMeH/buBOCT y OJIHOCY Ha POTAIUjy JOBOJIHU JIO TOTa Jia yraoHe cepHe
KOOpJIMHATE JAPYyror MoJjeKy/aa Hucy mnorpebne. Ocraje caMo pelaTHBHO pacTojarbe, TaKo Jia je
@ F 7"y = (n@(r,0)) = @ (r)) u g(7',7") = g(r,0) = g(r). Jakre, 3a xomorene u
U30TpOIHE PIIYHJIC BasKH

(n(Q)(r)) = n?g(r). (7.70)

[Tapuna kopesanuona (GyHKIHja IIPEJICTaB/ba OJICTYIAbE JBOYECTHYHE T'YCTUHE O] JIBOYECTUYIHE
ryctune ujaeaHor raca. OHa ce 9ecTo Ha3WBa W pajiujasiHa (pyHKIHFja paciojiele.
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Y caydajy XoMoreHux u u30TpomnHux Giyujga, KopeiannoHa GpyHKImja GiayKkTyammja 6poja
MoOJIeKyJ1a y obactuma S7 U Sy M3HOCH

(SN (S1)5N(S)) = nV(Sy N S) + n? / & / — 1) (7.71)
S1 Sa

Kana cy obmactu S7 u So unentudne, S; = Sy = S, oHja je Kopesnaruona ¢pyHKnja QIyKTyarmja
6poja Mosekyaa y obmactu S

((ON(S))?) = ) +n /d3 ’/ —1)d*". (7.72)

Ba Geckonauno Maje objactu S; u Sy ca zampemunama d3r’ u d®r” kopenamnuona QgyHKIMja
duaykTyannja 6poja MOJIEKy/a y THM 00JacTUMa jeHaKa je

(N (dr)aN (dr")) = (D7) =7 ") d*r'd®r" + (W (7)) (D (7 ")) (g(F ', 7 ") = 1) dr'dr”,

(7.73)
a KopejanuoHna yHKIuja QIryKTyanuja JiokajaHe (jeJHOYeCTUIHE) I'yCTUHE
ON (d®r")ON (d>r"))
5 (1) 5 AN <
(on' (" ")on ( ) B d3r" (7.74)

= (OGNS =7+ D) D7)~ 1),

3a xomorene u w3oTporte dJiynie kopesauona GyHkimja HIyKTyalnja JoKaaHe I'yCTHHE 3aBUCH
caMo O] pacTojama n3Mehy Tadaka

(6D (r)6nV(0)) = nd(r) + n(g(r) — 1). (7.75)

Yran nd(r) pasiamauT je o HyJe caMo ako nocMarpamo (bJIyKTyaryje JIOKajJIHe I'YCTHHE Y UCTO]
tauku. Crora je (n™M (r)nM(0)) = n2g(r), mTo onpasapa Haswe Kopenamuona dbyHKIHja 3a g(r).

[TocToje Tpu HaumHa Ja ce mapHa Kopesianuona GyHKIHja oapean. [Ipsu naunn je pernaBameM
AIPOKCUMATUBHUX jeJHavInHa, Koje Hehemo m3BomuTu opje. Jpyru HauuH jaje er3sakTHO pellerhe
U KOPHUCTU METOJIe MOJIEKYJICKUX CUMYyJallija Ha padyHapuMa. [pehu HauWH je eKCliepuMeHTaJI-
HU, IIyTEeM pacejara X-3padea i HeyTpoHa. Ormmrra ocoOnHa napHe Kopeanuone pyHKIIje 3a
TEIHOCTH je Ja MMa jeJlaH WJIM BUIle MAKCUMyMa KOjU OI1a/1a]y ca pacTojameM, TaKo Ja 3a PacToja-
wa n3Mely Mosiekysia Koja cy Behia 0J] HEKOJIMKO MOJIEKYJICKUX ITPEYHUKA OHA ACUMIITOTCKH TEXKU
jemuuunu. Y ciydajy Majaux cepHux MoJIeKyJIa Wil aroMa Koju unreparyjy Jlenap-Iloyrncosum
MOTEHIIjaI0M, MAKCUMYMU OJIrOBapajy yMHOIIINMA [IpeYHuKa Mojekysia (ciauka 7.4). Makcumy-
MH Ce HaJjla3e Ha pacTojaruMa IJie je BepoBaTHHUje Hahu MOJIEKY/T OKO Mm3abpaHOor MOJEKYyJa Kojer
nocmarpamo. Ha Tum pacrojamuma MosieKyn o6pasyjy KOOpAWHAIMOHE JbycKe (MPBY, APYTY ...)
OKO m3abpaHor MoJieKyJsa. Y peheme MoJiekysia y Jbycke je Tociaeauna jake ojbojHe cuie msmelhy
MOJIEKYJIa Ha PacTOjabUMa MarmbUM OJI IPEYHUKA KOja He JIOYIITa caxKuMarmbe Mojiekysia. [lomrro je
g(r) = 1 3a ugeayne racoBe, TO Ha pacrojamMa Koja ¢y Beha 01 HEKOJIMKO MOJIEKYJICKUX TTPETHUKA
He 1tocToje (hayKTyallje Kopealuja rycTure. Y peheme MoJieKyia y TeYHOCTUMa, je BeoMa KpaT-
KOr' mipocTopHor orcera. Crora mapHa Kopesannona (GbyHKIHja HOCH HHGOPMAIje O CTPYKTYpH
MaTepuje U 3aTO Ce CBPCTaBa y CTPYKTYpPHE OcoOUHe CHCTEMA.
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Ciuka 7.4. ITapHa kopenamuona (pyHKIIMja 38 MOHOATOMCKE TETHOCTH.

7.6 VYcaoBHe rycruHe™

YcioBHaA rycTUHA paciiojiejie Hajlaxkema N — 1 MoJieKyJjia ako je jeJaH MOJIEKYJ Y
Ta4KU 7 ' M3HOCH

e—BUF ' 7o . 7N)

P(F,. 7ol ) = P(F’,’Fz...’FN) . B B 67/BU(F/7F2.A.FN)
(TQ-..TN|T ) - P(l) (/,7/) - f_“fe—BU(F ! 7o TN dBro..d3ry - f f e*ﬁU(F " N d37"2,__d37"N.
ZN

(7.76)
[Tomohy e Moxkemo jrepuHECATH YCJTOBHY jeTHOYECTUYHY T'yCTHUHY Yy Ta4yKU 7 aKO ce
je/laH MOJIEKYJT HAJIa3u y TadKu 7 '

n(F |F') = (N — 1)/.../13(7?, Py |7 ) dPrs...d®ry. (7.77)

Taxobe, yc/ioBHa jejiHOYECTHYHA TYCTHHA jeJHAKa je IMPOU3BOJLy MapHe KopeJaluoHe QpyHKIHje U
jeTHOYeCTHIHE TYCTHHE:

= g(7, 7 ") (nW (7). (7.78)

3a xomorene n mzorponne duynie Baxu n(r |0) = ng(r). Ycrosna jeamnodectndna rycTHHA HUje
yHI(DOPMHA, jep MpejcTaB/ba I'YCTUHY MOJIEKY/Ia Y MOJbY CHJIA jeJIHOT MOJIEKY/Ia Y KOOPJAUHATHOM
noverky. Cucrem o npeocrajux N — 1 MojieKyja HEUje HU XOMOP€H HU u3oTponad. urerpai
YCJIOBHE je JHOUYEeCTUYIHE TYCTHHE Y HeKOj 001acTu S gaje 6poj MOJIeKyJIa OKO ITOCMAaTPAHOT MOJIEKYJIa
y TOj 00J1aCcTH,
N(S) = /n(F 0) d®r = n/g(r) d>r. (7.79)
s s

Osa dopmysia HAM Jlaje HAYUH Ja U3padyHaMo OpOj MOJIEKY/Ia Y PasIuduTUM KOODIHHAIIMOHUM
JbyCKaMa OKO M3a0paHOr MOJIEKYJ/Ia TaKo ITO NeMO MHTErpaJuTi MapHy KOpesalyuony QpyHKIUjy y
rpaHUIAMa JbyCKH.

PasmoTpumo ycJI0BHY I'yCTHMHY paciiojiesie HajlaXKema N — 2 MOoJIeKyJia aKo je IO3HATO
Ja ce JaBa MoJieKyJia Hajlaze y tTadkama i m 7"

P(F/, 7:»//’ 773...77]\]) 6—BU(F ' TN

— — -/ 2\ —
P(T’g...?”N|T , T ) = P(Q) (F /’ 7 ”) - f f e_ﬂU(,F I s ) dBrs..dBry (780)
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Ycii0BHA jeITHOUYECTUYHA TYCTUHA y TAYKH 7', KO je MO3HATO Jia ce ABa MOJIEKYJIa Hajla3e
y Tadkama 7' m 7", jennaxa je

(7 |77 = (N—Z)/.../P(F, Fo |7 ") A Py (7.81)

7.7 TepmomunamMmuke BejimunHe™

Cpe/itbe BpeJIHOCTH 110 aHcaMb/Iy MaKPOCKOIICKUX BeJIMUMHA KOje 3aBuce oji KoopjuHata (jeji-
HadnHa 7.10) MOXKeMO yrmpocTuTu moMohy YeCTHYHHUX I'yCTHHA, IIITO YMHOIOME OJIAKIIIABa HUXOBO
n3padyHaBame. MaKpoCKOIICKe BeJIMYMHE jeJHaKe Cy 30Mpy MCTOBETHUX 4YJIaHOBA, KOjHU
cy dyHKIHje NojeAMHAYHUX WJIN IIapoBa KOOpAWHATa MoJieKyJa. VIcToOBeTHOCT 4jIaHOBa
omoryhyje ma ce mUX0OBe cpeambe BPEJHOCTU CBOJIE HA MHTErpajie mo jeJHOYECTUIHO]
WJIN JIBOYECTUYHOj I'yCTUHMU.

Pasmorpumo mpBo cirydaj Kajga MaKpOCKOIICKA BeJindnHa A 3aBUCH O] KOOPAUHATA I0je nHad-
N
HUX MOJIEKYJIa, KA0 HIP. y CJydajy MOTEHIUjaHe eHepruje Y TPABUTAIMOHOM 1ojby, A = Y a(7).
i=1
Cpe/itba BpeTHOCT Yy KaHOHCKOM aHcaMmO/1y Bennduae A nsHocu

N
(A) —/.../APNVT(FN) Ny = ;/.../Za(ﬂ)e‘BUd?’rl...d3rN
i=1

i (7.82)
:N/.../a(ﬂ)ez &Pry...dPrydr, :/a(F1)<n(1)(F1)>d37‘1.
N N
Cpenmba BpeIHOCT MaKpOCKoIcke Bermdanne A = > > a(7;, 7;), Koja je jeqHaka 30upy 4IaHoBa
10 KOOP/IMHATAMA CBUX MAPOBa MOJIEKYJIA, CBOJHU CE T ]EIEITeraH
1 N N
(A) :/.../APNVT(FN) d*Nr = E/.../ZZa(ﬁ,f})e—’BUd?’ﬁ...d?’rN
i=1 j>i
= —N(N2_ D /.../a(ﬂ,?ﬁ% &Prs...dPryd*rid®ry = %//a(Fl,Fg)m(Q)(Fl,Fg))d3r1d37“2.
(7.83)

OBu m3pasu Mokasyjy Ja je JOBOJbHO 3HATH jeJIHOYECTHIHY U JBOYECTUYUHY T'YCTHHY KaKO OU
ce oJipejuie MeXaHn9IKe MaKpPOCKOIICKEe BeJIMYuHe. TOIIOTHE MaKPOCKOIICKE BEeJIUYMHE, Kao IITO
jé XeMHujCKH IOTeHIInjajl, TaKohe ce MOry OJpeIUuTH KOPHUIhemeM MOJIEKYJICKEe paclojese, aln je
n3Bohere JOHEKIe KOMIIMKOBaHUje U Ihera NeMo MPecKOInTH.

Ipumep 7.4. I3BecTn n3pas 3a yKyIHY €HEPTHjy MOHOATOMCKOT (DJIyHJIa UUjU ATOMU WHTEPa-
ryjy Jlenapy-IloyncoBum norenrujagom kopucrtehn napuy KopesaanuoHy (pyHKIIA]Y.

Pewere: YKynHa eHepruja jenHaka je 306upy KHHETHUYKe W HOTeHIMjaldHe eHepruje, (E) =
(T)+(U). Cpeama kunernixa enepruja nznocu (T') = $NET. Cpeama norennpjaina enepruja
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J06mja ce KopumihemeM jeanaqanne 7.83,
1 Lo
<U> = 5 / / u(r12)<n(2) (7"1, 7’2)> dSTldST’Q.

Tpancdopmarmjom KoopunaTa 1| U 71 y R. U 719 1 KOpUCTEehU YNLEHUILY J1a jé MOHOATOMCKH
¢y XOMOTeH U M30TPOTAaH, HAJA3UMO CPEJIIby BPEIHOCT MOTEHIINjaIHE €HEPruje

1 V
(U) = 5//U(T’12)<n(2)(7”12,0)>ngcd37“12 = E/U(TH)HQQ(TI?)CZ?)TI?
Nn r

= T/u(rlz)g(rw)‘lm”%z dris.
0

N3paz 3a yKynHy eHeprujy MOHOATOMCKOT (bJiynjia je

o0

3
(E) = §Nk:T—|— QWNR/U(TH)Q(TH)T%Q drs.
0

Ipumep 7.5. VIzBectn m3pa3 3a NMPUTHCAK MOHOATOMCKOT (DJIyHia YWjU aTOMH HUHTEPAryjy

Jlenapn-IloyacoBum norennujajiom kopucrtehu mapHy KopesanuoHy (QyHKIUjY U jeTHAIUHY
5.13.

Pewewe: Y jemnadnnan 5.13 cpesmby BPEIHOCT IO BpEMEHY MOMKEMO 3aMEHUTH CPEIHOM BpPeJI-
HOIIThY I1T0 KAHOHCKOM aHCaMO.JTy,
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TpanchopMmunumo yHyTpaIimbu BUPUjal

N N
1 - - .,
=5 Z Z (F“ T+ F ﬁ) JyIumpaMo cyMy u Kopucrtumo FJY = 0

N N
1 o
=5 Z Z F! - (Fi —T;) KOpHCTHMO 3aKOH aKIlije I DeaKIuje

Il
[~]=
=
/?
Q| @
S
N——
=

|
<

Cpeiiba BpeHOCT YHYTPAIILEr BUpHjaja y KAaHOHCKOM aHcaMO/Iy mobuja ce KopuIimhemeMm

jenHaunnae 7.83,

N
<;F;UFZ> = // d?“lz 7“12712(7“1,7°2)d 7’1d3fr2 __// drm 7’127129(7‘12) dSRcdghz

du(r
2 / ( 12)7“129(7”12)0537”12-

d’l“lg

Nzpa3 3a nputrcak MOHOATOMCKOT (hJIyH/ia U3HOCH

P =nkT —

g(’f’lg)T?2 dTlg.

27Nn 7 du(r12)

3 d’f’lg
0

Kana nocmarpamo dirykTyanuje 6poja MoIeKyIa YUTaBOr CHCTeMa, MOPaMO TPUMEHUTH BEJIUKN
KAHOHCKM aHcaM0JI, jep OHe HHUCY J03BOJbeHe Y KaHOHCKOM aHcamOsy. Kopucrehu jemnaduny 7.72

(6N = ()0 [ @ [ (gantr) -
=+t [ R [ (o) = Dt = () ) [ (Gurlr) = 1)

|4

(7.84)

OBJie cMo mpenn ca KoopauHata 7’ u 7" Ha KoopuHATe TeHTpa Mace R, 1 pejaTuBHe KOOPINHATE
7" 1Ba Mosiekysia. Kopemaruje duykryarmja 6poja MoOIeKy/a y BETHKOM KAHOHCKOM aHCAMOJTy MOTY
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Ce I1oBe3aTu Ca IIpoMEHaMa 9eCTUYIHE I'yCTHUHE yCJIE/I IIPOMEHa IIPUTHUCKa

((6N)?) = kT(N)nsp = _ETNn <3V)TN B _kT<N>2n <8<V/N))TN

vV \9P v oP (7.85)
. :
— kv (28 ey (22
oP )y OP )1 n
N3 nperxojne /Be jeHadnne J100MjamMo jeJTHAYMHY KOMIOPECUOMIHOCTH
0
pr (20— / (Guvr(r) — 1) d*r. (7.86)
OP ) 1 n

Ipumep 7.6. Kopumhemem jeHavdnne KOMIPECUOUTHOCTH WU3BECTU jeHAYMHE CTarba 38 CJIy-
JajeBe: a) MJIEATHOI raca MOJIEKYJa 3a KOJU je g,yr = 1 u 0) raca MOJIEKy/Ia 3a KOjU BarKu
allPOKCUMAIUja v = e P(r) | koja mpescTaBIba PACIIONETY MOJIEKYJIA Y CIO/BAIILEM HOJBY
u(7) OKO IOCMaTPaHOr MOJIEKYJIA.

Pewerve: a) 3a naealnu rac HAIA3UMO

L
KT
6) Jenmadmina KOMIPECHOMITHOCTH H3HOCH

qmje je pernreme n =

kT on :1—1—77,/(6_*3“(”—1)0[37":1+n§,
P ) 1y

rJie eMo cuMbosom B osuadmn uaTerpas. OBa audepeHijaliia jeHaqna MOKe Ce 3aIiCaTi
y OOJIKY
, nB 1

Permeme oBe nexomorene jimneapue jaudepeHIiujaane jeiHaduHe IpBor peja je
[ B ap —[Bap 1 1 Bp
n=el * e I —dP+C | =—=+Cerr.
kT B

1

N3 ycioa n = 0 3a P = 0 mobujamo koHctauty murerparuje, C' = 5 JeHAaUMHY cTama

MOKEMO Pa3BUTU y CTENEHU PeJi 110 jeTHOYECTUIHO] I'yCTUHH,

n2B2 n3é3 n4é4
7 3 1 +...].

kT ~ kT -
B B
N3 oBe jennadmne HaJIa3uMO M3pa3 3a JPYTI'd BUPHUjAJTHU KOCMUITHjEeHT

B 1
BQ(T) - —E == 5 /(1 - efﬁu(r)) dgr.
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JacHo je /a je oBa ampokcuMaliija napHe KopesjalnoHe (byHKIHje KOPUCHA caMO 3a TacoBe Ha
peJIATUBHO HUCKUM IPUTHUCIAMA.

7.8 Ilorennujau cpenme cuie™

[Torennujas cpejbe cuiie je BEpOBATHO HajBayKHUja BEJIUINHA [TOBE3aHA Ca MOJIEKYJICKUM IIPO-
mecuMa y TedHocTrMa. Vako ce MOJIeKyJn HermpecTano Kpehy, caMo IIpoMeHa jelHe WU BUIIe
KOODJIMHATA, KOje Cce Ha3MBajy peaknuoHe KOOpAWHATE (UK HapaMeTpu MOPeTKa, Y 3aBUCHOCTH
OJ1 KOHTEKCTA), JIOBOJIM JI0 OJIUIPaBatba Iporieca. Peakimone KOOpIRHATE CACTOje ce 0J] KOOPIMHATA
jeJHOr WIn BHIe MOJieKy/ia. Ha mpumep, XeMujcke peakiiije MOy YK/bY9UBaTH IIPOMEHY pacToja-
bha HOje,Z[I/IHI/IX aTOMa UCTOI' UJIN PA3/IMIUTUX MOJIEKYJ/Ia, JIBa ,[LI/Ije,ZLpaJIHa yIvila aMUHOKHCECJIMHCKHUX
ocTaTaka IMPOTENHA CIyZKe 3a KJIacuduKanmjy KoHMUrypargje mpoTenna, 10K Cy KOOPJANHATE MO-
JIEKyJIa pacTBapada y KOODAMHAIMOHUM JbyCKaMa MoTpebHe 3a pasMaTparmbe KpeTama joHA, eJleK-
TPOH& WJIU TIPOTOHA Y PACTBOPHUMAa. ¥ CTATUCTUIKO] TEPMOIMHAMMUIIN YKEJTMMO Jia Hal)emo rycTuHa
pacriojiejie peaklMOHUX KOOpPAWHATA U HEHY Be3y ca paJioM KOjHu je moTpedbHO u3Bp-
IINTU KaKo OM ce CHUCTeM IIOMepHo YK TuxX koopaumHarta. Taj paj je jeagHaK IIpoMeHH
MOTEHI[NjaJIa CPeahe CUJIe.

Pasmorpumo jejHocraBan nmpumep Ha Kome heMo mokasaTu Be3y u3Mely moTeHIujaia cpejimbe
cuJIe U TYCTHHE Paciiojiesie peakimone koopannare. [locmarpajymo Ba MoJsiekyta ca KoOpuHaTaMa
7' u 7" Koju ce Haa3e y XOMOTeHOM 1 U30TporHOM (rywy. [ToTrermnujanta enepruja HHTepaKIyje
nBa Mostekysna u(r’, 7 ") mpejcraBiba paJ KOju je MOTpeGHO YIOKUTH KAKo OH ce JBa MOJIEKyJa ca
HeCKOHAYHOT pacTojarba JoBesa Ha Koudurypanujy 7' u 7" y Bakyymy. Unak, y diyuy nocroje
JIPYTH MOJIEKYJIM KOJU MHTEPAaryjy ca MoCMaTpPaHUM MOJIEKYINMa TOKOM IbUXOBOT ITPEMEITAhA, Tj.
OCTAJIH MOJIEKYJ/TH HUCY (PUKCHPAHU, HETO U BbUXOBO KpeTame Tpeba y3eTn y 003up Kajia pa3Marpar-
MO TIOMepare m3a0paHuX MOJIEKY/Ia. 3aTO paJl MOBe3aH ca J0BODemeM MOJIEKyJa ca ODECKOHATHOT
pacrojamba Ha pacrojambe r = |7 — 7| y dbuaynny oxrosapa mpoMeHH BeJUUMHE KOjy HA3HBAMO
HOTEHIjasl cpefme cuie F(r).

Y ciyuajy duynmga ca N MoJieKysia Ha TeMieparypu 1’ u 'y 3anpeMunu V', mapTuiimona pyHkK-

— 1 _ ,’—,'N
e BF = N'—>\3TN//€ BU( )dgNT, (787)

rie je F' Xenmxomos norennujais. AKo dpukcupamMo iaBa MoJeKysia y kKoudwurypamuju ' u 7"

1ja M3HOCH

MOTEHITNjAJI CPeJIIbe CHUJIe Cce M3padyHaBa yCpeImhaBambeM 0 KOHMUryparumjaMa CBUX OCTAJINX MO-
JIEKyJla, jep cMaTpaMo Jla ce OHU MOT'y KpeTaTu,

—BF(r) _ —BU(F "7 " 737N 33 3
e = v '/\3(N 2)/ / 3-TN) dPrg. . dPr

_ / 3y — 7 )o(7y — 7 ")e PUTRTIN) @By PrydPry. dPry (7 83)
)

(N — 2)|/\3(N 2)

Znyr PO(F 7"
N—2 ’

(N — 2NV

rie je P?)(7/,7") maprunanana pacrojena Koopaunara ¢/ u 7"
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3a npomeny norernujaia cpeamwe cuiie AF(r) = F(r) — lim F(r) usmeby aBa crama Kajua cy
r—r00

IOCMaTPaHU MOJIEKYJIN Ha PacTojamy r 1 Ha OECKOHAYHOM DaCTOjamy BayKd

Znyr PP (7 7

N(N=1D)PR(F "7 ")

~BAF(r) _ (V-2 _ n? _ g(r) _ g(r) _
¢ lim ZNVTP@)gN’g)”) lim N(N—l)P(ZQ)(F’,F ") lim g(r) 1 g(r). (7.89)
r—oo (N=2)IA% r—00 n r—00

N APYTroM KOpPpaKy CMO IIOMHOXKWJIM UMEHWJIAIl U 6pOjI/IJIaH ca % KaKo OHCMO ,ILO6I/IJII/I IHapHy

Kopesarnuony dyukiujy. Ako yamemo sa je F'(0co) = 0, oHa HaIA3UMO peJialujy

g(r) = e PF0). (7.90)

F(r),g(r) g(r)

F(r)

Camka 7.5. Iorennujan cpenme cuite F(r) u mapHa Kopesarmona GyHKuja g(r) 3a MOHOATOMCKE
TEYHOCTH.

Ba pasmuky o Jlenapa-IloyHcoBe moTeHInja/IHe €eHEPrije HHTEPAKIje IBa MOJIEKYJIa, IOTeH-
[HjaJI CPeIbe CUJIe UMa HEKOJIMKO MHHUMYMa, OJIBOjeHa MAaKCUMyMHUMa 3a cdepHe MOJEKYJ/Ie I
aroMme TedHoctu (cauka 7.5). Makcumymu u MUHUMYME Ce jaB/bajy Ha pacTojamiMa uMely mo-
JIEKyJIa 3a Koje IapHa KopesalroHa (QYHKIFja UMa MUHEMyMe h Makcumyme. Maxcumymn 1o-
TEHIIMjaJla Cpe/iibe CUJIe IpecTaB/bajy Oapujepe 3a M3ja3ak MOJIEKYJIa U3 KaBe3a KOju CTBapajy
OKpPYKyjyhu Mosekysn. MoJjiekyyim y pacTBOpUMa ce CTOTa BUIIE MTOHAINA]Y KAa0 MOJIEKY/IN 3aTBO-
peHr MOJIEKYJIMMa pacTBapada HEro Kao cJI000HU MOJIEKyJd. 10 ce Ha3mBa edekar Kapesa.

Ipumep 7.7. llokazaru 5a je cpejmba cujia Koja Jieslyje Ha IPBU MOJIEKYJ jeJHaKa 30Upy Jiu-
pekTHe cujie u3Mehy JBa mocMaTpaHa MOJIEKY/a U CUJIe WHIYKOBAHE OCTAJIUM MOJICKYTUMA
aKo je YKYITHa MOTeHIMjaIHa eHepruja jeiHaKa 30Upy MOTEHIUjaTHIX eHepTrhja WHTEPAKIIIje
MOJIEKYJIa 110 TTapoBuMa. [Ipukasaru Japyru @iaH Kao MHTErpaJl 10 yCJIOBHO] jeTHOYECTHIHO]

I'yCTUHHU.

Pewerve: Cpemma crta Koja Jieslyje Ha IPBU MOJIEKYJI je IpaJiijeHT IHOTeHIjaIa CPe/Ihe CIIe
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mno r ',

5 ZNTL2
- 1]...‘[6/6_6[]1\’(77/’? "7 TN) dSTg...dgT’N
N ﬁ f...fe_ﬁUN(F SUIE R d37"3...d3’f‘N

, . 1. 1. (N(N-1 I
(F'Y==V'F(r) = EV'lng(r) =—V'In <¥/.../6_MJN(T 7T TN (B d37“N)

[TomTo je yKymHa HOTEHIMjaIHA €Hepruja jeJHaKa 30Mpy eHeprHja M0 HMapoBHMa MOJEKYIIA,
MOXKEMO H3/IBOJUTH 4JIAaHOBE KOJU Ce OJHOCe Ha IIOTCHIMjaJIHy CHEPrujy OCTAIuX MOJICKYJIA,
YJIaH KOjU ce OJJHOCH Ha MHTEPAKIIN]y OCTAINX MOJIEKysa U JiBa IlocMaTpaHa MOJIeKyJa, Kao U
41aH MOTEHIMja/THe eHepruje HHTepaKIrje JiBa IocMaTpaHa MOJIEKYJIa,

N
Un(F' 7" T F) = Uno(Fonn) + Y (u(i ' 7) + (7 7)) + (7).
=3

BaMeHOM OBOI M3pa3a y jeIHAMUHY 38 CPEJIby CUIY JT00HjaMo

f fe—ﬂUNF 7 e N ( Zv/ ( ) V/ (—»/ —»//)) d37”3...d37’N

- fe—ﬂUN 7T TN) By dBT Ny

(F1) =

Kopucrehu rycrumy pacnogxeﬂe Hastazkema N —2 MoJteKkyta y oapehenoj KoHdpurypanmju r3...7y
ako cy nBa mosiekyma y 7' 7" (u3pa3 7.80), nperxo/Ha jeHAKOCT TpaHChOPMHUIIE ce y

N
(F') = —ﬁ'uw',w)+/.../P(f3...fN\f’,f") (-Zﬁu(f",m) drs...dPry

[IpBu wiaH npeacTaB/ba JUPEKTHY CUIIy U3Mehy JBa rmocMarpaHa MOJEKysa, a JPYyTH 9IaH je
UHJIMPEKTHA CUJIa jeJTHAKA CPEJIbOj CUJIA YCPEIbeHoj 1o KoHnduryparujama N — 2 MoJieKyJia.
[Ipeypeammo apyrm @wiaH Tako Jia ce MOjaBU CPe/ihba BPEJHOCT 1O YCJIOBHO] j€THOYECTUYIHO]
rycrunu (jenpnadnna 7.81), jep cyma crBapa N — 2 HCTHUX YjIaHOBA:

/ / LN ( Zﬁ’u >d3r3 APry
:—(N—Q)/.../P( EF LU ) dr. Py
:—(N—z)/ﬁfu(f',fg) d3r3/... Py il 7Y g diry
— /v/ /’ —»3 (—»3|7;»/77:»1/) dSTg.
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Crora je cpenma cuia Koja Jielyje Ha IIPBU MOJIEKYJT jeJTHAKA

<Jf-’ /> _ —V/ (—»/ —»//) _/ﬁ/uO;»/’?;ﬁ)n(ﬂT—,»l’T—,»l/) d37'

A\ 4

&

Cnuka 7.6. Ilpumep morenmmjaa cpejime cue 3a KOOPAUHATE §1 U Sg Y O0JUKY KOHTYPHOT rpadu-
Ka. A u B cy crabujiHa crama CHCTeMa II0Be3aHa PeaKIMOHUM IyTambaMa (MCIpPeKuIaHe JTUHH]e).
3Be3nuiiaMa cy O3HadYeHe MPEBOjHE TaduKe Ha IIyTarbaMa.

YoumTuMo IpeTxoJHu CIy4aj YMeCcTO KOOpAMHaTa JBa MoJjeKyiaa 7' u 7" Ha KoopauHare Sp
1 Sy, TAKO Jla je cBaKa KoopjauHaTa (pyHKIMja KoHUIypalmje cucTeMa MoJieKyia, s; = fi(f™). ¥
TOM CJIy4ajy, TYCTHHA paclo/jiejie KOOPJIUHATA S1 U Sy Y KAHOHCKOM aHCaMOJIy M3HOCH

P(s1,52) = C"(d(s1 = f1(P"))d(s2 — fo(7)))

P 7.91
- C/ / 51— fi( ))5(82 — fQ(FN))e—BU(TL..TN) d37’1...d37“N7 ( )

rie cy C' u C' KoHcranTe Koje Ham Hucy 3HadajHe. OHe ce J100HMjajy HOPMAJM3AINJOM TYCTHHE
pacrozesie P(sq, s2). [lorenmujan cpejimbe cuiie moBe3aH ca OBUM KOODJMHATAMA U3HOCH

e ) — P(s1, 52), (7.92)

F(s1,55) = —kTln / / 551 — FuFNG(52 — folF))e BT @B @ipy — KTInC.  (7.93)

[TomTo HAac WHTEpecyjy camMo pejaTUBHE BPEIHOCTH TOTEHIHUjasia, JIPYTd YIaH KOJU je KOHCTaH-
TaH HE UI'Pa HUKAKBY YJIOI'Y M OH Ce He y3uMa y o03up. ¥ IMPETXOJHOM IMPUMEPY MOMeparba JBa
MoJIeKYJIa, pepepeHTHY BPEIHOCT ITOTEHIIjaIa CMO y3UMaJ/Iu 3a OecKoHavYHa pacTojama. decto pe-
bepenTHy BpesHOCT y3uMaMo y MuHUMyMY byHKIWje F(S1, S3) Koja ofroBapa CTaOMJIHOM CTAbY.
Cnuka 7.6 mpukasyje mpuMep TMOTEHIjala Cpembe cuie y (DYyHKIMjI KoopanHaTa s; U Sg. A nu B
cy crabuiiHa crama CHCTeMa KOja Cy ToBe3aHa ca JIBe peakInoHe myTame. OBaj npumep, pernmmo,
MOZKE OJI'OBapaTH MPOMEHU jejHe KOoHMOpMalje MPOTerHa Y JIPYTY WA MPEIACKYy JUraHa U3
jesiHe y Apyry Be3uBHY KOH(UTYpalujy y okBupy npotenna. [IpeBojue Tayke Ha MOBPINU ITOTEH-
IjaJia CpeJiibe CIJie OJIN0Bapajy MakCUMyMuMa Ha myTamama. One ce MOTy 1moBe3aTn ca Op3mHOM
npeJjlacka CUCTeMa U3 jeJIHOT y JIpYro cTabuIHO cTarbe. [loTeHimjasn cpeimbe cujie MpojekTyje Bu-
COKOJIMMEH3UOHATHI KOH(MUTYPAIMOHN TTPOCTOP Ha MaJii OpOj JUMeH3Hja, IITO HaM oMoryhyje ja
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jennocraBHuje pazmarpamo dusnukoxemujcke mporece. [Ipobiiem ca kKojum ce cyodaBamMo y TOj
aHaAJIM3MU je IITO HaM peakIMoHe KoopJAuHaTe He Mopajy yBek outu mosnare. [loTennujas cpemmbe
cusie ojpehyje ce y MOJIEKYJICKUM CUMYJIAIljaMa Ha padyHapuMa.
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JlongaTak A

Kopuche (pyHKIje n anpoKcuMaliije

Y oBOM J10/IaTKy pa3MarpaMo alpokcuMmalyje n (yHKIHje KOoje U9eCTO KOPUCTUMO y CTATHU-
CTUYKO] TepMopuHaMuUI. MeToma mpeBojHe Tadke CIyzKH Ja allPOKCIMUPaMO HHTerpaJje y KojuMa
MOJINHTerpaTHa (PYHKIINja CaJIpyKN Y eKCIOHEHTY (PYHKIIN]y Koja mMa MakcuMmyM. PakTopujern ce
YEeCTO I0jaBJbyje Y KOMOMHATOPHUM U3pa3nMa. 3a BeJIMKEe BPEJHOCTH apryMeHTa OH Ce MOYKe AllPOK-
cumupatu nomohy CrupJsmarose ampokcumarnuje. l'ama dyHkIimja nosesana je ca (hakTOPHUjeIoMm
U KOPHCTH Ce 3a peliaBame ojipehennx nnrerpasa. [lenra n tera dynkiuja nam omoryhasajy Ja
n3abepeMo BpeJIHOCT Heke (BYHKIMje Y jeHO] TauKu Un y Hekoj obsactu. Ha kpajy, pasmarpamo
ocoOMHE JIONTe Y BUCOKOAMMEH3MOHATHOM ITPOCTOPY.

A.1 Metoaa npeBojHe TauKe

Metoma npeBojHe Tauyke KOPHUCTH Ce 3a allPpOKCHUMAaIIMjy MHTerpaJja Kaja yHKInja

g(x) y mHTErpasy
b

I:/eg(x) dx (A.1)

a

“Ma MaKCUMYM Ha uHTepBany |a,b]. Tana hie ekcrionennujanna dbyHKIMja y HHTErpaJLy jOIl BUIIIe
M3pa3UTU Taj MAKCHMyM y OJHOCY Ha Jpyre BpeiaHoctu (camka A.1), tako jga he ckopo cBe He3a-
HeMapJbrBe BpeaHocTH byuKImje e9®) 6uTn KOHIEHTpUCAHEe OKO MAKCHMYMa, g(x). Ako passujemo
g(z) y Tejmopos pen oko mMakcumyMa o, ¢(x) = g(zo) + 59" (wo) (x — 20)° + ... M 3aMEHHMO Y
uHTerpas Z, Taja MOXKeMO J1a MPUMEHNMO allPOKCUMAII]y

b b
I= / 9@+ 39" (o) (0=20)" - g g 9(50) / e29"@0)@=20)* gy (A.2)

a
CMmeHOM Yy = & — X9 UHTErpaJI mocraje

b—xo
T ns o8(@0) / 3o g (A.3)

a—xg



y=9g(x)

a Xo b * a Xo b X

Ciuxka A.1. T'paduru dbyukiuja g(z) (koja nMa MakcHMyM y Tauku To) u e,

[Tomrro je mopuuTerpaita dhyHKIMja eHTpUPpaHa OKo HyJle (1 6p30 omajia ca yaabaBambeM O tHhe),
MOXKEMO T'PaHUIle UHTErpaluje MPONMPUTH J0 HeraTuBHe U 1o3uTuBHe Geckonaunoctu (g”(xg) je
HeraTuBHU OpoOj jep Tadka Ty oirosapa Makcumymy dyskimje ¢(z)). Tako mobujenn maTErpas
cBO/IM ce Ha mHTerpaJj l'aycose pyHKIMje duja je BpeIHOCT

21
9" (z0)|

T ~ @)

(A4)

A.2 Tama dynkmmja

Csuma HaM je mosHata daxrTopujes GyHKIMja Koja ce 3a HPUPOJHU Opoj n JedUHUIIE Kao
nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1. Tako je, na upumep, 3! = 6, 1! = 1, a monarno ce gedunnrre u 3a
n = 0 kao 0! = 1. ®akTopujes pyHKINjy MOKEMO YOIIIITUTH HA peajiHe OpojeBe omohy
rama dyHkIuje. 3a peayan 6poj n, rama GyHKIHja AeduHncana je ciaeaehnmM mHTerpaaIoM

[e.o]

['(n) = / 2" e " du. (A.5)

0

Baxkan njenturer 3a rama (QyHKIHU]Y je

F'n+1)=n-T'(n). (A.6)

IIpumep A.1. Hokazatu I'(n + 1) = n - I'(n).

Pewerve: l'ama dpyukimja o n + 1 uznocu

o0

I'(n+1) = /m”e‘x dx.
0

NuTterpasn TparchOPMHIIIIEMO NapIdjaTHOM HHTErpaImjoM, u = 2", du = na™ ‘dx, dv = e *dxz,
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Fn4+1)=—

+ n/x”_le_x dx = nI'(n),
0

jep je nupBu cabupak y u3pasy J00MjeHOM HAKOH IpUMeHe TapliydjajiHe WHTerpaluje jeaHak

HYJIN.

Taj unenturer HaAM omoryhyje j1a moBexkeMo rama (BYHKIH]Y ca (PAKTOPUjeIOM TAKO IIITO U3Pa3
nrepupamo, I'(n) = (n — 1)!. Hahumo caza I'(3):

r (%) = /xéex dz, (A.7)
0

IITO CE& CMEHOM Y = /X CBOJM Ha

r G) = 276—1/2 dy = 7e—y2 dy = /7. (A.8)

Kopucrehu naenturer us jequnaunne A.6, nodbujamo cienehe rama yHKIHTje:

@)-2(0)-F

(2) - e (2) - 2 () - 25 A

lama dysaKIMja ce 4ecTO KOPUCTH Y CTATUCTUYIKO] TEPMOIUHAMUIIU JIa C€ U3PAdyHajy WHTErpaJiu.

Ipumep A.2. Hahu BpesHocT nHTErpasa

[ee]

7= /a:ge_% dz.

0
Pewewe: Kopuctumo cmeny y = 2z j1a Tpanc@OpMUIIEMO UHTErpaJ y rava OyHKITH]y

/y e ydy——F(4) §
0

_1
_6 8

A.3 CrupauHroBa anpoKCuMAaInja

Y CTaTHCTUYKO] TEePMOJIMHAMUIIN HEPETKO KOPUCTUMO Bejmke O6pojee. Hbuxos dakTopujen je
jorr muoro Behu 6poj. CTupJamHroBa anmpokcuManuja omoryhyje ma ce dpakTopujesr BeJia-
Kor Opoja N ampokcumupa Ha ciejehn HauuH

InN!~ NInN — N. (A.11)
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VY 10Ka3y oBe alpokcuMalije KopucrtuheMo Metoy mnpesojue tauke. Kopurnrhemem rama dynkimje,
daxrTopujes 6poja N HpeacTaBUMO Kao:

o0 [e.9]

N!:/ Ne_xdx:/emm_xdx. (A.12)

0 0

[MTocmarpajyhu uarerpase y jennaunaama A.12 u A.1, 3akmpydyjemo 1a je g(x) = Nlnz —z, ¢'(z) =
% —1lug"(x) = —%. Makcumym dyukiumje g(x) je y Tauku xg = N, a BpejgHocTH Te (DyHKIMje u
meHor Jpyror u3Boga cy g(zg) = NInN — N u ¢"(zg) = —%. Bamenom y jeanaunny A.4 gobujamo

2
Nl NIN=N G 2 A.13
JloraputaMm TOT M3pa3a U3HOCU
InN!~ NInN — N + Inv27N. (A.14)

Tpehu wnan y anpokcuMaliiju je KOpeKIfja BUIIEr pejia Koja MHOTO CIIOPHje pacTe O IPBa JIBa
wiaHa ca yBehameM N, jep o pacre Kao In/N. OBaKBO aCUMIITOTCKO pa3Marparbe 4JIaHOBa Ce 9eCTO

KOpHUCTH y CTaTI/ICTI/IqKOj TepMOJNHaAMUIIN.

A.4 Jlenta m Teta pyHKIOHja
(dupakoBa) menra dyHKInja 0(x) y3uMa J1Be BPETHOCTH:

5(x) = {;O i ; (0)’ (A.15)

Nako je nazusajy dyHkimjom, jeira HyHKIIja TO 3a1paBo HUje, jep DyHKIUja MOpa pecnKa-
BaTU TAYKY y HEKY KOHAYHY BPEJIHOCT, a He y beckoHadHOCT. OHA MPUIIA A YOIIIITeHUM (PYHKIIIjaMa
KOje ce 30BY JIUCTPUOYIHje U JJ00Mja CMHUCA0 caMO aKo ce Hahe IoJi HHTerpaJjoM:

o0

/ O(z)dx =1, (A.16)
[ s ds = 5(0) (A17)
/ 3z — o) f(z)dx = f(x0). (A.18)

Henrta dynknuja Moxke jga ce jJo0uje Kao IPaHUYHU IPOIeC y KoMe ce Heka (PYHKIMja Koja
MOKPHBA jeIMHUIHY MOBPINUHY U3HAJI Z-0ce cyzKaBa oko HyJe (ciauka A.2). Ouna je napua ¢yHkiuja,
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0 X

Cruka A.2. I'padunu npaBoyraone pyHKIIje KOJU Ce CAaKUMAjy OKO HyJIe U KOHBEPIUPAjy Ka JIeITa
dbyuxmjn §(x).

d(z) = d(—x), 6(x — x9) = 6(xg — x). AKo je aprymenT jesta GyHKIHje caokeHa DYHKIMja, OHJIA
BaXKW j€THAKOCT

Sg(a)) = 32— 4) (A.19)

g’ ()]

rje cy x; peimema jegnadnne g(x) = 0.

Ipumep A.3. lojeanocrasuru nenta dyukimjy 0(z? — z3).
Pewere: Hyne jenmnaunne 22 — x9 = 0 ¢y 21 = 29 U 29 = —x0. Jenra bynkmnumja je Taga:

5z — a2) = ﬁ (8(x — 20) + 6(z + o).

Y cayuaajy nenra dyHKuje geduHICaAHe Ha TPOJANMEH3HOHATHOM poctopy d(7) = §(x)0(y)o(2),

Baske M3pas3u
oo oo oo

/ / /5(?) dr=1, (A.20)

—00 —00 —0O0

7@ 7@ ]O 57 () dr = £(0), (A21)

—00 —00 —OQ

| [ [ae=rs@ar= s, (A.22)
Kponekep jzeiiTa je 1uckperHa Bep3uja Je1Ta QyHKIHje Koja 3aBUCU Ol HHJIEKCa I 1 j, 0;; = 1
3ai=7jud;=03ai#j.
(XeBucajmosa) tera dpyukiumja 0(x) je dyuknuja nedunncana Ha ciaenehu HadwH:

o(z) = {(1) i i gj (A.23)

T

Iben rpaduk npukasan je na cmmu A.3. Ona je unrerpasn genta byukuuje 6(x) = [ 4(¢) dt,

1. 0(x) = dfg).
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y=0(x)

0 X

Cmuka A.3. I'pacduk Tera dpynxmmje.

Tera dyuknuja je crenujajnu ciaydaj MHIAAKATOPCKE (PYHKITMje Koja MPECIuKaBa MOJICKYI
A Ha jeIMHUILY, & CBe OCTajie eJIeMeHTe Ha HYJTY,

I(A,z) = {(1) i Z j’ (A.24)

Nunukaropeky dyHKImjy v obiactu A MOXKEMO 1OBe3aTu ca JejTa (PyHKIIHjoM

I(A,7) = /A (% — ) d. (A.25)

A.5 3Banpemmna N aAuMeH3MOHAJIHE JIOMTE

Bucoko guMeH3nOHAHN IPOCTOPU UMAjy Pa3IMIuTe OCOOUHE 0J1 TPOIMMEH3UOHAIHUAX [TPOCTO-
pa. OHn cy HaM MOTPEOHH Yy OBOj KIBM3U jep Ce pa3Marpajy IMPOCTOPU CTamba OrPOMHOI 6poja
vecturia. 3seaumo dhopmyiy 3a 3anpemuny N-aumensnonasige Jjonte. Kako Oucmo jonum o
e, PA3MOTPUMO CJIydajeBe JIBOJMMEH3MOHaHe (Kpyra) U TPOJAMMEH3UOHAJHE JIONTe KOji Cy HaM
nosnatu. ['enepanu3armjom hemo mobmTn m3pas 3a sampemuny N-guMmensuoHasHe jorre. O3Ha-
qnmo ca Sy(R) n Vy(R) mospmuny n 3anpemuny N-IUMeH3HOHAHE JIONTE IOJIyNpedHnKa K.
[ToBpmmHa, 3amnpeMuHa u ejeMeHT 3arnpeMune y JlekaproBuMm u cepHUM KOOpAMHATAMA 38 JIBO-
JIMMEH3UOHAJIHY, TPOJIMMEH3UOHAIHY U N-IUMEH3UOHAJIHY JIONTY CY:

Opoj uMeH3uja Sn(R) Vn(R) eJIEMEHT 3allPEeMIHE
2 2R = So(1)R 7 R? dxdy = rdrdd = rdrdSy(1)
3 47 R? = S3(1)R? SR drdydz = r*drsinfdfdyp = r2drdSs(1)
R
N Sy(1)RN-1 [ Sn(r)dr dxydxs...dzy = rN=tdrdSy(1)
0

Tabena nam mokazyje ja ce 3anpeMuHa N-AMMEH3MOHAJIHE JIOIITE J/I00Mja MHTErpaliujom
n3pasa 3a nospiuny jonre Sy(R), a Sy(R) casHajeMo n3 m3pasa 3a HOBPIIUHY JIONTE je/IH-
auaHor nosynpedrnka Sy (1). Saro naliumo npso Sy (1) rako mro fiemo nuTerpas

oo oo o0 N
I:/.../e(w%”%*'“”%) dridzs...dxy = /e"’“"2 dr | ==% (A.26)
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et Kopucrtehu rerepamsosane cdhepre Koopauuare (2 + x2 4+ ...+ 22 = 1r?) u cmeny 12 = t:
1 2 N

o0 [e.o]

7= /e_TQTN_ldT/ dSx(1 /t et — = SNQ(l)F (5) (A.27)

2
0 0

N
Hanasumo ga je Sy(1) = FQET—;), a m3pas 3a noppmuay N-jaumensuonasne Jonte je Sy(R) =
2

N
e/ joM 106m] N
W. HTerparujoM J100ujaMo 3alpeMuHy /[V-IUMeH3UOHaJIHe JIOITE,
2

R xp N
Vn(R) = /SN(T) dr = (%) % =T (% n 1). (A.28)

0

IIpumep A.4. llokazaru ja je 3anpemusa uzmely N-InMeH3MOHATHUX JIOITH MOJIYITPEIHAKA

R — R (JR je mHOrO Mame o R) u R u 3anpemusa N-TUMEH3HOHAIHE JIOITE MOJTYIPEIHIKA,
R jennake xkaja N — oo.

R-8R

Cnuka A.4. N-pumensuonasine Jjionte mnoygynpednnka R — R u R.

Pewerve: Tpebda na ojipe Mo rpaHUYHY BPEIHOCT:

. VN(R) — VN(R — 5R) . RN — (R — 5R)N
lim = lim
N—oo VN<R) N—oo RN

. SR\
(12 (-)) 1

OBaj pesysiTar 1nokasyje Jia ce CKOpo cBe Tadke yHyTtap [N-IUMeH3HOHAJIHE JIONTe HaJla3e
Ha HCHO] MOBPIIHN WU Y OJTU3UHU The.
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Jlonarak b

BepoBarnoha

MaKpOCKOIICKH CHCTEMH KOje pa3MaTpaMo cacToje ce OJ1 BeJIUKOT Opoja MOJIEKYJIa Unje KpeTarbe
He MOYKEeMO JIeTa/bHO pa3MaTpaTi 300T Hello3HaBamba MOYEeTHUX YCJIOBA U HEMOT'YNHOCTH perraBarmba
jeHavunHa Kperama 3a CBaKM MOJIeKysl. Makpockoricke KoopiunaTe HaM oMoryhyjy camo orpaHu-
YeHe mHMOpPMAIje O MOYETHUM YCJIOBUMA 38 KPETamhe MOJIEKY/IA, jep orpoMaH Opoj MUKpOCTarmbha
oJiroBapa jeJIHoM MakpocTaiby. BepoBaTHoha mpejicTaB/ba MaTeMaTUYKM je3UK 32 KBAHTH-
dukanujy HeM3BECHOCTH U CTOTa je MOTOJHA Jla MOBeXKe MUKPO U MaKpo cTama. PazMoTpmMo
Be3y usMel)y BepoBarHOohe u cratuctuke gatry Ha ciaunu B.1. BepoBarnoha ce ojgnocu Ha ciienehe
uTame: aKo IMO3HAjeMOo MPOoIieC 3a CTBapame IoJIaTaKa, KAKBU Cy MCXOAW TOr mporeca?
CrarucTuka ce OJIHOCH Ha WHBEP3HU IIPOOJIEM: aKO 3HAMO MO/IATKEe Be3aHe 3a HEKU ITPOIIEC,
IITA MOXKEMO JIa 3aKJby4YHMO O caMOM Iipoiiecy?

BEPOBATHORA

EKCMNMEPUMEHT ncxon
(MPOLIEC 3A CTBAPAHSE MNMOOATAKA) (YOYEHW NOOALIN)

CTATUCTUKA

Cmuka B.1. OgaoCc BepoBaTHONE U CcTATHCTHKE.

Y oBoM nonatrky hemo pazmorputu BepoBaTHohy. IIpBo hemo objacauTn mojam morabhaja Besan
3a ucxoji ekcuepumenTa. Csakom jorabhajy moxkemo npujapyzxutu Beposatnohy. [lojam Beposat-
uHohe ce, Kao u JIpyre ujeje y MaTeMaTHIN, MEHA0 TOKOM BpEMEHa JOK Huje JI00M0 aKCHOMAaTCKY
nedpuaUIjy. CBAKOM HUCXOIy eKCIepuMeHTa MoxKe ce jgojenuTn 6poj. To mac moBogm j10 mojma
cIydajHe IpOMeH/bUBE KOjU UT'pa IEHTPAJIHY yJIory y Teopuju BepoBarHohe. Ha kpajy pasmarpamo
ocoOMHe CJIyYIajHUX TPOMEH/HbUBUX.
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b.1 Ilojam morabhaja

[TocmaTpajMo eKCIIEPUMEHT Yuju MCXO/I, He MOXKEMO IpeasuaeT. ako ce eKCIiepuMenT yBeK
ourpaBa I0J yHaupen aedUHHCAHUM YCJIOBAMA, UCXOIM €KCIepuMeHTa cy ciaydajuu. Mopamo
3HATU yHAIIpeJ, cBe Moryhe mcxole eKCIIepUMeHTa jep Teophja BepoBaTHole He MoOxKe JaTH CKYyII
CBUX HCXOJIa eKciepuMeHnaTa. Ha npumep, Teopuja BepoBaTHohe He MOXKe JaTH OJACOBODP Ja JIU
IIOCTOjU JOIII HEKM MCXOJ, OCUM ITHCMa U TJiaBe KoJi Oalarma HOBYHNA.

Ckyn cBux mMoryhux mcexojia ekcrepumenta ) Hasupa ce cKyIl (Ipocrop) ucxona (esiemeH-
rapHux gorabaja, crama). OH MOxe caJpKaTh KOHaYaH uin 6eckoHadaH 6poj enemenara. Jlo-
rabaju cy nojickynosu cKyta nexojia u MOTY ce HOJIeJIUTH Ha eJIeMeHTapHe (cajpiKe jelaH UCXo/)
u cjioyKeHe (caapxke Buiie ucxosa). Jorahaj ce jecro ako ce jecuo 6uio Koju mweros ucxos. Io-
y3nanu (curypHu) mporabhaj oqurpasa ce HensbexkHO (duHu ra yutas cKyn ucxojia). Hemoryhn
nporabhaj He MOXKe ce peajim30BaTH y eKCIepuMeHTy (ojrosapa My mnpasan cKyir O).

Hapeaumo Heke ekcriepuMeHTe, CKyIOBe HCXOa 1 IpuMepe jgorabhaja:

a) bamame Hopumha, () = {P, G}, morabaj koju ogrosapa mobujamy mmcma { P}, cBu morabaju
{0.{P} G} {P.G}};

6) Ganame nBa HoBumha, ) = { PP, PG,GP, GG}, norabaj na je y npBom Garamy maao miIcMo
{PG, PP},

B) Garname korkuie, 2 = {1,2,3,4,5,6}, norabaj je nobujame mapuor 6poja {2,4,6};

') Meperbe TeMieparype Hekor cucreMa, ) = [0, 00), gorahaj na je Temieparypa y unTepBasy
100, 200];

JI) Meperbe TI0JIOXKaja YeCcTUlle y TPOIUMEH3HOHATHOM mpoctopy, ) = {(z,y, 2)|z,y,z € R},
nmorahaj je ma ce 4ecTula HAJIA3U Y T — i PABHU.

B.2 Anareb6pa porahaja

Yecto pasmarpamo Buiie jorahaja, CXoJHO TOMe HAC WHTepecyjy ojHocu u3MeDhy Tux moraha-
ja. Iomro cy morahaju mojckymoBu ImpocTopa mcxoda {2, omepalyje HaJ CKYIIOBUMAa Bayke U 3a
nmorabaje. Anrebpa jgorabaja je TapTUTHBHE CKYT (CKYIT KOjU CAJPKU CBE MOJCKYTIOBE) IIPOCTOPA
ncxoa, P().

Axo ce morabhaj A yBek peaymsyje Kaja ce peanusyje porabaj B, numemo B C A, mTo 3Ha4n
na je B moackyn o A. Cynporau gorabaj (komriement) norahajy A je A. On ce cactoju of
cBUX eyleMeHaTa ckyta ) Koju He npuna/ajy jgorabajy A. 3a KOMILIEMEHT BaxKe jeTHAKOCTU A=A
1O =0. Ao je A C B, ouza je B C A.

36up A+ B nBa morahaja A u B (yauja AU B) je morabaj koju ce peajnsyje ako ce jecu bap
jeman norahaj A wim B. 3a 36up morabaja Baske jeqnakoctu: A+A = A, A+A=Q, A+B=B+A
(komyrarusnoct) u A+ (B+C) = (A+ B)+ C (acommjarusnoct). I[Ipumernmo na npsa je HakocT
He BayK! ako je A Opoj, mTo mokasyje ga omepanuje HaJ jgorahajuma He MOpajy OUTH MCTe Kao 3a
OpojeBe MaKo ce 03HAYaBa]y UCTHM CHMOOJIOM.

IIpousBox AB nBa morabaja A u B (nmpecek A N B) je gorabaj Koju ce peannsyje ako ce
nece u A u B porabhaju. 3a npousson gorabhaja Baxe jeanakoctn: AB = BA (KoMyTaTHBHOCT),
A(BC) = (AB)C (acommjatusnoct), AA = A, AQ = @, AA = @ u AQ = A. Taxobe Baxkn u

136



muctpubyTushu 3akoH A(B + C) = AB 4+ AC, kao u jenmnakocr A+ BC = (A+ B)(A+ C).
Pasznuka A — B ngsa norahaja A u B je morahaj xoju camp:Ku mcxome gorahaja A koju He
npunaajy norabajy B. Bawe jenmakoctm: A— B =AB, A—A=0,A-0=Au @ —-A=0.
Horabaju A;, As... cy y3ajamMHO uMcKibyuuBHu axo je A;A; = ) 3a i # j. Bunehemo na Be-
poBaTHONY 36upa y3ajaMHO MCKJBYUMBHX Jorahaja Jlako MOXKEMO Jia oJpeanMo. Bpoj enemenara
ckyma A o3nadaBaMmo ca |Al.

IIpumep B.1. lokasaru Jle Mopranose 3akone: A+ B = A Bu AB = A+ B. OBu 3akoHu cy
KOPHCHH JIa IIOBEXKY IIPonu3Boi, 1 30up gorahaja npeko kKoMmiuieMenTa. Kopucre ce Kako Ou ce
CJIOYKEHU M3pa3u CBEJIU Ha MIPOCTH]eE.

Pewewe: Kopuctumo mpaBuio ja, ako Baxxu A C B u B C A, ouna je A = B. Jloka:xxumo
1npBo Ja je norabaj ca jese crpane n3pasza A + B = A B nojckyn norahaja ca jecHe cTpame,
a KacHuje oOpHyTO: Jjia je morabhaj ca jecHe cTpaHe m3pasa MOJACKYIl jgorahaja ca jieBe crpaHe.
Axojer €A+ B=0v¢A+B=>2¢dAurs¢B=>xcAuxzc B=1xcAB. C apyre
crpane, akojey C AB=>ycAnrcB=>y¢gdAnygdB=ygA+B=y<c A+ B.
CnmaHO ce JI0Kasyje u JIpyra jeTHaKOCT.

IIpumep b.2. Paznoxutu gorabaje A+ B u A4+ B+C na jnorahaje Koju cy y3ajaMHO UCKJBY IUBU.

Pewerwe: A+ B=A+(B—A)=A+BA=A(B+B)+BA=AB+AB+BA. A+B+C =
A+(B—-A)+(C—(A+B)=A+BA+C(A+B)=A+ BA+ CAB.

IIpumep B.3. Tpu crynenta nosiaxy ucnut. Ako jgorabaju A, B u C ofrosapajy mcxomy ja cy
CTYJIEHTH TIOJIOYKUJIN UCTIUT, u3pasutu cieiehe noraljaje mpeko mwux: a) HUjeJaH CTYICHT HUje
OJIOZKHO, 6) MOJIOXKHUO je CaMO MIPBU CTYJIEHT, B) MOJIOXKHUO je CaMO jeJlaH CTYJIEHT, T') MOJIOKUO
je Makap jeJlaH CTYIEHT, JI) TI0JIOXKUJIA CY JIBA CTYIAEHTA, 1j) MOIOXKIIA Cy HAJBHIIE JIBA CTYEHTA
U e) TOJIOXKUJIA Cy HajMambe JBa CTY/IeHTA.

Pewere: a) A B C,6) ABC,8) ABC+ABC+A BC,r) A+ B+C, n) ABC+ABC + ABC,
) morabaj je jennak a)+B)+ix), e) gorabaj je jemmax x)+ABC.

b.3 Kiaacnuna neduHumnmuja BepoBaTHohe

[Ipumerumo 1a ce cBu morahaju Be3aHM 3a HEKU €KCIIEPUMEHT He peajn3yjy MOIjeHaKO 4ecTo,
HEKU Cy BepoBaTHUjU OJ1 Apyrux. To Hac J0BOAM JI0 MUTaka IITa je BepoBaTHONA M KaKO Ja OJIpe-
JIIMO BepoBaTHOhy Hekor jiorahaja. MlcTopujcku mpBu MPUCTYIT KOjUM je JeduHucana BepoBaTHoha
Ha3WBa ce KjaacudHa jgedunniuja Bepoparaohe. OHa ce 0JIHOCH HA €KCIIEPUMEHTE ca KOHAYHUM
OpojeM mcxoma koju cy moajeanako moryhwm. Taja je Beposarnoha jgoraha A jeanaxa

_ 14

P(A) = g1

(B.1)
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rie cy |A| u | 6pojeBu enementapuux jorabaja y A u €. Enemenrapuu moralaju koju oarosa-
pajy A HasuBajy ce noosbHE jorabaju 3a A. Bemmuaune |A| u |Q mory ce ompemuTtn MeTomama
komOuHaTopuke. OBako JieduHrcaHa BepoBaTHONA 3a/10BO/baBa TPH YCJIOBA:

1. 3a caku jorahaj A Baxxu P(A) > 0, jep |A| u |Q] me Mory 6Gutu HeraTuBHEH GPOjeBH;

2. 3a moysnan gorabaj € Baxu P(Q) = 1, jep je P(f2) = % =1;

3. ako ce morahaj A pasmaxke Ha uck/byumBe jorabaje Ay u Ay, onja Baku P(A; + As) =
P(A1) + P(Az) jep je

Al AL+ A AL | [ A

Pa) o =

_|_

Ipumep B.4. Onpenntu BepoBaTHONY 3a I0jaBy MapHOT Opoja y Oaramy KOIKHUIIE.

Pewere: Horabhaj A na ce mobuje mapuu 6poj cactoju ce of Tpu ejaeMeHTapHa jgorahaja As,
A4 u Ag na ce nobujy 6pojesu 2, 4 u 6, A = Ay + Ay + Ag. Taga je BepoBarnoha morabhaja A

jeaHaka

Al 31
PA) =15 =55

IIpumep B.5. Y nocyau ce nHamaszu N Kyriumia, oj Kojux cy b Gene, a ocraye cy 1pue. Ha
ciydajaH HauWH u3BydeHo je n (n < N) xyrmmma. Hahu epoBatHOohy na y n msByuennx
Kyrjaia oyje x oenmx.

Pewerve: Yrynan 6poj HaunmHa ja usBydemo n ox N kyrimna je | = (]T\Z) bpoj naumna
Jla U3BydYeMoO x OeJimX KyTJIMIa U3 Iocyjie ca b Gemx Kyrjmia je (Z), a Jla U3BYy4eMO N — T
HNpHUX Kyryuia o1 N —b IpHUX KYTJIAIA y TOCYIH je (g__;) YKyrtan 6poj OBOJFHUX UCXO/IA 38
norahaj A jenHak je mpom3Bo/ly 0BUX OMHOMHEX Koedunujerarta. Taa je BepoaTHoha jorabhaja

Al GG

=it - S

A jenHaka:

IIpumep B.6. Onpeauru 6poj HaumHa Ja ce pactuojenn N KibKra Ha I Pa3InIuTuX MoJmia (Ha
cakoj nosmru 6ulie N; kbure) 6e3 063upa Ha IIOpeJlak Kibura Ha mojunama. Ha i-1oj mosuim
nocroju g; uperpaja. Pasmorpuru cienehe ciayuajese:

a) KIbUTe Cy Pa3jInInTe;

6) Kiblre Cy MCTe, HeMa OrpaHuverha y HOrJely Opoja KibHra 0 [IperpajgaMa;

B) KIbHIe Cy MCTe, HAJBUINE jejlHa KEbUra MOXKe Ja craHne y nperpauy (g; > Nj).

Pewenre: a) Ilocroju N! Haunna @ mocraBuMo Kibure Ha mosuie. Ha npBoj mosmim Hasasu
ce N; kmwura, Ha Apyroj No Kmura ... Ha r-1oj nojaunu N, Kmura. [lomro pacropes na csa-
KOj mosuiy Huje BaskaH, Tpeba N! momemmtu ca Ni!No!l...N,!. Tume mobujamo MyJITHHOMHM
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KoeuInjeHT

N B N! (B.3)
Ny Ny ... N,) N{IN,!...N,! ‘

KOjU IIpeJICTaB/ba YOIIITeHn OMHOMHM KoeduimjeHT Kajia N objekaTta Tpeda ja IMOJE/IMMO Y
r rpyla, a mnopeiak y mwuMa Huje Outan. Ha cBakoj mosmmm moxkemo mnopeharu Kibure 1o

N;

- HaumHa. CTora je yKynaH Opoj pasjnIuTHX paclopesa:

nperpajgamMa Ha g
TN
— NI _‘gZ
Q2] = N! | | NI (B.4)
i=1

6) Pasmorpumo mpBo pasmernrame N; Kibura usmely ¢; nperpana. [IpencraBumo keure n
nperpajie rnpaBoyraoHuIuMa 1 JIMHUjaMa, Kao Ha cjuiy 3.2. Bpoj pacrnope/ia je eKBUBajeHTaH
pasmeriTamy ¢; — 1 npre uamehy N; kmbure, Tj. u3oopy g; — 1 goxarmuje ox N; + g; — 1 yKyIHor
Opoja Jiokaruja:

toi ) _ Nt g — 1! (B.5)
gi — 1 (9i — DUN)!

Kasa mmamo r nosuna, ykyran 6poj pacrope/ia je
o =] —=~—~4 (B.6)

S NP VTR

Dooooooool

Cnuka B.2. Pacnosena kmura uzmely mperpajia.

B) Pasmorpumo 6poj nocraBbarba N; Kiblra y ¢; Iperpajia Kaja MOXKe Jla CTaHe HAjBUIIe
jenna Kmura y nperpajy. Taj 6poj jeanak je nuzdopy N; mperpajia ca jeJHOM KIbUTroM u g; — INV;

(]%1) - Nz'(gzg—iNz)' (B.7)

YKyrtan 6poj pa3MmeriTama KIbUra 3a CBe TOJIHIIE je

nperpaja 6e3 Kiure

T

Q] = HWLM' (B.8)

=1

Bb.4 TI'eomerpujcka BepoBaTHOha

Knacuany nedbununujy BepoBaTHONE MOMXKEMO YOIIIITUTH Ha IIPOCTOP CTarba ca HerpeOpoju-
BO OecKoHAYHO MHOTO mcxojia. MIcxon eKcnepuMeHTa je CiydajaH IoJIoXKaj TavykKe y HEKOj
obJsitactu () M MHTepecyje Hac BepoBaTHoha Jia ce Ta Tayka HaJla3W y m3abpaHoOM Jiejry
Te objslactu A. Perumo, Oupamo Ha ciaydajaH Ha9uMH TadKy Ha HEKOM HHTEPBAJIy peajHe oce 1
MHTEepecyje Hac BepoBaTHOha jia ce oHa Hahe y m3abpaHOM MHTepBaJly WX OMpaMO Ha CJydajaH
HAYMH TA4Ky y HEKOj OOJIACTH Y PaBHU W XKeJMMO Jia 3HAMO BepoBaTHOhy Ja ce oHa Hale y moj-
ckymy Te obnactu. [lox npermocraBkoM Jia je MOAjeTHAKO BEPOBATHO Jia ce nsabepe OUIO Koja
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Tadka y obsiactu {2, oHja je BepoBaTHONA sa ciydajHa Tadka y obsactu {2 npunama obsactu A:

P(A) = m, (B.9)

e m IpeJcTaB/ba Mepy (JlyKuHa, HOBpIIKHA, 3anpeMuna) objacru. Kachuje iemo 3a ciaygajuy
IIPOMEH/bUBY KOja OJroBapa KoopjuHaTama n3abpaHe Tadke pehu ja mMa YHUPOPMHY T'YCTUHY
pacroJiesie BepoBaTHOhe.

IIpumep B.7. Konmuka je BepoBarHOha Ja cilydajHo m3adbpaHa TadkKa y KBaJIpaTy jeIUHUYHE
CTpaHUIlE MPUIAIA YIIMCAHOM KPYTy?

o8

Cauka B.3. Yuucanu kpyr (obmact A) y kajapar jenuandne crpanuie (obmact ).

Pewerve: Mepe obsactu 2 u A usnoce 1 u 7/4. Crora je BepoBarnoha P = /4.

Ucropujcku riiejjano, KjaacudHa U reoMeTpujcka JieuHuIja BepoBaTHohe Ouie cy n3y3eTHO
3HaYajHe Y MATeMaTUIKOM (hopMaJIM30Balby BepoBaTHONE, ajin Cy KacHHje KPUTUKOBaHE 300 CBOje
KpYy2KHE JIOTHKe — jep y cebu Beh cajipke mojaM 1ojije THaKO MOryhux, JIaKJie T0/1je THAKO BepoBaT-
HUX, UCXOJIa €KCIIEPUMEHTa U IIpe Hero IITo JAedUHUINLY IojaM BepoBaTHOhe. YmpaBo Ta cjiabocT
OTBOPHJIA je IIyT 3a JIOTMYKN KOH3UCTEHTHHje jedunuiinje Beposarnohe, koje hemMo mpukasaTtu y
HACTaBKY.

B.5 Crarucrnuka aedunuiimja BepoBaTHohe

Pasmorpumo caja anrepratuBHy JgeduHUNEjy BepoBaTHOhe. AKO ce y n m3BOhema eKciepu-
MmeHata jorabhaj A mecmo m myTa, oHja je pejlaTuBHA (bpekBeHIIMja JemiaBamba jorahaja A
jenHaka

fr(A) =

Y paz/imuauTUM HU30BUMA [TOHAB/baba €KCIIEPUMEHTA Ca BEJIMKUM BpeJIHOCTUMa n ipumMehyje ce ja

m
— (B.10)
n
fr(A) 6yne npubauzKHO UCTO, IPU YeMy Cy OJCTymarba Mamba mTo je n Behe. Crarncruuka (em-
nupujcka) BeposarHohia joraljaja A je 6poj oko Kora Bapupa pesiaruBHa ¢pekpenruja. HesnarHo
Bapupare pejaTuBHe (PPEKBEHIHje Y BEJIMKOM OPOjy eKcliepuMeHaTa Ha3uBa ce CTabUIHOCT (pe-
kBennuje. OBako fgedunncana BepoBaTHoha 3a70BO/baBA UCTE YCJIOBE KAO U KJIACHIHA JTeDUHUIT]A
BepoBaTHOhE:

1. 3a cpaku norahaj A, merosa Bepoarnoha je nemerarusua: P(A) > 0 jep je ysex = > 0;

2. 3a moysnan gorabaj € Baxu P(€)) = 1 jep je tama m = n;
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3. ako ce gmorahaj A paznaxke Ha nckJbyuuse jgorahaje A; u As, onga je BepoBarHoha morahaja
A jenmaka 36upy Beposarnoha jorabaja Ay u Ay, P(A) = P(A; 4 Ap) = ™Fm2 — P(A;) 4 P(A,).

OBako jgedunMCcaHa BepoBaTHONA MMa, €MIIMPHU)CKY YTEMEJHEHOCT, Al HUje MATeMaTUIKU PH-
ropo3Ha jep He IOCTOjU I'paHUYHAa BPEJHOCT nhi& ™ = a. [a 6u ona nocrojaia, nmoTpedbHo je Ja
3a TIpom3Bo/bHO £ > 0 moctoju 6poj ng, Tako Ja, Kalda je n > ng Oyae ucmymeno, | —a| < €.
Taj ycoB HEje 3ampaBo WCIYILEH, jep M UMa CIyvajHu KapakTep M, HaKo 3HaMo Ja he ™ uhn y
IPAHUYHY BPEIHOCT, He 3HAMO IIOCJIe KOJIMKO peajin3aliija eKClepruMeHTa he oHa OUTH JI0CerHyTa.
Mozke ce, perumo, JeCUTH Jia ce MocJIe MPBUX Ny peajr3alija yoIrnTe He oaurpa jgorahaj A maja
je To majo BepoBarTHO. OHO MITO MOXKEMO TBPJAUTH je jia ce (ppeKkBeHuja jgorahaja npudmKaBa
BDPEIHOCTH Ca BHCOKOM BEPOBATHOLOM: nll_{go P(|™ —a| < ¢) — 1. TakBa KOHBepreHIMja ce HA3UBA
KOHBEpreHInja y BepoBaTHONM, ajim U oHa y cebu Beh caJip:Ku 1mojaM BepoBaTHOhe, CJIMYHO Kao U
kjacuuna jedunuimja sepopatnohe. lnak, KOpucHO je MHTepnpeTupaTu BepoBaTHOhy Kao

peslaTuBHY (PpeEKBEHIINjy MojaB/buBama gorahaja.

B.6 Axkcumomarcka aedununmja BepoBaTHohe

[Iperxonne nedununuje BepoarHohe Jajy ucrTe ycjaoBe Koje BepoaTHoha Tpeba Jjia 3a70B0bU
6e3 0031pa HAa KOHTEKCT Y KOMeM cy HacTaje. 300T Tora MO:KeMO HCKOPUCTHTH Te YCI0Be U JaTh
aKCHOMAaTCKY JIeUHUIINA]Y BEpoBaTHONE, KOja je allcTpaKTHa U HUje Be3aHa 3a IbeHYy MHTEepIpeTa-
nujy. 3akoH BepoBaTtHohe j0/ebyje cBakoM jgorahajy A BeposarHoly P(A), koja je peasian 6poj
U 33JI0BOJbaBa TPU YCJIOBA:

1. HeHeraTuBHOCT — 3a cBaku jorahaj A je ucnymeno P(A) > 0;

2. HopMasm3anumja — 3a noysan gorahaj 2 saxu P(Q) = 1;

3. aguTUBHOCT — ako ce joraljaj A pasnaxe Ha uckpyunse jporahaje Ay u As, onma je P(A) =
P(A;+ Ay) = P(Ay)+ P(Ay). Uctu yeios Baxku 3a KoHadan 6poj gorabhaja Aj, As...A,. YV ciydajy
HajBHIIIEe IPeOPOJUBOT CKyIIa jorahaja Koju cy y3ajaMHO UCKJ/bYUIUBH ITOTPEOHO je JI0IaTH aKCHOMY
3. P <§°j AZ-) — S P(A).

HaBZ(;alI/IMo ,ZLO,IZL;l’ll‘He ocobmHe BepoBaTHONE:

a) P(0) = 0;

6) ako je A C B, ouga je P(A) < P(B);

B) BepoBaTHONA je orpanudena m3mehy 0 u 1, 0 < P(A) < 1;

r) BepoBarHoha 30mpa forabaja nsnocu P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB).

Jlokaxkumo 1ocyemy ocobnHy Tako ImTo hemo pacrasutu 30up gorabaja A + B ma morabaje

Koju ce MelycobHo nckipyayjy (Buaeru npumep b.2). Beposarnoha 36upa nckspyunsux morabhaja
jenHnaka je 36upy BepoBaTHOha THxX jorahaja, ma je

P(A+B)=P(A+ (B— A))=P(A+ BA) = P(A(B+ B) + BA) = P(AB + AB + BA)

P(AB) + P(AB) + P(BA) = P(AB) + P(AB) + P(BA) + P(AB) — P(AB)
= P(A) + P(B) — P(AB).

(B.11)
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VY cayuajy Tpu porahaja A, B u C, ¢opmyiia 3a BepoBaTrHOhy 36upa jorahaja mocraje
P(A+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC). (B.12)
OBaj u3pas mgobmjamo Kajga 3amenumo A + B = D. Tana je
P(A+B+C) = P(D +C)=P(D)+ P(C)—P(DC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P((A+ B)C)
P(A)+ P(B)+ P(C) — P(AB) — P(AC + BC)
= P(A)+ P(B)+ P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ACBC)
= P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) 4+ P(ABC).

(B.13)

dopmysia 3a 36up gorabhaja cajpxku BepoBaTHONY mpom3Boa jgorahaja. Kako 6ucMo mwy omape-
JIIA, TIOTPEOHO je Ja MPeTXOJHO 00jacHUMO I0jaM yCJIOBHE BepoBaTHONE.

B.7 Ycaosaa BepoBaTHOhA

Heka je u3BpIleH HeKM eKCIEPUMEHT M PasMOTPUMO JBa Jorahaja moBe3aHa ca TUM eKCIepH-
menToM. [locras/ba ce nurame na Jim BepoBaTHoha na ce gecwo jemaH jgorahaj yrmde ma
JemniaBame Apyror gorahaja? To je moceOHO 3HAUAJHO, jep YeCTO HEMAMO CBe MH(MOPMAIHje O
eKCITEPUMEHTY, HEro caMo 3HAMO Jla ce oJurpao Hekn jorahaj. /lakie, maTepecyje Hac 1a opeanMo
BepoBaTHOhy morahaja A moz ycimoBom ma ce oaurpao apyru jgorahaj B. To murame mva cMucIa
caMo ako mpecek jgorabaja A u B Huje mpasaH CKyll. TakBy yCJIOBHY BepOBaTHONY O3HAYMMO Ca

P(A|B).

IIpumep B.8. Y nocynu ce nanasu net 6emux u 10 mpaux Kyranma. AKo u3By9eMo JiBe KyTJIHAIEe
jenny 3a gapyrom 6e3 Bpahama Kyrymia, u3padyHaTu BepoBaTHohy ja obe Kyruie Oyay Oeste.

Pewere: Heka je norabaj A na npsa uzByuena Kyrimia 6yze 6emra. Taga je P(A) = 5/15 = 1/3.
Heka je B norahaj jma npyra nzBydena Kyriauiia Oysie 6esta. V3BirademeM pBe KyTJIHIE, MU CMO
IIPOMEHUJIH IPOCTOP MCXOJIa, jep ¢MO cMamuin 6poj bemmx Kyrymia. Cajia cy ocrajie deTupu
6ese kyrimne. Crora je yciosha Bepoarnohia P(B|A) = 4/14 = 2/7. Beposarnoha na cMo
U3BYKJIN J[Be OeJie KyTJIUIE OJIje/THOM je

() _ 2
P(AB) = o

[Tpumernmo 1a Baxu jeganakoct P(AB) = P(B|A)P(A).

Ilpumep B.9. bupamo Ha ciaydajaH HauYMH TadKy Yy KBaJIpaTy IHOBPIIHHE M. Y KBaJpaTy ce
Hasiaze Kpyrosu A u B, koju ce ceky. Ilospimune kpyrosa A u B u muxoBor mpeceka AB cy
a, b u c. Ogpeautn BepoBaTHOhe ma: a) ako je n3abpana tadka y Kpyry A, oHzua ce oHa Takobhe
HaJIa3m U y Kpyry B, 6) ako je mzabpana Ttaduka y Kpyry B, oHzma ce oHa Takole Haimasm u y

Kpyry A.
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Cnuka B.4. Kpyrosu A u B y kBajgpary nospiiuae m. [lospiuae kpyrosa A u B u ssuxoBor
npeceka AB cy a, b u c.

Pewerve: Bepoarnohe na msabpama Tadka npunaga kpyrosuma A, B u mpecexky AB cy:
P(A) = a/m, P(B) = b/m u P(AB) = ¢/m. a) Beposarnoha ga msabpama Tadka Ipuia-
na Kpyry B ako 3Hamo 1a je y kpyry A je

c <
P(BA) =~ =2 =

6) Beposarnoha jia nzabpana tadka npurnaja Kpyry A ako 3uamo Ja je y Kpyry B je

m _ P(AB)
L P(B)

P(A|B) = % =

N3 oBor mpumepa MOKEMO Ja 3aK/byduMO Jia (popMyJia 3a padyHarhe YCJIOBHE BepoBaTHOhe
norabhaja A moj ycimoBoM Jia ce ogurpao gorabaj B m3HOCH
P(AB)
P(B)

P(A|B) = . (B.14)

Omna je medunucana camo ako je gorahaj B octeapus, P(B) # 0.
YcyioBHa BepoBaTHOhA Takohe 3a/10Bo/baBa TPU aKCHOME BepoBaTHOhe. YCJIOB MO3UTUBHOCTH je
ucnyeH, jep je P(AB) > 0, ycjioB HOpMaJn3alyje je Takolje UCIymheH:

P(QB) P(B)

P(Q|B) = P(B) = P(B) =1. (B.15)
[Ipumernmo J1a BazKu
P(BB) P(B)
P(B|B) = PB) ~ P(B) =1, (B.16)

IIITO HAM I'OBOPH Jla YCJIOBHA BepoBaTHOha JiepuHuIne 3aKoH BepoBaTHohe Ha cKyiy B, a octaJjie

ucxojie u3 B Moxkemo ojbanuTu. 3a JiBa MCK/byudnBa jorabaja, Ay u As, ucnymeHa je aJJuTHBHOCT
BepoBaTHoha:

P((A1+ Ay)B) P(A1B+ A3B)

P(A; + Ao|B) = P(B) - P(B) (B.17)
_ P(AB)+ P(A:B) |
B = P(A,|B) + P(Ay|B).
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YesioBaa BepoBaTHONA ce MOXKe HCKOPHCTUTH JIa Ce ojpe/ii BepoBaTHoha mpousBona P(ADB)
aBa gorabhaja, A u B,
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (B.18)

OBa dopMmya ce MOXKe YOUIITUTH Ha BepoBATHONY Mpom3Boia Buiie jporabaja. Y ciydajy Tpu
norabaja, A, B u C', Gopmy/1y MOKeMO U3BECTH Tako mITo y3memo ja je AB = D. Tana je

P(ABC) = P(DC) = P(D)P(C|D) = P(AB)P(C|AB) = P(A)P(B|A)P(C|AB).  (B.19)

Axko norabaj B mema yrunaja na jemasame gorabhaja A, ycinosua Beposarnoha je P(A|B) =
P(A). Tana ce kaxe na cy morabaju A u B HezaBucHu. 113 dopmyse B.14 cienn

P(AB) = P(A)P(B). (B.20)

akie, BepoBaTHOha IPON3BO/IA JiBa HE3aBUCHA Jorahaja jelHaKa je IPOM3BO/LY IbUXOBUX BEPOBAT-
rnoha. Ako cy norahaju A u B ca mo3suTuBHUM BepoBaTHONaMa HE3ABUCHE, OHU C€ OHJIa HE UCKJbYIy-
jy, Tj. IOCTOjU HajMarbe jeJaH 3aje JHUNIKN eJleMeHT. AKO He O T0CTOjao 3ajeITHIIKN €JIEMEHT, OHJIa
6u 6uno ucnyweno P(AB) = P(0) = 0, mro je wemoryhie, jep A u B umajy no3uTHBHE BEPOBATHO-
he. O6pnuyTo, ako ce A u B uck/py4yjy, oun cy 3asucuau, P(AB) = 0= P(A)P(B|A) = P(B|A) =
0, mrro 3uaun ja A 3aBucu ox B. Tpu norabaja, A, B u C, He3aBUCHU Cy aKO BayKU HE3aBUCHOCT
3a mapose u Tpojke gorabaja: P(AB) = P(A)P(B), P(BC) = P(B)P(C), P(AC) = P(A)P(C) un
P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Ipumep B.10. Bepopatnoha jna ce npeknne jegaa C-H Beza y mosekysny CHy TokoM Bpemena
T ycien arcopuiuje yarpabsyomdacTor 3padema je p. OupenuTn BepoBaTHONY Ja ce y ja-
TOM BPEMEHCKOM WHTepBaJjy npeknte makap jeana C-H Besa ako cy mpekuu Be3a HE3aBUCHU
norahajn.

Pewemwe: Tlocroje uetupu C-H Beze y monekyny CHy. Heka cy norabaju ma ce Bese npekuny
Ay, Ay, A3 u Ay. Tajsa je BepoBaTHoha 1a ce IpeKkuHe Makap jeaHa Be3a

P(A1+A2—|-A3—|-A4):1—P(A1—|—A2—|—A3—|—A4):1—P(A1 A2 Ag A4)
=1 - P(A)P(A) P(A4;)P(Ar ) =1 - [ J(1 - P(4))

=1
=1-(1-p"

¥ npsom pejy cmo kopuctusn Jle Mopranos 3akon (Bujeru pumep B.1), a'y apyrom pey cmo
KOPHUCTUJIN JIa, aKO Cy Jiorahaju He3aBUCHU, OHJIA CY HbUXOBU KOMILJIEMEHTHU TaKohe He3aBUCHMU.

Bb.8 Cuayuajua nmpomeHJ/bUBa

Ncexomn ekcniepuMenTa 4decto Hucy OpojeBu. M3Biademe Kaparta U3 IINAIA Jaje UCXOJIe KOjU
ce oImcyjy Ha3uBoM Kapte u 60joM. Peanuzanuja Oamama HoBUMha ormcyje ce cTpaHoM HOBYHhA.
OBakBU Pa3IUYINTH HAYWMHU OIKCA UCXOJIa HICY ITOBOJHHU 3a aHaJm3y ekcriepumenta. [lorognuje je
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kopuctutu 6pojese. Y ciyuajy banama Hopurha Moxkemo Kopuctutu 6pojese 0 u 1 (wm 6uio Koju
Jipyru nap 6pojesa) ja onuiemo ucxoje. Kaja 6amamo Hopunh n > 2 myTa, UCX0jie €KCIIepUMeHTa
MO2KeMO OpOjYaHO OIUCATU Ha BUIE HaYWMHA: OpPojeM J00MjeHrnX TJiaBa, pPa3jIuKoM OpojeBa J1o0mje-
HUX IJIaBa W Iucama, OpojeM Oaramba HOBYHMha JI0 IojaBe IpBe ryase u ciandno. C Jipyre crpame,
ncxo/im (GU3NIKOXEMUjCKUX Mepemba cy obudno opojesu. [lopes Tux 6pojesa, Mory jia HAC UHTEpe-
cyjy u mwuxose dyHkimje. Jlakie, Ha MHOTO pa3uIuTUX HAYUHA MOXKEMO HYMEPUYKH ONMNCATU
NCXO0/Ie jeTHOT eKCIIepUMEHTA.

CiyyajHa nmpomeH/buBa X IIOBe3yje MPOCTOP mcxoaa ca opojeBuma. Ona je dpyHKIHja
X : Q — R xoja jofiesbyje peasan 6poj X (w) cBaKOM MCXOJy €KCIepuMeHTa w. decto ce y npume-
HaMa [IPOCTOP UCXO/Ia BUIIE HE CIIOMUIbE U PAJIM Ce JIMPEKTHO Ca CJIydYajHOM IPOMEH/bUBOM HAKO
jé TIPOCTOP MCXOJia YBEK MO IPAa3yMeBaH.

CayugajHa MpoMeH/bUBa 1 BepoBaTHONA JeduHUCAHE CY Ha IPOCTOPY MCXOa, aji ITOCTOjU pa-
snuka m3Mmehy wux. Beposarnoha P je dyukuuja morahaja (moackynosu Q) P : P(Q2) — R, nok
je ciyuajua npomersbuBa X dyHkinmja Tadaka (esemenrapuux jgorabhaja) X : Q — R. Ilocra-
B/ba CE€ MHUTAIbE KAKO IOBE3ATH BEPOBATHONY W C/Iy4YajHy IPOMEHJ/bUBY, OJHOCHO Hahm BepoBAT-
HONWy J1a ciydajHa NMPOMEH/bUBa y3uMma ojapehene BpejHocTH. Pazmorpumo mHBEp3HY (DYHKIU]Y
nedbunucany Ha nojackyny A peamne oce: X HA) = {w € QX(w) € A}. Ona spaha ucxo-
Jie eKCIIepUMEeHTa Koje cjIydajHa IMpOMeH/bUBa IpeciankaBa Ha mojackyn A. Tajga je BepoBarmoha

P(z € A) = P(X~'(A)) = P({w € QX (w) € A}).

Bb.8.1 ®dynknmja pacrojeie

Kako 6ucmo usbersin ojpehuBame BepoBaTHONE 3a CBe IOJCKYIIOBE HA PEAIHOj OCHU, YBEIUMO
nojam pyHKIMje pactogesie (Beposaraohe), F(x), u3 Koje MoxKeMo JIOOUTH CBe OCOOUHE BEPOBAT-
nohe 3a ciyuajuy npomensbuBy. OHa je DyHKIMja Koja IpecnkaBa peasine OpojeBe HA MHTEPBAJI
[0, 1] u mpecraB/ba BepoBaTHONY Jia CIydajHa IPOMEHIBUBA X MMa BPEJHOCT MAamby OJ T,

F(z) = P(X < 2). (B.21)

Habumo Beposarnohy ga ce X nabe ma mnarepBasy (a,b]. Osnaunmo ca A, B u C norabaje
X<a, X<bua< X <b Tagaje B=A+C, Au C cy mehycobno uckpyausn gorahaju. Crora
je P(B) = P(A) + P(C), 1j. P(C) = P(B) — P(A). 13 oBora u3sogumo

Pla<X <b)=P(X <b)— P(X <a) = F(b) — F(a). (B.22)

dynknuja pacnogese, F(x), 3amoBo/basa ciezelie ycose:

1. ysuma Bpegaoctn mamehy 0 u 1, 0 < F(z) < 1,

2. rpanuyHe BpeaHOCTH y Geckonadnoctu ¢y lim F(z) =0wu lim F(x) = 1,

T—r—00 T—00

3. F(x) je meonanajyha dyuximja jep Baxu F(z+e)— F(x) = P(r < X <x+¢) > 03a¢e > 0;

4. F(z) je menpekuaa (dbyHKIIHja ca JIeCHe CTPaHe, ilir[l) F(x +¢) = F(z).

Osu ycsioBu HaM roBope Ja je F'(x) veonamajyha dynkmumja ox 0 mo 1 y3 moryhnocr mocrojarma
npeknIa y HeknuM Tadkama. CBaka (QyHKII]a PACIIOesIe MOKe Ce IIPEICTAaBUTH y 00IUKY 301upa Tpu
wiana, F(x) = a1 Fy(2)+as Fy(x)+azF3(x), e ¢y ay, as u az koeduijeHTn y3 yeios a;+as+az =
1. @yukmuja Fi(x) onroBapa AUCKPeTHOj (MYHKIUH pacrojelie ca KOHAYHUM WA TIPEOPOjUBO
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beckonaunum Opojem npekuya. Hempekuana dbyukmnuja pacrogesie koja je mudepeHiujadbuina
y CKOpO CBHM Tadkama obesexkeHa je ca Fy(x), noxk Fj(x) mpeiacraBiba CHHTYJIapHY QYHKIH]Y
pacrojiesie Koja uMa U3BOJIEe jeJIHaKe HYJIM aKO M3BOju 1octoje. Taj Tpehn 4jan je maroJionKku u
peTKo ce mojasibyje y npumenama. OH ojiroBapa HElPpeKuHIM (DYHKIIHjaMa KOje CKOPO CBYIa HUCY

nudepenIyjaduIHe.
a) FA 0) oA
1 Ps{
%{
L S Y B,
p1{ > ol my Ba| i
0 % % X3 % X% X of % X 3 X X% X

Cmuka B.5. a) ®ynkuuja pacnogese u 6) Pacrosena BepoBarHohe yHUBapUjaHTHE JUCKPETHE CJIy-
JajHe MPOMEH/bUBE.

Bb.8.2 JIuckperHa ciydajHa IpOMeHJ/bIBA

Pasmorpumo npBo (jeHOMMeH3IOHAIHY, YHUBAPUjAHTHY ) DYHKIMjY PaCIojese IOBE3aHy ca
JIUCKPETHOM CJIy4YajHOM MPOMEHJBMBOM KOja y3UMa BPEIHOCTH y HPEOPOjUBO MHOTO Tadaka
x;, cka B.5. OHa nMa CKOKOBe p; y TaukaMa T; U He Merba BpeHocTn u3Mmely tux tadaka. [Tomro
je Pla < X <b) = F(b)— F(a), onja je BepoBaTHONA Jla CIyYajHa IPOMEH/BHBA Y3UMa BPEIHOCTH
Ha UHTEpBaJMMa KOju He cajpxke npekuje jennaka uyaun. Ckokosu dyukuuje F(x) y taukama x;
IPeJICTaB/bajy BEpOBATHONY Kojy cilydajHa MPOMEHJbHBA y3uMa y Tadkama z;, P(X = z;) = p;.
Ckyn naposa {(z;,p;)} HasuBa ce pacnogesia BepoBaTHohe ciydajHe pomensbuse X. Bpojesn
pi y3umajy Bpearoctn usmehy 0 u 1, a wuxoB 36up je jeaHak jejumHuii, MoK ce F'(x) mobuja us
BepoBaTHONa p; IIpeKo u3pasa

Fla)= > =) pible;— ). (B.23)

1,2 <X

Ipumep B.11. Hosunh ce Gara jaBa nyra. Hahu pacnogeny BepoBarnohe n yHKIMjy pacro-
Jiesie BepoBarHohe 3a cydajHy IPpOMEH/bUBY KOja je jeaHaka Opojy Jo0ujeHux IiiaBa.

Pewerve: Enemenrapuu jorabaju w, BpemHoct ciaydajHe npomensbue X (w) u BepoBaTHOhA
enementaprux jorabaja P(w) matu cy y cienehoj rabesn:

w GG PG GP PP
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Pacnonienna BepoBaTHohe n dpyHKIMja pacojesie n3HOCE:
01 2
X = {1 1 1}
1 2 1
0 z<0,
1
;7 0<xr <1
F(z)=<"1 - ’
3 1< <,
1 z>2.
a) Fa 6) p A
1
3 —
4
1
2
P 1
2 2
0 1 2 =X 0 1 2 x>
Cmuka B.6. a) @yuknuja pacmnojeie u 6) Pacrosena BepoBaTHohe 3a ciydajHy TPOMEHIBUBY
KOja je jenHaka Opojy J00ujeHux riaBa y JiBa Oarama HOBUMNA.

B.8.3 Henpekumana cirydajHa ITpoMeH/bUBA

[MIra ce mernraBa Kaja OpOj BPeJIHOCTH M KOje y3uMa ciaydajHa npomenbuBa pacre?! Taja je
6poj npekua dyukimje F(x) Behu, ajn CKOKOBE Cy Mabi, T1a Ce Y FPAHUYIHOM CJIyUajy, KaJa 6poj
MPEKUIa TIoCTaHe HeTpeOdPOojuBO DeCKOHAaYaH, cTelleHacTa (DyHKIIMja IpeTBapa y HeIIPEKUIHY, CJIUKA,
B.7. TakBa dyHkIuja pacrojiesie ojroBapa HEIIPEKUIHOj CJIydajHOj mpoMeHJbuBOj. [lomTo
BepoBaTHOha Ha mHTepBasty (a,b] msnocn Pla < X < b) = F(b) — F(a), 3a a = b nobujamo
Pla < X <a) = P(X =a) = 0. [laxse, BepoBaTHOha Jia ce peajmsyje HEKa TadKa y €KCIIEPUMEHTY
y KOM TIOCMaTpPaMO HEIPEeKU/IHY CJIydajHy ITPOMEH/bUBY je/HaKa je Hyau. To He 3HAYM Jla Ta TadkKa
HUKa/la Hehe OuTu peasim3oBaHa, HETO 3HAYM Jia he ce y BeJIMKOM OpOjy ITOHAB/bakha €KCIIEPUMEHTA
OHa TI0jaBJbUBATH jAKO PETKO (HACYIIPOT CJIydajy JUCKPETHE CJlydajHe IPOMEH/bUBE Y KOjeM aKo je
BepoBaTHOlA HEKe BPEIHOCTH jeJIHAKA HYJIM, Ta BPEJHOCT ce HUKaja Helie peaqmzoBarn).

Beposarnoha ja ciayuajHa HenmpekmIHa npoMeH/buBa X y3UMa BPeIHOCTH Ha MHTepBaly Ax
jemnaka je P(z < X < x4+ Ax) = F(x + Az) — F(x). Uckopuctumo Taj n3pas ja j1eduHAIIIEMO
rycTuHy pacmnogeJie (BeposarHolie):

f(z) = lim Pz < X <z + Ax) ~ lim F(z + Azx) — F(x) :dF(:c)’ (B.24)

Azx—0 Az Az—0 Ax dzx

rie je f(x) BepoBarHoha no jeaununu emanne X . Kako 6ucemo nobusm BepoBaTHOly jia cirydajHa
IPOMEH/BbUBA Y3UMa BPEIHOCT HAa MaJoM mHTepBasay Az, MOTpeOHO je Ja MOMHOXKUMO TYCTHHY
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Cmuka B.7. [Ipesazak juckperne y HenmpeKUaHYy (DyHKIU]y pacrioelie Kajia Opoj MpeKkn/ia mocTaHe
HEeIpeOPOjuBO OECKOHATAH.

pacrozesie ca uarepsaiom Az, f(x)Az. Beposarnoha Ha konadHOM uHTepBasy (a,b| usnocu
b
Pla< X <b) = /f(x) dx. (B.25)
DOyuxiujy pacnogesie j1obujaMo unrerpaiehn rycruny pacrojele:
Fla) = / f(w)da. (B.26)

YcnoBu Koje 3a/10BOJbaBa I'YyCTHHA PacIiojiesie Cy Jla je HOpMaJin30BaHa Ha jeJIMHUILY U Jia je He-
nerarusHa ¢yuknuja (f(z) > 0). Kopucrehu genra dyHKImjy, MOXKEMO MPEICTABUTH I'YCTUHY
pacrojiesie 3a JUCKPETHY CIydajHy IPOMeHbUBY y 00uky f(x) = > pio(x — x;).

i

IIpumep B.12. Henpekujna ciaydajua npomensbusa X jedunucana je na uarepsaiy [0, 1] u
uma rycruny pacnogese f(z) ~ z. Hopmanusosaru rycruny u vahu dbyskiujy pacnogese.

Pewewe: Kako bucmo HOpMa/m30Ba/i TYCTHHY paciojiesie, moMmuokumo je ca C. Tamga je
1
/ Cf(z)dx =1,
0

tj. C =2 u f(x) = 2z. Oynkuuja pacnogese usnocu F(z) = [ f(t)dt = 2°.
0
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0 1 X

0 1

Cruka B.8. a) Oyukimja pacnomene u 6) ['yeruna pacrofere 3a ciaydajuy nTpoMeHbrBY X 13
puMepa.

B.9 Ciayuajuu BeKTOopu

Y N-aumeH3uoHAJTHOM TpocTopy N cilydajHUX MPOMEH/bUBUX IMIPEJICTABbAjy CIYYajHU BEK-
Top. Pasmorpumo, 360r jeJHOCTABHOCTH, JBOJUMEH3NOHAIHY (OMBApUjaHTHY) CIIydajHy MPOMEH-
wuBy (X,Y). Bajeqanuka dbyHKIuja pacrojesie je taja

F(z,y) = P(X <x,Y <y) (5.27)

U OHA TIpeJicTaB/ba BepoBaTHohy npoussoja jorabaja X < x u Y < y, mro ojrosapa BepoBaTHonn
Jla ce cJydajHoO m3abpaHa Tadka y PaBHU HAJIA3M JIeBO U ucnox tavke (x,y) y pasuu (canka B.9).
Beposarnoha jia ciyuajua tauka (X,Y) sexu y npaBoyraonuky a < X < b,e <Y < d (ciuka
5.9) usnocn

Pla< X <bc<Y <d)=F(bd)— F(bc)— F(a,d) + F(a,c). (B.28)

Osne F(z,y) 3a10Bo/baBa UCTE yCJIOBE Ka0 U YHUBapUjaHTHA (DYHKIMja PACIIOJIE/Ie: OHA je Heola-
najyha dyHKnuja mo KoopamHataMa x U Y, TpaHIIHe BpeIHoCTH u3Hoce F(r, —o0) = F(—o00,y) =
F(—00,—00) =0 u F(co,00) = 1.

a) y4 6) ya

xy) d

<y

0 a b x

Cruka B.9. a) Osnauena je obsacT y KOjoj JIeXKU CJIydajHO m3abpaHa Tadka ca BepOBATHONOM
F(z,y). 6) BepoBarnoha na ciyuajHo n3abpata Tadka JIeXKHU y 03HadeH0j obractu nznocu F (b, d)—

F(b,¢) — F(a,d) 4+ F(a,c).

Ba mBe aucKpeTHe ciydajHe mpoMen/buBe X u Y, OMBapujaHTHa paciojiesa BepoBaTHohe je
cky Tpojku {x;, yi, pij = P(X = x;,Y = y;)}, nae ¢y x; n y; Bpeanoct X u Y, a p;; BepoBarHohia

149



y THM TadkaMa, 3a Kojy Bazke ycyoBm: 0 < p;; < 1wum Y Y p;; = 1. Oyuxnuja pactomese jeHaxa
i

je
F(z,y) = Z Z Dij- (B.29)
4,2 <T 3,9 <Y
y A
y+Ay
D
y
0 X X+AX >x

Cmuka B.10. O3nmadena je obmact D, y Ko0joj BepoBaTHONhA Jia ciryvdajHO m3abpaHa Tadka MMajHe y
wy usnocn F(z + Az, y+ Ay) — F(z,y + Ay) — F(z + Az, y) + F(z,y).

Henpexkujau jnBojumMensnonann ciaydajau Bekrtop (X, Y) omnucyje ce rycTHHOM pacrojeie
f(z,y). o we monasumo ua ciaenehn nauna. Ako m3abepemo Taduky (z,y) y PaBHH, OHJIa BEPOBAT-
Hoha j1a cirydajHo n3abpaHa Tadka majHe y npaBoyraonuk D ca remennma (z,y), (x+ Az, y),(z, y+
Ay) u (z + Ax,y + Ay) usHocu

P((z,y) € D) = F(x + Az,y + Ay) — F(x,y + Ay) — F(x + Ax,y) + F(x,y), (B.30)

cauka b.10. 3ajeqHuYyka rycTHHA pacIojiesie je/iHaKa je

_P((z,y) € D)
= lim —~*>% - -
f(z,y) %m%g Ariy
Y ) (B.31)
iy Pl F Ary + Ay) — Fla,y + Ay) = Fla + Aayy) + Fay) _ 9F(a,y)
As=0 AzAy 0x0y
I'ycruna pacrtogese 3agososbasa ycaose: f(z,y) > 0u [ [ f(x,y)drdy = 1. Oyskiujy pacmo-

JeJIe MO2KEMO U3padyHaTu U3 I'yCTHUHE IIPEKO CJIG,ZLeheI‘ n3pasa

F(x,y):/x/yf(u,v)dudv. (B.32)

—00 —O0

Bepopatnoha ma ce ciaydajHo nzabpaHa Tadka HaJa3u y obyactu A jenHaka je

P(z,y) € A) = / / (e, y) dz dy. (B.33)
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Ipumep b.13. Bamajy ce nBa nosunha, X u Y cy OpojeBu 1yiaBa Ha IIPBOM U JPYTOM HOBYHUNY.

OppenTu pacrnofiesty BepoBaTHOhe 1 (DYHKIN]Y PACIIOeie.

Pewerve: Enementapuu norahaju w, BpeaHoct ciydajuor Bektopa (X, Y) u Bepoarnoha eje-

mentapaux jorabaja P(w) matu cy y ciegehoj Tabesn:

w GG PG GP PP
(X,Y) (1,1) (1,00 (0,1) (0,0)

O T T T

Pacnoaeﬂa BepOBaTHOhe N3HOCH:

X
pij 0 1
11
Y O % %
L3 1

0 —oco<zr<0, —o0<y<0,

x>0, y<0,
x <0, y>0,
Flz,y)=¢1 0<z<1, 0<y<l,
1
;> v=>1, 0<y<1,
0<z<l, y=>1,
1 z>1, y>1.
a) 6)
yA 1 1 y A 1 1
4 4 2
1 1
1
b 4
0 F( 1
X.y) )
1 1
1 4 g >
0 1 "X 0 1 5%
0 0

Cmuka B.11. a) Pacnonesna Beposarnohie n 6) @yukimja pacmogese ciydajaor Bekropa (X, Y)

13 IPUMEPA.

Ipumep B.14. Hahu rycruny pacuojiesie u (pyHKIIHUjy paciojieie JBOINMEH3NOHATHOT CTydaj-

HOI' BEKTOpa KOju MMa paBHOMepHY pacrojeny Ha kKBagpary 0 < x < 1,0 <y < 1. Oxpeanrn

Beposarnohe: a) P(X > 1/10,Y >1/5),6) P(X <1/2),8) P(X <Y).

Pewerve:
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['ycrura pacmnojesne n3nocu

1 0<z<1,0<y<1,
[z, y) =

0 ocraJo.

QyuKIIja pacmojesne J1o0uja ce WHTErparyjoM I'YCTHHE PaCHojiesie M0 Pa3JInIuTHM 00J1a-

CTHUMa Ha CJIAIINA.

yA

1l \Y,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Cmuka B.12. Obsractu y kojuma ce ogpelyje dbyHKIMja paciojiese n3 mpuMepa.

O6mact I F(u,v) :/dm/dy:uv

O6macr II: F(u,v) /dz/ y=uv

O6macr III: F(u,v) /d:):/dy—u

O6mact IV: F(u,v) = / dm/ dy =1

(0 —co<xr <0, —o0<y<0,
x>0, y<0,
xr <0, y>0,

Flr,y)=<¢xy 0<z<1 0<y<l,
r x>1, 0<y<l,

y 0<z<l, y=>1,

1 x>1, y>1.
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1 1 05 1
a) P(X > 1/10,Y > 1/5) = [ dx [ dy = 0,72,6) P(X < 1/2) = [ dx [ dy = 0,5, B)
01 02 o 0
11
PX<Y)=[dy [ dz=05
0 Y

b.9.1 MaprunajsiHa pacnojeja

Maprunasae pacmo/iesie ¢y pacrojesie IojeITMHATHIX CIyYajHIX IPOMEH/bUBHUX 34 JJOBO/IMMEH-
3UOHAJIHU CJIYyYajHU BEKTOD WM paclojiesic OO KOI MOJCKYIa CAy4YajHUX MPOMEH/BUBHX KaJla
je numensuja BekTopa Beha o jsa. [locmarpajmo nBoauMensuona nu ciaydajuu Bektop (X, Y).
3a JHCKpeTHe cilydajHe IPOMEH/bUBE, Uhja je 3ajeJHUYKa Paclofesa p;;, MapruHaJHe PacIoese
n3HOCE:

j=1
i=1

Hbux jrobmjamo Tako 1mto y Tabesm paciojiesie BepoBaTHohe cabepeMo CBe eJleMeHTe jeJTHe KOJIOHE
WK pejia, & pasyJTaTe MOXKEMO HAIMCATH Ha MapruHu (OTyja MOTHYe MMe PacIojere).

3a HenpekuHe ciaydajHe TpOMEH/bUBE, MAPTUHAJIHE TYCTHHE ce JI00Hjajy TaKo IITO Ce I0-
cMaTpajy BpeaHocTu (MyHKIMje paciojese 3a £ — 00 WIN Y — 00. 3a Yy — 00 J1001jaMo

Fx(z)=F(z,00)=P(X <z,Y <o0)=P(X <z)= / du/f(u,v)dv. (B.36)

Mapruna/aa rycTuHa ciiydajHe mpomMen/buse X je

fx(z) = / f(z,y) dy. (B.37)
jep je )
Fx(x) = / fx(u) du. (B.38)
Cnmano, 3a © — 00 1001MjaMo
y %)
Fy(y) = F(oo,y) = P(X < 00,Y <y) = P(Y <y) = / dv / Fu,v) du, (B.39)

a MapruHaJHa Paciojiesa ciaydajHe IpoMeH/buse Y je
friv) = [ fay)ds, (5.40)
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jep je

Fy(y) = /fy(v)dv. (B.41)

B.9.2 VYciaoBHa pacnojesa

Panwnje cmo mokazasin j1a BeposaTHoha mpon3Bosia jiBa jorah)aja Huje yBeK jeHaka ITPOU3BOILY
ILUXOBUX BepoBaTHONA, jep Jjorahaju mory 6utu 3aBucHu. 300r TOra MO JiepUHUCAIN YCIOBHY Be-
poBaTHONY, KOjy Cca/l KOPUCTUMO JIa OIUIIEMO 3aBUCHOCT PacIiojiesia BEpoBaTHONA y C/Iydajy BHUIIE
caydajuux nmpoMmensbuBux. Hamme, BepoBaTHOhe j1a HeKa cIydajHa TPOMEH/bUBA y3UMa, BPEIHOCTU
MOTY 3aBHCHTH O] BPEJIHOCTH JIpyTe ClydajHe MPOMEHJbUBE. 3a JBe JUCKPETHE CJIydajHe MPOMeH-
muse X u Y, ycnoBHa pacuogena P(Y = y;|X = z;) 3a npoMmenspusy Y, Kaja HaM je BPEIHOCT
X mosHara, jeJiHaKa je

P(X = [L'i,Y = y])

Pij
P(Y:yj]X:xi) = PIX =) = p—] (b.42)

C apyre crpane, P(X = z;|Y = y;) je ycioBna pacrozena cIydajuae IpoMeH/bUBe X 3a HO3HATY
BpeTHOCT cirydajue npomensbuBe Y. Ona ce ojpelyje npeko ciejieher uzpasa:

P(X =z,Y =y;) i

P(X =Y =y;) = = —. b.43
T (A4
" AN
y+dy
2
y
0 X x+dx >

Cmuka B.13. Obnactu A, A; u A,.

Y ciiydajy HENPeKWTHUX CIydajHuX mpoMeHbuBux X u Y, pazMorpumo jorahaje jga oHe y3u-
Majy BPEJIHOCT Ha HEKOM WHTEPBaJy. YOUNMO e/leMeHTapHU IpaBoyraoHnk A ca crpanumama dz
u dy oko Tauke (r,y), ciuka b.13. Bepoarnoha ja uzabpana radka mnajHe y obsiact A wsHOCH
P((z,y) e A)=Plr < X <z+dr,y <Y <y+dy) = f(x,y)dzdy. One umamo nsa jorabaja,
E1 u E,, xoju ofroapajy ja tadka najgne y mojace Ay, v < X <z +4+dru Ay, y <Y < y+dy.
Kopucrehu dpopmyity 3a npousso jBa jiorahaja, mobujamo:

flz,y)dedy = Pl < X <z +de)Ply <Y <y+dylr < X <z +dx)

b.44
=Ply<Y <y+dy)Plr< X <z+dely<Y <y+dy), ( )
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[z, y)dzdy = fx(x)dz f(y|lz)dy = fy(y)dyf(x|y)dz. (B.45)

YciaoBHE rycTHHE U3HOCE

~

(z,9)

flylz) = () (b.46)
~ fz,y)
f(zly) = ) (B.47)

Tpeba nanomenyTu ja je yciaosHa rycruna f(y|r) dyHkimja v, a x je mapamerap paciojerie.

B.9.3 HesaBucHe ciay4ajHe ITpoMeH/bUBE

Be cayuajue npomersbuBe X u Y cy HezaBucHe ako je f(z|y) = fx(z) u f(ylx) = fy(y)
(3a mempexugune npomembuse) win P(X = ;]Y = y;) = P(X = ;) u P(Y = y;|X = z;) =
P(Y = y;) (3a nuckperne npomensbuse). ¥ toM ciayaajy je f(z,y) = fx(z)fy(y)(3a nenpexuane
IIPOMEHJbUBE) WK P;; = P;p; (38 uckperre npoMersbuse). Takole Baxkn daxkropusanuja dbyHKImje
pactozene F(x,y) = Fx(x)Fy(y). HesaBuche cirydajHe TpOMEHIBEBE HAM YMHOIOME OJIAKITIABA]Y
n3padyHaBambe 0COOMHA CIyYajHUX MPOMEH/bUBUX, IMITO hemo yOp30 BUIETH.

IIpumep B.15. Tlonoxaj Tadke y ABouMeH3MOHATHOM mpoctopy (X, Y') jeaHako je BepoBaran
YHyTap a) KBaJpara CTpaHuIle a; 0) Kpyra IOJIyIPEIHUKA @, IEHTPUPAHUX Y KOODIMHATHOM
novuerky. OJpeauMo MapruHajine U yCJIOBHE paciojese ciaydajaux mpomenbusux X u Y. Jla
JIM Cy ciaydajHe npoMensbuBe X u Y He3aBucHe?

Pewere: a)

N <
>

v

'
NI
N

.
Nojo

Cmuka B.14. KBajpar crpanutie a.
['ycruna 6uBapujaTHe paciojie/ie N3HOCH

= el <5 <
flz,y) = {“2 ? 2
0 ocraJio.

MapFI/IHaJIHe paciogesie cy

5
& [ dy=1 2| <4,

fx(x)=4" 4 ’ B

0 OCTAaJIO.
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a
2
L [de=1 |y <4
,% .
0 OCTAaJIO.

YcoBHE pacrojiesie jeTHaKe Cy

Sy e W<
fole) = fx(z) {0 0CTaJIo,
Sl fa lel <,
flely) = fr(y) a {0 0OCTaJIO.

Hakine, f(x,y) = fx(z)fy(y), cnyuajue npomensbuse X u Y cy He3aBuCHe.
6)

Y A
ﬁ
_a!
-a

Cmuka B.15. Kpyr nosynpeunuka a.
['ycruna 6uBapujaTHe pacro/iesie N3HOCH

1 2 2 2
-3 Tty <a
f(x,y)Z{ ’
0 OCTAaJIO.

MapI‘I/IHaJ'IHe paciogersie cy

2_ 2
fe) = {7 L W= e
—Va*—x
0 0CTaJIo,

VaZ—y? 2y a2 —y?
a2 2
fY(y) = 7ra 2_,2 7m

0 OCTaJIO.

ly| < a,

VciioBHE pacnoiesie je/IHaKe Cy

f T,y — L |y| <a,
f(y|x) _ ( ) _ 2va2—22 —
0 ocTaJIo,
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x — L 7] <aq,
flaly) = 2L ’y)): Ty

Iy (?J 0 OCTAaJIO.

Haxne, fx(x)fy(y) = (GQ;Z)}GQ—Z’?) # f(z,y), cayuajue npomensbuse X u Y cy 3aBuCHe.

b.10 DBpojuyane kapakTepucTuke paciiojiejie BepoBarHohe

YecTo He 3HAMO WJIM HE MOXKEMO Jia OJIpeJnMo (TYCTHHY) pPacrojiesie BepoBaTHONe ciydajue
IIPOMEHJbUBE, HETO MOXKEMO OJIPDEJUTU CAMO HEKOJIMKO OpOjeBa KOjU KapaKTEPUIy TY PacCIOJIEy.
Twu 6pojeBu ce Mory HoJIe/IUTH y JiBe I'PyIie: OHU KOjU OIUCY]Y IeHTap HArOMUJIaBaIba BPEIHOCTH
cJlydajHe IPOMEHJbUBE U OHM KOJU OIMCY]Y OIICET PACTypaka BPEHOCTH OKO TadKe Har'OMUJIaBamba.

b.10.1 KapakTepucrtuke MeHTpa HaroMmjiIaBamba

Mop, je HajBepoBaTHUja BPEJHOCT CJIydajHe TPpOMeHsbUBe (OHa BPEJHOCT 3a KOjy I'yCTUHA pac-
noziesie uMa MakcuMyM). [locroje yHuMoa He (jean MaKCUMyM) U MyJITUMOJaJIHE (BUIIEe MAKCHU-
MyMa) pacrogeste, canka b.16.

a) 6)
f A f A

»
SR

X

»

X Xmod, Xmod2 Xmod3

X

'mod

Cauka B.16. a) Yaumomaana u 6) Mysrumo/iaina rycruta paciojiesie.

Cpeama (oueknBana) BpeaHocT (X ) ciiydajHe IPOMEHIbUBE X, IIPEJICTaB/ba TadKy HATOMHU-
JaBamba BpejHocTH X Koja He Mopa ojJroBaparu Moy pachojerne. OHa ce u3padyHasa Ha ciejehn

HAYUH:
> xip; JIUCKPETHH CJIy4aj,
(X) =433 (b.48)
[ xf(z)dx wenpexmmuu ciyuaj.

MapFI/IHaJIHa paCHO,ZLeJIa YBGK MO2Ke ,Ha ce Hpe,ZLCTaBI/I Kao Cpe,zLH)a Bpe,ZLHOCT YCJIOBHG pacnoaene,
fxlo) = / fla,y)dy = / Faly) fy () dy = (f(xly)y (5.49)

rje je yciaosaa pactnogena f(x|y) = d(x —y).
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Cpejitba BPEJHOCT je CHElUjaJHu ciydaj k-TOr MOMEHTa OKO KOOP/MHATHOI II0YeTKa
(obuunor momenTa) 3a k = 1. 3a ocrase BpenHocTH k, OGUYHI MOMEHTH H3HOCE:

S akp, JIMCKPETHH CJIydaj,
my, = (X*) = { 'S (B.50)
[ 2*f(z)dr weupexkumuu ciyuaj.

Heduunimjy o6uaHOr MOMEHTa MOYKEMO YOIIITHTH Ha caydajan BeKTop (X, Y):

Z Z y ?JJPU JIUCKPETHU CJIy4aj,
ol = <Xkyl> — i= 1] 1 (B,51)
f f y' f(z,y)dxdy menpexumHm CIyHaj.

Y ciayuajy k= 0 unu [ = 0 MOMEHTH ce PeyKyjy Ha MOMEHT MapruHa/He Paciojese 3a IPOMeH-
spuBe Y mm X.

Ocobune cpepme Bpegnoctu ¢y (C'je KOHCTaHTa):

1. (C) = C;

2.(CX) = C(X);

3.(Xq +X2> (X1) + (Xa);

4.(X,

Xo) = (X1)(X2) ako ¢y X n X, He3aBHUCHE CJIydajHe IPOMEHIBIBE.

IIpumep B.16. Ciiyuajua Tadka je paBHOMEpHO pacropelhena Ha a) Kpyry, 6) JIONTH TIOJIyIIPeY-
nuka a. Hahu cpemy BpegHocT pacrojamba Tadke o meHTpa. Koamko oHa m3HOCH Kaja Opoj

JIMMeH3nja uje y OeCKOHATHOCT !

Pewerve: a) ['yeruna pacmojesie ciydajue Tadke y Kpyry je:

1 x2+y2§a2,

fla,y) = {_

0 0OCTAaJIo.

Y A
a

(x,y)

\

Cmuka B.17. Caydajno nzabpana tadka y KPyry HMOJIyIPEIHUKA .
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Pacrojame Tauke o menTpa je R = /22 4+ y2. Cpejitba BPeIHOCT pacTojarba N3HOCH:

1
://\/x2+y2f(x,y)dxdy://TTTSinedrdQ
a’m

Kpyr KpyTr

27 a

2a

1
= o std@/ dr = —.
a 3
0 0

OBzie MO MCKOPUCTWIIN TTOJIApHE KOOPJUHATE JIa PENTIMO WHTErDAJIL.
6) I'ycruna pacnogese ciydajHe Tadke y JIONTUH U3HOCH:

1—7%3 22+ %+ 22 < a?,
flw,y,2) =43

0 OCTAaJIO.

(x.y.2)

\/

Ciuka B.18. Ciyuajuo nzabpana tadka y JIONTU HOJIYIPEIHUKA @.

Pacrojame Tauke o menrTpa Jjomnre jegHako je B = +/x2 + y? + 22, a cpejmba BPEIHOCT

pacTojama je:
1
/// 24+ y?+ 22f(x,y,2)dedydz = ///r4—3r281n9drd0dgo
§7TCL

JIOIITa JIOIITa

™

1 3a
= %Wag/dw/sm@aw/r dr = — 1

0 0

Nurerpan cmo permuin kopuctehn cepre koopamnare. Huje Temko yoduTu Ha OCHOBY JIBO-

JIMMEH3NOHAJIHOT ¥ TPOJMMEH3NOHAJIHOT CcIydaja Ja je 3a n-IUMeH3NOHAJHY JIONTY, CPe/IHhe

na
n+1’

OBaj pasyiarart, Jia je Cpeliibe pacTojamhe HaCyMUIHO n3abpaHe Tadke ca yHH(MOPMHOM I'yCTH-

pacrojarme Tadke oJl 1eHTpa Jjonre (R) = TO jaje rpaHudHy BpeaHoct lim (R) = a.
n—oo

HOM PacIojiesie y N-IuMeH3MOHAIHO] JIOITH JeIHAKO MTOJIyIIPEYHIKY JIONTE, YKa3yje J1a Ce CKOPO

CBe TauKe Hajla3e Ha MOBPIIM JIONTE, Ko IITO CMO JO0MIN pasMarpajyhu mpuMep y Besu ca

3anpemuHe Jonre (BuaeTn ogesbak A.5).
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b.10.2 KapakTepucTtuke orcera pacTypama

Pacrypame BpeiHOCTH ciTy4dajHe IPOMEH/BUBE OKO CPEIIbe BPETHOCTH JATO je k-TUM IeHTpaJI-
HUM MOMEHTOM:

Zn:(% —(X))"pi JIMCKPETHHN CITydaj,
= (0X)) = (X — (X)) =  e®
_f (x — (X)) f(x)dor menpexuanm cayuaj.

pyru neHTpasiHI MOMEHT Ha3WBa ce BapujaHca (aucrneps3mja) U jeJ[HaK je OYeKUBAHO] BPETHO-
cru kBajpara rperike (buaykryarnuje) X = X — (X),
var(X) = pz = ((0X)?) = (X — (X))?) = (X*) — (X)*, (B.53)

Tj. iy = My —m? = 02, 0 je craHAapAHO oAcTymname. Ciuune pesaiyje nocToje usMely IeH-

TpaJIHUX U OOMYHUX MOMEHATa BUIIIEr peaa.

3a ciyuajau BekTop (X,Y') MoxkeMo jeduHUCATH [IEHTpaJHE MOMEHTE Kao
= (X = (XD = (V))). (B.54)
KoBapujaHca je 1neHTpajsnu MOMEHT [i11:
cov(X,Y) = pn = (X = (X)) (Y = (V))) = (XY) = (X)(V). (B.55)

Kopenamnuja nse ciydajue npomensbuse X u Y nedunuiie ce Kao

Xy = coviX,Y) . B.56
s var(X)var(Y) ( )

Omna mokagyje cTerneH JUHeapHe 3aBHCHOCTU CIYyJajHUX MPOMEeH/bUBUX X U Y. Y3UMa BPeTHOCTH
—1 < pxy < 1, tako nma BpemHoctu 1 u —1 oaroeapajy TOTIYHO] JinHeapHO] 3aBucHocTH (Y =
b+ aX, a > 0) u anruzasucuoctu (Y = b — aX, a > 0), gok Bpeanoct 0 ojrosapa ojCycTBY
JmHeapHe 3aBucHocTu (Moryhe je ja mocToju HeJInHeapHa 3aBUCHOCT).

b.11 Tpancdopmamnuja ciaydajHe OpoMeHbUBE

Cayuajua npomensbuBa Y = ¢(X) HasuBa ce TpaHchopManujom ciayvajHe MPOMEHJbU-
Be X, 11e je g Heka dynkimja. VlHTEpecyje HAC jTa opeanMoO pacmnojiey BepoBaTHohe 3a Y. Y
JINCKPETHOM CJIy4ajy, paclojiesa je jarta ciaegehnm n3pasom:

P(Y =) = P(9(X) = ;) = P({z]g(z) = yi}) = P(x € g~ (w:))- (B.57)

Hakie, moTpebHO je HAhU cBe BpeIHOCTU T KOje (DYHKIHja ¢ TPECIMKaBa y BPEJIHOCT ¥; U cabpaTu
IUXOBE BepoBaTHOhe. VY cjiyvajy HelpeKuHe ciaydajHe IMpoMeH/buBe X, IIOCTOje TPpU KOopaka 3a
HaJIayKehe TYCTHHE PAacIojielie CIydajHe TPOMeH/bUBe Y :

1. 3a cBako y nahu ckyn A, = {z|g(z) < y}, comka B.19,
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Cmuka B.19. V npBoMm Kopaky TpaHchopMalinje ciiydajHe TpOMeH/bIBe, TOTPeOHO je Hahu CKyToBe
Ay, jep dyHKIHja He MOpa OMTH MOHOTOHA.

a) YA 6) Y A

Cmmka B.20. a) Monorono pacryha u 6) Monorono onaajyha dynkunuja g(z).

2. mahn pynkuujy pacnogene Fy(y) = P(Y < y) = P(9(X) < y) = P({z[g(z) < y}) =
(@) da,

A'y
3. ryctuHa pacnojese usnocn fy (y) = .ngy(y)'
Kaza je g monorono pacryha nim onanajyha dynknuja (cimka 5.20), onna je

P(X <g7'(y)) = Fx(97'(v)) pacryha,

P =Pl =o = {P(X >97'(y) = 1= Fx(g'(y)) onanajyha.

Crora je rycTuHa pacrojesie

[He )22 pactyha,
)= {—f(g_l(y))dgd;(y) omaajyha.

OBa mBa caydaja MOTY Ce IPEJICTABUTH MIPEKO jeIHe jeTHaTImHe:

dg~"(y)

) = £1a7 ) |22 = st |5

dy

(B.58)

Nzpasz 3a tpancdopmalujy ciaydajue IpOMEH/bUBE MOXKE ce J00UTU MoMONy jesita (pyHKIHU-
je. Uckopuctumo jemnaumny b.49 koja mpejscraB/ba MapruHaJIHY Paclofiesly Kao CPeJmby Bpe/i-
HOCT YCJIOBHE pacriojese. ¥ ciydajy TpancdopMmalimje mpoMeH/bIBe, YCIOBHA PacIojiesia W3HOCH
fly|z) = 0(y — g(x)). Tana je Tpancdopmucana rycrura pacroese

fr(y) = / Fx(@)8(y — g(a) d, (B.59)



rjie cy rpaHuiie unTerpaiuje ojapehene rpanuiiama nurepsajia Ha kojem je X jgedunucana. Tasa ce
rpanuie Ha Kojuma je jedpunucana Y oapebyjy u3 nejemnakoct a < g~ '(y) < b. AKo nCKOPHCTUMO
n3pas 3a jiesita QYHKIHI]y ca CaokeHuM aprymerTom A.19, mobujamo:

S pey S ) s (@)
fy(y)—/fx( ); PEAl d ;}%(xi)|, (B.60)

rJe Cy «; pelema jeaaadnne g(z) = y.

Pasmorpumo gponnmensnonaiam ciay4aj. 2Kemnmo fa rparcdopmuiienmo caydajau Bekrop (X7, X»)
ua BekTop (Y7, Y5) nomohy 6ujekrushe Tpancdopmanuje Y1 = g1(X7, Xo) u Y = ¢2(X5, X3), unja
je nerepmunanTa jakobujana |J|. Taga je Tpancdopmucana Gusapujarna PacIoesia JIara n3pas3oM:

_ _ a('rla l’g)
Flyr,y2) = 2] = flo1 (1, 92), 92 (41, 92)) 'a— : (B.61)
(Y1, 92)
IIpumep B.17. Heka je mara pacrozesia BepoBaTHONe ciaydajHe MpoMeH/buBe X :
-2 -1 01 2
X = { 101 111 }
5 5 5 5 5
Hahu pacmoseny seposaTaohe 3a Y = X2,
Pewerve: PazmoTpumo Koje BpegHocTn y3uma Y :
x —2 -1 0 1 2
yi 4 1 0 1 4
1 11 1 1
pi 3 5 5 5 5
[Torpebno je cabpatu cBe BepoBaTHOhe KOje Cy moBe3aHe ca UCTOM BPEIHOIINY ¥;:
01 4
Y= {1 2 z}
5 5 5
IIpumep B.18. Ciyuajua npomensbrBa X uma rycTuHy pacrojere fx(x) = \/%e_”'j Ha, OIICery
—00 < ¥ < 0o. OnpesuT TycTHHY pacnoiene 3a Y = X2,
Pewerve: Oynxuuja y = w2 HUuje MOHOTOHA Ha —00 < o < 00. 3aTHM, A, = {z|z* < y}, rako
Jla Cy BPEJIHOCTU T Oorpanmiene Ha —,/y < x < /y 3a cBako y > 0. Y OKBUPY THX BPEJHOCTH
Tpeba WHTErpaJuTH I'yCTHHY pactojene fx(x),
VY
1 e
Fy(y) = / Vo dz = Fx(\/y) — Fx(—=Vy).
—VY
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y A
2
y=X
_________ ]
_y% 0 y15 " x

Cmuxa B.21. ®ynkmuja y = 2.

OBaj unTerpas HeMa aHAJUTHIKKA OOJUK U 3aT0 Kopucrumo dhyukiwmjy Fy(z). UsBox e
dyukiuje naje rycruny Tpancdopmucane pacio/esie:

_diy(y) _ Ix(VY)  Ix(=V) et (B.62)

3a y > 0.
Pemmwo caga oBaj mpumep Kopuctehu jenra dyuaknujy. [lorpedbra cy HaMm pemema jetHaqn-
ne y = x2, Koja uznoce y = /T uy = —/z. UsBox ‘g—iﬂ je jemnax 2x. ['yeruna rpancdopmucane

pactojiesie gobuja ce u3 jeanadune 5.60:

1 e Y e Y e ¥
fr(y) = T (2\@ + 2\/@) = T (B.63)

Pacnogena je nepunncana Ha uareppaiy —oo < ,/y < oo, 1j. y > 0.

[Tocroju BazkHa mocseauiia TpancdopMmalmje HeIpeKuIHe caydajHe rnpoMensbuse. Ilomro ry-
CTHHA PacIiojiesie TpanchopMuUCcCaHe CIyvdajHe MPOMEH/bUBE CAJIPXKU JIETEPMUHAHTY jaKOOMjaHa TPaHC-
dopmarmje, To OHA HE MOpAa JIa UMa UCTH MaTeMAaTHIKN OOJIMK KAO OPUTHHAJIHA CIydajHa ITPOMEH-
JbuBa. Tako ako TpaucdopMuineMo yHuOpMHY I'YCTUHY paclojierie HeJuHeapHoM TpacdopMarii-
joM, mo0ujaMo I'yCTHHY pacriojiesie Koja Huje yuudopmua. YHupOpMHA paciojesia 1o ppeKBeHIr-
jama Huje yHrndOpMHa pacioesia M0 TAJaCHO] AyKUHM. ¥ CIEIUjaJTHOM CJIydajy, MOXKe Ce JeCUTH
Ja je JieTepMUHaHTa jakoOujaHa TpaHcdOpMalije KOOpJAuHATa jeJHaKa jeJUHUIN U Taja TPaHC-
dopmanuja He Mema paciojesny. 1o ce jemraBa ca KOOpJMHATAMA W HUMITYJICHMA Y Pa3IUIUTUM
BPEMEHCKUM TPEHYIIMa y XaMUJITOHOBOj MEXaHUIIM, IITO je OUJI0 IPECy/IHO 3a pa3BOj CTATUCTHY-
Ke TePMOJITHAMUKE.

Ako je Y = g(X), rpancdopmarmja ciydajue mpomensbuse X, OHJA je

f: g(x;)pi JIUCKPETHH CJIydaj,
(V) =(9(X)) = { "> (B.64)

[ g(x)f(xz)dx menpexknaan ciywaj.

OBa Teopema Ham oMoryhyje Ja oapeauMo Cpeby BPeIHOCT TpaHchOpMUCcaHe CIydajHe MpOMeH-
JbUBe Tako mto hemo m3dbehu oxpehuBame pacrojene ciaydajae mpomersbupe Y. Takohe, moxkemo
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OJIpEJIUTU OYEKUBaHy BpeaHOCT 3a TpaHcdopmaimjy Z = g(X,Y):

; — 9(xi, y;)pij JIICKPETHU CJIy4aj,
(Z) = {9(X,Y)) = { "%’ (B.65)
[ | g(z,y)f(x,y)dedy neupexknmuu ciaydaj.

OBa cpe/itba BPEJIHOCT C€ 9€CTO KOPUCTU Y CTATUCTUYIKO] TEPMOIUHAMMUIIN.

b.12 Chemnujanne ciy4dajHe mpoMeH/bUBE

[TocToju GeckoHavHO MHOIO Pa3IMYUTUX CAydajHuX IpoMen/buBux. Wmak, y npumenama ce

YeCTO HaWJIa3W Ha HEKOJIUKO CJIYyYajHUX ITPOMEH/bUBHUX YHUje OCOOMHE je TO0Ke/HbHO 3HATH.

b.12.1 /IuckpeTHe cjy4dajHe IPOMEH/bUBE

JuckperHa yuudopMHa paciojesia IMa UCTe BepoBaTHONE 3a ¢Be BPEIHOCTU CJIyIajHe IPo-
MensbuBe X . 3a JaTu 110 6poj n, pacrojesia BepoBaTHONe M3HOCH

P(X = 2) = % (B.66)

. 2_
za v = 1,2..n. Cpeamba BPeJHOCT U BapujaHCa PACIOese Cy ”TH n ”121

MEHJbUBE Ca JIUCKPETHOM YHU(MOPMHOM PACIIOJIEIOM je CaydajHa IIPOMEH/bUBa KOja ojroBapa JIo-

. IIpumep ciaydgajue mpo-

oujenom Opojy y Oallamy KOIKUIIE.

BepuysnujeBa pacrioziesia ce nojasjbyje y eKcliepuMenTy ca jBa Moryha ucxoga (uexu jorabaj
ce onurpao uian ce Huje ogurpao). Ciyuajua npomersbuBa X y3uMa BpeIHocT 1 ako ce joraljaj
oiurpao, ca BepoBaTtHohom p, m 0 ako ce Huje ojaurpao, ca BepoBarHohom 1 —p, 0 < p < 1.
Pacnonena BepoBatnohe Bepuysujese ciydajue mpoMeH/bUBE U3HOCH

P(X =z)=p"(1-p)'", (B.67)

r = 0,1. Cpenma BpeHOCT U Bapujarca pacnogese cy p u p(l — p). Caydajaa nmpomeH/buBa
MoBe3aHa ca peajm3alujoM jorahaja y kKome Oarame KOIKHUIile jgaje 6poj Behum oy detwupm mma
BepnynujeBy pacmogery.

BunoMmHa pacriosiesia BepoaTHohie OHOCH ce Ha CJIy4aj MOHAB/balba €KCIIEPUMEHTa Ca JIBa JI0-
rahaja n myta, a peajuzaluje ekciiepuMenTa cy Mel)ycobHo HesaBucHe. Taja je ciaydajHa IIpOMeH-
JbuBa X, Koja Opoju peasmzaliyje eKcliepuMeHTa y KojeM ce jorahaj oaurpao, jeanaka 36upy bep-
HYJIMjEBUX CJIYUajHUX IPOMEH/BUBHUX X; 3a CBAKO u3Boheme exkcriepumenta, X = X1+ Xo+...+X,,.
[Tomrro mocToju (Z) HAYMHA JIa Ce MMO3UTUBHO peasn3yje T eKCIepuMeHaTa OJ1 1, PACIOJIEa Bepo-
BaTHONe 3a OMHOMHY CJIydajHy IPOMEH/bUBY X U3HOCU

)p“(l -p)" (B.68)



x=0,1, 2 ... n. Cpeama BpeJIHOCT U BapujaHca OMHOMHE pacIojese MOy ce JI0OUTH U3 30upa
BeprynujeBux caydajHux mpoMeH/bUBUX, KOje cy He3aBucHe. Cpe/itba BPEIHOCT U3HOCU NP, & Bapu-
janca je jemnaka np(1 — p). Ilpumep GuHOMHE pacoesie je caydajHa MpOMEH/bUBA Koja je jeJHaKa
Opojy Jobujernx OpojeBa Behux oJ1 YeTUPH Y JleceT Oalarba KOIKUIIE.

MynaTuHoMHAa pactojiesia BepoBaTHohe je MyJITuBapujaTHa Bep3uja Ounomue pacrogesie. Ona
onroapa ciaydajaom Bektopy X = (Xi, X5...X,,), o1 KOjux k-Ta KOMIIOHEHTa MPEJICTABIba, CJIy-
JajHy TPOMEH/bUBY Koja Opoju peanmuzanuje gorabaja Ay, Koju ce oJurpao ca BepoBaTHONOM py.
Horabaju cy melycoOHO MCKI/bYYMBHU M YMHE TOTIIYH IPOCTOD CTama.  CBAaKOj pPean3aliju eK-
criepuMenTa, ako ce jgorabaj Ay omurpao, X ce ysehasa 3a jeaunuily. AKO ce y N HE3aBUCHHUX
peasinzalyja ekcrepuMenTa jjorahaj Ay oUrpao xjy myTa, OHJIA je PacIo/ieia BepoBaTHONE jeTHAKA

n
PXy =21, X0 =29..X;, = ) = (:c . . )pflpgz...pfnm (B.69)
1 2 cae m

y3 yCJIOB X1 + o + ... + X, = n. Maprunajine pacrojese BepoBaTHoha 3a CBaKy KOMIIOHEHTY
cy OMHOMHE pacriozie/ie, MITO 3HAYU Jia je CPeJiba BPEIHOCT CBaKe KOMIIOHEHTE jeJHAKa Mp;, a
Bapujatca usnocu np;(1 — p;). Ilpumep MyaTHHOMHE pacrojesie je ciydajHa IPOMHUIbHBA, KOja
Opoju u3BydeHe Oese, pHE U IJIaBe KYyTJIUIE U3 KyTHUje ca 10 JieceT Oe/InX U MPHUX, U MeT IJIaBUX
KyIJIUIa. ¥y CBaKOM HM3BJIAYElby Y3UMa Ce jeJHa KYIVIUIa 1 ojMax Bpaha y KyTHjy, a eKCIIepUMEHT
ce MOHABJ/bA JIBAJIECET IIyTA.

T'eomeTpujcka pacriojiesia BepoBaTHohe omnucyje Opoj peanszaliija eKCcliepruMeHTa JI0 IIPBe I10-
jaBe KesbeHOT jforahaja. Ako je p BepoBaTHOha s1a ce jorahaj ogurpa, a 1 — p j1a ce He omurpa u
aKO Cy peajim3aliije eKCIepUMeHTa He3aBUCHE, OHJIa je paclojesia BepoBaTHohe

P(X =x)=p(l—p)™ (B.70)

x =0,1,2.... Cpe/itba BPEIHOCT U BapHjaHCa PaCIoIese Cy ]lj u %. [Ipumep cirydajue npoMeH/bUBe
ca TeOMETPUjCKOM pacIojiesioM je 6poj bararma KOIKHUIE J0 MPBE IMojaBe Opoja IIecT.
ITyaconoBa pacmojienia BeposaTHohe ca napamerpom A > () uznocu

A

al

P(X =x) (B.71)
x =0, 1, 2 ... Cpeama BpeJIHOCT U BapujaHca UMajy UCTY BPEIHOCT, KOja je jeJlHaKa rmapamerpy
A. Ona ce kopuctu ja onuiie Opoj ciaydajHux jgorahaja Koju ce oJurpaBajy y HEKOM HHTEPBAJIY
BpeMeHa ako ce jorahaju oJurpaBajy KOHCTAHTHOM OP3MHOM U BPEMEHCKH HE3aBUCHO OJl IIPeT-
XOJIHOT ojiurpaBama. Moxe ce KOpucTuTu 1 3a Opojame perkux jorahaja y Hekom rpoctopy. Ha
npumMep, 6pPoj paJuoaKTUBHUX YECTUIIA KOje CTUXKY Ha JIETEKTOP Y HEKOM HHTEPBAJIY BPEMEHA MMa
IIyaconoBy pacmojeny.

b.12.2 Henpeknaue ciy4dajHe IIPOMeH/bUBE

VuaudopMHa rycruna pacio/esie jeduHicana je Ha UHTepBaLy |a,b] u usnocu

flz) = . (B.72)



. b—a)? . .
Cpesmba BpeIHOCT U BapHjaHca PacIojese Cy “TH’ n % Hbena mynruBapujanTHa Bep3uja 3a

n-IuMeH3uoHaHE cirydajuu BeKTop (X, Xo...X,,) nmedunucan y obactu A jeqnaka je

1
T1,To...T,) = . b.73
f(@r, 2. ) Mepa obsractn A ( )
Beh cmo ce cpenm ca yHrgOpMHOM T'yCTUHOM JIepUHICAHOM Ha KBaJIpaTy WJIA KPYTY.
Excriorennmjasaa pacnojena 3a mapamerap A > 0 uma o0JuK
I =
fle) = ye k. (B.74)

x > 0. Ona omnmcyje Bpeme dekama m3Mmehy perkux morahaja uuju Opoj y HEKOM HHTEpBaJy je
orucan [loaconoBoM pacrojiesiom, permMo BpeMe dekarba n3Melhy orarraBama [ajrepoBor 6pojada.
: 11
Cpeba BpeJJHOCT M BapujaHca paciojese ¢y y U 3z
l'aycoBa (HopMmaustHa) pacrojie/ia UMa TYCTHHY DACIIOJIeie jeTHAKY

1 (z—mq)?
e 207 (B.75)

Y

flz) =
o\ 2w
—00 < x < 00, IPU YeMy Cy M U 0 CPeba BPEIHOCT U CTaHJAP/IHO OJ/CTyIamke pacuojese. OHa
ce BeoMa Y€eCcTO I0jaBJbyje Y MpUMEHaMa W 3aTO je MPo3BaHa HOPMaJIHa paclojesa.
[Ton onpehenum rpaHIHUM yCJIOBUMA, PACIIOJIEIE HEKUX CIEIUjAJTHIX CJIYYajHUX ITPOMEH/bU-
BHUX MOI'Yy Ce IIPETBOPUTH Y PACIOesie HEKUX JIPYTUX CHEIUjaJTHAX CIyUIajHuX MTPOMEH/bUBUX.

Ipumep B.19. Cyn 3anpemune V cagpxku N mosiekysia ujeajnor raca. Mzabpanu majiu jieo e
3alpeMuHe v cajp:xKu n Mosiekysa. a) Hahu pacmoneny Beposaraohe P(X = n), 6) nokazartu
na, kaga ¢y N u V Bemuku, onma P(X = n) mocraje jemnako IlyacoHoBoj pacromenu, B)
nokasaru ja, Kajaa cy N u n seauku, onga P(X = n) nocraje npubimkHo jegHako [aycoBoj
pacroJiesin.

Pewenre: a) Beposaraoha na ce jenan mosekyn nabe y sanpemusan v nsnocu p = v/V. Cpaku
MOJIEKYJI MOYKEe, aJli U He Mopa outn y 3arpemunu v. [lomTo je rac uiaeasian, BepoBaTaoha a ce
HEKM MOJIEKY/T Hahe y 3alpeMuHn v He 3aBUCH 0] OcTauX MojieKysta. Crora je 6poj MoseKy/ia
y 3allpeMUHHI v 1aT OnHoMHOM pactogeroMm P(X =n) = (]Z)p”(l —p)Nn.

\Y

Cnuka B.22. O6nact 3anpemune v y cyiy 3ampemune V.

6) Ako je V Bemuko, onza je p = v/V maso, 1j. jako je masa BepoBaTHONA Ja ce HEKU
MoJiekyst Hahe y 3amnpemunn v. [Ipoussos Beukor N u maJor p je 6poj A = Np. U3 Tor uzpasa
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mobujamo p = A/N u

PO =)= (%)n(l‘%)m
1

NV - )“ﬁ(!N_n+l>% <1_%>N (1_%)_71.

Pasmorpumo mira ce gemana kKajga N — 00:

N(N =1)..(N—n+1
i Y =D N=nt D)
N—oo N7

. AN\Y
&i&(“ﬁ) =e

) A\ "
&%(“N) =1
A"

Crora je P(X =n) = 2 e~ IlpumeTnmo 12 je A = Np cpeimba BpeIHOCT GIHOMHE PacIoIee.
\%

Cmnuka B.23. O6iact BeoMa Majie 3alpeMune v y cyjy 3ampeMune V.

B) Yuorpebpapamo CtupmHroBy anpokcumanujy 3a dakropujern InN! ~ NInN — N, 1j.
N! =~ eN"N=N_TherosoM 3aMenoM y GHHOMHY pacHoesy J1061jaMo

g(n) = NInN — (N — n)In(N —n) — nlnn + nlop + (N — n)In(1 — p).

Hckopucrnmo, Kao y alpoKCUMAIIUji, IIPEBOjHe Taduke jia passujemo dbyskimjy g(n) y Tejmopos
pes; oko MakcuMyMa. [pBu u3Box jeqnak je ¢'(n) = In(N —n) —Inn+Inp—In(1—p). Makcumym
ce Hajmas3u y tadku ng = Np. Jpyru wussoj usnocu ¢”(n) = n&—ffn) Samenom Tejoposor
pasBoja dyHKImje g(n) HATA3UMO

Np—n 2
P(X =n) = e9(no)+59" (no)(no—n)>+... C€—4§N§§'<13p>_

Ta pacnojesra oarosapa l'aycoBoj ca cpemamom Bpeanonihy Np u cTanJap HUM OJICTYIIAIEM
Np(1 — p) (koje cy ucre Kao Koj GHHOMHE pacroJiee).
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BUpHUjaHa TeopeMa — 47

BUpTYeJIHA cTama — 7, 27, 54
BUCOKOTeEMITepaTypcKa alpokcnmarmja — 88, 92

rama dynknuja — 19, 74, 83, 88, 129

['aycosa pacmomena — 3, 20, 58, 61, 65, 73
reoMerpujcka BepoBaranoha — 139

reoMeTpurjcka pacrojesia — 165

['u6c—/dunemona jepnauuna — 10, 66

['u6coB morennujat — 14, 73

['u6coBa enTponujcka dpopmyia — 76

ryctuHa pacnogene — 19, 30, 48, 51, 52, 58, 59,
63, 71, 104, 147

I'yCTUHA cTama — b3, 56, 80

e BpospeBa TomiorHa TajacHa JyKuHa — 71,
80

Jgereneparja — 69, 90, 96

nenta dynknuja — 53, 59, 81, 111, 115, 131, 148,
161

Jle Mopranosu 3akonu — 137, 144

JquHaMudke Bemdanae — 46, 52, 58, 59, 63, 72,
110

JIMCKpeTHa cIydajHa IpoMeHsbuBa — 146, 164
JIBOYEeCTUYHA I'ycTuHa — 113

€KCITOHEHIIHjaJIHa pacnojiena — 166
ekcTeH3uBHe BejmmunHe — 6, 11, 55, 58, 76, 110
eJIEKTPOHCKO KpeTtame — 87, 94, 96

eHeprujcKa perpe3eHTanuja — 7, 11, 14
entanmnnja — 14, 101

entponuja — 7, 8, 10, 24, 46, 53, 65, 73, 76
eHTpoIjcka penpesenTarnuja — 8, 11, 15, 56, 76
eprojimyiKa Xumoresa — 52, H8

weammm rac — 10, 15, 24, 36, 56, 67, 81, 85, 87,
106, 114, 122

naeHTrdHe dectuie — 34, 68, 92

172



MU30TEPMCKa KOMIIPpeCHOUIHOCT — 66
nHTeH3UBHE Beqmuuue — 9, 11, 56, 58

jaxo merenepucanu rac — 37, 85
jennouectndHa rycruna — 111, 118
jemHodgecTndHO cTame— 34, 36, 80

KaJIOpUjcKa Teopuja TorioTe — 1

KAHOHCKU aHcaMOJ1 — 58

KMHeTHIKa Teopuja — 1, 23

KJacu4Ha jecpununmja sepopatnohe — 137, 140,
141

KOHCTaHTa paBHOTEX)Ke — 99

koHnduryparuonu narerpas — 106, 114
Kopestannone gyunknuje — 114, 118
KBa3UCTaTUIKHU IIPOIec — 8

KoBapujanca — 66, 115, 160

Jlarpam:xesu neoyipehenn muoxkurempn — 28, 39,
78

Jlexkaniposa Tpancdopmanuja — 11, 14, 43, 46,
60, 65, 73, 76

Jlemapya-Iloyncos morenmujan — 103, 117, 120,
124

JiokasHe rycture — 103, 110

JIujyBusoa jeanaunna — 51

JImjysuioBa Teopema — 48, 49, 58

MaKpoKoopuHate — o, 41

MakpocTambe — 6, 24, 26, 27, 28, 32, 53, 78, 135
MakcsesioBa pacrofena opsuna — 17, 20, 23, 30,
104

MaxkcpesioBa cTaTUCTUYKa IIpEeTIocTaBKa — 17
MapruHaJjHa pacuogena — 20, 105, 111, 113, 124,
153, 157

MeToj1 ancamoOsa — 41, 103

MeTO/1 HajBepoBaTHUje pacriofene — 23, 27, 41,
89

MEeTO/I TPEBOjHE Tauke — 128

MHUKPOKOOp/imHATE — 6

MHUKPOKaHOHCKHU aHcambi — 11, 53, 61, 77, 89
MHUKpocTarbe — 2, 24, 34, 51, 68, 78

moj — 21, 27, 28, 157
MYJTHHOMHa pacrojesna — 165

He3aBHUCHE cIydajHe mpoMensbuBe — 18, 115, 155
HeIIpeKNIHa CIydajHa IIpoMeH/buBa — 147
HOpMaJTHU MojioBr — 94, 96

NPT ancambn — 71

OCHOBHA TepMOJ/IMHAMUYKa jeHadYnHa — 7
Ojneposa Teopema — 9

napHa Kopesainuona dyukiuja— 116, 124
napruimona gyukimja — 29, 31, 60, 62, 64, 69,
72, 76, 80, 87, 97, 106, 123

[TackaioB Tpoyrao — 3

IIOTEHTIU]aJ CpeJitbe cuie — 123

npurucak daymnmga — 47, 120

NPUHIATL ¢ Priors jeJHaKnX BepoBarHOoha — 26
MIPUHIIAT MaKCUMaJIHe eHTponuje — 24

IPOCTOP cTamba jeaHor mojekyna — 24, 30, 33
[Iyaconosa pacmosesa — 165

PaBHOTEXKHO cTarbe — b, 7, 24, 28
peasinu racosu — 106
penakcauonu porecu — 5, 47
pesepBoap — 11, 58, 63, 71, 76, 100
porarnmoHo Kperame — 90

ci1abo jerenepucanu rac — 37, 82, 108
ciydajHa mpomensbuBa — 17, 111, 144, 164
ciy4ajHu BekTopu — 149

CcpeJiba BPETHOCT 110 aHcaMOJry — 52
craTucTudka Jiepunuimja seposarnohe — 140
CTATUCTUIKA TEKMHA MaKpocTama — 26
CTATUCTUYIKNA METOJ Y MeXaHuIu — 48
CrupaunroBa anpokcumanuja — 28, 36, 56, 62,
100, 130

crenenn cjiobojme — 10, 24, 31, 33, 42, 44, 50, 61,
86

cTeleH Iporpeca xemujcke peakiuje — 100

TepMOJIMHAMIYKa paBHOTEXKA — 9, 6, 17, 87
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TEPMOJIMHAMUYKY TIOTeHIjaan — 14 ®epmu—/lupakoBa pacriojeia — 38

TEePMOJIMHAMUYKE cuie — 9 ®epmu—/lupakoBa craructuka — 71
Tepmoctat — 11, 71 ®epmujeB HUBO — 85
Teta pyHKIMja — 133 depvmonn — 34, 37, 40, 85, 91
TorioTa — 6, 39 daykryanuje — 7, 58, 61, 65, 73, 103, 117, 121,
TOILJIOTHH Kamnarurer — 32, 55, 57, 63, 67, 86, 98 160
TpaHCJAIIMOHO KpeTambe — 88 dyuknuja pacmuojesne — 145, 149
Tpancdopmalja ciaydajue npoMmensbuse — 160
Tpehu 3aK0H TepMOJIMHAMUKE — 8 XaMHUJITOHOBA MeXaHuKa — 42

XamuaToHoBe jesHaunae — 42, 44, 49, 51
yuundopmua pacnojena — 164, 165 xamuaTonujan — 42, 44, 46, 51, 56, 61, 71
YHYTpAIIbH cTelleHn cjaoboae — 86 XapMOHHUjCKa alrpokcuMaliija — 94
ycjoBHa BepoBaTHOha — 142 Xesmvxosnos norennujast — 14, 15, 30, 34, 40, 60,
ycaoBHa ryctuta — 118, 155 62, 98, 100, 123
ycaoBHa pacnojiena — 154, 157, 161
ycraBaHu crernenn cyiobojie — 32, 88, 91, 96 nenTpudyrasana gucropsuja — 90
DakTop cumerpuje — 92, 94, 101 YeCTUIHN pe3epBoap — 11

dazuu npoctop — 25, 44
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