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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Poåetkom 19. veka Atomistika je oznaåavala nauåni pravac koji je podræavao
miãÿeçe da je materija sastavÿena od atoma i molekula, a atomistima su nazivani
hrabri pobornici ove ideje. Kako su se tokom vremena broj i uverÿivost dokaza o
atomskoj prirodi materije uveñavali, tako je rastao i uticaj Atomistike, pa je joã kra-
jem prve decenije 20. veka postalo jasno to da Atomistika nije jedan nego jedini pra-
vac za suãtinsko razumevaçe strukture materije. Dakle, danas smo svi mi atomisti.

Za prihvataçe ideje da je svet oko nas sazdan od atoma i molekula viãe nije
potrebna posebna hrabrost niti tvrda vera, veñ samo dobra ãkola. Struktura materije
na atomskom nivou izuåava se u savremenom svetu na svim nivoima obrazovaça
od osnovne ãkole do poslediplomskih studija.

Poznavaçe atomske prirode materije potrebno je brojnim profesijama – od fi-
ziåara i hemiåara, do farmaceuta i lekara. Zato se Atomistika ãirom sveta izuåava na
brojnim studijskim grupama pod izvornim nazivom ili kao Moderna fizika.

Ovaj uõbenik nameçen je studentima Fakulteta za fiziåku hemiju, a koristiñe
i studentima drugih studijskih grupa koji æele ili im je potrebno da se detaÿnije
upoznaju sa strukturom materije na atomskom nivou. Obuhvañeni materijal, i nivo
izlagaça, u velikoj meri se podudaraju sa kursevima Moderne fizike.

U ovom, drugom izdaçu, potpuno je saåuvan format prethodnog. To se pre
svega odnosi na Digresije (u ovom izdaçu koristimo termin “Dodatak”). Namera
autora je bila da omoguñe åitaocu da Atomistiku nauåi, bez potrebe da prouåava do-
datnu literaturu. Dakle, uloga Digresije je viãe da podseti åitaoca na sve ãto bi veñ
trebalo da zna iz matematike, fizike i fiziåke hemije, nego da ga poduåava tome. Åi-
talac upuñeniji u materiju koju izlaæemo moæe da preskoåi Digresije, a onaj kome se
uåini da je izlagaçe na previãe visokom nivou, treba da im posveti viãe paæçe.
Veñina poglavÿa je preraœena, upotpuçena zadacima sa reãeçima, a dodato je i
novo poglavÿe o elementarnim åesticama. Prilog je dopuçen tabelama neophodnim
za reãavaçe zadataka, a prikazane su i kratke biografije åuvenih nauånika.

Autori toplo zahvaÿuju dr Branislavu Simonoviñu na savetima i korisnim su-
gestijama u vezi sa struånom terminologijom, a naroåito na strpÿeçu u åitaçu broj-
nih verzija rukopisa. Takoœe zahvaÿuju Dragomiru Ñurkoviñu, na raåunarskoj
obradi brojnih crteæa. Zahvalnost dugujemo, i recenzentima Atomistike, profesorima
Ankici Jovanoviñ i Miloradu Jeremiñu.

Posebnu zahvalnost izraæavamo izdavaåu ove kçige Javnom preduzeñu Sluæ-
beni list Srbije i Crne Gore i çegovim saradnicima, a naroåito uredniku izdaça i
lektoru Gorani Periñ.

Autori
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“Svemir je, u stvarnosti, izgraœen samo od atoma i praznine iz-
meœu çih; sve ostalo je plod maãte. Postoje bezbrojni svetovi i
svaki ima svoj poåetak i svoj kraj u vremenu. I nikada nije neãto
nastalo ni iz åega, niti je uniãteno i svedeno na niãta. I atomi su
nepojmÿivi u veliåini i koliåini, kreñuñi se u svim pravcima u
praznom prostoru sudarajuñi se i stvarajuñi åvorove iz kojih nas-
taju sve sloæene supstance: vatra, voda, vazduh i zemÿa. Åiçe-
nica je da su sve supstance samo kombinacija izvesnih atoma.
Zahvaÿujuñi svojoj tvrdoñi, atomi su neuniãtivi i nepromenÿivi.”

Demokrit (460–370 p.n.e.)

“Ako bi u kakvoj katastrofi, celokupno nauåno znaçe bilo
uniãteno, i ako bi samo jedna reåenica mogla da se prenese sle-
deñim generacijama, koja bi to najznaåajnija misao bila koja bi
mogla da se izrazi sa najmaçe reåi? Verujem da je to atomska
hipoteza (ili atomska teorija, zovite je kako æelite) da su sve st-
vari napravÿene od atoma – siñuãnih åestica koje su u nepre-
kidnom kretaçu, privlaåeñi jedna drugu kada su malo razmak-
nute, ali odbijajuñi se kada se stisnu jedna uz drugu.

U toj reåenici, videñete, sadræano je ogromno znaçe o
svetu, samo ako se upotrebi malo maãte i razmiãÿaça.”

Riåard Filips Fejnman (1918–1988)



1. ATOMISTIKA I ATOMISTIÅKI POGLED NA
STRUKTURU MATERIJE

“VERUJEM U ATOME
U svakoj mojoj veri ima
nevernog Tome
kolebÿivosti muka,
jedino tvrdo verujem u 
neverovatnu
religiju nauka,
u bogove nauåne vasione,
elektrone, protone, neutrone,...”

Desanka Maksimoviñ

1.1 UVOD

Dugo se smatralo da je materija kontinualne (neprekidne) prirode, ãto potiåe
joã od Anaksagore (oko 500–428 p.n.e.). Drukåiji pogled, da je priroda materije
diskretna (diskontinualna), izneo je Demokrit (oko 460–370 p.n.e.), koji je najmaçe
sastojke materije nazvao atomima (atomos – gråki nedeÿiv). Prema prvom shva-
taçu objekt moæe da se deli na delove bezgraniåno; prema drugom, deÿeçe je ne-
moguñe kada se dostignu dimenzije atoma.

Iako je bila æiva, diskusija meœu gråkim filozofima ostala je bez rezultata jer
ni za jedno glediãte nije bilo eksperimentalne, iskustvene, potvrde. Rastuña sumça
geometriåara da je prostor neprekidan dala je teæinu teoriji o neprekidnoj graœi ma-
terije. Meœutim, ni tada, ideje o diskretnoj, åestiånoj strukturi materije nisu u potpu-
nosti bile odbaåene. One su dobile jasnu podrãku Lukrecija (97–55 p.n.e.) u pozna-
tom delu O prirodi stvari i mnogih poslerenesansnih nauånika, ukÿuåujuñi Isaka
Çutna (Isaac Newton, 1642–1727) i Ruœera Boãkoviña (1711–1787). Meœutim,
prve eksperimentalne dokaze o ispravnosti takvog shvataça pruæili su tek hemiåari
oko 1800. godine.

U 18. veku nekolicina hemiåara bavila se ispitivaçem osobina gasova i bili su
poznati pod imenom “pneumatski hemiåari”. Izmeœu ostalih, to su bili Õozef Blek
(Joseph Black, 1728–1799), Õozef Pristli (Joseph Pristley, 1733–1804), Henri Ke-
vendiã (Henry Cavendish, 1731–1810), Õon Dalton (John Dalton, 1766–1844),



8 1. ATOMISTIKA I ATOMISTIÅKI POGLED NA STRUKTURU MATERIJE

E:\01.fm 7/1/04

Karl Ãele (Karl Wilhem Scheele, 1742–1786) i Antoan Lavoazije (Antoine Laurent
Lavoisier, 1743–1794). Savremena teorija o atomskoj strukturi materije nastala je iz
istraæivaça ovih hemiåara.

Neãto posle 1850. godine, interes za osobine gasova i çihovo istraæivaçe po-
kazali su i fiziåari, ãto je dovelo do kinetiåke teorije gasova koju su utemeÿili
Õems Klerk Maksvel (James Clerk Maxwell, 1831–1879) i Ludvig Bolcman (Lud-
wig Boltzmann, 1844–1906). U toj teoriji, koja i danas vaæi, pretpostavÿa se da se
gasovi sastoje od malih åestica, atoma ili molekula, koje se nalaze u staçu neprekid-
nog, haotiånog ketaça.

Atomistiåki pogled prevladao je tek posle dugotrajne borbe sa “energetiåa-
rima”, kako su nazivani protivnici atomske hipoteze. Uprkos mnogim dokazima o
postojaçu atoma mnogi su atomistiku smatrali “interesantnom hipotezom, dopusti-
vom sa stanoviãta naãe spoznajne moñi”. Odbijaçe atomske hipoteze od filozofa
19. veka ostavilo je traga i na nauånike toga doba. Na primer, Ãopenhauer (Arthur
Schopenhauer, 1788–1860), nemaåki filozof, atome je smatrao niåim drugim do “iz-
miãÿotinom apotekara neznalica”, dok je Mah (Ernst Mach, 1838–1916), austrijski
filozof i fiziåar, “atomistiåare” nazivao “udruæeçem vernika”, misleñi na nedosta-
tak oåiglednog dokaza o postojaçu atoma. Mah je svakome ko bi mu se obratio bra-
neñi atomistiåku hipotezu odgovarao pitaçem: “Da li ste ikada liåno videli atom?”
Meœutim, kada je 1910. godine video scintilacije alfa-åestica na fluorescentnom
zaklonu, priznao je, sa rezervom, da najzad veruje u postojaçe atoma.

Sliåno Mahu i najtvrdokorniji protivnici atomske hipoteze, pritisnuti novim
dokazima, polako su prihvatali stvarnost postojaça atoma. To se desilo na prelazu
iz 19. u 20. vek, mnogo pre isteka 300 godina koliko je u oåaju predskazao Bolc-
man, koji je na kraju, neshvañen od svojih savremenika, sam sebi prekratio æivot.
Igrom sudbine, samo nekoliko godina kasnije, çegove ideje postale su opãteprih-
vañene i neizmeçene do danaãçih dana.

Tako je ideja o åestiånoj prirodi materije postala opãteprihvañena, iako se o
samim atomima veoma malo znalo. Zbog toga je glavna briga fiziåara skraja 19.
veka bila utvrœivaçe unutraãçe strukture atoma. Istorijski gledano, istraæivaça su
se odvijala u tri paralelna pravca, koja je godine 1913. ujedinio Nils Bor (Niels
Bohr, 1885–1962) u vidu åuvenih postulata i modela atoma.

Prva grupa, u kojoj se isticao J. J. Tomson (Joseph John Thomson, 1856–1940),
ispitivala je elektriåno praæçeçe u gasovima. Godine 1897. Tomson je pokazao da se
katodni zraci sastoje od malih negativno naelektrisanih åestica – elektrona. To je
prvi sastojak atoma koji je bio ustanovÿen. Prisustvo elektrona opaæeno je kas-
nije i u nekim drugim pojavama kao ãto su termojonska emisija, fotoelektriåni
efekt, x – zraåeçe i radioaktivnost.

Oko godine 1910. Tomson je ispitivao slabe pozitivne zrake i pokazao da se sa-
stoje od pozitivnih åestica åija masa daleko prevazilazi masu elektrona. On je pra-
vilno zakÿuåio da te åestice predstavÿaju ostatak atoma posle odlaska elektrona sa
çega.

Pre Tomsona atom je zamiãÿan kao mala bilijarska kugla. Tomson je ne samo
odredio apsolutnu masu te kugle, veñ je ustanovio da male, negativno naelektrisane
åestice mogu da se odvoje od çe, ostavÿajuñi joj pozitivno naeleketrisaçe. Na os-
novu toga Tomson je predloæio “plum puding” (puding od ãÿiva) model atoma. Bez
obzira na brojne slabosti, Tomsonov model imao je ogroman znaåaj jer je prvi put
ukazano na postojaçe unutraãçe strukture atoma.
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Druga znaåajna grupa istraæivaåa bavila se pojavom prirodne radioaktivnosti
koju je otkrio 1896. godine Anri Bekerel (Henri Becquerel, 1852–1908). Kÿuånu
ulogu u ovoj grupi odigrao je Raderford (Ernest Rutherford, 1871–1937), mada
treba da se naglasi da su Pjer i Marija Kiri (Pierre Curie, 1859–1906 i Marie Curie,
1867–1934), bili istaknuti ålanovi grupe i u najveñoj meri zasluæni su za razvoj me-
toda za ekstrahovaçe i koncentrovaçe prirodno radioaktivnog materijala. (A. Be-
kerel i Marija i Pjer Kiri su 1903. godine dobili Nobelovu nagradu za fiziku. Sama
Marija Kiri 1911. ponovo je dobila Nobelovu nagradu, ovoga puta za hemiju.)

Radioaktivnost predstavÿa raspad atoma. Za vreme raspada emituju se tri
vrste zraåeça: alfa, beta i gama. Raderford je prvi utvrdio razliku izmeœu çih i ispi-
tao çihove osobine. Pokazao je da alfa-zrake saåiçava mlaz pozitivno naelektrisa-
nih åestica, åijim je rasejavaçem na tankim zlatnim folijama postavio nuklearni
model atoma, 1911. godine.

Treña grupa istraæivaåa, u kojoj je vodeñu ulogu imao Maks Plank (Max
Planck, 1858–1947), ispitivala je zakone zraåeça crnog tela. Najvaænije otkriñe te
grupe jeste da se emisija zraåeça odvija u kvantima, tj. u porcijama, a ne nepre-
kidno, kao ãto je to predviœala klasiåna teorijska fizika.

Godine 1913, na scenu je stupio Nils Bor, koji je, objedinivãi rezultate sva tri
pravca istraæivaça, predloæio model atoma kojim je postavio temeÿe danaãçeg sh-
vataça strukture atoma. Od prve grupe usvojio je åiçenicu o postojaçu i osobi-
nama elektrona, od druge nuklearnu strukturu atoma, a od treñe åiçenicu da atom
emituje svetlost u kvantima, a ne neprekidno.

Primeri

Primer 1.1.1 Legenda kaæe da je Demokrit doãao do atomistiåke predstave o struk-
turi materije pitajuñi se da li sekuñi jabuku moæe to da åini do u beskonaånost ili ñe
da doœe do deliña jabuke koji daÿe ne moæe da preseåe. Zakÿuåio da ñe u tom pro-
cesu posle konaånog broja presecaça jabuke doñi do deliña koji je nevidÿiv – do
atoma.

Ako se zna da su dimenzije atoma reda veliåine 10-8 cm, onda moæe da se iz-
raåuna koliko puta bi Demokrit trebalo da preseåe jabuku (da je bio sklon eksperi-
mentu) da bi doãao do atoma, ako je çegova jabuka imala preånik od 10 cm.

REÃENJE: 

U svakom deÿeçu, zapremina preostalog komada jabuke smaçuje se na po-
lovinu prethodne vrednosti. Posle n deÿeça zapremina iznosi:

gde je Vo zapremina cele jabuke. Odavde sledi:

log Vn = log Vo – n log 2

Vn

Vo

2
n

-----=

n
Vo Vnlog–log

2log
--------------------------------- .=
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Zamenom Vo = 103 cm3, Vn = (10-8)3 cm3 i log 2 = 0,30 nalazimo:

Prema tome, Demokrit bi doãao do atoma deleñi jabuku na polovine samo de-
vedeset puta!

Primer 1.1.2 Prvi pokuãaj da se eksperimentalno odredi polupreånik atoma pripi-
suje se Lomonosovu (1711–1765). On je 1742. godine, posmatrajuñi zlatare kako
veãto kuju listiñe od zlata, zakÿuåio da preånik atoma zlata mora da bude maçi od
debÿine najtaçeg zlatnog listiña koji je u staçu da iskuje najspretniji majstor.

Odrediti preånik atoma zlata do kojeg je doãao Lomonosov ako je zlatar u
staçu da od zrnca zlata mase 100 mg iskuje listiñe povrãine pribliæno 50 cm2. Gus-
tina zlata je 19300 kg/m3 (19,3 g/cm3).

REÃENJE: 

Debÿina listiña r iz koje se dobija procena o najveñem moguñem preåniku
atoma, moæe da se izraåuna na osnovu çegove povrãine P i zapremine V:

a zapremina iz mase m i gustine d:

Tada je:

odakle se uvrãtavaçem odgovarajuñih brojåanih vrednosti m = 0,1 g, P = 50 cm2 i
d = 19,3 g/cm3 dobija:

r = 10-6 m.

Tako je Lomonosov procenio da atom zlata ne moæe da bude veñi od deseto-
hiÿaditog dela santimetra.

Primer 1.1.3 Benõamin Franklin (1706–1790), godine 1773. pokuãao je eksperi-
mentalno da odredi dimenzije atoma (molekula). On je zabeleæio da se kafena
kaãiåica uÿa (zapremine ≈ 4 cm3) kad se sipa na povrãinu mirnog jezera, razastire
po povrãini od 0,2 Ha (2000 m2). Izraåunati preånik molekula uÿa na osnovu Fran-
klinovog ogleda.

REÃENJE: 

Problem je isti kao i prethodni. Za gustinu uÿa moæe da se uzme da je 1 g/cm3:

n
3 24+

0 3,
--------------- 90.= =

r
V

P
---=

V
m

d
---- .=

r
m

Pd
-------=

r
V

Pd
-------=

4

2000 10
4

×
--------------------------= 2 10

7–
cm × 200 nm.==
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Franklin je dobio da su dimenzije atoma i molekula reda veliåine 100 nm (1000 Å).

Primer 1.1.4 Godine 1858. J. J. Waterston je predloæio metodu za odreœivaçe di-
menzija molekula na osnovu makroskopskih osobina teånosti. On je poãao od toga
da teånost, u prvoj aproksimaciji, moæe da se zamisli kao kubiåni raspored molekula
koji se meœusobno dodiruju. Pri tome, u pravcu svake od glavnih osa postoji n mole-
kula po jedinici duæine odnosno n3 molekula po jedinici zapremine. Svaki molekul u
unutraãçosti teånosti stvara vezu sa ãest svojih suseda, pri åemu je energija za ki-
daçe jedne takve veze ε. Znaåi, za isparavaçe jedinice zapremine teånosti potrebno
je da se raskine 6n3 veza odnosno da se utroãi energija 6n3 ε. Ova energija, u stvari,
predstavÿa energiju isparavaça jediniåne zapremine teånosti, tj. latentnu toplotu is-
paravaça, L.

Za razliku od molekula u unutraãçosti teånosti, molekul u povrãinskom sloju
obrazuje samo pet veza – åetiri sa susedima koji se nalaze u povrãinskom sloju i
petu sa najbliæim molekulom iz susednog sloja. Zbog toga, za izvlaåeçe molekula
iz unutraãçosti na povrãinu treba da se raskine jedna veza åija je energija ε. Poãto
povrãinu teånosti jediniånih dimenzija obrazuje n2 molekula, to je za çeno stvaraçe
potrebno da se utroãi energija n2 ε koja moæe da se poistoveti sa povrãinskim
naponom, S.

Latentna toplota isparavaça vode je 2 × 1010 erg/cm3 (1 erg = 10-7 J), a
povrãinski napon 75 erg/cm2. Izraåunati preånik molekula vode po Waterstonovoj
metodi.

REÃENJE: 

L = 6n3ε n – broj molekula po 1 cm
S = n2ε 1/n – broj cm po molekulu, tj. preånik molekula

 

Za S = 75 erg/cm2 i L = 2 × 1010 erg/cm3,

1.2 POTVRDA ATOMISTIÅKE HIPOTEZE

DODATAK 1.2 

D-1.2.1 Çutnovi zakoni

I Çutnov zakon: Telo na koje ne deluje sila nalazi se u staçu mirovaça ili ravnomer-
nog pravolinijskog kretaça. Isto vaæi i kada na telo deluje viãe sila koje su u ravnoteæi:

 = 0. (D-1.2.1)

II Çutnov zakon: Ubrzaçe  koje sila  saopãtava telu mase m proporcionalno je
sili, a obrnuto proporcionalno masi tela:

L

S
--- 6n,=

1

n
---

6S

L
------ .=

1

n
--- 2

10–
×10 m .≈

F

i

∑

a F
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Otuda je:

(D-1.2.2)

D-1.2.2 Stoksov zakon

Sila treça koja deluje na sferu polupreånika a, koja brzinom  pada kroz fluid åiji je
koeficijent viskoznosti η (eta), iznosi:

(D-1.2.3)

Negativni predznak pokazuje da sila treça uvek deluje u suprotnom smeru od smera
kretaça. U skalarnom obliku:

(D-1.2.4)

D-1.2.3 Zakon gravitacije

Telu mase mt sila Zemÿine teæe saopãtava ubrzaçe :

(D-1.2.5)

D-1.2.4 Arhimedov zakon

Na svako telo potopÿeno u fluid deluje sila potiska koja je jednaka teæini telom istisnu-
tog fluida:

(D-1.2.6)

Tada je efektivna sila gravitacije (prividna teæina tela) jednaka vektorskom zbiru gravitacione
sile i sile potiska:

(D-1.2.7)

Poãto je zapremina teånosti potisnute telom jednaka zapremini tela Vt zgodno je da se mase
tela i fluida izraze preko çihovih gustina. Ako je gustina tela ρt, tada je mt = ρt Vt. Sliåno je i
za fluid mf = ρf Vt , gde je ρf gustina fluida. Tada iz jednaåine (D-1.2.7) nalazimo da je efek-
tivna sila gravitacije za telo potopÿeno u fluid:

(D-1.2.8)

Izraz (D-1.2.8) posebno je pogodan zbog toga ãto pokazuje zavisnost efektivne sile od
gustine tela i fluida. Ako je gustina fluida veña od gustine tela, tada je izraz u zagradi negati-
van i efektivna sila deluje u suprotnom smeru od smera gravitacije. Na tom principu radi pod-
mornica, vazduãna laœa (cepelin, diriæabl), aerostat (balon) itd.

a
F

m
---- .=
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D-1.2.5 Gradijent

Skalarna veliåina U koja u svakoj taåki prostora M ima odreœenu vrednost naziva se
skalarnom funkcijom taåke ili skalarnim poÿem, U = U(M). Skalarno poÿe je, na primer,
poÿe temperature, koncentracije, potencijala, gustine, itd. Ako se taåka M odredi çenim
koordinatama (x, y, z), skalarno poÿe moæe da se izrazi kao funkcija tri promenÿive U = U (x,
y, z). Taåke u kojima funkcija ima stalne vrednosti, U = const., obrazuju u prostoru povrãinu
jednaåine. Za razliåite vrednosti konstante, const. = U0, U1, U2, … dobijaju se razliåite
povrãine. Kroz svaku taåku poÿa prolazi jedna takva povrãina, osim kroz taåke u kojima fun-
kcija nije jednoznaåno odreœena.

Gradijent poÿa U [oznaåava se ∇U (∇ – nabla ili Hamiltonov operator) ili grad U] je
vektor odreœen u svakoj taåki poÿa. Çegov pravac je normalan na povrãinu jednaåine, smer
mu je ka rastuñim vrednostima funkcije U, a intenzitet mu je  gde je  jediniåni
vekor (ort) normale. U Dekartovom koordinatnom sistemu:

grad U(x,y,z) = ∇U(x,y,z) = (D-1.2.9)

Ako se poÿe meça samo u dve dimenzije, U = U(x,y,z = const.) = U(x,y), onda je dovoÿno da
se posmatra samo jedan presek. Tada se povrãine jednaåine svode na linije jednaåine U(x,y) =
const., a gradijent na:

grad U(x,y,) = ∇U(x,y,) = (D-1.2.10)

Na Slici D-1.2.1 prikazano je skalarno poÿe U = exp (-ax2 - by2) i çegov gradijent. Treba da
se uoåi da su vektori gradijenta normalni na linije za koje je U = const.

Iz jednaåine (D-1.2.10) sledi da je za jednodimenziono poÿe intenzitet gradijenta jednak iz-
vodu funkcije poÿa, a smer je ka rastuñim vrednostima funkcije:

grad U(x) = ∇U(x) = (D-1.2.11)

Za rastuñu funkciju gradijent je pozitivan, a za opadajuñu negativan.

D-1.2.6 Osmotski pritisak

Kada se rastvor polupropustÿivom membranom (membrana koja propuãta samo mole-
kule rastvaraåa, a ne i rastvorka) odvoji od rastvaraåa, tada rastvaraå kroz membranu prolazi

∂U ∂⁄ n, n

∂U 
∂x

---------  i ∂U 
∂y

--------- j ∂U

∂z
-------  k .+ +

∂U 
∂x

---------  i ∂U 
∂y

--------- j.+

y

x0

Slika D-1.2.1 Skalarno polje i njegov gradi-
jent. Gradijent polja se predstavlja vektorima
koji za svaku taåku imaju intenzitet i smer
prema jednaåini (D-1.2.10).

dU

dx
-------   i .
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u rastvor. Ta pojava naziva se osmoza, a najvaæniji primer predstavÿa prenoãeçe vode kroz
ñelijske membrane. Dakle, osmoza je prolaz rastvaraåa kroz polupropustÿivu membranu pod
uticajem koncentracionog gradijenta.

Osmotski pritisak II je pritisak koji treba da se primeni na rastvor da bi se zaustavio os-
motski priliv rastvaraåa. U razblaæenim rastvorima osmotski pritisak opisuje se Van Hofovom
jednaåinom:

(D-1.2.12)

gde je V zapremina rastvora, n broj molova rastvorka, R gasna konstanta i T apsolutna tempe-
ratura. Zamenom molarne koncentracije c, prema oåiglednoj vezi c = n/V, iz navedene jed-
naåine sledi:

(D-1.2.13)

Van Hofova jednaåina vaæi samo za vrlo razblaæene rastvore kod kojih moæe da se oåe-
kuje da je rastvor idealan.

D-1.2.7 Translaciona difuzija

Kod osmoze, pod uticajem koncentracionog gradijenta, dolazi samo do prolaska rast-
varaåa poãto membrana ne propuãta molekule rastvorka. Ako se membrana kojom je rastvor
bio razdvojen od rastvaraåa ukloni, tada ñe pod uticajem koncentracionog gradijenta i rastvo-
rak da prolazi u rastvaraå. Ovaj proces, kretaçe rastvorka pod uticajem koncentracionog gra-
dijenta, naziva se difuzija. Difuzija u stalnom koncentracionom gradijentu ∂c/∂x, opisuje se I
Fikovim zakonom. Fik (Fick) je ovaj zakon izveo na osnovu sliånosti sa provoœeçem toplote:

(D-1.2.14)

Veliåina Jc se naziva fluks (ili taånije, difuzioni fluks) i predstavÿa koliåinu rastvorka
prenetu u jedinici vremena kroz jedinicu povrãine i ima dimenzije ML-2T-1; D je difuzioni
koeficijent, c koncentracija i x prostorna koordinata duæ koje se posmatra prenoãeçe
rastvorka. Koncentracioni gradijent predstavÿa promenu koncentracije po jedinici duæine, i
ima dimenzije ML-4. Kao i kod koncentracije, koliåina rastvorka kod fluksa moæe da se izrazi
na razliåite naåine (preko broja molova, broja molekula, u gramima, itd.). Indeks c kod fluksa
oznaåava da koliåina rastvorka treba da se izrazi u istim jedinicama kao i koncentracija. Tada
je koeficijent difuzije nezavisan od naåina na koji se koncentracija izraæava i ima dimenzije
L2T-1, a izraæava se u m2 s-1 ili cm2 s-1. Difuzija se odvija u suprotnom smeru od smera kon-
centracionog gradijenta, pa otuda negativni predznak u izrazu (D-1.2.14).

D-1.2.8 Nalaæeçe sredçe vrednosti

Ako se za neku veliåinu a u n eksperimenata ponovÿenih pod istim uslovima naœe niz
vrednosti a1, a2, …ai, …an, tada se sredça vrednost dobija kao aritmetiåka sredina pojedina-
ånih vrednosti:

(D-1.2.15)

Jednaåina (D-1.2.15) podrazumeva da je veliåina a stalna i da do razlika kod pojedina-
ånih vrednosti ai dolazi zbog sluåajnih odstupaça pri ponavÿaçu mereça. Odstupaça su

ΠV nRT=

Π cRT .=

Jc D
∂c

∂x
----- .–=

asr a〈 〉
a1 a2 … a1 … an+ + + + +

n
---------------------------------------------------------------

1
n
--- ai.

i 1=

n

∑= = =
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sluåajna ako su nepredvidiva po veliåini i po znaku, tj. ako rezultat jednog mereça ne zavisi
od prethodnih mereça niti od mereça koja ñe uslediti. Iz odstupaça pojedinaånih mereça
od sredçe vrednosti  ne moæemo da saznamo mnogo jer iz (D-1.2.15) neposredno
sledi da je:

(D-1.2.16)

Oåigledan, sledeñi korak je da se umesto razlika  uzmu çihove apsolutne vred-
nosti, dakle:

(D-1.2.17)

Izraz (D-1.2.17) u principu nije loã, bar je razliåit od nule, ali ima ozbiÿan nedostatak
ãto podrazumeva da se uticaji pojedinaånih odstupaça uvek dodaju, tj., podrazumeva to da su
sva odstupaça istog znaka. Dakle, u jednaåini (D-1.2.16) sva odstupaça se meœusobno po-
tiru (ãto  je  neposredna  posledica  naåina  na koji je odreœena sredça vrednost), dok se u
(D-1.2.17) sabiraju. Drugim reåima, ako odstupaça odredimo kao vektore, onda su u jed-
naåini (D-1.2.16) vektori usmereni u suprotnim smerovima duæ jedne ose tako da je çihova
rezultanta jednaka nuli. U drugom sluåaju, jednaåina (D-1.2.17), svi vektori su paralelni i re-
zultanta je pozitivna (veña od nule). Ako su odstupaça zaista statistiåka, onda izmeœu çih ne
sme da postoji veza, tj. vektori ne smeju ni da se stalno sabiraju niti da se potiru. Pravo
reãeçe izmeœu ove dve krajnosti (sabiraçe ili oduzimaçe vektora), je da se vektori smatraju
ortogonalnim (meœusobno normalnim), tj., da se vektorima dopusti da deluju u n uzajamno
normalnih pravaca. Par normalnih vektora predstavÿa sredinu izmeœu paralelnih vektora
(koji se sabiraju) i antiparalelnih vektora (koji se meœusobno oduzimaju). Za par normalnih
vektora rezultanta se nalazi po Pitagorinoj teoremi, a za n vektora çenim uopãtavaçem na n
dimenzija:

(D-1.2.18)

U teoriji greãaka izraz (D-1.2.18) naziva se standardna devijacija pojedinaånog odreœivaça i
predstavÿa veliåinu kojom se opisuje kvalitet pojedinaånog mereça veliåine a.

Na sliåan naåin, za opisivaçe molekulskih procesa koji su posledica ogromnog broja
sluåajnih dogaœaja, vrednosti dobijene po ugledu na jednaåine (D-1.2.16) ili (D-1.2.17) u sebi
sadræe povezanosti (dakle predrasude) koje stvarno ne postoje. Za sluåajne procese najisprav-
nije je da se i sredça vrednost traæi po ugledu na izraz (D-1.2.18) i ona se naziva sredça
kvadratna vrednost. Dakle, za veliåinu s koja se sluåajno meça, sredça kvadratna vrednost
se odreœuje kao:

(D-1.2.19)
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Poãto je obiåno sama veliåina s znaåajna, a ne çen kvadrat, tada se koristi koren
sredçe kvadratne vrednosti kao parametar koji najboÿe odraæava datu veliåinu posmatranog
sluåajnog procesa:

(D-1.2.20)

Konaånoj pobedi atomistike znaåajan doprinos dali su Ajnãtajn (Albert
Einstein, 1879–1955) i Peren (Jean Baptiste Perrin, 1870–1942), francuski fi-
ziåar. Ajnãtajn je 1905. godine, nezavisno od Smoluhovskog (Marian Smo-
luchowski, 1872–1917, poÿski fiziåar), matematiåki opisao Braunovo kretaçe, a
Peren je u seriji sjajnih ogleda tu teoriju eksperimentalno potvrdio 1909. godine.

Godine 1827. Robert Braun (Robert Brown, 1773–1858), ãkotski botaniåar,
opazio je da se åestice polenovog praha, suspendovane u vodi, haotiåno kreñu pod
uticajem nekih nepoznatih sila. To svoje zapaæaçe odmah je objavio u radu pod
naslovom Kratak prikaz mikroskopskih opaæaça uåiçenih u mesecima junu, julu i
avgustu 1827. godine o åesticama koje se nalaze u polenu biÿaka i o opãtem posto-
jaçu aktivnih molekula u organskim i neorganskim telima. Braun je utvrdio da je
uzroånik kretaça “æivotna sila” koju poseduju svi organski molekuli.

Mnogi nauånici prouåavali su, sa maçe ili viãe uspeha, Braunovo kretaçe pre
Ajnãtajna. Bilo je miãÿeça da je Braunovo kretaçe izazvano neravnomernim zag-
revaçem uzorka upadnom svetloãñu, delovaçem elektriånih sila, itd. Zatim je usle-
dio niz nalaza da Braunovo kretaçe nije izazvano oscilacijama temperature, ispara-
vaçem ili silama kojima åestice deluju jedna na drugu. Isto tako, utvrœeno je da se
kretaçe odvija bez promena tokom cele godine (u uzorku zapeåañenom izmeœu dve
mikroskopske ploåice), da se ubrzava sa porastom temperature i opadaçem dimen-
zija åestica. Godine 1877. prvi put je izraæena, i danas prihvañena ideja, da je Brau-
novo kretaçe posledica sudara molekula teånosti sa suspendovanim åesticama.1

1.2.1 Elementarna teorija Braunovog kretaça

U nizu radova u periodu od 1902. do 1907. godine, Ajnãtajn je izloæio strogu
teoriju Braunovog kretaça, sluæeñi se dokazima klasiåne termodinamike i kinetiåke
teorije. Ovde ñemo da razmotrimo osnovnu teoriju u kojoj je Ajnãtajn na pojednos-
tavÿen naåin izloæio najvaænije rezultate. Bio je podstaknut, po sopstvenim reåima,
uvereçem “da bi elementarna teorija Braunovog kretaça bila svesrdno prihvañena
od strane brojnih hemiåara”.

Ajnãtajn je pokazao da sve jednaåine izvedene za razblaæene rastvore neelek-
trolita, koji su mogli da se smatraju kontinuumom, vaæe i za suspenzije kod kojih
diskretne åestice mogu da se vide pod mikroskopom. Utvrdio je, takoœe, da osobine
suspenzija zavise samo od viskoznosti rastvora, broja i preånika åestica. Prvo je po-
kazao åestiåno poreklo osmotskog pritiska, zatim je povezao osmotski pritisak sa
brzinom difuzije suspendovanih åestica i na kraju je difuziju uspeo da izrazi preko
haotiånog kretaça åestica u poÿu sile osmotskog pritiska. Na osnovu dobijenih jed-

1 Postoje shvataça da Braun, sa tehniåkim moguñnostima kojima je raspolagao, zapravo i nije mogao da
opazi sudare suspendovanih åestica sa molekulima rastvaraåa veñ meãaçe teånosti pod uticajem gradijenta tem-
perature.
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naåina, Ajnãtajn je uspeo da poveæe makroskopski merÿive veliåine dimenzije i broj
åestica, çihov osmotski pritisak i koeficijent difuzije, sa Avogadrovim brojem, kÿu-
ånim parametrom atomistiåke hipoteze.

Osmotski pritisak

Ajnãtajn je pokazao da izraz za osmotski pritisak pravog rastvora neelektrolita
p u zavisnosti od koncentracije c (u molovima po jedinici zapremine):

(D-1.2.13) p = cRT (1.2.1)

moæe neposredno da se primeni za izraåunavaçe osmotskog pritiska u suspenzijama
gde se koncentracija suspendovanih åestica v izraæava kao broj åestica po jedinici
zapremine:

. (1.2.2)

Ovde je R gasna konstanta, T temperatura i N Avogadrov broj. Mada iz jednaåine
(1.2.1) u jednaåinu (1.2.2) moæe da se preœe preko jednostavne veze izmeœu molske
koncentracije c (broj molova u jedinici zapremine) i koncentracije åestica v (broj
åestica u jedinici zapremine):

(1.2.3)

jednakost izraza (1.2.1) i (1.2.2) ima mnogo dubÿi smisao. Vaÿanost istih izraza za
prave rastvore (gde je termodinamiåko objaãçeçe osmotskog pritiska moguñe i bez
uvoœeça pojma molekula) i za suspenzije (kod kojih åestice, uzroånici pritiska,
mogu da se posmatraju pod mikroskopom) navodi da u pravim rastvorima osmotski
pritisak potiåe od prisustva molekula, dakle, od åestica koje su nevidÿive pod mik-
roskopom. Drugim reåima, jednakost izraza (1.2.1) i (1.2.2) vaÿana je u onoj meri u
kojoj i atomistiåka hipoteza. Ova jednakost mogla bi da se proveri mereçem osmot-
skog pritiska i koncentracije suspenzije.

Osmotski pritisak i difuzija

Difuzija je kretaçe rastvorka pod uticajem gradijenta koncentracije. Koliåina
rastvorka koja proœe u jedinici vremena kroz jediniånu povrãinu naziva se fluks Jc i
proporcionalna je gradijentu koncentracije dc/dx:

(D-1.2.14) . (1.2.4a)

Negativni znak pokazuje to da se difuzija odvija u suprotnom smeru od smera
gradijenta; indeks c oznaåava da fluks treba da se izrazi u istim jedinicama kao i
koncentracija, tako da koeficijent difuzije D (koji ima dimenzije L2T-1) ne zavisi od
naåina na koji se izraæava koncentracija. Dakle, ako je koncentracija izraæena u mo-
lovima po jedinici zapremine, tada je i fluks izraæen u molovima po jedinici

p v
RT

N
-------=

c
v

N
----=

Jc D
dc

dx
------–=
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povrãine u jedinici vremena. Na primer, mnoæeçem izraza (1.2.4) Avogadrovim
brojem N, molarna koncentracija se, po jednaåini (1.2.3), prevodi u åestiånu cN = v,
a molarni fluks Jc u åestiåni fluks Jv, JcN = Jv, odakle sledi:

(1.2.4b)

pri åemu koeficijent difuzije D ostaje neizmeçen.
Ajnãtajn je uspeo da poveæe koeficijent difuzije, u osnovi makroskopsku ve-

liåinu, sa veliåinom åestice rastvorka, tj. sa dimenzijom molekula, na sledeñi naåin.
Posmatrajmo cilindar popreånog preseka S koji je ispuçen razblaæenim rastvorom
(ili suspenzijom) i pregraœen membranom M, Slika 1.2.1a. Membrana deli cilindar
na dva dela A i B, pokretna je i propuãta samo molekule rastvaraåa. Ako je koncent-
racija rastvora u delu A veña od koncentracije u delu B, tada za odræavaçe mem-
brane u mestu treba da se primeni spoÿaãça sila koja deluje iz smera niæe koncent-
racije, . Dakle, da bi se oåuvala ravnoteæa, na membranu treba da se deluje
spoÿaãçom silom. Oåigledno, sila treba da izjednaåi razliku u osmotskim pritiscima
sa razliåitih strana membrane, pA sleva i pB zdesna. U odsustvu spoÿaãçe sile, mem-
brana se kreñe u smeru dela sa niæom koncentracijom, , dok se koncentracije
u oba dela meœusobno ne izjednaåe. Otuda sledi da je glavni pokretaå izjednaåa-
vaça koncentracija difuzijom, sila koja potiåe od osmotskog pritiska. Difuzija moæe
da se zaustavi uravnoteæavaçem ove sile spoÿaãçom silom koja deluje na pokretnu
membranu.

Posmatrajmo sada difuziju u istom cilindru iz kojeg je membrana ukloçena.
Prvo ñemo da ispitamo silu osmotskog pritiska koja u procesu difuzije deluje na
rastvorenu supstancu u beskonaåno tankom sloju, povrãine S i debÿine dx. Sloj zap-
remine Sdx omeœen je beskonaåno bliskim ravnima EA i EB, Slika 1.2.1b. Sila os-
motskog pritiska koja deluje na presek EA je pAS, a na presek EB iznosi pBS. Rezultu-
juña sila osmotskog pritiska koja deluje na element zapremine Sdx je (pA- pB)S. Tada
je rezultujuña sila po jedinici zapremine:

. (1.2.5)

Jv D
dv

dx
------–=

B A→

A B→

Slika 1.2.1 Uz pronalaæeçe veza izmeœu
osmotskog pritiska i difuzije: a) pokretna po-
lupropustÿiva membrana, M, deli cilindar
popreånog preseka S na dva dela A i B u ko-
jima rastvori imaju koncentracije, vA i vB re-
dom. Na membranu deluju razliåiti osmotski
pritisci iz smera dela A i dela B, oznaåeni sa
pA i pB, pa je potrebna spoÿaãça sila (pA-pB)S
da membranu odræi u mestu; b) ako se mem-
brana ukloni, ista sila (osmotskog pritiska)
pokreñe rastvorak da difunduje.
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Gradijent sile osmotskog pritiska odreœujemo kao odnos porasta pritiska dp i besko-
naåno male promene koordinate dx:

(D-1.2.11)

ili za sluåaj koji razmatramo, Slika 1.2.1:

. (1.2.6)

Zamenom izraza (1.2.6) u (1.2.5), nalazimo da je sila osmotskog pritiska po jedinici
zapremine, u beskonaåno tankom elementu cilindra, jednaka gradijentu osmotskog
pritiska:

. (1.2.7)

Negativni znak pokazuje to da sila deluje u smeru opadajuñeg gradijenta, dakle od
veñe ka maçoj koncentraciji.

Gradijent osmotskog pritiska dp/dx moæemo neposredno da izraåunamo dife-
renciraçem izraza (1.2.2):

(1.2.8)

ãto zamenom u (1.2.7) daje:

. (1.2.9)

Sila F deluje na sve åestice rastvorka u jediniånoj zapremini, dakle, deluje na v åes-
tica. Silu po jednoj åestici F1 dobijamo deÿeçem ukupne sile ukupnim brojem åes-
tica F/v, odakle iz jednaåine (1.2.9) nalazimo da je:

. (1.2.10)

Sila F1 pokreñe åesticu rastvorka u smeru suprotnom od smera koncentracionog gra-
dijenta, dakle, åestica difunduje pod uticajem sile osmotskog pritiska od veñe kon-
centracije ka maçoj.

Kretaçu åestica suprotstavÿa se sila treça. Za sferne åestice koje su mnogo
veñe od molekula rastvaraåa, sila treça moæe da se opiãe klasiånom hidrodinamiå-
kom, Stoksovom jednaåinom:

(D-1.2.4) (1.2.11)
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gde je a polupreånik åestice, η viskoznosti rastvaraåa, a  brzina kretaça åestice. U
ravnoteænim uslovima, kada se sila treça izjednaåi sa pogonskom silom, åestica
postiæe graniånu brzinu . Dakle, u termodinamiåkoj ravnoteæi vaæi da je F1 = Ftr,
odakle iz jednaåina (1.2.10) i (1.2.11) nalazimo:

. (1.2.12)

Ako uoåimo da je proizvod graniåne brzine åestice i broja åestica po jedinici
zapremine ν, jednak broju åestica koje u jedinici vremena proœu kroz jediniånu
povrãinu, dakle jednak je fluksu åestica ν = Jν, onda nalazimo da je izraz (1.2.12)
jednak sa difuzionom jednaåinom (1.2.4b). Otuda sledi da su i koeficijenti propor-
cionalnosti meœusobno jednaki, tj.:

. (1.2.13)

Izraz (1.2.13), poznat i kao Stoks-Ajnãtajnova jednaåina, daje vezu izmeœu viskoz-
nosti rastvaraåa η i koeficijenta difuzije rastvorka D i polupreånika rastvorka a. Ono
ãto je joã vaænije, Stoks-Ajnãtajnova jednaåina daje vezu izmeœu makroskopski me-
rÿivih veliåina (koeficijent difuzije, visokoznost, temperatura) i mikroskopskih ve-
liåina, polupreånika rastvorka i Avogadrovog broja:

. (1.2.14)

Ova jednaåina pruæa moguñnost da se eksperimentalno odredi Avogadrov broj (ako
je poznat polupreånik åestica, na primer, u suspenziji) ili preånik molekula (ako se
uzme vrednost za Avogadrov broj iz drugih mereça). Drugim reåima, Stoks-Ajn-
ãtajnova jednaåina daje moguñnost da se atomistiåka hipoteza eksperimentalno
potvrdi.

Difuzija kao posledica sluåajnog kretaça molekula

Kinetiåka teorija daje joã jedan naåin da se opiãe proces difuzije. Zbog ha-
otiånog kretaça molekula, koje moæe da se smatra toplotnim sadræajem supstance,
molekuli teånosti meçaju svoj poloæaj na nepredvidiv naåin. To dovodi do toga da
se koncentracija rastvora, prvobitno neujednaåena, vremenom izjednaåi po celoj za-
premini rastvora.

Razmotrimo proces sluåajnog kretaça, zbog jednostavnosti, samo u jednoj
dimenziji,  recimo duæ pravca ose cilindra x-ose, Slika 1.2.2. Zamislimo da znamo
x-koordinatu svake åestice u vremenu t i u vremenu t + τ, gde je τ dovoÿno kratak
interval u kojem promena koncentracije usled difuzije moæe da se zanemari. U inter-
valu τ prvi molekul pomeri se duæ x-ose za ∆1, drugi za ∆2, itd. Ovi pomaci ∆1, ∆2, ...
nekada su pozitivni, a nekada negativni. Po apsolutnoj vrednosti razliåiti su za ra-
zliåite molekule. Poãto razmatramo razblaæene rastvore, na kretaçe molekula ras-
tvorka ne utiåu drugi molekuli rastvorka, veñ samo molekuli rastvaraåa. Otuda su
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pomaci rastvorenih molekula nezavisni od koncentracije rastvora, sa jednakom
verovatnoñom da budu pozitivni ili negativni duæ pravca x-ose.

Sada ñemo da utvrdimo kolika se koliåina rastvorka prenese kroz jediniånu
povrãinu rastvora u vremenskom intervalu τ, kada je poznat proseåni pomak mole-
kula ∆. Zbog jednostavnosti, zamiãÿamo da sve åestice u intervalu τ imaju isti po-
mak ∆. Pri tome, jedna polovina od ukupnog broja åestica ima pozitivan pomak +∆,
a druga negativan –∆. Dakle, umesto pojedinaånih pomaka ∆1, ∆2, ... koristimo çi-
hovu sredçu vrednost ∆. Sa ovim pojednostavÿeçima, u intervalu τ, kroz presek E,
u pozitivnom smeru x-ose mogu da proœu samo molekuli koji su na rastojaçu
krañem od ∆, dakle, molekuli zateåeni u oblasti QAE, Slika 1.2.2. Meœutim, poãto su
pozitivni i negativni pomaci podjednako verovatni, to ñe samo jedna polovina od
ukupnog broja molekula (sa pozitivnim pomacima +∆) iz oblasti QAE, da proœe kroz
presek E. Dakle, koliåina rastvorene supstance qA izraæena u molovima, koja iz
zapremine S∆, ograniåene presecima QA i E, proœe kroz presek E, jednaka je polo-
vini proizvoda sredçe molske koncentracije cA i te zapremine:

. (1.2.15a)

Rastojaçe ∆ dovoÿno je malo, pa promena koncentracije unutar çega moæe da se
smatra linearnom. Tada je sredça molska koncentracija cA jednaka koncentraciji
sloja u preseku xA, Slika 1.2.2. Na sliåan naåin nalazimo da je koliåina rastvorka u
molovima qB, koja u intervalu τ proœe kroz presek E iz smera komore B, gde je
proseåna koncentracija cB:

. (1.2.15b)

Kao i u prethodnom sluåaju, sredça koncentracija cB moæe da se smatra trenutnom
koncentracijom sloja na koordinati xB. Ukupna koliåina rastvorka koja difunduje u
pozitivnom smeru x-ose jednaka je razlici izraza (1.2.15a) i (1.2.15b):

. (1.2.16)

Najzad, deÿeçem izraza (1.2.16) povrãinom S i intervalom τ, nalazimo fluks (broj
molova koji proœe kroz jediniånu povrãinu u jedinici vremena):

Slika 1.2.2 Uz vezu koeficijenta difuzije i putaçe mo-
lekula. Posmatra se kretaçe molekula duæ ose cilindra sa
presekom S, u kratkom vremenskom intervalu τ za koje je
proseåna putaça åestice ∆. Poãto su koncentracije sa leve
i sa desne strane preseka E razliåite, to ñe pri istoj pokret-
ÿivosti i broj molekula koji proœu kroz presek u smeru

 da bude razliåit od broja molekula koji proœu u
suprotnom smeru, . Preseci QA i QB su na rasto-
jaçu ∆ od centralnog preseka E.
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. (1.2.17)

Imajuñi na umu da je ∆ = dx, Slika 1.2.2, gradijent koncentracije moæemo da izra-
zimo kao:

(1.2.18)

odakle je:

(1.2.19)

Zamenom posledçeg izraza u jednaåinu (1.2.17) sledi:

(1.2.20)

odakle uporeœivaçem sa izrazom (1.2.4a) dobijamo koeficijent difuzije D, izraæen
preko sredçeg pomaka åestice duæ pravca x-ose ∆ u proizvoÿnom intervalu τ:

. (1.2.21)

Strogo govoreñi, poãto su putaçe åestica nezavisne, usredçavaçe treba da se vrãi
preko kvadrata pojedinaånih pomaka, a ne preko çihovih apsolutnih vrednosti.
Stoga, u izrazu (1.2.21) umesto kvadrata sredçe vrednosti pomaka ∆2 treba da stoji

sredça vrednost kvadrata pomaka , gde je saglasno izrazu (D-1.2.19):

(1.2.22)

dakle:

. (1.2.23)

Koren sredçe vrednosti kvadrata pomaka  moæemo da smatramo proseånim
pomakom za sve molekule u pravcu x-ose i u intervalu τ. Reãavaçem dobijene jed-
naåine po proseånom pomaku (korenu sredçe vrednosti kvadrata pomaka) nala-
zimo

(1.2.24a)

ili zamenom koeficijenta difuzije iz jednaåine (1.2.13):

. (1.2.24b)
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Iz dobijene jednaåine vidimo da je proseåni pomak molekula proporcionalan ne
vremenskom intervalu, τ, nego çegovom korenu. To je posledica sluåajne prirode
kretaça, gde se putaçe podjednako verovatno sabiraju i oduzimaju. Jednaåina
(1.2.24a) matematiåki izraæava åiçenicu da je putaça u pravcu x-ose, u intervalu τ,
zbir velikog broja elementarnih skokova molekula åiji su pravci i duæine sluåajni.
Jednaåinom (1.2.24b) matematiåki se izraæava termalno kretaçe molekula; jed-
naåina pruæa moguñnost da se ovo kretaçe poveæe sa osobinama rastvaraåa
(viskoznost, η), rastvorka (polupreånik molekula, a) i sa spoÿaãçim uslovima (tem-
peratura, T).

Prema shvataçu u molekulskoj kinetici (na kojem se zasniva atomska hipo-
teza) izmeœu rastvorenih molekula i suspendovanih åestica ne postoji suãtinska ra-
zlika. Zbog toga jednaåine (1.2.24) jednako vaæe za prave molekulske rastvore, kao
i za suspendovane sferne åestice. Dakle, jednaåine (1.2.24) kvantitativno opisuju
Braunovo kretaçe. Poãto parametri Braunovog kretaça, u principu, mogu da se
eksperimentalno mere (polupreånik åestice i çen proseåni pomak u zadatom vre-
menskom intervalu), Ajnãtajn je jednaåinu (1.2.24b) iskoristio da na joã jedan naåin
poveæe eksperimentalno merÿive veliåine sa Avogadrovim brojem, kÿuånim para-
metrom atomske hipoteze. Reãavaçem jednaåine (1.2.24b) po N nalazimo:

. (1.2.25)

Jednaåinu (1.2.25) Ajnãtajn je prokomentarisao reåima: “Treba se nadati da ñe neki
istraæivaå ubrzo uspeti da reãi ovde navedeni problem koji je toliko vaæan za teoriju
toplote.” (Pitaçe atomistiåke hipoteze Ajnãtajn je reãavao u okviru molekulske teo-
rije toplote.) I zaista, nije se dugo åekalo: Æan Peren je u periodu 1908–1909, seri-
jom genijalnih ogleda, eksperimentalno potvrdio svaku Ajnãtajnovu jednaåinu.

1.2.2 Perenovi ogledi

Peren je atomsku hipotezu branio argumentima sliånim Ajnãtajnovim. Poãto
Braunovo kretaçe moæe da se objasni sudarima suspendovanih åestica sa moleku-
lima rastvaraåa, onda bi kvantitativnim ispitivaçem Braunovog kretaça moglo da
se dokaæe da molekuli rastvaraåa zaista postoje.

Neprekidno trajaçe Braunovog kretaça, bez priguãeça tokom vremena, pro-
tivureåi svakodnevnom iskustvu gde se svako (spontano) kretaçe, bræe ili sporije,
priguãuje pod uticajem treça. Na primer, kada se vedro vode izlije u kadu2, ma ko-
liko bilo vrtloæno kretaçe teånosti na poåetku, posle izvesnog vremena prestañe
makroskopsko kretaçe i teånost ñe (posmatrano golim okom) izgledati savrãeno
mirna. Razmotrimo kako dolazi do smirivaça vidÿivog kretaça teånosti u kadi. Na
poåetku, na putu od vedra do kade, svi molekuli vode imaju brzine pribliæno iste po
smeru i intenzitetu. Åim prvi molekuli udare o zidove (dno) kade, taj poredak se na-
ruãava jer se molekuli u sudaru sa preprekom odbijaju u svim pravcima i joã do-
datno sudaraju sa molekulima nadolazeñe teånosti. Posle potpunog izlivaça, voda
se i daÿe nalazi u vidÿivom makroskopskom kretaçu, ali se tokom vremena kre-
taçe odvija na sve maçoj skali. Elementi zapremine u kojima molekuli vode imaju

2 Ovaj Perenov primer pokazuje da kada za kupaçe nije inspirisala samo Arhimeda.
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pribliæno iste brzine po intenzitetu i smeru postaju sve maçi. To moæe lako da se
vidi golim okom ako se u teånost (vodu) ubaci nerastvorni obojeni prah. Posle izli-
vaça vode, kretaçe åestica praha tokom vremena postaje sve haotiånije u odnosu
na åestice u neposrednoj blizini. Dakle, ravnomerno makroskopsko kretaçe po ce-
loj zapremini teånosti tokom vremena prividno prestaje tako ãto se preraspodeÿuje
na sve maçe delove teånosti u kojima je kretaçe i daÿe, maçe-viãe, ravnomerno.
Iz toga sledi prirodno pitaçe (kao ono Demokritovo) dokle moæe da se smaçuje
element zapremine teånosti u kojem kretaçe zadræava pribliænu ravnomernost?

Da bi se dao bar pribliæan odgovor, Peren je zakÿuåio da teånost treba da se
posmatra mikroskopski. Meœutim, poãto se molekuli teånosti pod mikroskopom ne
vide, u ispitivanu teånost treba da se ubace, kao pokazivaåi, mikroskopski vidÿive
åestice åije ñe kretaçe da “osvetli” kretaçe nevidÿivih molekula teånosti. Oåi-
gledno, to su uslovi pod kojima je opaæeno Braunovo kretaçe. Tako je Peren za-
kÿuåio da ispitivaçem Braunovog kretaça moæe eksperimentalno da se pokaæe da se
makroskopsko kretaçe u teånostima usitçava do pojedinih molekula koji nezavisno
mogu da se kreñu u svim pravcima. Kada ne bi postojali molekuli, ne bi bilo ni naåina
da se prvobitno ureœeno kretaçe teånosti vremenom pretvori u haotiåno kretaçe.

Perenu je bilo jasno da ñe çegovi dokazi, ma koliko bili ubedÿivi, biti od ma-
log interesa ako ih ne potkrepi åvrstim eksperimentalnim rezultatima. To ga je pod-
staklo na to da se posveti kvantitativnom eksperimentalnom prouåavaçu Brauno-
vog kretaça.

Sedimentaciona ravnoteæa

Perenu je, kao i Ajnãtajnu, bilo jasno da jednaåine koje su izvedene za razbla-
æene rastvore ne sadræe ograniåeçe u pogledu veliåine åestice rastvorka i da, zbog
toga, vaæe i za suspenzije. Dakle, jednaåina staça: 

(1.2.26)

koja daje vezu izmeœu pritiska p, zapremine V i broja molekula n idealnog gasa na
temperaturi T, vaæi i za razblaæene rastvore i suspenzije. Deÿeçem jednaåine
(1.2.26) zapreminom V dobija se izraz za osmotski pritisak rastvorka:

(1.2.2)

gde je kao i ranije v koncentracija åestica, v = n/V. Sliåno tome, zakon raspodele (ek-
viparticije) energije iz kojeg sledi da je proseåna energija po molekulu jedno-
atomnog gasa proporcionalna apsolutnoj temperaturi gasa:

(1.2.27)

treba da vaæi i za razblaæene rastvore i suspenzije. Znaåi, ako je atomistiåka hipo-
teza ispravna, proseåna energija suspendovane åestice jednaka je proseånoj energiji
molekula teånosti. Dakle, nalaæeçem proseåne energije suspendovane åestice na os-
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novu ispitivaça Braunovog kretaça, moæe da se naœe proseåna energija jednog mo-
lekula teånosti, a odatle i Avogadrov broj kao kÿuåni parametar atomske hipoteze.

Posmatrajmo rastvaraå gustine ρr u vertikalnom cilindru popreånog preseka S
u koji je na vrhu ubaåena koncentrovana suspenzija åije åestice imaju iste dimenzije
i gustinu ρå, Slika 1.2.3. Pod uticajem gravitacione sile, dolazi do taloæeça åestica
(sedimentacije). Meœutim, potpunom taloæeçu åestica suprotstavÿa se sila osmot-
skog pritiska koja nastoji da åestice rasporedi ravnomerno po celoj zapremini
rastvora. Posle dovoÿno dugo vremena uspostavÿa se (sedimentaciona) ravnoteæa,
ãto za posledicu ima vertikalnu raspodelu koncentracija u suspenziji. Brojni su pri-
meri sedimentacione ravnoteæe iz svakodnevnog æivota, poåevãi od crne kafe nasute
u visoku åaãu do razblaæenog gustog soka, boze, itd. U izvoœeçu jednaåine za sedi-
mentacionu ravnoteæu, Peren je koristio dokaze sliåne Ajnãtajnovim, koji su iz-
loæeni u prethodnom odeÿku. Posmatrao je ravnoteæu izmeœu osmotskog i hidrosta-
tiåkog pritiska rastvorenih åestica u sloju teånosti na visini h, Slika 1.2.3. Da bismo
izbegli ponavÿaçe, ovde ñemo da iskoristimo Ajnãtajnov izraz sa silu osmotskog
pritiska po jednoj åestici:

(1.2.10)

koja u koncentracionom gradijentu dv/dx potiskuje åesticu u smeru od veñe ka
maçoj koncentraciji, Slika 1.2.3. Nasuprot toj sili, deluje sila gravitacije, umaçena
zbog potiska, F1,gr. Ako su ρå i ρr gustine åestice i rastvaraåa, Vå zapremina åestice i g
gravitaciono ubrzaçe, onda je:

(D-1.2.8) .

Indeks 1 oznaåava da se sila odnosi na jednu åesticu. U ravnoteæi te dve sile su jed-
nake, odakle imamo: 

, (1.2.28)

Slika 1.2.3 Sedimentaciona ravnoteæa uspostavÿa se onda kada
se za svaku åesticu sila osmotskog pritiska koja gura åesticu ka
niæim koncentracijama (na gore), izjednaåi sa gravitacionom silom
koja åesticu vuåe nadole.
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odnosno:

. (1.2.29)

Izraz (1.2.29) pokazuje kako se koncentracija åestica v meça pri beskonaåno maloj
promeni visine dx. Ovaj izraz daje vezu izmeœu koncentracije i visine rastvora u di-
ferencijalnom obliku. Ako je na nekoj izabranoj visini h0 koncentracija åestica v0,
tada koncentraciju v na proizvoÿnoj visini h nalazimo integraÿeçem jednaåine
(1.2.29):

(1.2.30a)

koju oåiglednim preureœivaçem prevodimo u oblik koji se lako integrali:

. (1.2.30b)

Integraÿeçem dobijamo funkciju raspodele suspenzije u gravitacionom poÿu:

(1.2.31a)

koja moæe da se napiãe i kao:

(1.2.31b)

ili, ako uoåimo to da je potencijalna energija åestice u gravitacionom poÿu U1,gr’:
U1,gr = (ρå – ρr) Vågh,

. (1.2.31c)

Iz izraza (1.2.31b) vidimo da koncentracija suspenzije eksponencijalno opada sa vi-
sinom rastvora (kao pritisak u barometarskoj jednaåini) a iz jednaåine (1.2.31c) da se
åestice raspodeÿuju saglasno Bolcmanovom zakonu raspodele (k=R/N, je Bolcma-
nova konstanta). Dakle, Perenova jednaåina kojom se opisuje raspodela suspendova-
nih åestica u gravitacionom poÿu, predstavÿa poseban sluåaj Bolcmanove raspodele.

Za potvrdu atomistiåke hipoteze, najvaænije je iz izraza (1.2.31a) pronañi vezu
izmeœu Avogadrovog broja i makroskopski merÿivih veliåina:
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. (1.2.32)

Dakle, Avogadrov broj moæe da se odredi iz sedimentacione ravnoteæe mereçem
koncentracije åestica na dve visine rastvora u suspenziji sa poznatim dimenzijama
jednakih åestica.

Za eksperimentalnu potvrdu ispravnosti jednaåine (1.2.32) Peren je naåinio
priliåno jednostavnu aparaturu koja je ãematski prikazana na Slici 1.2.4. Monodis-
perzna emulzija (saåiçena od åestica istih dimenzija) u kojoj se ispituje raspodela
åestica u gravitacionom poÿu, hermetiåki je zatvorena izmeœu predmetne i pokrivne
ploåice mikroskopa. Mikroskop ima malu dubinsku oãtrinu tako da se u poÿu vide
samo åestice koje su u æiænoj ravni. (Zbog male dubinske oãtrine lik åestica iznad i is-
pod æiæne ravni vrlo je zamuñen i one se praktiåno ne vide.) Poloæaj æiæne ravni lako
se odreœuje preko mikrometarskog zavrtça kojim se po æeÿi meça visina objektiva
mikroskopa. Poãto su åestice u neprekidnom kretaçu, çihovo prebrojavaçe na oda-
branoj visini vrlo je teãko jer se slika pod mikroskopom neprekidno meça. Peren je
taj problem reãio tako ãto je napravio vrlo usko vidno poÿe u kojem se jednovremeno
nije videlo viãe od pet do sedam åestica. Tada nije potrebno da se åestice broje, veñ
çihov broj moæe da se odredi iz zapamñene slike. Eksperiment je izvodio tako ãto je
na datoj visini, svakih 15 sekundi, zapisivao broj opaæenih åestica u vidnom poÿu.
Broj åestica, na datoj visini, nalazio je sabiraçem dugih serija brojeva. Relativni broj
åestica na razliåitim visinama nalazio je uporeœivaçem serija iste duæine.

Mada je u osnovi ogled vrlo jednostavan (meri se broj åestica u æiænoj ravni na
dve visine) praktiåni problemi, koje je Peren, zahvaÿujuñi svojoj spretnosti, uspeãno
reãavao, bili su ogromni. Trebalo je da se napravi suspenzija od åestica istih dimen-
zija (monodisperzna suspenzija), da se odrede dimenzije åestica, çihova gustina i
broj na odabranoj visini. Peren je za pravÿeçe suspenzije koristio lateks3 i mastiks4,
a åestice sortirao viãestrukim centrifugiraçem suspenzija pri razliåitim brzinama ro-
tacije. Na primer, posle centrifugiraça pri maloj brzini rotacije, najkrupnije åestice
se taloæe, dok one sitnije i daÿe ostaju u rastvoru. Odvajaçem takvog rastvora i
centrifugiraçem pri veñoj brzini taloæe se nove åestice, dok one najsitnije i daÿe os-
taju u rastvoru. Viãestrukim centrifugiraçem i razdvajaçem razliåitih frakcija, Pe-
ren je uspevao da dobije monodisperzne suspenzije sa polupreånikom åestica od
0,14 µm do 0,54 µm. Polupreånik åestica odreœivao je mereçem brzine sedimenta-
cije (po Stoksovom zakonu) ili taloæeçem åestica na zidove posude i premera-
vaçem duæine ravnomernih nizova åestica. (Neposredno mereçe polupreånika åes-
tice posmatraçem pojedinaånih åestica bilo je vrlo netaåno, jer su granice åestice
nejasne zbog difrakcije.) Gustinu åestica odreœivao je pomoñu piknometra, uporeœi-
vaçem gustine vode sa gustinom suspenzije poznate koncentracije åestica ili nepos-
redno, mereçem gustine smole izdvojene posle isparavaça vode iz suspenzije.

3 Lateks (latex) mleåni sok razliåitih vrsta tropskog drveña (Hevea brasiliensis, Ficus elastica, Teraxa-
cum gymnathum). Zasecaçem kore stabla sakupÿa se mleåni sok koji se zagrevaçem i drugim naåinima pret-
vara u kauåuk.

4 Mastiks, miriãÿava smola iz mediteranskog zimzelenog grma vrste Pistacia lentiscus, pored alkohola,
glavni sastojak rakije mastike (Makedonija) i uza (Gråka). Mastika je bezbojna ali kada se sipa u vodu rastvor
pobeli kao mleko. Zbog male rastvorÿivosti mastiks se izdvaja iz rastvora u obliku mikronski sitnih sfernih åes-
tica. “Dobro spravÿena mastika je vrlo prijatan i koristan napitak pod uslovom da se umereno troãi, jer ima sva
blagotvorna svojstva moraåa.” J. Tucakov, Leåeçe biÿem.
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Peren je vrãio brojna mereça meçajuñi stalno eksperimentalne uslove i uvek
je nalazio sliåne vrednosti za Avogadrov broj. Bio je naroåito ponosan na seriju me-
reça u kojoj je koristio åestice polupreånika 0,212 µm. Posle prebrojavaça ukupno
13 000 åestica na åetiri visine, Peren je dobio da je N = 7,05 × 1023 åestica po molu.
U serijama mereça sa suspenzijama od razliåitih materijala, gde se masa åestica
meçala 40 puta, razlika gustina åestica i rastvaraåa pet puta, a brzina promene kon-
centracije åestica sa visinom 30 puta, Peren je iz jednaåine (1.2.32) nalazio da je
Avogadrov broj izmeœu 5 × 1023 i 8 × 1023 åestica po molu. Iz toga je zakÿuåio da je
“vrlo teãko poreñi objektivnu stvarnost molekula”.

Putaçe åestica u Braunovom kretaçu

Za prañeçe putaça pojedinaånih åestica, Peren je mikroskopsku sliku projek-
tovao na zaklon na kojem su mogli da se zapisuju poloæaji åestice u jednakim
vremenskim intervalima. Na Slici 1.2.5 prikazana su tri primera putaça åestica.
Taåkama su obeleæni poloæaji åestica na svakih 30 sekundi. Ako bi se poloæaj åes-
tice beleæio åeãñe, recimo svake sekunde, tada bi se pravolinijska putaça izmeœu
dve susedne taåke izlomila na 30 (krañih) delova åiji su pravci i veliåine sluåajni.
Zbog toga putaçe razliåitih åestica, na prvi pogled, nemaju meœusobno niåeg zajed-
niåkog, kao ãto ni kraj jedne putaçe nema niãta sa çenim poåetkom. Meœutim,
kako je Ajnãtajn pokazao, poãto su putaçe vektorske veliåine, za çih mogu da se
naœu komponente u izabranom pravcu. Sve putaçe mogu da se opiãu zajedniåkim
sredçim kvadratnim pomakom u izabranom pravcu, recimo x-ose . Tada se
pomoñu jednaåine (1.2.22) za putaçe dobijene kao na Slici 1.2.4 moæe izraåunati
sredçi kvadratni pomak iz kojeg se Avogadrov broj dobija iz izraza:

(1.2.25) ,

gde je R gasna konstanta, T apsolutna temperatura, τ interval u kojem se posmatra
sredçi kvadratni pomak, η viskoznost rastvaraåa i a polupreånik sferne åestice. I
zaista, u seriji paæÿivo voœenih eksperimenata, sa emulzijama u kojima je polupreå-
nik åestica lateksa iznosio 0,212 µm, Peren je, sa svojim studentom, merio putaçe
50 åestica u åetiri intervala od po 30 s. Iz prve serije mereça sa 50 åestica dobili su

Slika 1.2.4 Perenova aparatura za mereçe raspodele 
åestica u suspenziji.
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vrednost N = 7,3 × 1023 åestica po molu, iz druge serije sa novih 50 åestica, N = 6,8
× 1023 åestica po molu. U treñoj grupi od 50 åestica viskoznost rastvora poveñana je
pet puta dodavaçem ãeñera. Prema predviœaçima teorije, jednaåina (1.2.24b), opao
je sredçi pomak åestica, a za Avogadrov broj dobijena je vrednost od 5,6 × 1023
åestica po molu.

Peren je zakÿuåio da svi izvedeni eksperimenti, van svake sumçe ukazuju na
ispravnost molekulske (atomistiåke) hipoteze i da atomistici treba da se veruje u is-
toj meri kao i energetici.5 “U suãtini, nema razloga da se ove dve velike discipline
suprotstavÿaju jedna drugoj, kada obe (Atomistika i Energetika) mogu da slave svoj
trijumf”. Za eksperimentalnu potvrdu atomistiåke hipoteze, godine 1926, Peren je
dobio Nobelovu nagradu za fiziku.

Albert Ajnãtajn (Albert Einstein, 1879–1955), roœen je u Ulmu
(Nemaåka), a studirao je na Ciriãkom univerzitetu. Kao “tehniåki
struåçak treñe klase” u patentnom uredu u Bernu, publikovao je
tri najvaænija rada. U radu O teoriji Braunovog kretaça izloæio je
neposredni dokaz, zasnovan na åisto klasiånoj slici o atomistiåkoj
strukturi materije. U radu O elektrodinamici tela u kretaçu posta-
vio je temeÿe specijalne teorije relativnosti iz koje je nekoliko me-
seci kasnije izveo åuvenu jednaåinu o jednakosti mase i energije, E
= mc2. U treñem radu O heuristiåkom pogledu na stvaraçe i
preobraæaj svetlosti proãirio je Plankov kvantni pristup postu-
lirajuñi dvojnu prirodu svetlosti. Pojam svetlosnih kvanta bio je
previãe radikalan i najveñi broj fiziåara primio ga je sa velikom

5 Protivnici atomisitåke hipoteze, predvoœeni Osvaldom, postavili su doktrinu koju su nazivali “energeti-
kom”.

Slika 1.2.5 Putaçe åestica u Braunovom
kretaçu kako ih je Peren video u svojim og-
ledima. Mada skale nisu date, po svoj prilici
vreme izmeœu susednih taåaka je oko 30 se-
kundi, a skala je oko 10 mikrona. Vaæno je da
se uoåi da je putaça izmeœu naznaåenih taåa-
ka (spojenih pravim linijama) isto tako ha-
otiåna kao i celokupne putaçe.
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sumçom. Situacija se veoma izmenila tek kada je Bor 1913. godine izloæio novu teoriju o
strukturi atoma. Ajnãtajn je bio profesor na univerzitetu u Cirihu (1909), Pragu (1911) i po-
novo (1912) u Cirihu, ovoga puta u Ãvajcarskom institutu za tehnologiju (ETH). Godine
1913. odlazi u Berlin gde je postao ålan Pruske akademije nauka i direktor Instituta za fiziku
“Kajzer Vilhelm”. U periodu 1914–1915. razvio je opãtu teoriju relativnosti, polazeñi od
stroge proporcionalnosti gravitacione i inercione mase. Ãiroj javnosti postao je poznat tek
poãto su predviœaça opãte teorije relativnosti bila potvrœena eksperimentalno, osmatraçem
uticaja sunåeve gravitacije na svetlost udaÿenih zvezda. Godine 1933. zbog svog porekla i
politiåkih uvereça napuãta Nemaåku i prelazi u SAD, gde nastavÿa da radi u Institutu za sav-
remena istraæivaça u Prinstonu. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je 1921. godine za zasluge
u teorijskoj fizici a posebno za otkriñe zakona fotoelektriånog efekta.

Ludvig Bolcman (Ludwig Boltzmann, 1844–1906), austrijski fi-
ziåar. Roœen je u Beåu, gde je studirao fiziku i zatim bio asistent
Joæefa Ãtefana. Profesor matematiåke fizike u Gracu postao je
1869. godine. Takoœe je predavao u Beåu, Minhenu i Lajpcigu.
Çegovi studenti su, izmeœu ostalih, bili Svante Arenijus, Valter
Nernst i Liza Majtner. U mladosti, uspeãno se bavio eksperimen-
talnom fizikom: za sumpor je pokazao vezu izmeœu indeksa pre-
lamaça i dielektriåne konstante kako je predviœao Maksvel. Gla-
vna tema çegovog istraæivaåkog rada bila je svoœeçe termo-
dinamike na mehaniku, zbog åega je bilo potrebno da se objasni
protivreånost izmeœu reverzibilnosti mehaniåkih i ireverzi-
bilnosti termodinamiåkih procesa. Bolcman je uspostavio vezu
izmeœu entropije S i verovatnoñe, W, S = k lnW, gde je k Bolcma-
nova konstanta. Bila je to taåka oslonca za postavÿaçe kvantne
teorije u formulaciji M. Planka, 1900. godine i u proãirenom Ajnãtajnovom tumaåeçu iz
1905. godine. Druga vaæna Bolcmanova dostignuña jesu jednaåine za raspodelu energija
atoma koji se slobodno kreñu (Maksvel-Bolcmanova raspodela) i teorijsko objaãçeçe emi-
sione sposobnosti crnog tela, Ãtefan-Bolcmanov zakon iz 1884. godine.

Bolcman je bio istaknut pobornik atomske teorije. Zbog slabog odziva, åak i otpora
çegovim teorijama, veñi deo æivota proveo je duboko razoåaran. Nije doæiveo konaånu po-
bedu svojih teorija koja je ostvarena 1905. Ajnãtajnovom teorijom Braunovog kretaça. Go-
dine 1906., u 62. godini æivota, izvrãio je samoubistvo.

Æan Batist Peren (Jean Baptiste Perrin, 1870–1942) roœen je u
Lilu (Francuska), a studirao je u Parizu. Od 1910. do 1940. bio je
profesor fiziåke hemije na Univerzitetu u Parizu. Godine 1895.
utvrdio je da su katodni zraci negativno naelektrisane åestice
(elektroni). U pokuãajima da odredi masu tih åestica pretekao ga je
J. J. Tomson. Oko 1908. poåeo je da ispituje Braunovo kretaçe.
Godine 1926. dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za rad na dis-
kontinualnoj strukturi materije, a naroåito za otkriñe sedimenta-
cione ravnoteæe.
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2.1 NAELEKTRISANJE ELEKTRONA – MILIKENOV OGLED

DODATAK 2.1

D-2.1.1 Elektrostatiåka sila

Na naelektrisaçe q u elektriånom poÿu  deluje sila  koja je proporcionalna jaåini
poÿa i naelektrisaçu:

. (D-2.1.1)

Neposredno posle otkriña elektrona (J. J. Thomson, 1897), bilo je logiåno da se taåno
odrede çegove osobine. Tomson je veñ odredio odnos naelektrisaça i mase elektrona e/m i
pokazao da je taj odnos stalan. Sledeñi logiåan korak trebalo je da bude nezavisno i posebno
odreœivaçe mase i naelektrisaça. Meœutim, ozbiÿan problem predstavÿala je åiçenica da
jedna od ovih veliåina ne moæe da se meri nezavisno od druge. Pri svakom eksperimentu za
mereçe inercionih osobina elektrona (mase), mora da se uzme u obzir i çegovo naelektri-
saçe poãto elektron, u praksi, moæe da se ubrza samo elektriånim i magnetnim poÿem. S
druge strane, naelektrisaçe bi moglo da se odredi nezavisno od mase, pod uslovom da je u
ponovÿenim ogledima uvek jedno te isto.

Osnovni problem pri eksperimentalnom odreœivaçu atomskih i molekulskih osobina
materije sastoji se u tome kako da mikroskopsku veliåinu koju æelimo da odredimo, po-
veæemo sa makroskopskim pojavama i osobinama materije koje moæemo da opaæamo åulima
ili ureœajima. Drugim reåima, potrebno je smisliti ogled u kojem ñe se mikroskopske osobine
materije ispoÿiti na makroskopskim pojavama u obliku u kojem mogu taåno da se mere.

I pre Tomsonovih eksperimenata bilo je pokuãaja da se proceni veliåina jediniånog
naelektrisaça. Godine 1881. Stonej (G. J. Stoney) procenio je da je e = 3 × 10-11 e.s.j.
(e = 1 × 10-20 C), ãto je pribliæno deset puta maçe od prave vrednosti. Uzgred reåeno, Stonej
je bio taj koji je 1891. godine predloæio naziv elektron za “prirodnu” jedinicu naelektrisaça.

Joã boÿu procenu vrednosti jediniånog naelektrisaça uåinio je Mejer (O. E. Meyer) na
osnovu kinetiåke teorije, e = 3 × 10-10 e.s.j. (e = 1 × 10-19 C). Sliånu vrednost dobio je i Taun-
send (J. S. E. Townsend) koji je, radeñi u Tomsonovoj laboratoriji, posmatrao brzinu taloæeça
naelektrisanog oblaka vodene pare. Godine 1903. sliåan eksperiment pokuãali su da ponove
nezavisno Tomson i Vilson (J. J. Thomson i H. A. Wilson) ne bi li dobili taåniju vrednost, ali
bez veñeg uspeha. Glavnu teãkoñu predstavÿalo je reprodukovaçe potpuno jednakih uslova
prilikom graœeça naelektrisanih oblaka.

E Fe

Fe qF=
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Eksperimentalno odreœivaçe naelektrisaça elektrona prvi je uspeãno obavio, 1911.
godine, Robert Miliken (Robert A. Millikan, 1863–1953) za ãta je dobio Nobelovu nagradu
1923. godine. Miliken je ubedÿivo pokazao diskretnost naelektrisaça i dao znaåajan
doprinos atomskoj teoriji o strukturi materije. U prvoj dekadi dvadesetog veka bilo je joã onih
koji su smatrali da teorija kontinualnog nalektrisaça i materije moæe jednako dobro da ob-
jasni sve do tada poznate eksperimentalne åiçenice.

Za odreœivaçe naelektrisaça elektrona, Miliken je smislio genijalno jednostavan og-
led u kojem je posmatrao kretaçe naelektrisanih kapÿica uÿa u vazduhu pod uticajem elekt-
riånog poÿa i Zemÿine teæe.

Pod uticajem Zemÿine teæe na kapÿicu mase mk deluje sila, :

. (2.1.1)

Poãto je potopÿena u fluid (vazduh) gustine dυ , na kapÿicu deluje i sila potiska ,
koja je jednaka teæini kapÿicom istisnutog vazduha:

. (2.1.2)

Na kapÿicu polupreånika a, koja pod uticajem sile Zemÿine teæe pada kroz
vazduh brzinom , deluje sila treça , kao posledica viskoznosti vazduha:

(2.1.3)

gde je η koeficijent viskoznosit vazduha. Zbog ubrzanog padaça kapÿice çena
brzina raste, pa otuda raste i sila treça koja je proporcionalna brzini padaça. Pri ne-
koj graniånoj brzini padaça , uspostavÿa se ravnoteæa sila,  (ili
Fg – Fp = Ftr) i kapÿica pada stalnom graniånom brzinom υg:

(mk – mυ) g = 6 π a υg. (2.1.4)

Ako znamo gustinu kapÿice dk i gustinu vazduha dυ, odgovarajuñe mase iz izraza
(2.1.4) moæemo da izrazimo preko zapremine kapÿice Vk:

mk = dk Vk  mυ = dυVk. (2.1.5)

Tada iz izraza (2.1.4) dobijamo:

Vk g (dk – dυ) = 6 π η a υg (2.1.6)

ili, s obzirom na to da je Vk = 4 πa3/3, posle skrañivaça:

2a2 (dk – dυ) g = 9ηυg. (2.1.7)

Iz izraza (2.1.7), poãto su nam gustine kapÿice i vazduha poznate, kao i vis-
koznost vazduha, mereçem brzine kojom kapÿica pada pod uticajem sile Zemÿine
teæe, moæemo da odredimo çen polupreånik:

Fg

Fg mkg=

Fp

Fp mυg–=

υ F tr

Ftr 6πηaυ–=

υg Fg Fp F tr+ + 0=
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. (2.1.8)

U ovom sluåaju, za povezivaçe makroskopski merÿivih veliåina i mikroskop-
skih veliåina koje æelimo da odredimo (dimenzije kapÿice su tako male da ne mogu
da se odrede neposrednim putem, na primer, pomoñu mikroskopa), iskoriãñen je
Stoksov zakon.

Razmotrimo sada kretaçe iste kapÿice koja nosi naelektrisaçe q u elekt-
riånom poÿu E. Na kapÿicu tada deluje dodatna elektrostatiåka sila , saglasno iz-
razu (D-2.1.6). Pravac elektriånog poÿa E moæe da se odabere tako da se pod çego-
vim uticajem kapÿica kreñe naviãe. Tada se pri dostizaçu graniåne brzine kretaça
kapÿice υE, u ravnoteæi nalaze sve åetiri sile:

, (2.1.9)

ili poãto potisak i elektriåno poÿe deluju u jednom smeru (na gore), a Zemÿina teæa
i treçe u drugom (nadole):

. (2.1.10)

Zamenom sila iz jednaåina (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) i (D-2.1.1) u izrazu (2.1.10) i
preureœivaçem dobijamo:

(mk – mυ) g + 6 πηaυe = qΕ, (2.1.11)

a zamenom prvog ålana iz jednaåine (2.1.4):

6 πηaυg+ 6 πηaυE = qE. (2.1.12)

Odatle se za naelektrisaçe kapÿice dobija:

. (2.1.13)

Konaåno, uvrãtavajuñi polupreånik kapÿice iz jednaåine (2.1.8), dobijamo izraz po-
moñu kojeg moæe da se odredi apsolutno naelektrisaçe kapÿice, na osnovu mereça
brzine çenog kretaça u elektriånom poÿu i van çega:

. (2.1.14)

Ako se za vreme ogleda kapÿica preelektriãe (promeni naelektrisaçe), tada ñe za
novo naelektrisaçe q′ kapÿica da ima i novu brzinu υE′:

. (2.1.15)

a
9ηυg

2 dk dυ–( )g
---------------------------=

Fe

Fg Fp F tr Fe+ + + 0=

Fg F tr+ Fp Fe+=

q 6πaη
υg υE+

E
-----------------=

q
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υg υE+( )=

q′
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υg υE′+( )=
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Poãto u toku eksperimenta sa jednom istom kapÿicom moæe da se izvrãi veliki broj
mereça, pri åemu kapÿica moæe i da se preelektriãe, tada se promena koliåine na-
elektrisaça ∆q = q′ – q dobija iz razlike izraza (2.1.14) i (2.1.15):

. (2.1.16)

Izvodeñi brojne oglede preelektrisavaça kapÿica, Miliken je pronaãao, saglasno
oåekivaçima, da se preelektrisavaçe odvija skokovito. Pri tome je utvrdio da svako
preelektrisavaçe moæe da se izrazi kao celobrojni umnoæak jedinice naelektrisaça
e koja iznosi:

e = 1,592 × 10-19 C. (2.1.17)

Za praktiåno ostvareçe ovog ogleda potrebno je da se vrlo dobro odrede i da se pro-
veravaju brojni eksperimentalni parametri koji neposredno ili posredno mogu da
utiåu na ishod eksperimenta. To znaåi da je neophodna puna kontrola promenÿivih s
desne strane jednaåine (2.1.16). Na Slici 2.1.1 ãematski je prikazana Milikenova
aparatura za odreœivaçe naelektrisaça elektrona. Elektriåni kondenzator sa paralel-
nim ploåama C, D, smeãten je u komoru A u kojoj pritisak vazduha moæe da se
meça i meri pomoñu pumpe i manometra. Kapÿice uÿa obrazovane rasprãivaåem B,
pod uticajem gravitacije padaju na gorçu ploåu kondenzatora na kojoj se nalazi
mali otvor E.

Kada se primeti da je kapÿica uÿa
proãla kroz otvor, on se zatvori, a
vazduh izmeœu ploåa kondenzatora
jonizuje se x-zracima koji prolaze
kroz prozoråiñ W2. Kapÿica uÿa zah-
vatajuñi gasni jon i sama postaje na-
elektrisana, pa tim i podloæna delo-
vaçu elektriånog poÿa kondenzatora.
S obzirom na to da pravac i jaåina
poÿa mogu da se meçaju proizvo-
ÿno, u kombinovanom elektriånom i
gravitacionom poÿu naelektrisana
kapÿica kreñe se naviãe ili naniæe.
Kroz prozoråiñ, W1 ulazi jak snop
svetlosti koji se na kapÿici rasprãuje,
a ãto se opaæa durbinom postavÿenim
normalno na pravac upadnog snopa.
Zbog izuzetno malih dimenzija, ka-
pÿica se vidi samo kao svetla taåkica
na tamnoj podlozi. Brzina padaça
kapÿice υg pod uticajem gravitaci-
onog poÿa odreœuje se tako ãto se

meri vreme çenog prolaska izmeœu dva podeoka na okularu durbina. Za to vreme
baterija kojom se napaja kondenzator je iskÿuåena, a ploåe kondenzatora su kratko
spojene. Zatim se izmeœu ploåa uspostavi visoki napon 5000–10000 volti (koji se

∆q
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υE′ υE–( )=

Slika 2.1.1 Milikenova aparatura za odreœivaçe 
naelektrisaça elektrona.

za manometar za pumpu

svetlost

zraci

A

B

CE

D
X

W1

W2

V
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meri voltmetrom V) i to tako da se kapÿica pod uticajem elektriånog poÿa kreñe na-
viãe. Ponovo se meri vreme prolaska kapÿice izmeœu dva podeoka, ovoga puta pod
uticajem i elektriånog i gravitacionog poÿa, iz åega se odreœuje brzina υE. Na os-
novu tih mereça naelektrisaçe kapÿice odreœuje se primenom izraza (2.1.14). Ako
se izmeœu dva mereça kapÿica preelektriãe, odreœivaçem nove brzine kretaça ka-
pÿice υE′, pomoñu izraza (2.1.16), izraåunava se promena naelektrisaça kapÿice.

Mereçem naelektrisaça velikog broja kapÿica, Miliken je naãao da sva na-
elektrisaça mogu da se izraze kao celobrojni umnoãci najmaçe koliåine naelektri-
saça. On je tu koliåinu naelektrisaça oznaåio kao naelektrisaçe jednog elektrona.
Najboÿi rezultat koji je Miliken dobio, jednaåina (1.2.17), vrlo je blizak danas prih-
vañenoj najboÿoj vrednosti:

e = - 1,602176462(63) × 10-19 C. (2.1.18)

Deÿeçem çegovog eksperimentalnog rezultata za e sa poznatom vrednoãñu
za odnos e/m, Miliken je izraåunao masu elektrona. Najtaånija vrednost za masu
elektrona, koja je danas prihvañena, iznosi:

me = 9,10938188(72) × 10-31 kg. (2.1.19)

Naelektrisaçe e iz jednaåine (2.1.18) predstavÿa osnovni kvant (atomsku je-
dinicu) naelektrisaça. Naelektrisaça svih åestica otkrivenih u prirodi su celobrojni
umnoãci ovog osnovnog kvanta naelektrisaça, tj. naelektrisaça su uvek 0, ± e, ±
2e, ± 3e, itd. U sluåaju jona ovo pravilo kvantovaça je oåigledno: jon je atom ili
molekul koji je izgubio ili primio jedan ili viãe elektrona, pa je otuda çegovo na-
elektrisaçe celobrojni umnoæak elementarnog naelektrisaça. Meœutim, pravilo
kvantovaça naelektrisaça takoœe vaæi i za subatomske åestice i sve elementarne
åestice. Na primer, naelektrisaçe neutrona je nula, protona + e, alfa-åestice (jezgra
helijuma) + 2e, miona - e, pozitivnog piona + e, itd.

Odskora, mnogo se radi na pronalaæeçu naelektrisaça ± e/3 i ± 2e/3, koja od-
govaraju kvarkovima od kojih su saåiçeni protoni i neutroni (videti 12. poglavÿe).
Meœutim, do danas, takvo podeÿeno (frakciono) naelektrisaçe, niti bilo koje drugo,
nije pronaœeno. Iz nedavno izvrãenih mereça sledi da na svakih 1019 protona moæe
da se pojavi maçe od jednog slobodnog kvarka. Drugim reåima, najmaçe slobodno
naelektrisaçe opaæeno eksperimentalnim putem je elementarno naelektrisaçe elek-
trona.

Primeri

Primer 2.1.1 Kolika potencijalska razlika treba da se uspostavi izmeœu kondenzators-
kih ploåa åiji razmak iznosi 5 mm, da bi se uravnoteæila kapÿica uÿa koja nosi naelekt-
risaçe jednako petostrukom naelektrisaçu elektrona? Masa kapÿice iznosi 3,119 ×
10-13 g.

REÃENJE: 

Iz uslova za ravnoteæu elektrostatiåke i gravitacione sile dobijamo:

qE mg.=
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Elektriåno poÿe kondenzatora sa paralelnim ploåama koliånik je potencijalske raz-
like izmeœu ploåa i çihovog meœusobnog rastojaça:

.

Iz ova dva izraza sledi da je potencijalska razlika U:

ili, s obzirom na to da je q = 5e, s=0,005 m, m = 3,119x10-16 kg, i g = 9,81 m/s2:

.

Zadaci

Z–2.1.1 Izraåunati brzinu padaça kapÿice uÿa gustine 0,98 g/cm3, sa polupreånikom 
10-4 cm, u vazduhu åiji je koeficijent viskoznosti 1,832x10-4 poaza.

[0,0117 cm/s]

Z–2.1.2 Potencijalska razlika od 31,5 V saopãtena kondenzatorskim ploåama koje
su meœusobno udaÿene 1 cm, odræava kapÿicu uÿa u kretaçu naviãe brzinom od 10
podeoka za 10 sekundi (50 podeoka = 1 mm). Brzina padaça pod dejstvom sile teæe
iznosi 10 podeoka za 100 sekundi. Koeficijent viskoznosti vazduha je 1,8 x 10-4 P
(gcm–1 s–1). Gustina kapÿice je 0,90 g/cm3. Koliko elektrona nosi kapÿica? [1]

2.2 KRETANJE ELEKTRONA (NAELEKTRISANE ÅESTICE)
U ELEKTRIÅNOM I MAGNETNOM POLJU

DODATAK 2.2

D–2.2.1 Prikazivaçe II Çutnovog zakona

II Çutnov zakon najåeãñe se predstavÿa preko ubrzaça, u obliku koji je dat izrazom
(D–1.2.2):

(D-2.2.1a)

S obzirom na vezu izmeœu ubrzaça , brzine  i preœenog puta 

.

II Çutnov zakon moæe da se izrazi i jednaåinama:

E
U

S
----=

U
mgs

q
----------=

U
3 119 10

16–
× 9 81 0 005,×,×,

5 1 6 10
19–

×,×
--------------------------------------------------------------------=

U 19 1 V,=

F ma.=

a υ s,

a υ′
dυ

dt
------ s″

d
2
s

dt
2

-------= = = =
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(D-2.2.1b)

. (D-2.2.1c)

Imajuñi na umu da je masa tela stalna i da je impuls (koliåina kretaça) proizvod mase i
brzine:

iz jednaåine (D–2.2.1b) dobijamo joã jedan naåin za izraæavaçe sile :

. (D-2.2.1d)

D–2.2.2 Vektori

U desnom ortogonalnom koordinatnom sistemu definisana su tri jediniåna vekotra ,

 i  koji deluju redom u pravcu x-, y- i z-ose. Tada, proizvoÿni vektori  i  mogu da se
predstave zbirom çihovih komponenata u pravcima x, y i z:

.

a) Skalarni proizvod dva vektora,  i , dobija se mnoæeçem komponenata, ålan po ålan:

ili s obzirom na to da je posmatrani sistem ortogonalan, tj.:

(D-2.2.2)

(skrañeno, isti uslov moæe da se iskaæe:  ako je  i  ako je
. Projekcija vektora na proizvoÿno izabrani pravac je skalarni proizvod tog vektora i je-

diniånog vektora na izabranom pravcu;

b) Vektorski proizvod dva vektora,  i , nalazimo iz determinante:

(D-2.2.3a)

F m
dυ

dt
------ mυ′= =

F
md

2
s

dt
2

------------ ms″= =

p mυ=

F

F m
dυ

dt
------

d mυ( )

dt
----------------

dp

dt
------= = =

i

j k A B

A Axi Ayj Azk+ +=

B Bxi Byj Bzk+ +=

A B

A B⋅ AB Axi Ayj Azk+ +( ) Bxi Byj B zk+ +( )⋅= =

i i 1 j j, 1 k k, 1 i j, 0 i k, 0 j k, 0= = = = = =

A B⋅ AxBx AyBy AzBz+ + A B A B,∠cos= =

i j⋅ δ ij  δ ij; 1= = i j= δ ij 0=
i j )≠

A B

A B×

i j k

Ax Ay Az

Bx By Bz

 AyBz AzBy–( )i

+ AzBx AxBz )j–(

+ AxBy A– yBx )k(

= =
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. (D-2.2.3b)

Vektorski proizvod je novi vektor, normalan na ravan u kojoj leæe poåetni vektori a åiji je
smer odreœen pravilom desne ruke. Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda predstavÿa
povrãinu romboida åije se ivice poklapaju sa vektorima koji se mnoæe.

Posebni sluåajevi:

 paralelni:

 normalni:

.

Primer 1.

Primer 2.

;

c) Meãoviti proizvodi tri vektora,  i  je skalar:

. (D-2.2.4a)

Geometrijski, meãoviti proizvod predstavÿa zapreminu paralelopipeda åije se ivice poklapaju
sa vektorima koji se mnoæe. Pri tome, vektorski deo proizvoda daje bazu a iz skalarnog se do-
bija visina paralelopipeda. Iz åiçenice da zapremina paralelopipeda ne zavisi od naåina na
koji se definiãe çegova baza, sledi vaæna, oåigledna relacija:

(D-2.2.4b)

Drugim reåima, meãoviti proizvod se ne meça pri kruænim zamenama vektora.

D-2.2.3 Lorencova sila

Na naelektrisaçe q koje se kreñe brzinom  u elektriånom poÿu  i magnetnom poÿu

, deluje sila :

. (D-2.2.5)

U elektriånom poÿu, 

.

A B× A B A B,∠sin=

A B,

AB∠sin 0     A B×, 0= =

A B,

AB∠sin 1   A B×,   A B= =

A Axi        B, Bxi     A B×, 0.= = =

A Axi    B, Byj      A B×, AxByk= = =

A B, C

A B C×( )⋅ A B C×( ) A B C×( ),∠cos=

A B C A B C×( ), B C,∠sin∠cos=

A B C×( )⋅ C A B×( )⋅ B C A×( ).⋅= =

υ E

B F

F qE qυ B×+=

B 0=

F qE=
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U magnetnom poÿu:

, (D-2.2.6a)
ili, imajuñi na umu izraz (D-2.2.1b):

. (D-2.2.6b)

D-2.2.4 Reãavaçe diferencijalne jednaåine 

Vektorska diferencijalna jednaåina tipa:

(D-2.2.7)

javÿa se kod problema povezanih s obrtnim kretaçem i sa pojavama u magnetnom poÿu [jed-

naåina(D-2.2.6b)]. U zavisnosti od problema koji se reãava, vektori  i  i skalar k mogu da
imaju razliåiti fiziåki smisao. Meœutim, postupak za reãavaçe jednaåine (D-2.2.7) ne zavisi
od çenog fiziåkog tumaåeça. Primenom pravila za vektorski proizvod, izraz (D-2.2.3a), na
jednaåinu (D-2.2.7) ova se prevodi u odgovarajuñi sistem skalarnih diferencijalnih jednaåina:

(D-2.2.8)

.

Reãavaçe ovog sistema u opãtem sluåaju [na primer  i 
predstavÿa teæak matematiåki problem. Meœutim, u jednostavnijim sluåajevima, koji i
imaju najveñi praktiåni zanaåaj, sistem (D-2.2.8) moæe lako da se reãi bez problema. Razmo-

triñemo najjednostavniji sluåaj kada su intenziteti vektora  i  stalni: 

 Problem moæe da se daÿe pojednostavi izborom pogodnog koordinatnog si-

stema. Na primer, postavÿaçem koordinatnog sistema tako da je z-osa paralelna vektoru  do-
bijamo:

,

åime se sistem (D-2.2.8) znatno pojednostavÿuje:

(D-2.2.9a)

(D-2.2.9b)

F qυ B×=

dυ

dt
------

q

m
----υ B×=

dβ dt⁄ kβ B×=

dβ

dt
------ kβ B×=

β B

dβx

dt
-------- k βyBz βzBy–( )=

dβy

dt
-------- k βzBx βxBz–( )=

dβz

dt
-------- k βxBy βyBx–( )=

β β x y z t, , ,( )= B B x( y z t, , , ) ]=

β B β const.,=

B const.=

B

Bx By 0      Bz, const ., B Bzk= = = =

dβx

dt
-------- kβyBz=

dβy

dt
-------- kβxBz–=
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(D-2.2.9c)

Posledça jednaåina moæe da se neposredno integrali, odakle dobijamo:

(D-2.2.10)

Vrednost konstante  odreœuje se iz poåetnih uslova koji se odreœuju prema prirodi prob-
lema koji se razmatra.

Preostale dve jednaåine (D-2.2.9a) i (D-2.2.9b) meœusobno su spregnute i lako se reãa-
vaju svoœeçem na jednu diferencijalnu jednaåinu drugog reda. Diferenciraçem (D-2.2.9a)
dobijamo:

a zamenom izvoda  iz (D-2.2.9b):

odnosno:

(D-2.2.11)

Ova diferencijalna jednaåina drugog reda reãava se na standardni naåin. Karakteristiåna jed-
naåina je:

sa reãeçima:

a opãte reãeçe:

odnosno:
. (D-2.2.12)

Koeficijente  i  nalazimo iz poåetnih uslova kojima se odreœuje poåetni poloæaj vektora

 u prostoru.
Neka je za t=0 vektor  u xz-ravni, pod uglom  u odnosu na vektor , Slika D-2.2.1

Tada je:

.

dβz

dt
-------- 0.=

βz const., C3 .= =

C3

d
2
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dt
2

---------- kBz

dβy

dt
--------=

dβy dt⁄

d
2
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dt
2

---------- k
2
Bz

2
βx,–=

d
2
βx
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2

---------- k
2
Bz

2
βx+ 0.=

λ
2

k
2
B

2
+ 0=

λ1  i+ kBz,       λ2 ikBz      i– 1–= = =

βx a1e
λ1 t

a2e
λ2t

+=

a1e
 i+ kB

z
t

a2e
ikB

z
t–

+=

a1 kBzt( ) ia1 kBzt( ) a2 kBzt( ) ia2 kBzt( )sin–cos+sin+cos=

a1 a2+( ) kBzt( ) i a1 a2–( ) kbzt( )sin+cos=

βx C1 kBzt( ) C2 kBzt( )sin+cos=

C1 C2

β
β θ B

βz 0( ) β θ ,  βx 0( )cos β θ  i  βy 0( )sin 0= = =
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Za komponentu  iz jednaåine (D-2.2.12), primenom odgovarajuñeg poåetnog uslova

, nalazimo:

i: .

Konstantu C2 nalazimo iz poåetnih uslova, uporeœivaçem izvoda posledçeg izraza:

sa jednaåinom (D-2.2.9a). Izjednaåavaçem desnih strana izraza, nalazimo:

odakle primenom poåetnog uslova , sledi:

.

Zamenom naœenih vrednosti za konstante, konaåno imamo:

(D-2.2.13a)

(D-2.2.13b)

i:

. (D-2.2.13c)

Posledçu jednaåinu dobili smo unoãeçem poåetnog uslova u izraz (D-2.2.10).

Slika D-2.2.1 Poåetni poloæaj vektora  za t=0.β

x y

z B

βz=|β| cos θ

βy= 0
θ

β

βx=|β| sin θ

βx

βx 0( ) β θsin=

β θsin C1 0( ) C2 0( )sin+cos=

C1 β θsin=

βx β θ kBzt( ) C2 kBzt( )sin+cossin=

dβx

dt
-------- kBz β θ kBzt( )sin kBzC2 kBzt( )cos+sin–=

βy β θ kBzt( )sin C2 kB zt( )cos+sin–=

βy 0( ) 0=

C2 0=

βx β θ kBzt( )cossin=

βy β θ kB zt( )sinsin–=

βz β θcos=
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Reãeçe za komponentu , je najjednostavnije. S obzirom na to da je  stalno, kao i

 sledi i da je cos  =const., odnosno da vektor  tokom vremena ne meça ugao u odnosu

na z-osu (i na vektor ).

Kretaçe popreånih komponenata i βy, najlakãe se razume ako uoåimo da je:

Posledçi izraz predstavÿa jednaåinu kruga. Komponente βx i βy meçaju se tokom vremena

ali je zbir çihovih kvadrata stalan. To znaåi da projekcija vektora  na x, y-ravan ima stalan
intenzitet kreñuñi se po krugu. S obzirom na sinusnu, odnosno kosinusnu zavisnost kompo-

nenata βy i βx, vektor  kruæi stalnom frekvencijom oko z-ose. Pozitivna rotacija oko z-ose
odvija se u smeru x → y → –x → –y → x, Slika D-2.2.2. Zbog negativnog znaka sinusnog
ålana u jednaåini (D-2.2.13b), rotacija o kojoj je reå odvija se u smeru x → –y → –x → y → x,
tj. rotacija je negativna. Tada je:

. (D-2.2.14a)

Smer rotacije zavisi od znaka skalarne konstante koja moæe da bude pozitivna i nega-
tivna, ãto zavisi od fiziåke prirode problema koji se razmatra. Kada je konstnta k pozitivna,

vektor  rotira oko vektora  po pravilu leve ruke (negativan smer). Ako je rotacija nega-

tivna, ide po pravilu desne ruke u odnosu na pozitivni smer vektora , Slika D-2.2.3. Kruænu
frekvenciju moæemo da izrazimo i kao vektor paralelan osi rotacije åiji smer odreœuje smer
rotacije. U vektorskom obliku je:

βz βz

β θ β

B

βx

β
2
x βy

2
+ β

2 θ
2

sin r
2 .= =

β

β

ω kBz–=

Slika D-2.2.2 Rotacija se predstavÿa vektorom sa osom
rotacije åiji se smer u desnom koordinatnom sistemu
odreœuje pravilom desne ruke. Rotacija oko neke ose je po-
zitivna kada je vektor rotacije paralelan sa smerom te ose.
Vektor rotacije moæe da bude ugao, ugaona brzina, ugaono
urbzaçe i iz çih izvedeni vektori (ugaoni moment, mo-
ment sile, itd.). Na primer, pozitivna rotacija oko z-ose od-

vija se u smeru x → y → –x → –y → x; vektor rotacije 
paralelan je z-osi. Negativna rotacija oko z-ose odvija se u

suprotnom smeru x → –y → –x → y → x; vektor rotacije 
tada je antiparalelan z-osi.
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Slika D-2.2.3 Smer (znak) rotacije ko-
ju opisuje sistem jednaåina (D-2.2.13) za-
visi od predznaka skalarne konstante k: a)
za negativno k rotacija je pozitivna; vek-
tor kruæne frekvencije paralelan je z-osi (i

magnetnom poÿu ; b) za pozitivno k
rotacija je negativna. Vektor kruæne frek-
vencije je antiparalelan z-osi (i magnet-
nom poÿu).
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. (D-2.2.14b)

Znaåi, pri stalnim vrednostima intenziteta vektora  i  diferencijalnom jednaåinom (D-2.2.7)

izraæava se rotacija vektora  oko vektora  stalnom kruænom frekvencijom koja je propor-

cionalna intenzitetu vektora , a åiji smer zavisi od predznaka skalarne konstante.

D-2.2.5 Parabola i çena tangenta

Ovde razmatramo geometrijski problem na koji ñemo naiñi prilikom izraåunavaça
otklona elektronskog snopa u elektriånom ili magnetnom poÿu konaånih dimenzija. Treba da
odredimo mesto na kome ñe tangenta parabole, y = ax2 presecati x-osu. Tangenta parabole je
prava koja prolazi kroz izabranu taåku i ima nagib koji je jednak prvom izvodu parabole u toj
taåki. Jednaåina parabole je:

a çen prvi izvod:

.

Vrednost funkcije u izabranoj taåki x = s je:

a çenog prvog izvoda:

.

Jednaåina prave koja prolazi kroz taåku (s, ys) i koja ima nagib 2as je:

ω  kB–=

β B

β B

B

y ax
2

=

y' 2ax=

Slika D-2.2.4 Prava koja dodiruje parabolu na apscisi, s, 
preseca apscisnu osu na vrednosti s/2.

0

y = ax2

as2 (s, as2)

α

y

s
s
2 x

tgα = 2as

ys as
2

=
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.

Presek prave sa x-osom, x0, dobijamo iz vrednosti x kada je y=0:

,

ili poãto je ys taåka zajedniåka za pravu i parabolu ys = as2, dobijamo:

. (D–2.2.15)

Prema tome, tangenta parabole (åije je teme u koordinatnom poåetku), povuåena u proizvo-
ÿno izabranoj taåki seåe x-osu na polovini vrednosti apscise izabrane taåke.

Kada telo koje nije u dodiru sa drugim telom dobija ubrzaçe bez vidÿivog uz-
roånika (ili kada na telo treba da se deluje silom da bi se spreåilo çegovo ubrza-
vaçe), tada kaæemo da je ono izloæeno delovaçu poÿa sile. Poÿa sile sa kojima se
najåeãñe sreñemo su gravitaciono, elektriåno i magnetno poÿe. Posledça dva mogu
da se smatraju i graniånim sluåajevima jedinstvenog elektromagnetnog poÿa.

Poãto primena elektriånog i magnetnog poÿa predstavÿa osnovni naåin za up-
ravÿaçe naelektrisanim åesticama i ispitivaçe çihovih osobina, ukratko ñemo opi-
sati ponaãaçe naelektrisanih åestica u çima.

2.2.1 Naelektrisana åestica (elektron) u elektriånom polju

Jaåina elektriånog poÿa  izraæava se kao sila po jedinici naelektrisaça koja
deluje na malo probno naelektrisaçe , postavÿeno u poÿe:

(Probno naelektrisaçe  mora da bude malo da ne bi sopstvenim poÿem remetilo
spoÿaãçe poÿe koje se meri.) Otuda, na proizvoÿno naelektrisaçe q u spoÿaãçem
elektriånom poÿu  deluje sila :

. (2.2.1)

Imajuñi na umu da svaka sila telu åija je masa m, saopãtava ubrzaçe  (D-1.2.2), za
slobodno naelektrisaçe q åija je masa m, saglasno jednaåini (2.2.1) imamo:

. (2.2.2)
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U opãtem sluåaju, elektriåno poÿe  moæe da zavisi kako od vremena tako i od

prostornih koordinata, pa i ubrzaçe  zavisi od prostornih i vremenskih koordinata
åestice. Meœutim, mi ñemo da razmatramo samo sluåaj stacionarnih elektriånih
poÿa, tj. poÿa koja se ne meçaju tokom vremena i koja imaju jednostavnu zavisnost
od prostornih koordinata. Najjednostavniji sluåaj je kada poÿe ne zavisi ni od vre-
mena ni od koordinata, tj. kada je poÿe konstantno i homogeno. Pri tome, uzimamo

da je poÿe usmereno duæ x-ose, . Putaçu naelektrisane åestice koja je pri t
= 0 bila u koordinatnom poåetku x(0) = 0 i u staçu mirovaça υx = 0, lako nalazimo
dvostrukim integraÿeçem izraza (2.2.2). Prvim integraÿeçem dobijamo brzinu kao
funkciju vremena:

(2.2.3)

a drugim, koordinatu (poloæaj) kao funkciju vremena:

. (2.2.4)

Koriãñeçem izraza (2.2.3) i (2.2.4) lako se izraåunava kinetiåka energija T
koju åestica dobija kretaçem kroz stalno elektriåno poÿe:

(2.2.5)

.

Uklaçaçem vremena t, pomoñu izraza (2.2.4), dobijamo:

. (2.2.6)

Imajuñi na umu da je qEx jednako sili poÿa koja deluje na åesticu, sledi:
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, (2.2.7)

tj. kinetiåka energija naelektrisane åestice ubrzane poÿem Ex, na putu x, jednaka je
radu koji je sila poÿa izvrãila pomerajuñi åesticu na tom putu. Poãto je pad potenci-
jala u stalnom poÿu Ex na putu x jednak proizvodu elektriånog poÿa i rastojaça x,
∆U = Exx, konaåno dobijamo:

. (2.2.8)

U atomskoj, nuklearnoj i u fizici åestica, energija se obiåno izraæava u elektronvol-
tima eV, milion elektronvoltima MeV, milijardu elektronvoltima GeV, itd. Elektron-
volt je energija koju åestica jediniånog naelektrisaça e (e = 1,60 x 10-19 C) dobije
pri prolasku kroz pad potencijala od 1 V:

(2.2.9)

.

Po preporuci iz 1998. godine, prihvañen je odnos:

. (2.2.10)

2.2.2 Naelektrisana åestica u magnetnom polju: vektori brzine i polja 
uzajamno normalni

Posmatrajmo sada naelektrisanu åesticu u konstantnom, homogenom magnet-

nom poÿu . Saglasno izrazu (D-2.2.6), sila kojom magnetno

poÿe deluje na åesticu je  i jednaåina kretaça ima oblik:

. (2.2.11)

S obzirom na to da se u izrazu pojavÿuje vektorski proizvod, ubrzaçe  uvek je

normalno na brzinu  i na pravac magnetnog poÿa . Zbog toga, komponenta

brzine paralelna poÿu  ostaje stalna. Za sada ñemo da zanemarimo ovu kompo-
nentu brzine uzevãi da se kretaçe odvija u ravni normalnoj na pravac magnetnog

poÿa , kao ãto je pokazano na Slici 2.2.1. Poãto je ubrzaçe (promena brzine) nor-
malno na vektor brzine, veliåina (intenzitet) vektora brzine ostaje neizmeçena. To-
kom vremena meça se samo çegov pravac, ãto je odlika ravnomernog kruænog
kretaça. Ako je polupreånik putaçe r, centripetalno ubrzaçe je υ2/r, a centripetalna
sila mυ2/r. Poãto je ova sila (centripetalna) uzrokovana delovaçem magnetnog poÿa
B na naelektrisanu åesticu, mase m i naelektrisaça q, koja se kreñe brzinom υ, onda
je:

T Fxx=

T q∆U=
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(2.2.12)

odakle moæe da se izraåuna polupreånik kruæne orbite:

(2.2.13)

i frekvencija kruænog kretaça.
Kako je to uobiåajeno, linearnu frekvenciju ν odreœujemo kao broj krugova

koje åestica opiãe u jedinici vremena:

(2.2.14a)

a cirkularnu (kruænu) frekvenciju ω kao broj radijana u jedinici vremena:

. (2.2.14b)

Oåigledno je:

.

Izraåunavajuñi υ/r iz jednaåine (2.2.13), neposredno dobijamo:

(2.2.14c)

i: . (2.2.14d)

Ova frekvencija, izraæena bilo kao linearna ili kao kruæna, naziva se ciklotronska
frekvencija. Treba uoåiti da ona zavisi samo od magnetnog poÿa i od odnosa na-
elektrisaça i mase åestice. Ciklotronska frekvencija ne zavisi od brzine åestice.
(Ovo je taåno samo za nerelativistiåko kretaçe, tj. za υ « c.)
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Slika 2.2.1 Kruæna orbita (putaça) pozitivno naelektri-
sane åestice u homogenom magnetnom poÿu. Magnetno
poÿe je normalno na ravan crteæa, usmereno od posmatraåa
ka crteæu.

r
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Takoœe, naglasimo to da ciklotronska frekvencija ne zavisi od znaka naelektri-
saça åestice, a da od znaka naelektrisaça zavisi smer rotacije.

2.2.3 Åestica u homogenom magnetnom polju – opãti sluåaj

U opãtem sluåaju, naelektrisana åestica moæe da se naœe u kombinovanom
elektriånom i magnetnom poÿu (elektromagnetnom poÿu) koje zavisi kako od vre-
mena tako i od poloæaja (koordinata) åestice. I tada izraz za Lorencovu silu (D-2.2.5),
ima isti oblik s tim ãto su sve promenÿive (izuzev naelektrisaça) funkcije vremena t
i prostornih koordinata x, y, z:

. (2.2.15)

Ova jednaåina najåeãñe ne moæe da se reãi analitiåki. Meœutim, podeãavaçem eks-
perimentalnih uslova, primenom pribliænih metoda, koriãñeçem raåunara i sl., ona
moæe uvek da se svede na oblik koji moæe praktiåno da se koristi. Zavisnost od vre-
mena moæe da se ukloni primenom konstatnih poÿa, a zavisnost od koordinata uk-
laça se koriãñeçem homogenih poÿa. Na primer, u detektorima elementarnih åes-
tica kao ãto su maglena ili mehurasta komora, elektriåno poÿe jednako je nuli E = 0,

a magnetno poÿe je konstantno, homogeno, , pa se izraz (2.2.15)
svodi na oblik:

. (2.2.16)

Brzina naelektrisane åestice meça se tokom vremena zbog toga ãto jonizujuñi sre-
dinu kroz koju prolazi, åestica gubi kinetiåku energiju. Analizirajuñi slike tragova
koje naelektrisane åestice ostavÿaju u maglenoj ili mehurastoj komori, primenom
jednaåine (2.2.16) moæe da se bliæe odredi priroda åestice, çeno uzajamno dejstvo
sa drugim åesticama i sl.

Jednaåina (2.2.16) moæe da se daÿe pojednostavi tako ãto se primeçuje samo
na kratki vremenski interval u kojem se brzina åestice neznatno meça, tj.

 ili tako ãto se podeãavaçem eksperimentalnih uslova ta brzina zaista
uåini stalnom (na primer, åestica u visokom vakuumu). Tada je:

,

odnosno:

, (2.2.17a)

. (2.2.17b)

Jednaåine (2.2.17a) i (2.2.17b) opisuju kretaçe naelektrisane åestice åija je masa m,

naelektrisaçe q i brzina , u konstantnom, homogenom magnetom poÿu . Pri
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tome poåetni pravac vektora brzine  ima proizvoÿnu orijentaciju u odnosu na pra-
vac magnetnog poÿa. Reãavaçe jednaåine ove vrste detaÿno je opisano u odeÿku
D-2.2.4. Reãeça dobijamo neposredno iz (D-2.2.13 a,b,c) ako uoåimo odgovarajuñu
jednoznaånu vezu izmeœu veliåina koje su koriãñene u izrazima (D-2.2.7) i
(2.2.17b):

 . 

Tada je:

(2.2.18a)

(2.2.18b)

. (2.2.18c)

Ova posebna reãeça dobijena su za sledeñe geometrijske i poåetne uslove: brzina 

zaklapa ugao θ sa vektorom magnetnog poÿa  koji je paralelan sa z-osom; za t = 0:

.

Drugim reåima, u trenutku kada poåiçemo da merimo vreme, vektor  nalazi se u

xz-ravni, pod uglom θ u odnosu na z-osu i na vektor  (koji je paralelan z-osi). Iz

reãeça (2.2.18) sledi da vektor brzine  tokom vremena rotira oko vektora poÿa 
ugaonom brzinom (frekvencijom) ω, koja je, saglasno izrazu (D-2.2.14a):

(2.19a)

ili u vektorskom obliku:

. (2.2.19b)

Zbog negativnog znaka, ako usvojimo da radimo u desnom koordinatnom sistemu,
negativno naelektrisane åestice imaju pozitivnu frekvenciju, a pozitivno naelektri-
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sane negativnu frekvenciju. Pozitivna frekvencija oznaåava da se rotacija odvija po
pravilu desne ruke u odnosu na pozitivni pravac z-ose.

Jasniju fiziåku sliku o kretaçu åestice dobijamo ako umesto brzine posma-
tramo koordinate åestice. Zavisnost koordinata åestice od vremena (putaçu åestice)
dobijamo integraÿeçem izraza za komponente brzine. S obzirom na jednostavnost
izraza (2.2.18), integraÿeçe se vrãi neposredno, odakle dobijamo:

(2.2.20a)

(2.2.20b)

. (2.2.20c)

Kao i obiåno, konstante C1, C2 i C3 zavise od poåetnih uslova. Ovde biramo
poåetne uslove tako da konstante C1, C2 i C3 budu jednake nuli. To ne meça prirodu
putaçe veñ meça samo çen poloæaj u odnosu na proizvoÿno izabran koordinatni
poåetak. Znaåi, za t = 0, x(0) = 0, y(0) = -  i z(0) = 0 pa je:

(2.2.21a)

(2.2.21b)

. (2.2.21c)

U pravcu z-ose (magnetnog poÿa) åestica se kreñe stalnom brzinom , koja
zapravo predstavÿa poåetnu vrednost z-komponente brzine.

Oblik putaçe u xy-ravni, mada oåigledan i iz izraza (2.2.21a,b), najlakãe se
uoåava iz jednostavne jednaåine:

.

iz koje oåigledno sledi da je putaça kruæna i da je çen polupreånik (υ0/ω)sinθ:

. (2.2.22)

Slagaçem ove dve komponente kretaça (u xy-ravni i u pravcu z-ose) dobijamo da
åestica u prostoru opisuje spiralu åiji je polupreånik:

(2.2.23)
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i hod:

(2.2.24)

kao ãto je prikazano na Slici 2.2.2. Treba uoåiti da se poseban sluåaj opisan u ode-
ÿku 2.2.2. neposredno dobija iz ovih razmatraça ako se uzme da je θ = 90°. Drugi
graniåni sluåaj dobijamo za θ = 0, kada je x = y = 0 i . Naelektrisana åestica
koja uleñe paralelno u magnetno poÿe prolazi kroz poÿe ne meçajuñi ni pravac ni
brzinu kretaça.

U opãtem sluåaju, bez obzira na izbor koordinatnog sistema, kada su poåetna
brzina nalektrisane åestice  i  vektor spoÿaãçeg magnetnog poÿa  pod proizvo-
ÿnim uglom, åestica se kreñe po spirali åija je osa paralelna vektoru poÿa .

2.2.4 Elektron u elektriånom polju konaånih dimenzija

Na osnovu kretaça naelektrisaça u elektriånom i magnetnom poÿu moæe da
se bliæe odredi priroda åestice ili vrsta interakcije u kojoj ona uåestvuje. Istorijski
gledano, prvi takvi eksperimenti raœeni su sa elektronima. Na osnovu kretaça elekt-
rona u elektriånom i magnetnom poÿu, J. J. Tomson je odredio odnos e/m iz kojeg
se, znajuñi naelektrisaçe e, moæe odrediti i prava masa elektrona m. Poãto se za ove
oglede koriste poÿa konaånih dimenzija (konaånih u odnosu na putaçu elektrona),
razmotriñemo kretaçe elektrona pod tim uslovima.

Posmatrajmo najjednostavniji sluåaj. Elektron se kreñe brzinom υxu pravcu

x-ose. Na putu duæine sE deluje elektriåno poÿe  duæ negativnog pravca y-ose. Uti-
caj elektriånog poÿa na elektron beleæi se prañeçem çegovog poloæaja na fluores-
centnom zastoru koji se nalazi na rastojaçu l od izabranog koordinatnog poåetka,
Slika 2.2.3:

(2.2.25)

(2.2.26a)
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Slika 2.2.2 U konstantnom homogenom magnet-
nom poÿu naelektrisana åestica kreñe se po spiralnoj
putaçi, åija je osa paralelna sa pravcem poÿa i åiji

hod i polupreånik zavise od ugla izmeœu vektora i
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ili u naãem sluåaju:

. (2.2.26b)

Odavde dobijamo izraz za ubrzaçe koje elektriåno poÿe saopãtava elektronu:

. (2.2.27a)

Poãto je y-koordinata elektrona jedini parametar koji (posredno) moæemo da odre-
dimo, potrebno je da se ubrzaçe ay izrazi preko koordinate y:

(2.2.27b)

pa je:

. (2.2.28)

Odavde se dvostrukim integraÿeçem dobija skretaçe elektrona, y, pod uticajem
elektriånog poÿa, , koje deluje u vremenu t: 

Fyj mayj eEyj= =

ay

e

m
----Ey=

ay

dυy

dt
--------

d
2
y

dt
2

-------= =

Slika 2.2.3 Kretaçe elektrona u homo-
genom elektriånom poÿu. Elektron se prvo-
bitno kretao u smeru x-ose. Poÿe deluje u
pravcu y-ose (u negativnom smeru), u oblasti
od 0 do SE. Posle napuãtaça poÿa, elektron
se kreñe pravolinijski do ekrana koji je na
rastojaçu l od koordinatnog poåetka.
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(2.2.29a)

.

Konstante integraÿeça C1 i C2 odreœujemo iz poåetnih uslova. U trenutku t = 0
elektron ima y-koordinatu nula, yt =0 = 0, kao i brzinu u pravcu y ose, {d(y)/dt}t=0 =0,
te je i C1 = C2 = 0:

. (2.2.29b)

Ovde se t odnosi na vreme tE koje elektron provede u elektriånom poÿu. Poãto poÿe
deluje na putu sE koji elektron prevali kreñuñi se stalnom brzinom υx u vremenu tE,
to je: 

(2.2.30)

odakle konaåno dobijamo izraz za skretaçe elektrona neposredno po izlasku iz
elektriånog poÿa:

. (2.2.31)

Meœutim, nas zanima koliko je skretaçe elektrona na fluorescentnom zaklonu, YE,
poãto je to veliåina koju moæemo da merimo. S obzirom na to da po izlasku iz kon-
denzatora na elektron ne deluje viãe nikakva sila, on se od sE do l kreñe pravolinijski
(po tangenti parabole u toj taåki). Poãto [saglasno izrazu (D-2.2.7)] tangenta para-
bole u taåki sE seåe x-osu u vrednosti sE/2, iz podudarnosti trouglova oåigledno je
(sE/2)/(l - sE/2) = yE/YE. Tako dobijamo izraz za skretaçe elektrona na fluorescent-
nom ekranu YE u zavisnosti od osobina samog elektrona (e/m) i parametara ureœaja u
kojem se skretaçe meri, Εy, sE, l, υx:

. (2.2.32)
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Iz ove jednaåine dobijamo izraz za odnos naelektrisaça i mase elektrona, tj. speci-
fiåno naelektrisaçe:

. (2.2.33)

2.2.5 Elektron u magnetnom polju konaånih dimenzija

Za razmatraçe kretaça elektrona u magnetnom poÿu posmatrañemo situaciju
sliånu prethodnoj. Elektron se kreñe u pravcu x-ose brzinom υx. U zoni duæine sB na

çega deluje konstantno, homogeno, magnetno poÿe . Zbog toga elektron skreñe u
pravcu y-ose, ãto se registruje posmataçem traga na fluorescentnom zastoru koji se
nalazi na rastojaçu l, Slika 2.2.4. Podrazumeva se da se u trenutku t = 0 elektron
nalazi u koordinatnom poåetku i da se kreñe samo u pravcu x-ose:

.

Iz izraza (D-2.2.6a):

(2.2.34a)

dobijamo:

(2.2.34b)
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Slika 2.2.4 Kretaçe elektrona u homo-
genom magnetnom poÿu. Elektron se prvobitno
kretao paralelno x-osi. Magnetno poÿe deluje u
smeru z-ose, koja je normalna na ravan crteæa,
u podruåju od 0 do sB. Po izlasku iz poÿa elekt-
ron se kreñe ka zaklonu pravolinijski, po tan-
genti putaçe koju je imao u taåki x=sB.
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ili u sklaranom obliku:

. (2.2.34c)

Postupajuñi kao u prethodnom sluåaju, , dobijamo:

, (2.2.35)

a posle dvostrukog integraÿeça uz navedene poåetne uslove:

. (2.2.36)

Vreme tB, dobijamo iz uslova da se elektron kreñe stalnom brzinom υx i da u tom
vremenu prevali put sB, tB=sB/υx. Vezu izmeœu otklona na fluorescentnom zaklonu
yB, i osobina elektrona koje traæimo, nalazimo iz toga ãto znamo da se elektron posle
napuãtaça podruåja sB (u kojem deluje magnetno poÿe) kreñe pravolinijski (po tan-
genti prvobitne paraboliåne putaçe). Poãto tangenta parabole povuåena u taåki sB

seåe x-osu u taåki sB/2 (odeÿak D-2.2.5), sa Slike 2.2.4 nalazimo da je:

ãto zamenom u (2.2.36) daje:

. (2.2.37)

I iz ovog izraza specifiåno naelektrisaçe elektrona e/m moæe da se izrazi preko pa-
rametara ureœaja i veliåina koje mogu da se mere nezavisno. Meœutim, odreœivaçe
brzine kretaça elektrona υx nije uvek jednostavno, pa je najlakãe da se odreœivaçe
specifiånog naelektrisaça izvede posmatraçem kretaça elektrona u kombino-
vanom elektriånom i magnetnom poÿu.

2.2.6 Elektron u kombinovanom elektriånom i magnetnom polju 
konaånih dimenzija – normalna polja

Posmatrañemo najjednostavniji sluåaj kada su elektriåno i magnetno poÿe
uzajamno normalni i kada se elektron kreñe u pravcu normalnom na delovaçe oba
poÿa. Situacija je istovetna sa prethodno opisanim eksperimentima, s tom razlikom
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ãto elektriåno poÿe deluje u pravcu y-ose izazivajuñi skretaçe elektrona u suprot-
nom smeru od skretaça prouzrokovanog magnetnim poÿem, Slika 2.2.5. Tada se
prvo odredi skretaçe elektrona u jednom od poÿa, na primer u magnetnom YB, a za-
tim se to skretaçe poniãti delovaçem elektriånog poÿa. Tada je:

(2.2.38)

odakle se izjednaåavaçem izraza (2.2.32) i (2.2.37) dobija:

. (2.2.39)

Zamenom ovog izraza u jednaåinu (2.2.32) ili (2.2.37) (svejedno koju, poãto su
skretaça ista) dobija se:

(2.2.40)

. (2.2.41)

Znajuñi da je naelektrisaçe elektrona  C, moæemo da iz-
raåunamo apsolutnu masu elektrona:

. (2.2.42)

Raspodela elektrona (ili u opãtem sluåaju naelektrisanih åestica) po brzinama
predstavÿa ozbiÿan problem prilikom odreœivaça odnosa q/m primenom normalnih
poÿa. Ovaj problem naroåito je izraæen kod pozitivnih jona koji joã u elementarnom
åinu nastanka imaju znaåajnu kinetiåku energiju. Ta raspodela energija ne meça se
bitno ni posle primene elektriånog poÿa kojim se stvara jonski snop. Zbog toga, sno-
povi naelektrisanih åestica, ako se ne preduzimaju posebne mere da se to izbegne,
sadræe åestice razliåitih brzina i energija. Iz izraza (2.2.39) vidi se da za datu kombi-
naciju poÿa Ey i Bz postoji samo jedna brzina pri kojoj ñe skretaçe u elektriånom biti
nadoknaœeno skretaçem u magnetnom poÿu. Åestice koje imaju razliåite brzine od
brzine koja je odreœena jednaåinom (2.2.39), napraviñe mali otklon naviãe ili na-
niæe, zbog åega ñe na ekranu, umesto dobro odreœene svetle taåke, da se pojavi ver-
tikalna razmazana mrÿa. Naravno, çen poloæaj ne moæe dobro da se odredi, pa
otuda ni da se izmeri.
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Postoji viãe metoda da se odnos q/m za naelektrisane åestice taåno odredi upr-
kos raspodeli åestice po brzinama od kojih ñemo ukratko da opiãemo samo dve. U
prvoj metodi, propuãtaçem upadnog snopa åestica kroz filter brzina u ureœaju za
mereçe odnosa q/m, prolaze samo åestice koje imaju odabranu brzinu i na çih
moæe da se u potpunosti primeni postupak opisan u ovom odeÿku. Kombinacija uza-
jamno normalnog elektriånog i magnetnog poÿa, za koju vaæi izraz (2.2.39), pred-
stavÿa najjednostavniji filter brzina. Ako su poÿa ujednaåena i ako deluju u istom
podruåju (SE = SB), tada kroz çih bez skretaça prolaze samo åestice koje, saglasno
jednaåini (2.2.39), imaju brzinu odreœenu odnosom:

. (2.2.43)

Stavÿaçem zaklona sa malim otvorom iza poÿa E i B, neskrenute åestice (one sa
brzinom υf) prolaze u ureœaj za odreœivaçe odnosa q/m, a one koje skreñu (sa dru-
gim brzinama) zadræava zaklon. Ozbiÿan nedostatak ove metode je to ãto najveñi
deo upadnog fluksa ostaje neiskoriãñen, pa joj to znatno smaçuje osetÿivost.

2.2.7 Elektron u kombinovanom elektriånom i magnetnom polju 
konaånih dimenzija – paralelna polja

Druga metoda za mereçe odnosa q/m kod åestica koje podleæu nekoj raspo-
deli brzina zasniva se na primeni paralelnog elektriånog i magnetnog poÿa. Metoda
u potpunosti odgovara onoj opisanoj u prethodnom odeÿku, s tom razlikom ãto je
magnetno poÿe zarotirano za 90° pa deluje paralelno sa elektriånim poÿem, Slika
2.2.6. Tada se skretaçe u elektriånom poÿu odvija kao i ranije, duæ y-ose, a u mag-
netnom, zbog rotacije poÿa, duæ z-ose. Uzimajuñi da su svi geometrijski uslovi isti
kao i ranije (uzevãi u obzir da zbog rotacije magnetnog poÿa iz Bz u -By otklon YB

prelazi u ZB), iz izraza (2.2.32) i (2.2.37) dobijamo:

Slika 2.2.5 Kretaçe elektrona u
kombinovanom elektriånom i mag-
netnom poÿu. Magnetno poÿe deluje
kao na Slici 2.2.4. Elektriåno poÿe
deluje u smeru y-ose. Poãto dva poÿa
izazivaju skretaçe elektrona u su-
protnim smerovima, moæe da se po-
desi da se ta dva uticaja potpuno po-
niãtavaju, tako da elektron stiæe na
ekran bez skretaça.
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(2.2.44)

. (2.2.45)

Za razliku od ranije opisivanih sluåajeva, ovde je brzina υx promenÿiva (zbog posto-
jaça raspodele), pa ove jednaåine predstavÿaju par parameterskih jednaåina. Zajed-
niåki parametar υx moæe da se ukloni, pa otklon snopa po y-osi moæe da se izrazi kao
funkcija otklona po z-osi:

. (2.2.46)

Otklon y proporcionalan je kvadratu otklona z, dakle, predstavÿa parabolu åiji koefi-
cijent zavisi kako od osobina åestice (e/m) tako i od parametara ureœaja E, B, s. Za-
menom parametara ureœaja jedinstvenom konstantom:

(2.2.47)

Slika 2.2.6 Kretaçe elektrona u
kombinovanom elektriånom i mag-
netnom poÿu. Oba poÿa, i elektriå-
no i magnetno, deluju suprotno
smeru y-ose. Poãto elektriåno poÿe
izaziva skretaçe snopa po y-osi, a
magnetno poÿe po z-osi, elektrons-
ki snop ñe skrenuti u yz-ravan. Kako
veliåina otklona u oba pravca zavisi
od brzina åestica i to po y-osi od υ2,
a po z-osi od υ, to ñe snop da se ras-
prãi u yz-ravni obrazujuñi parabolu.
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dobijamo da je:

. (2.2.48)

To znaåi da otklon elektrona (ili drugih naelektrisanih åestica) u paralelnom magnet-
nom i elektriånom poÿu opisuje parabolu åiji koeficijent, u datom ureœaju, zavisi
samo od odnosa q/m naelektrisanih åestica.

Ako snop sadræi åestice sa razliåitim odnosima q/m (na primer, jonski snop
smeãa), tada odnos q/m moæe da se odredi za sve prisutne jonske vrste istovremeno,
ãto predstavÿa osnovu savremene masene spektrometrije, Slika 2.2.7.

Prvi maseni spektrometar naåinio je J. J. Tomson 1913. godine upravo pri-
menom paralelnih poÿa.

2.2 Zadaci

Z-2.2.1 Elektron åija je energija 100 eV ulazi u homogeno elektriåno poÿe koje je pa-
ralelno pravcu kretaça elektrona. Ako je jaåina poÿa 2000 N/C (Çutna po kulonu),
koliki ñe put da preœe elektron pre nego ãto se sasvim zaustavi?

[5,0 cm]
Z-2.2.2 Elektron sa kinetiåkom energijom od 1 keV uleñe u magnetno poÿe åija je in-
dukcija 10-3T. Izraåunati polupreånik putaçe i vreme potrebno elektronu da opiãe
pun krug ako u poÿe uleñe pod uglom:

a) 90°,
b) 30°.

[T = 3,58 × 10-8s; a) r = 10,6 cm; b) 5,32 cm]
Z-2.2.3 Izraåunati polupreånik putaçe:

a) elektrona,
b) protona koji sa kinetiåkom energijom od 300 eV uleñu u magnetno poÿe

åija je indukcija 5,0 mT, pod uglom od 30°.
[rel = 0,57 cm; rpr = 24,4 cm]

y
k

e

m
----
 
 
----------z

2
=

Slika 2.2.7 Parabole pozitivnih jona koje je dobio J. J. Tomson
u kombinovanom paralelnom elektriånom i magnetnom poÿu.
Jonske vrste su identifikovane iz veliåine skretaça. Da bi se boÿe
odredili parametri parabola, magnetno poÿe je invertovano u toku
snimaça. Zbog toga su parabole simetriåne u odnosu na y-osu.
Srediãça mrÿa u koordinatnom poåetku potiåe od jona koji su na
zaklon prispeli pre ukÿuåivaça poÿa.
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Ser Õozef Õon Tomson (Sir Joseph John Thomson, 1856–
1940), roœen je u Manåesteru, a ãkolovao se u Ovensovom koleõu
u Manåesteru i u Triniti koleõu u Kembriõu. Od 1905. do 1918.
bio je predavaå Kraÿevskog instituta. Tomson je otkrio elektron i
tako postao prvi istraæivaå koji se bavio fizikom elementarnih åes-
tica. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je 1906. godine za teorijska
i eksperimentalna istraæivaça provoœeça elektriciteta kroz ga-
sove.

Robert Endrjus Miliken (Robert Andrews Milikan, 1868–1953),
roœen je u Morisonu (Ilinois, SAD), pohaœao je Oberlinski koleõ i
doktorirao 1895. na Kolumbija univerzitetu. Od 1921. do 1945. ru-
kovodio je fiziåkom laboratorijom Kalifornijskog tehnoloãkog in-
stituta (Caltech). U prvim istraæivaçima bavio se rendgenskim
zraåeçem i slobodnim ãireçem gasova. Godine 1910. odredio je
naelektrisaçe elektrona. Takoœe, veoma je poznat çegov rad na
eksperimentalnoj potvrdi fotoelektriånog efekta. Godine 1923. do-
bio je Nobelovu nagradu za odreœivaçe elementarnog naelektri-
saça i za istraæivaçe fotoelektriånog efekta.



3. KVANT DEJSTVA

3.1 ZRAÅENJE CRNOG TELA

D-3.1 Jednaåina ravnog talasa

Razmotrimo talase koji se prostiru duæ neke prave linije, na primer, æice åiji se jedan
kraj odræava u staçu oscilovaça. Oznaåiñemo sa s rastojaçe (elongaciju) taåke æice od
çenog ravnoteænog poloæaja. Talasni proces ñe biti definisan ako se zna vrednost s u svakom
trenutku vremena t, za sve vrednosti poloæaja x duæ pravca prostiraça talasa. Neka se talasni
proces odlikuje kruænom frekvencijom ω i amplitudom a (najveñe rastojaçe od ravnoteænog
poloæaja). Bitna karakteristika talasa je i talasna duæina λ koja predstavÿa najmaçe rastojaçe
duæ x-ose izmeœu dve taåke (A i B na Slici D-3.1.1) koje osciluju u istoj fazi. Pored zavisnosti
veliåine pomeraça s od poloæaja x u datom trenutku, talasni proces odlikuje se i zavisnoãñu u
od vremena t. Ako se oscilacije u taåki A izvode po zakonu:

s = a cos ωt (D-3.1.1)

pri åemu t predstavÿa vreme od poåetka oscilovaça, tada ñe oscilacije koje se ãire od taåke A
doñi do neke taåke A′ na rastojaçu x za vreme τ = x/υf, gde je υf tzv. fazna brzina talasa. Fazna
brzina talasa povezuje talasnu duæinu λ s periodom oscilovaça T, vremenom posle kojeg se u
posmatranoj taåki ponovo uspostavÿa ista faza oscilovaça:

. (D-3.1.2)

Oscilacije u taåki A′ vrãe se po zakonu:

s = a cos ωt′ (D-3.1.3)

pri åemu pretpostavÿamo da se oscilacije ne priguãuju, tj. da je amplituda a stalna. U trenutku
t′ taåka A′ je u istoj fazi oscilovaça kao taåka A u trenutku t, tako da moæemo t′ u jednaåini
(D-3.1.3) da zamenimo sa t - τ, odnosno sa t-x/υf:

. (D-3.1.4)

υf

λ

T
---=

s a cos ω t
x

υf

----– 
 =
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Ukoliko postoji neka poåetna faza ϕ kao na Slici D-3.1.1, tada ravni monohromatski talas pri-
kazujemo izrazom:

. (D-3.1.5)

Povrãina åije sve taåke imaju istu vrednost faze naziva se ekvifazna povrãina. U posmatranom
sluåaju ekvifazna povrãina je ravan:

x = const.

a normala na ovu povrãinu poklapa se sa x-osom. Iz uslova konstantnosti faze:

. ⇒  .

sledi da fazna brzina oznaåava brzinu pomeraça ekvifazne ravni. Funkcija s odlikuje se vre-
menskom i prostornom periodiånoãñu. Na osnovu vremenske periodiånosti proizlazi da posle
konstantnog perioda vremena T mora da bude zadovoÿena sledeña jednakost:

ãto je ispuçeno za:

 ⇒  

gde je ν linijska uåestanost. Zbog prostorne periodiånosti sledi da se, u datom trenutku t, pri
promeni koordinate x za λ (talasna duæina), vrednost funkcije s ne meça, ãto izraæavamo jed-
nakoãñu:

odnosno:

s a ω t
x

υ f

----– 
  ϕ+cos=

Slika D-3.1.1 Uz jednaåinu ravnog talasa.

S
a

A B

x

ϕ λ

S
a

A A’

t

ϕ Τ

t
x

υf

----– const= x υft const+=

a ω t
x

υf

----– 
  ϕ+cos a ω t T

x

υf

----–+ 
  ϕ+cos=

ωT 2π= ω
2π

T
------ 2πν= =

a ω t
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----– 
  ϕ+cos a ω t

x λ+

υf

------------– 
  ϕ+cos=
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 ⇒  

ili:

υf = λν

a to je jednaåina koja povezuje faznu brzinu i talasnu duæinu.
Posmatrajmo sada opãtiji sluåaj. Neka se naã talas prostire u pravcu x′, koji s koordi-

natnim osama x, y, i z redom zaklapa uglove α, β i γ. Ovo je istovremeno i pravac normale na
ekvifaznu ravan, dok jednaåina ekvifazne ravni u ovom sluåaju glasi:

x cos α + y cos β + z cos γ = const.

Talasni vektor6 koji je po definiciji usmeren duæ pozitivne normale na ekvifaznu ravan, pred-
staviñemo u obliku:

dok je intenzitet talasnog vektora:

(D-3.1.6)

odakle se dobijaju sledeñe veze:

;  ; . (D-3.1.7)

Kako posmatramo prostiraçe talasa duæ x-koordinate, to jednaåina (D-3.1.5) sada ima sledeñi
oblik:

. (D-3.1.8)

Veza izmeœu x′- koordinate i koordinata x, y i z izraåunava se iz proste geometrijske slike i ima
oblik:

pa se, zameçivaçem ove jednakosti u (D-3.1.8) i uz υf = λν, dobija:

= (D-3.1.9)

6 Talasni vektor se prema usvojenim konvencijama oznaåava simbolom k kojim se, takoœe, oznaåava i
jediniåni vektor duæ x-ose ãto, naæalost, moæe izazvati zabunu.

ωλ

υf

------- 2π= λ
2πυf

ω
-----------

υ f

ν
----= =

k kxi kyj kzk+ +=

k
2π

λ
------=

αcos
kx

2π
------λ= βcos

ky

2π
------λ= γcos

kz

2π
------λ=

s a ω t
x′

υ f

----– 
  ϕ+cos=

x′ x αcos y βcos z γcos+ +=

s a ω t
x αcos y βcos z γcos+ +

λν
---------------------------------------------------------– 

  ϕ+cos=
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= .

Kako su na osnovu jednaåine (D-3.1.6) komponente talasnog vektora:

; ;

sledi:

(D-3.1.10)

gde je  radijus vektor bilo koje taåke na ekvifaznoj povrãini. Na osnovu jednaåine (D-3.1.10)
izraz (D-3.1.9) moæe da se napiãe u obliku:

(D-3.1.11)

Jednaåina ravnog talasa moæe da se napiãe kako u trigonometrijskom obliku [jednaåine
(D-3.1.8), odnosno (D-3.1.11)], tako i u kompleksnom obliku:

(D-3.1.12)

ili ako se uvede kompleksna amplituda:

. (D-3.1.13)

Napomenimo da jednaåine ravnog talasa [(D-3.1.11) i (D-3.1.13)] predstavÿaju parti-
kularna reãeça parcijalne diferencijalne jednaåine drugog reda, talasne jednaåine. Naime, iz
osnovnih jednaåina elektromagnetnog poÿa u vakuumu – iz Maksvelovih jednaåina moæe da
se pokaæe da jaåine elektriånog i magnetnog poÿa van izvora poremeñaja, zadovoÿavaju dife-
rencijalnu jednaåinu istog oblika, pa se ponaãaju na isti naåin kako u prostoru tako i u vre-
menu. U sredini koja nije provodna ova diferencijalna jednaåina (talasna jednaåina) ima oblik:

(D-3.1.14)

s ovde predstavÿa komponentu jaåine elektriånog ili magnetnog poÿa. Lako moæe da se po-
kaæe da jednaåine ravnog talasa, jednaåine (D-3.1.12) i (D-3.1.13), zadovoÿavaju diferenci-
jalnu jednaåinu (D-3.1.14) odnosno predstavÿaju çena partikularna reãeça.

Krajem 19. veka bilo je dobro poznato da zagrejana åvrsta tela emituju elekt-
romagnetno zraåeçe u kojem su zastupÿene sve talasne duæine (odnosno frekven-
cije) ali s razliåiitm intenzitetom. Kao ãto emituju, åvrsta tela mogu i da apsorbuju
zraåeçe koje se odlikuje odreœenom spektralnom raspodelom karakteristiånom za
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2π

λ
------ x αcos y βcos z γcos+ +( )– ϕ+cos

kx

2π

λ
------ αcos= ky

2π

λ
------ βcos= kz

2π

λ
------ γcos=

2π

λ
------ x αcos y βcos z γcos+ +( ) xkx yky zkz+ + k r⋅= =

r

s a ω t k r ϕ+⋅–( ) .cos=

s ae
i ω t k r ϕ+⋅–[ ]

a e
iϕ

e
i ωt kr–( )

⋅ ⋅= =

A a e
iϕ

⋅=

s A ei ωt kr–( )
=

∂
2
s

∂x
2

-------
∂

2
s

∂y
2

-------
∂

2
s

∂z
2

-------+ +
1

c
2

----
∂

2
s

∂t
2

-------=



3.1 ZRAÅENJE CRNOG TELA 65

E:\03.fm 7/1/04

odreœenu temperaturu. Telo apsorpcijom dobija, a emisijom gubi energiju. Sistem
koji od okoline prima energiju koja upravo kompenzuje gubitak energije usled
zraåeça nalazi se u ravnoteæi i pripisujemo mu neku temperaturu T. Ukoliko je ener-
gija koju telo dobija spoÿa nedovoÿna za potpunu kompenzaciju energije izgubÿene
zraåeçem, dolazi do smaçeça unutraãçe energije tela, zbog åega se naruãava
ravnoteæa. Kad je gubitak energije izgubÿene zraåeçem mali u odnosu na ukupnu
energiju, temperatura tela opada relativno sporo, pa se uprkos çenoj promeni moæe
smatrati da je zraåeçe ravnoteæno i u skladu s trenutnom temperaturom T.

U nauci se obiåno umesto razmatraça sloæenog, stvarnog sistema posmatra
pretpostavÿeni, uproãñeni model. U fiziåkoj hemiji je, na primer, poznat koncept
idealnog gasa na osnovu åega se izvodi jednaåina idealnog gasnog staça koja samo
pribliæno opisuje ponaãaçe realnog gasa koji se tek na visokoj temperaturi i na nis-
kom pritisku ponaãa kao idealni. Tako se i teorijska razmatraça svih pojava vezanih
za zraåeçe tela na odreœenim temperaturama odnose na ravnoteæno zraåeçe i iz-
vode na modelu crnog tela. Crno telo se definiãe kao telo koje potpuno apsorbuje
upadno zraåeçe, nezavisno od talasne duæine. Objasnimo ovo detaÿnije.

Neka na telo pada, po jedinici povrãine u jedinici vremena i u okolini neke ta-
lasne duæine λ, gustina fluksa energije Φλ:

(3.1.1)

pri åemu je E energija, S povrãina, t vreme, a λ talasna duæina. Neko realno telo deli-
miåno apsorbuje, a delimiåno reflektuje upadno zraåeçe. Tada se apsorbovana gus-
tina fluksa Fλ′ definiãe kao apsorbovna energija oko talasne duæine λ po jedinici
povrãine tela u jedinici vremena. Odnos apsorbovane i upadne gustine fluksa, pred-
stavÿa sposobnost tela da apsorbuje zraåeçe date talasne duæina λ, oznaåava se sa Aλ

a naziva se spektralna apsorpcija:

(3.1.2)

Aλ je neimenovani broj koji za realna tela zavisi od talasne duæine i uvek je maçi od
jedinice. Crno telo apsorbuje u potpunosti celokupno zraåeçe koje padne na çega,
pa je u tom sluåaju Aλ = 1 za svako λ.

Spektralna emisiona sposobnost – ekscitancija Mλ definiãe se kao energija
koju telo emituje sa jedinice povrãine u jedinici vremena u okolini neke talasne
duæine λ.

Vezu izmeœu apsorpcione i emisione spektralne sposobnosti tela izraæava Kir-
hofov (Kirchoff Gustav Robert, 1824–1887) zakon, po kojem je odnos apsorpcione i
emisione spektralne sposobnosti tela nezavisan od prirode tela i potpuno je odreœen
spektralnom raspodelom zraåeça u staçu ravnoteæe na odreœenoj temperaturi:

. (3.1.3)

Ova jednaåina, takoœe, pokazuje to da telo koje viãe apsorbuje, viãe i emituje. Za ap-
solutno crno telo je Aλ = 1 za sve talasne duæine, pa iz (3.1.3) sledi:

ΦλSt
dE

dλ
-------=

Aλ

Φλ′

Φλ

--------=

Mλ

Aλ

------- f λ T,( )=
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. (3.1.4)

To znaåi da je spektralna ekscitancija crnog tela, Mλ jedinstvena funkcija tempera-
ture i talasne duæine. Ovaj zakon Kirhof je postavio 1859. godine polazeñi od ter-
modinamiåkih principa.

U prirodi ne postoji telo sa osobinama koje u potpunosti odgovaraju crnom
telu. Na primer, telo pokriveno slojem åaœi ima Aλ = 1 samo u ograniåenom inter-
valu talasnih duæina. Crno telo, meœutim, moæe dobro da se predstavi ãupÿinom
koja je okruæena ravnomerno zagrejanim zidovima (npr. ãupÿina ravnomerno zag-
rejane laboratorijske peñi), Slika 3.1.1. Tada se ravnoteæno zraåeçe, koje se uspos-
tavÿa u ãupÿini, odlikuje spektralnom raspodelom energije koja je identiåna raspo-
deli za apsolutno crno telo.

3.1.1 Eksperimentalno prouåavaçe zraåeça crnog tela

Ravnomerno zagrejana ãupÿina u praksi predstavÿa model crnog tela. Kroz
mali otvor na ãupÿini oslobaœa se zraåeçe koje se zatim analizira. Na Slici 3.1.2
(levo) kao model crnog tela, po zamisli Lumera (Lummer) i Pringshajma
(Pringsheim), uzet je cilindar s dvostrukim zidovima. Prostor izmeœu zidova ko-
riãñen je kao termostat za odræavaçe stalne temperature u svim delovima suda. Ovo
je ostvareno proticaçem pare kÿuåale vode za visoke temperature, odnosno teånog
vazduha za niske temperature, izmeœu zidova cilindra. Pomoñu aparature kao na
Slici 3.1.2 (desno) izvrãeno je spektralno razlagaçe emitovanog zraåeça. Zraåeçe
crnog tela prvo se fokusira pomoñu soåiva l na razrez s1 kolimatora B. Ovim soåi-
vom postiæe se “obasjavaçe” prizme snopom paralelnih zraka. Prizma skreñe zrake
razliåitih talasnih duæina u razliåitim pravcima u skladu sa zakonima prelamaça. Pri
odreœenom poloæaju durbina C kroz pukotinu s2 prolazi zraåeçe iz opsega talasnih
duæina od λ1 do λ1 + ∆λ1. Ovo zraåeçe pada zatim na detektor (u ovim prvim ekspe-
rimentima bio je to nagaravÿeni termoelement) koji meri gustinu fluksa zraåeça.
Pri nekom drugom poloæaju durbina meri se gustina fluksa zraåeça u okolini talasne
duæine λ2, taånije u opsegu talasnih duæina od λ2 do λ2 + ∆λ2.

Rezultati ovakvog mereça, zatim, su grafiåki predstavÿeni u pravouglom
koordinatnom sistemu, pri åemu se na ordinatu nanosi spektralna ekscitancija Mλ, a
na apscisu talasna duæina λ i tako za nekoliko temperatura. Dobijaju se krive koje
predstavÿaju eksperimentalnim putem odreœenu zavisnost Mλ(λ, T), T je apsolutna
temperatura i vaæe za crno telo (Slika 3.1.3). Uoåava se to da spektralna ekscitancija
(emisiona sposobnost) raste s porastom temperature, pri åemu se apscise maksi-
muma krivih s porastom temperature pomeraju ka krañim talasnim duæinama. Na
niæim temperaturama vrednosti λ leæe u oblasti veñih talasnih duæina, pa telo emi-

Mλ f λ T,( )=

Slika 3.1.1 Ãupÿina kao crno telo. Zrak ulazi kroz mali ot-
vor u ãupÿinu iz koje moæe da izaœe tek posle niza refleksija.
Kako se pri jednoj refleksiji odbije k-ti deo fluksa, posle n
refleksija odbijen je kn-ti deo prvobitnog fluksa. Poãto je k
maçe od jedinice, za dovoÿno veliki broj refleksija kn je
pribliæno nula, pa je apsorpciona sposobnost bliska jedinici
za svaku talasnu duæinu.

A

1
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tuje preteæno infracrveno zraåeçe (zraåeçe åija je talasna duæina reda veliåine sto-
tine mikrona). Krive sliånog toka dobijaju se kada se na ordinati predstavi spekt-
ralna gustina energije uλ koja se definiãe kao energja koju emituje jediniåna
zapremina crnog tela u okolini talasne duæine λ (dimenzije J m-4):

⇒ dλ.

Spektralnu gustinu energije crnog tela moæemo da definiãemo i oko neke frekvencije
ν i tada je oznaåavamo sa uν (dimenzije J m-3 s). Veza izmeœu uλ i uν dobija se iz sle-
deñih jednaåina:

Slika 3.1.2 Ureœaj za analizu zraåeça crnog tela: (levo) crno telo prema izradi Lumera i Prings-
hajma. Pumpa, pomoñu koje se meça pritisak u aparaturi, spojena je na prikÿuåke a odnosno a′.
Teåni vazduh oznaåen je sa b, a zraåeçe iz ãupÿine posmatra se kroz mali otvor c; (desno) aparatura
za spektralno razlagaçe zraåeça. Soåivo l fokusira zraåeçe crnog tela (zraci 1 i 2) i usmerava ga na
razrez s1 kolimatora B, odakle dopire do prizme P, koja vrãi spektralno razlagaçe. Kolimator C sluæi
za usmeravaçe dobijenog spektra na detektor D.

a

c

b

a’

1

2

l B

s1
P

s2

C

D

uλ

du

dλ
------= u uλ

0

∞

∫=

Slika 3.1.3 Eksperimentalno dobijena zavisnost
spektralne ekscitancije crnog tela od talasne duæine
na razliåitim temperaturama. Krivama 1, 2, 3 i 4 od-
govaraju temperature od 977, 1227, 1477 i 1727 0C,
redom. Mλ se asimptotski pribliæava nuli za male ta-
lasne duæine.
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λ/10-6 m1 2 3 4 5

2

3

4

1

uνdν uλdλ=



68 3. KVANT DEJSTVA

E:\03.fm 7/1/04

, 

gde je c brzina svetlosti. Iz prethodnih jednaåina sledi:

 ili  . (3.1.5)

3.1.2 Zakoni zraåeça crnog tela

Neke od osobina krivih Mλ = f(λ,T) saæete su u obliku zakona zraåeça. Ste-
fan-Bolcmanov zakon glasi:

ekscitancija M apsolutno crnog tela proporcionalna je åetvrtom stepenu temperature
tela T:

(3.1.6)

pri åemu je σ konstanta proporcionalnosti koja po najnovijim mereçima ima vred-
nost 5,67 × 10-8 Wm-2K-4. Na Slici 3.1.3 ekscitancija M predstavÿa povrãinu ispod
krive Mλ = f(λ) za neku odreœenu temperaturu T. Do ovog zakona Ãtefan je doãao eks-
perimentalnim putem 1879, dok ga je Bolcman 1884. objasnio teorijski. Vinov zakon
pomeraça (Wilhelm Wien, 1864–1928, dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1911),
daje vezu izmeœu temperature T i apscise maksimuma krivih Mλ = f(λ,Τ):

(3.1.7)

Zakon tvrdi da je talasna duæina koja odgovara maksimumu spektralne eksci-
tancije tela, obrnuto proporcionalna apsolutnoj temperaturi T pri åemu je c' =
0,00289 Km. Tako na 5000 K maksimum krive leæi u æuto-zelenoj oblasti spektra pri

nm.
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Slika 3.1.4 Stojeñi talasi: a) sto-
jeñi talas usmeren duæ x (y, z)-ose;
b) stojeñi talas usmeren u proizvo-
ÿnom pravcu. (Talasni vektor s
koordinatnim osama, x, y i z zaklapa
uglove α, β i γ, redom.)
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3.1.3 Rejli-Õinsov i Vinov zakon zraåeça

Pri prouåavaçu zraåeça crnog tela postavio se pred nauånike problem teorij-
skog objaãçeça eksperimentalnim putem utvrœene spektralne raspodele zraåeça
predstavÿene funkcijama  odnosno . Oslaçajuñi se na za-
kone klasiåne fizike, Rejli i Õins (J. W. Reyleigh, 1842–1919; J. H. Jeans 1887–
–1946) su oko 1900. godine, odredili spektralnu raspodelu zraåeça crnog tela.
Rejli-Õinsova jednaåina zraåeça crnog tela nije bila taåna i samo se u graniånim
sluåajevima, za velike talasne duæine i visoke temperature, pomoñu çe taåno mogla
da izraåuna energija zraåeça. Ipak, ova teorija, pokazujuñi slabosti i ograniåeça
klasiåne fizike, ukazivala je i na naåin za prevazilaæeçe ovih ograniåeça. Proraåun
spektralne raspodele zraåeça crnog tela sastojao se iz dva dela. U prvom delu Rejli
je “prebrojao” elektromagnetne talase odreœenih frekvencija ν koji nastaju u ãu-
pÿini kojom predstavÿamo crno telo, a u drugom delu pripisao svakom od talasa
odreœenu sredçu energiju Esr . Spektralna gustina energije koja nastaje u ãupÿini
tada je jednaka proizvodu broja talasa s frekvencijom u okolini ν i sredçe energije
po jednom talasu.

Rejli-Õinsova teorija zraåeça crnog tela zasnovana je na sledeñim razma-
traçima. Neka je crno telo zatvorena, evakuisana ãupÿina oblika kocke zapremine
V, okruæena zidovima na temperaturi T koji idealno odbijaju zraåeçe. Prema Maks-
velovoj (Maxwell James Clerk, 1831–1879) elektromagnetnoj teoriji, elektromag-
netno zraåeçe pobuœuje se oscilovaçem elektriånih dipola (dipol se sastoji iz dva
naelektrisaça jednaka po koliåini, a suprotnog znaka). Tako, oscilovaçem elektriå-
nih dipola zidova ãupÿine, u çoj nastaje elektromagnetno poÿe koje se odlikuje

jaåinama elektriånog,  i magnetnog poÿa  i gustinom energije u (pogledati i
poglavÿe 9.3 o zraåeçu atoma):

pri åemu je c brzina svetlosti u vakuumu, a  çegova elektriåna propustÿivost.
Elektromagnetno poÿe u ãupÿini åine elektromagnetni talasi razliåitih uåestanosti
(frekvencija) i spektralne gustine uν. Elektromagnetne talase nastale u ãupÿini raz-
loæiñemo na elementarne (stojeñe) talase razliåitih frekvencija i razliåitih pravaca.
Uzeñemo, takoœe, da svakom stojeñem talasu odgovara neka sredça energija Esr

koja je jednaka, ãto se dokazuje u elektrodinamici, sredçoj energiji linearnog osci-
latora åijim je oscilovaçem ovo zraåeçe pobuœeno. Tada je spektralna energija
zraåeça crnog tela uν jednaka proizvodu broja stojeñih talasa s frekvencijama iz-
meœu ν i ν +  i sredçe energije Esr.. Istaknimo da broj stojeñih talasa frekvencije
ν odgovara broju oscilatora frekvencije ν åijim su oscilovaçem pobuœeni ovi talasi.
Posmatrajmo, dakle, stojeñe talase koji nastaju u kocki ivice a. Koordinatni sistem
postavÿamo kroz ivice kocke, Slika 3.1.4, a posmatramo talas koji se ãiri u pozi-
tivnom smeru x-ose, reflektuje na stranicama kocke koje su paralelne zy zidovima
stvarajuñi stojeñi talas. Uslov za nastanak ovakvog stojeñeg talasa talasne duæine λ u
kocki ivice a je:

(3.1.8)

Mλ f λ T,( )= uν F= ν T,( )

E H

u
ε0

2
---- E E+

ε0c
2

2
---------H H⋅⋅=

ε0

ν∆

a n
λ

2
---=



70 3. KVANT DEJSTVA

E:\03.fm 7/1/04

pri åemu je n = 0,1,2. Uslovom (3.1.8) kaæemo da se na zidovima talasi “gase”, dok
je rastojaçe izmeœu zidova takvo da izmeœu çih moæe da se smesti celi broj polo-
vina talasnih duæina. Sliåni uslovi vaæe za stojeñe talase koji se prostiru u smeru y- i
z-ose.

Posmatrajmo sada opãtiji sluåaj. Neka se ravni  talas ãiri u pravcu koji sa
x-, y- i z-osom zaklapa redom uglove α, β i γ, Slika 3.1.4. Ovo je istovremeno i pra-

vac talasnog vektora  ravnog talasa kojeg prikazujemo jednaåinom (videti jed-
naåinu D-3.1.13):

. (3.1.9)

pri åemu je ω ugaona frekvencija, t vreme,  radijus vektor bilo koje taåke na ekvi-

faznoj ravni, a  je talasni vektor. Talas reflektovan zidovima kocke prostire se u
suprotnom smeru i prikazujemo ga funkcijom:

. (3.1.10)

Slagaçem talasa s1 i talasa s2 nastaje talas s. Uveãñemo graniåni uslov takav da je
funkcija s = 0 u svakom trenutku vremena t za x,y,z = 0. Kad u jednaåinama (3.1.9) i
(3.1.10) umesto r, odnosno x,y,z stavimo vrednosti nula, dobijamo vezu izmeœu fun-
kcija s1, s2 i s, odnosno koeficijenata A i B da bi postavÿeni graniåni uslov bio zado-
voÿen:

 ⇒  ⇒ . (3.1.11)

Eksponencijalnu funkciju s pretvoriñemo sada u trigonometrijski oblik pomoñu Oj-
lerove formule:

. (3.1.11a)

Drugi uslov koji obezbeœuje da talas ostane “zatvoren” u zapremini kocke je:
s = 0 za x,y,z = a

ãto je ispuçeno kad je:

⇒  ⇒

(3.1.12)

gde su n, n1, n2 i n3 celi brojevi. Ovakav talas, poãto je ograniåen na odreœenu zapre-
minu, ne moæe se smatrati progresivnim veñ predstavÿa vrstu oscilatornog procesa
zarobÿenog u kocki. Kad se uzme u obzir da je intenzitet talasnog vektora:
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(3.1.13)

i da je:

(3.1.14)

uslovi definisani jednaåinom (3.1.12) postaju:

(3.1.15)

Reãimo sada (3.1.15) po n1, n2 i n3, zamenivãi prethodno λ jednakoãñu c/ν (c je
brzina svetlosti). Dobijamo sledeñi sistem jednaåina:

(3.1.15a)

Jednaåine (3.1.15) i (3.1.15a) pokazuju da tri broja (n1, n2 i n3) odreœuju svaki poje-
dini talas koji ima frekvenciju ν. Dignimo na kvadrat svaku od prethodnih jed-
naåina, a zatim ih meœusobno saberemo:

(3.1.16)

Jednaåina (3.1.16) ne sadræi viãe kosinuse uglova jer je cos2α + cos2β + cos2γ = 1. Za-
meniñemo sada u jednaåini (3.1.16) brojeve n1, n2 i n3 promenÿivim x, y i z. Dobijamo
izraz koji je jednak jednaåini sfere polupreånika R (= 2aν/c):

(3.1.17)
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Pridruæujuñi promenÿivim x, y i z niz celih brojeva 0, 1, 2, 3,… izdeliñemo prostor
ovakve sfere na niz kocki jediniåne zapremine. Temena takvih kocki imaju koordi-
nate (n1, n2 i n3) a kako je svako teme (ima ih osam) zajedniåko za osam susednih
kocki, to je svaka kocka jediniåne zapremine odreœena sa tri broja (n1, n2, n3). Kako

jednom stojeñem talasu odgovara trojka brojeva (n1, n2, n3), to znaåi da jedna jedi-
niåna kocka predstavÿa jedan stojeñi talas. Zbir zapremina svih elementarnih kocki,
kad je λ dovoÿno malo u poreœeçu s dimenzijama kocke, jednak je jednoj osmini
zapremine sfere odreœene uslovom (3.1.17). Faktor 1/8, kojeg je uveo Õins, potre-
ban je zato ãto uraåunavamo samo kocke koje leæe u prvom oktantu, Slika 3.1.5.
Kako je reå o kockama jediniåne zapremine, to je ova zapremina istovremeno jed-
naka broju elementarnih kocki. Kako je svaka kocka odreœena trojkom brojeva n1,
n2, n3, a svakoj trojki brojeva odgovara jedan stojeñi talas, ovo je istovremeno i broj
stojeñih talasa N s frekvencijama od 0 do ν:

Uzimajuñi u obzir (3.1.17) dobija se:

(3.1.18)

Za a = 1, odnosno pri jediniånoj zapremini:

(3.1.18a)

Broj stojeñih talasa s frekvencijama izmeœu ν i ν + ∆ν jednak je 1/8 zapremine
sferne ÿuske debÿine dR i radijusa R i izraåunava se diferenciraçem po ν jednaåine
(3.1.18):

Slika 3.1.5 Uz izvoœeçe Õinsove formule.
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Za jediniånu zapreminu izraz se pretvara u:

(3.1.19)

Kako je reå o transverzalnim (popreånim) talasima, a oni mogu da se sloæe od 2 line-
arna talasa koji stoje upravno jedan na drugi, jednaåinu (3.1.19) ñemo pomnoæiti sa 2:

(3.1.20)

Jednaåinom (3.1.20) prikazan je Rejlijev broj ili broj oscilatora (broj stojeñih ta-
lasa) åija je frekvencija u okolini ν. Emitovanu energiju po jedinici zapremine, u op-
segu frekvencija ν i ν + ∆ν, dobiñemo kad broj stojeñih talasa dn pomnoæimo
sredçom energijom oscilatora Esr:

du = Esr dn ⇒

(3.1.21)

Vrednost sredçe energije oscilatora, Rejli je izraåunao primeçujuñi teoremu
statistiåke fizike o ravnomernoj raspodeli energije po stepenima slobode. Prema
ovoj teoremi, svakom stepenu slobode kretaça odgovara jednaka sredça kinetiåka
energija i ona iznosi 1/2 kT, gde je k Bolcmanova konstanta, a T temperatura. Kako
je sredça potencijalna energija oscilatora jednaka çegovoj sredçoj kinetiåkoj ener-
giji, to je ukupna energija oscilatora jednaka:

(3.1.22)

Iz (3.1.22) sledi da sredça energija oscilatora zavisi samo od temperature T, pa,
prema tome, moæe kontinualno da se meça. Zameçivaçem Esr sa kT u (3.1.18) do-
bija se:

(3.1.23)

Kad se u jednaåini (3.1.23) frekvencija  zameni odnosom c/λ i uzme u obzir jed-
naåina (3.1.5) dobija se drugi oblik Rejli-Õinsovog zakona:

(3.1.24)
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Jednaåinama (3.1.23) i (3.1.24) Rejli i Õins izrazili su raspodelu energije koja se
emituje po jedinici zapremine crnog tela u okolini neke talasne duæine λ (odnosno
frekvencije ν).

Rejli-Õinsov zakon pokazuje slagaçe sa eksperimentalno odreœenom spek-
tralnom raspodelom zraåeça crnog tela samo u oblasti velikih talasnih duæina i vi-
sokih temperatura. Za visoke frekvencije odnosno male talasne duæine, Rejli-Õin-
sova formula daje besmislene rezultate, poãto iz çe sledi da pod tim uslovima crno
telo emituje beskonaånu energiju. Takoœe, ukupna emitovana energija u celom op-
segu frekvencija , prema Rejli-Õinsovom zakonu, beskonaåna je:

Kako Rejli-Õinsov zakon dovodi do zakÿuåka (koji je u suprotnosti sa eksperimen-
tima) da najveñi deo energije u spektru toplotnog zraåeça leæi u kratkotalasnom
delu, P. Erenfest (Paul Ehrenfest, 1880–1933) naziva ovakvo staçe “ultravioletna
katastrofa”.

Grafiåki prikaz Rejli-Õinsove jednaåine, zajedno sa eksperimentalnom kri-
vom, prikazan je na Slici 3.1.6.

Vin 1896. godine predlaæe svoju jednaåinu za energiju koju u jedinici zapre-
mine oko neke talasne duæine λ emituje crno telo na temperaturi T:

(3.1.25)

pri åemu su c1 i c2 eksperimentalne konstante. Vinov zakon zraåeça dobro tumaåi
spektralnu raspodelu energije crnog tela samo u oblasti malih talasnih duæina i nis-
kih temperatura.

Slika 3.1.6 Spektralna gustina energije crnog tela kao funkcija talasne duæine na tempera-
turi od 3000 K: a) 1 – kriva dobijena eksperimentalnim putem; 1’ – kriva nacrtana na osnovu
Rejli-Õinsovog zakona; b) eksperimentalna i teorijska kriva praktiåno se poklapaju za veñe
talasne duæine.
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Oba ova zakona, izvedena krajem 19. veka na osnovu principa klasiåne me-
hanike, taåno su prikazivala raspodelu zraåeça crnog tela samo u graniånim oblas-
tima spektra – ili za velike talasne duæine i temperature (Rejli-Õinsova formula) ili
kod malih talasnih duæina i niskih temperatura (Vinova). Nijedna od çih, ni u
najgrubÿim crtama, nije mogla da protumaåi eksperimentalne rezultate u celom
spektru zraåeça crnog tela.

3.2 PLANKOV ZAKON ZRAÅENJA

Problem raspodele energije u spektru zraåeça apsolutno crnog tela razreãio je
Maks Plank (Max Karl Ernst Ludwig Plank, 1858–1947, Nobelova nagrada za fi-
ziku 1918), uvodeñi 1900. godine smelu hipotezu koja je protivreåila celokupnom
sistemu predstava klasiåne fizike. Plank je pretpostavio da je energija harmonijskog
oscilatora koji osciluje frekvencijom ν, åime se pobuœuje zraåeçe, diskretna ve-
liåina. Takva diskretna veliåina E izraæava se onda kao celobrojni7 umnoæak neke
najmaçe koliåine energije E0, E = nE0 = nhν. Sa h je oznaåena univerzalna kons-
tanta, koja predstavÿa najmaçe dejstvo koje postoji u prirodi (h = 6,62 × 10-34 Js)
i koja ñe kasnije u åast samoga Planka biti nazvana Plankova konstanta, n je ceo
broj; vrednost proizvoda hν oznaåava elementarnu koliåinu, odnosno kvant ener-
gije. Plankova konstanta je univerzalna konstanta kvantne mehanike. U åisto kla-
siånoj teoriji materije ova konstanta se ne pojavÿuje i zbog svoje male vrednosti
nema znaåaja. O ovoj “novoj” konstanti sam Plank kaæe:

“Posle svih ovih rezultata8, iza kojih stoje mnoga zvuåna imena, sudiji koji ne
æeli da se o åiçenice ogluãi, ne ostaje nikakva druga moguñnost nego da u sistemu
univerzalnih fiziåkih konstanti prizna puno graœansko pravo i kvantu dejstva koji se
u svakoj od pojedinaånih, iz ãarolikog mnoãtva raznovrsnih pojava, pokazuje uvek
kao ista veliåina, oko 6,54 × 10-27 erg.s. Mora izgledati neobiåno da je priroda, u
isto vreme kada je misao o opãtoj relativnosti prokråila sebi put i postala opãtepri-
hvañena, baã na jednom mestu, gde se to najmaçe moglo predvideti, stvorila neãto
apsolutno, jednu stvarno nepromenÿivu jedinicu mere, pomoñu koje se u trenutku
vremena sadræana veliåina dejstva moæe predstaviti sasvim odreœenim, samovoÿom
prirode, odabranim brojem.”

Prema tome, energije oscilatora mogu da budu:

E0, 2E0, 3E0, ...., nE0, …;

odnosno:

hν, 2hν, 3hν, ...., nhν, … .

Kako frekvencija izraåenog odnosno apsorbovanog zraåeça odgovara frekvenciji
oscilovaça oscilatora, crno telo emituje odnosno apsorbuje energiju diskontinu-
alno, u kvantima energije. Polazeñi od ove ideje, Plank je odredio novu vrednost
sredçe energije oscilatora.

Pretpostavio je da oscilatori mogu da imaju razliåite energije, pri åemu:

7 Ako za nulu energije uzmemo energiju nultog oscilatornog nivoa.
8 Plank misli na Ajnãtajnovo tumaåeçe fotoefekta i specifiånih toplota åvrstih tela koriãñeçem kvanta

energije, na oglede Franka i Herca kao i na one u vezi sa x i γ zraåeçem, smatrajuñi istovremeno da je kvantna
hipoteza svoju najjaåu potvrdu dobila izgradçom atomske teorije Nilsa Bora.
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N0 oscilatora ima enrgiju 0,

N1 oscilatora ima energiju hν,

N2 oscilatora ima energiju 2hν

-------------------------------------

Ni oscilatora ima energiju ihν.

Broj oscilatora Nm sa odreœenom energijom Em = mhν (za çih se kaæe da su u
odreœenom energijskom staçu), odrediñemo pretpostavÿajuñi klasiånu, Bolc-
manovu, raspodelu oscilatora po energijama:

U gorçoj jednaåini k je Bolcmanova konstanta, T je temperatura, a e prirodni broj
(= 2.7182818). Sredçu energiju oscilatora Esr izraåunañemo kao koliånik ukupne
energije E svih oscilatora i çihovog broja N:

(3.2.1)

Ukupna energija E moæe da se predstavi u obliku zbira proizvoda broja oscilatora s
odreœenom energijom i energije oscilatora, s tim ãto se sumiraçe vrãi od nule do
beskonaånosti:

ili krañe:

(3.2.2)

Na sliåan naåin odrediñemo ukupni broj oscilatora N:

odnosno:

(3.2.3)

Kombinovaçem jednaåina (3.2.1), (3.2.2) i (3.2.3) dobija se:
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Uveãñemo smenu , pa je tada:

Poãto je y < 1, izraz u imeniocu predstavÿa geometrijsku progresiju åiji je zbir:

(3.2.4)

Brojilac moæe da se preuredi na sledeñi naåin:

Kad iskoristimo (3.2.4) dobijamo:

(3.2.5)

Prema tome, sredça energija oscilatora iznosi:

ili ako umesto y ponovo napiãemo :

(3.2.6)

Energiju , koju po jedinici zapremine u okolini neke frekvencije  emituje crno
telo, dobiñemo kad broj oscilatora frekvencije  pomnoæimo Plankovim izrazom za
sredçu energiju oscilatora, jednaåina (3.2.6), umesto sa kT ãto je klasiåni izraz za
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sredçu energiju oscilatora koju su koristili Rejli i Õins. Kao broj oscilatora Plank
uzima istu onu vrednost koju su izraåunali Rejli i Õins jer se pretpostavkom o kon-
tinualnosti energije utiåe na stepen pobuœenosti oscilatora, odnosno na çihovu
sredçu energiju ali ne i na çihov broj. Kombinujuñi (3.1.20) i (3.2.6) dobijamo:

odnosno:

. (3.2.7)

Jednaåina (3.2.7) predstavÿa jedan od uobiåajenih izraza Plankovog zakona
zraåeça. Uzimajuñi u obzir (3.1.5), dobija se Plankov zakon zraåeça u drukåijem
obliku:

. (3.2.8)

Grafiåki prikaz Plankovog zakona zraåeça dat je na Slici 3.2.1a i 3.2.1b.

Slika 3.2.1 Krive od 1 do 4 predstavÿaju Plankov zakon zraåeça pri temperaturama
od 1500, 2000, 2500 i 3000 K, redom. Krivom 4′ prikazan je Rejli-Õinsov zakon na tem-
peraturi od 3000 K; (levo) prikaz jednaåine (3.2.7). Rejli-Õinsova funkcija poklapa se s
Plankovom funkcijom samo u oblasti niskih frekvencija; (desno) prikaz jednaåine (3.2.8).
Rejli-Õinsova funkcija poklapa se s Plankovom funkcijom samo u oblasti velikih talas-
nih duæina.
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Plankov zakon zraåeça, izveden uz pretpostavku da energije oscilatora mogu
da budu samo diskretne, åime se podrazumeva da se energija emituje i apsorbuje
diskontinualno (u kvantima), u potpunoj je saglasnosti s eksperimentalnim rezulta-
tima koji se odnose na raspodelu energije u spektru zraåeça crnog tela.

Iz Plankove jednaåine, kao graniåni sluåajevi, mogu da se izvedu Rejli-Õin-
sova i Vinova jednaåina. Posmatrajmo, najpre, oscilatore koji osciluju vrlo niskim
frekvencijama, npr. reda veliåine herca. Tada su çihovi susedni energijski nivoi raz-
maknuti samo za oko 7 ×10-34 J, dakle leæe vrlo blizu jedan drugom, pa im je i dis-
kontinualnost praktiåno neuoåÿiva, Slika 3.2.2. Plankovu jednaåinu, u ovom slu-
åaju, moæemo da izrazimo tako ãto eksponencijalni faktor ehν/kT razvijemo u
Maklorenov red:

Poãto je hν << kT, dovoÿno dobru aproksimaciju dobijamo ako se zadræimo samo na
prva dva ålana reda:

pa je uν:

ãto predstavÿa Rejli-Õinsovu jednaåinu. Ovakav rezultat mogao je da se oåekuje jer
kad hν → 0, kvantni nivoi leæe toliko blizu jedan drugome da takoreñi kontinualno
prelaze jedan u drugi, pa mogu da se posmatraju i “klasiåno”, Slika 3.2.2 (desno).

Kod visokih frekvencija i niskih temperatura (ãto je oblast vaæeça Vinovog
zakona), sledi da je ehν/kT » 1, pa u imeniocu Plankove jednaåine jedinica moæe da se
zanemari. Tako Plankov zakon za visoke frekvencije i za niske temperature ima ma-
tematiåki oblik:
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Slika 3.2.2 Ãematski prikaz energijskih nivoa oscilatora:
(levo) kvantni nivoi oscilatora koji osciluje viãom frekvenci-
jom su razdvojeni i diskretnost energije je oåigledna; (desno)
kvantni nivoi oscilatora koji osciluje vrlo niskom frekvenci-
jom toliko su bliski, pa oscilator moæe da se posmatra na
“klasiåni” naåin.

E
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hν2
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.

U posledçem sluåaju kvanti energije su veliki, pa su susedni energijski nivoi
oscilatora razmaknuti, Slika 3.2.2 (levo).

Napomenimo joã jednom da je Plankova hipoteza o diskontinualnosti energije
znaåila prekretnicu u razvoju moderne fizike i da je kasnije ugraœena u formalizam
kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike.

Primeri

Primer 3.2.1 Pokazati da vaæi jednaåina M = πI gde je M ekscitancija, a I intenzitet
zraåeça crnog tela.

REÃENJE: 

Intenzitet zraåeça I definiãemo kao koliåinu energije koja se u jedinici vre-
mena izraåi sa jediniåne povrãine u u pravcu normale na povrãinu u jediniåni pros-
torni ugao. Posmatrajmo zraåeçe sa elementa povrãine dS, Slika 3.2.3, u smeru n
[pri åemu je (n,N) = θ], obuhvañeno difirencijalnim elementom prostornog ugla
dΩ. Tada, prema Lamberovom zakonu, u oznaåenom smeru efikasno zraåi povrãina
dSn koja je jednaka projekciji povrãine dS na pravac normalan na n:

dSn = dS cosθ

pa je:

. (3.2.9)
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Slika 3.2.3 Posmatra se zraåeçe koje se 
emituje u smeru normale n u prostorni 
ugao dΩ.. Efektivno zraåi povrãina dSn.

Slika 3.2.4 Posle izvesnog vremena dt iz-
raåena energija nalazi se u zapremini 

vaÿka visine cdt a osnovice dSn.
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Prema definiciji, ekscitanciju crnog tela M dobijamo integraÿeçem jednaåine (3.2.9)
po celom prostoru. Prostorni ugao koji se definiãe kao koliånik povrãine elementa
sfere i kvadrata radijusa sfere jednak je dΩ = sinθ dϕ (θ je ugao izmeœu radijus vek-
tora normalnog na element povrãine i z-ose, a ϕ je azimutni ugao, dakle ugao izmeœu
projekcije radijus vektora na xy-ravan i x-ose), pa je:

(3.2.10)

jer je:

.

Primer 3.2.2 Dokazati da izmeœu intenziteta zraåeça crnog tela I i energije koju crno
telo izraåi po jedinici zapremine u postoji veza:

(3.2.11)

gde je c brzina svetlosti.

REÃENJE: 

Sa povrãine dS za vreme dt izraåi se u smeru n, koji s normalom na dS, N,
zaklapa ugao θ + dθ, u elementarni prostorni ugao dΩ, energija dE, Slika 3.2.4

dE = I cosθ dΩ dS dt.

Posle vremena dt ova energija nañi ñe se u zapremini:

dV = c dt dSn

gde je c brzina svetlosti. Gustina zraåeça energije je tada:

jer je dS cosθ = dSn. Posle skrañivaça i integraÿeça dobijamo:

.

Ako je reå o potpunom nepolarizovanom zraåeçu vaæi jednaåina:
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jer je nepolarizovani zrak, u pogledu prenoãeça energije, ekvivalentan s dva zraka is-
tog intenziteta, koji su polarizovani u dvema uzajamno normalnim ravnima.

Primer 3.2.3 Izvesti Stefan-Bolcmanov zakon pomoñu Plankovog zakona zraåeça i
odrediti vrednost Stefan-Bolcmanove konstante.

REÃENJE: 

Ukupna gustina energije zraåeça apsolutno crnog tela je:

.

Kako je:

zbir geometrijske progresije, sledi:

.

(Smatramo da je dozvoÿeno izvuñi sumu ispred znaka integracije.) Posle parcijalnog
integraÿeça dobija se:

.

Kako je:

dobija se:

.
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Na osnovu (3.2.9) i (3.2.10) sledi da je:

.

Na osnovu toga je:

.

Primer 3.2.4 Odrediti broj kvanata talasne duæine od 500 do 520 nm, koje zraåi crno
telo zapremine 1cm3 na temperaturi od 2000 K.

REÃENJE:

Energiju koju, po jedinici zapremine, zraåi crno telo u opsegu talasnih duæina
λ i λ + dλ (pogledati jednaåinu 3.2.8) je:

.

U naãem sluåaju uzeñemo za λ sredçu vrednost, dakle 510 nm, a za dλ = ∆λ = 10 nm,
pa je:
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.

Jedan foton nosi energiju hc/λ, pa je broj fotona n:

.

Maks Ernst Ludvig Plank (Max Karl Ernst Ludwig Planck, 1858–
1947), roœen je u Kilu (Nemaåka), a diplomirao je na Berlinskom
univerzitetu. Doktorirao je u 21. godini s tezom iz termodinamike.
Godine 1885. postao je profesor na Kilskom univerzitetu, a 1889.
profesor teorijske fizike na Berlinskom univerzitetu. U okviru ter-
modinamiåkih istraæivaça poåeo je da se bavi problemom toplotnog
zraåeça i godine 1899, joã uvek smatrajuñi da je Vinova radijaciona
jednaåina ispravna, otkrio je novu prirodnu konstantu – Plankov
kvant dejstva. Godine 1900. postavio je jednaåinu koja je ispravno
opisivala zakon zraåeça crnog tela. Dan kad je Plank otkriñe ove
jednaåine saopãtio Nemaåkom fiziåkom druãtvu, 14. decembar
1900, smatra se, “roœendanom kvantne teorije”. Godine 1918. dobio
je Nobelovu nagradu za fiziku, za otkriñe energijskih kvantova.

Vilhelm Vin (Wilhelm Wien, 1864–1928), roœen je u Gafkenu
(Nemaåka) i bio je profesor u Ahenu, Gisenu, Vircburgu i Min-
henu. Joã dok je bio Helmholcov asistent, 1893. godine, otkrio je
zakon pomeraja. Godine 1896. objavio je (mada samo pribliæno
taåan) zakon zraåeça crnog tela. Nobelovu nagradu za fiziku
dobio je 1911. godine za otkriña u vezi sa zakonima zraåeça
toplote.

Lord Õon Vilijams Strut Rejli (John Williams Strutt, 3rd baron
Rayleigh, 1842–1919), roœen je u Langford Grovu. Bio je profesor u
Kevendiãovoj laboratoriji u Kembriõu (1879–1884) i u Kraÿev-
skom druãtvu u Londonu (1884–1905). Izmeœu ostalog, ispitivao je
intenzitet zvuka mereñi pritisak na pokretnoj ploåici (Rejlijev disk),
zakÿuåio da plava boja neba potiåe od rasejaça svetlosti na moleku-
lima u vazduhu (Rejlijevo rasejaçe) i godine 1905. postavio zakon
zraåeça poznat kao Rejli-Õinsov zakon, koji predstavÿa specijalni
sluåaj Plankovog zakona. Neslagaça u mereçu brzine zvuka u
azotu dovela su çega i Remzija do otkriña argona 1894. godine. No-
belovu nagradu za fiziku dobio je 1904. godine za istraæivaçe gus-
tine najvaænijih gasova i za otkriñe argona u vezi s tim ispitivaçima.
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4. STARA KVANTNA TEORIJA

Ono ãto se danas podrazumeva pod “starom kvantnom teorijom” zapoåeto je
Plankovom teorijom zraåeça crnog tela. Plankovu ideju su prihvatili i daÿe razvijali
Ajnãtajn, Debaj a u dokazivaçu postojaça Plankove konstante bitnu ulogu su odig-
rali eksperimenti Franka i Herca. Kvantna hipoteza je u teoriji strukture atoma
mogla biti primeçena nakon åuvenih eksperimenata Raderforda kojima je poka-
zano da se atom sastoji od pozitivno naelektrisanog jezgra, u kome je praktiåno
skoncentrisana sva masa atoma, okruæenog lakim negativno naelektrisanim åesti-
cama, elektronima (videti poglavÿe 10.1 – Raderfordov ogled).

4.1 OPTIÅKI SPEKTAR VODONIKOVOG ATOMA

Nezavisno od hipoteze o strukturi atoma, veoma rano je bilo uoåeno da se o
atomima moæe mnogo nauåiti ispitivaçem çihovih linijskih spektara.

U drugoj polovini XIX veka bilo je opaæeno desetine hiÿada spektralnih li-
nija razliåitih elemenata. U çihovom pronalaæeçu naroåito su se istakli Runge
(Carl David Tolmé Runge, 1856–1927), Kajzer (Heinrich Gustav Johannes Kayser,
1853–1940) i Paãen (Friedrich Paschen, 1865–1940). Tako ogromna masa poda-
taka paæÿivo je ureœena u vidu tablica. Do 1913. godine totalni broj radova iz
spektralne analize dostigao je cifru od pedeset hiÿada. Tada je, na primer, veñ bilo
poznato i to da æuta natrijumova D linija u stvari predstavÿa dve veoma bliske li-
nije D1 = 5895,9236 Å i D2 = 5889,9504 Å.

Meœutim, krajçi ciÿ svake nauke nije prikupÿaçe åiçenica nego uspo-
stavÿaçe veza izmeœu razliåitih pojava na osnovu prikupÿenih åiçenica i prona-
laæeça uzroka za te veze. Bilo je jasno da tako masivne tablice spektralnih linija
sadræe izvanredno mnogo podataka o strukturi atoma; problem je bio kako te po-
datke izvuñi iz çih.

4.1.1 Balmerova serija

Prvi koji je uoåio neku vrstu sistema u mnoãtvu brojeva koje su sadræavale
tablice bio je Balmer (Johann Jakob Balmer, 1825–1898). On je 1885. godine zapa-
zio da redosled åetiri linije u vidÿivom delu spektra vodonikovog atoma moæe da se
opiãe sledeñim izrazom:
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(4.1.1)

gde je n = 2, k = 3, 4, 5 ... i b = 3645,6 Å. Ovaj jednostavni izraz ima izvanredan
znaåaj stoga ãto je taåan, kao ãto se moæe videti iz Tabele 4.2.1. Druga kolona poka-
zuje talasne duæine za prve åetiri linije vidÿivog dela spektra vodonikovog atoma iz-
raåunate po Balmerovoj formuli a treña eksperimentalne vrednosti koje je mnogo go-
dina ranije dobio Angstrem (Anders Jons Ångstrem, 1814–1874).

Balmerovo otkriñe otvorilo je novu eru u nauci o atomima. Pre isteka godine
od objavÿivaça Balmerove formule Runge je primetio, 1886. godine, da Balme-
rova formula postaje mnogo oåiglednija ako se talasna duæina λ zameni frekvenci-
jom, ν = c/λ:

. (4.1.2)

Tabela 4.2.1 Talasne duæine linija vodonikovog atoma po Balmeru

Godine 1890, Ridberg (Johannes Robert Rydberg, 1854–1919), predloæio je da se
formula piãe u obliku u kome se koristi i danas:

(4.1.3)

gde je c brzina svetlosti, a n i k proizvoÿni celi brojevi, n < k. Konstanta R koja iznosi
109677,576  ±  0,012 cm-1  naziva se  Ridbergova  konstanta.  S obzirom na to da je
ν/c =  konaåno dobijamo:

. (4.1.4)

Uzimajuñi da je n = 2 moæemo izraåunati celu Balmerovu seriju, za koju su eksperi-
mentalno pronaœeni ålanovi sve do k = 37.

U isto vreme javila se i ideja da se frekvencija spektralnih linija izrazi kao raz-
lika dva spektralna terma (ålana), Tn i Tk:

(4.1.5)

Oznaka linije Izraåunata talasna d.(Å) 
(Balmer)

Izmerena talasna d.(Å) 
(Ångstrem) n k

Hα 6562,08 6562,1 2 3

Hβ 4860,80 4860,74 2 4

Hγ 4340,0 4340,1 2 5

Hδ 4101,3 4101,2 2 6
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ãto samo za sebe ne predstavÿa naroåito poboÿãaçe. Meœutim, 1908. godine, Ric
(Walter Ritz, 1878–1909), objasnio je prednosti ove reprezentacije formuliãuñi poz-
nati kombinacioni princip: frekvencija (talasni broj) svake linije u spektru bilo kog
atoma moæe se predstaviti kao razlika dva spektralna terma Tn i Tk. Ovo vaæi åak i u
sluåaju kada se posebni termovi ne mogu izraziti u tako jednostavnoj formi kao kod
vodonikovog atoma.

4.1.2 Lajmanova, Paãenova i druge serije

Uporedo sa Balmerovom serijom u spektru koji daje vodonik u atomskom
staçu zapaæen je i niz drugih serija koje se predstavÿaju istom formulom. Tako je u
dalekoj ultraÿubiåastoj oblasti spektra Lajmen (Lyman), 1914, otkrio seriju:

(4.1.6)

k = 2, 3, 4, ...
U infracrvenoj oblasti naœene su tri serije:
Paãenova (Paschen), 1908,

(4.1.7)

k = 4, 5, 6, ...
Breketova (Bracket), 1922,

(4.1.8)

k = 5, 6, 7, ...
Pfundova (Pfund), 1924,

(4.1.9)

k = 6, 7, 8, ...
U Tabeli 4.2.2 prikazane su talasne duæine (talasni brojevi) karakteristiånih linija iz
spektra vodonikovog atoma.

Slika 4.1.1 Spektar vodonikovog atoma – Balmerova serija.

Hα Hβ Hγ Hδ H∞

6562,8Å 4340,5Å
4861,3Å 4101,7Å
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Tabela 4.2.2 Talasne duæine i talasni brojevi prvih nekoliko linija iz razliåitih serija spektra
vodonikovog atoma

*Ovde su unete novije vrednosti za talasnu duæinu linija a ne one koje je dobio Angstrem a 
koje su pokazane u Tabeli 4.2.1.

Iz tabele se jasno vidi da Lajmenova serija pada u ultraÿubiåastu oblast (λ < 3700
Å) Balmerova u vidÿivu (3700 Å < λ < 6700 Å), a Paãenova, Breketova i Pfundova
u infracrvenu (λ > 6700 Å). Iz Tabele se, takoœe, moæe neposredno proveriti Ricov
kombinacioni princip koji se moæe izraziti i na sledeñi naåin:

n 1 2 3 4 5

k Lajmen Balmer* Paãen Breket Pfund

2 1216 Å
82257cm-1 6563 Å

3 1026 Å
97466 cm-1 15233cm-1

4 973 Å
102807cm-1

4861 Å
20565cm-1

18751 Å
5333 cm-1

5 950 Å
105263cm-1

4340 Å
23033cm-1

12818 Å
7801cm-1

40500 Å
2467cm-1

6 938 Å
106630cm-1

4102 Å
24374cm-1

10938 Å
9142cm-1

26300 Å
3799cm-1

74000 Å
1350cm-1

ν̃kk ′ ν̃nk ′ ν̃nk–=

Slika 4.1.2 Ãema termova H-atoma. Talasne duæine spektralnih linija izraæene su u angstremima. 
(1Å = 0,1 nm). 
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Prvi indeks oznaåava glavni kvantni broj osnovnog a drugi pobuœenog staça. Na
primer, talasni broj prelaza sa kl = 4 na k = 3 (ãto odgovara prvoj liniji iz Paãenove
serije) moæe se dobiti bilo iz Lajmenove serije gde je n = 1:

ili iz Balmerove, n = 2:

.

Vezu izmeœu razliåitih serija najlakãe je uoåiti iz Grotrijanovog dijagrama,
Slika 4.1.2, u kome su po vertikalnoj osi naneti spektralni termovi. Poãto se, prema
Plankovoj relaciji , svakoj frekvenciji moæe pripisati
odreœena energija, to se i svakom spektralnom termu moæe pridruæiti odreœeni ener-
gijski nivo. Iz dijagrama je oåigledno to kako se obrazuju razliåite spektralne serije.
Svaka serija ima jedan osnovni term koji u kombinaciji sa ostalim, viãim termovima
generiãe seriju. S obzirom na to da se razlika meœu termovima meça sa 1/k2, sa po-
rastom k ovaj ålan brzo teæi nuli kada se dostiæe granica serije.

4.2 BOROV MODEL ATOMA

Åiçenica da je iz Raderfordovog ogleda usledio nuklearni model atoma kao i
to da je na osnovu spektroskopskih mereça bilo moguñe definisati unutraãçe nivoe
u atomima nije bila dovoÿna da objasni brojne protivreånosti o strukturi atoma, po-
sebno çegovu stabilnost. Po modelu Raderforda atomsko jezgro preånika ≈ 10-14 m
nosi celokupno pozitivno naelektrisaçe atoma, + Ze. Oko çega se nalazi Z elekt-
rona åineñi atom elektroneutralnim. Jasno je da se elektroni moraju kretati jer bi
inaåe u staçu mirovaça bili privuåeni pozitivnim jezgrom (pali bi u çega) pa atom
kao celina ne bi bio stabilan. Stoga je pretpostavÿeno da se elektroni oko jezgra
kreñu u kruænim orbitama poput planeta oko Sunca.

4.2.1 Osnovne interakcije

Posmatrajmo atom vodonikovog tipa, tj., atomsko jezgro naelektrisaça, + Ze,
mase, M, oko koga se po kruænoj orbiti radijusa r, kreñe samo jedan elektron åije je
naelektrisaçe -e a masa m. S obzirom na to da je masa jezgra oko 2000 puta veña od
mase elektrona, u prvoj aproksimaciji kretaçe jezgra moæe se zanemariti. U kons-
tantnoj kruænoj orbiti elektron se odræava ravnoteæom izmeœu elektrostatiåke sile
privlaåeça i centrifugalne sile. S obzirom na to da je elektrostatiåka sila izmeœu dva
taåkasta naelektrisaça data Kulonovim zakonom:

(4.2.1)

a centrifugalna sila izrazom:

(4.2.2)

ṽ34 ṽ14 ṽ13 102807 cm 1– 97466 cm 1– 5332 cm 1–=–=–=

ṽ34 ṽ24 ṽ23 20565 cm 1– 15233 cm 1– 5332 cm 1–=–=–=

E hv   hc λ hcṽ=⁄==

Fq

1
4πε0

-----------  Ze2

r
2

---------=

Fc

mυ
2

r
----------=
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imamo:

(4.2.3)

gde je υ periferna brzina elektrona po orbiti radijusa r. Odavde moæemo dobiti izraz
za kinetiåku energiju elektrona, T:

. (4.2.4)

Potencijalnu energiju elektrona, U, dobijamo iz åiçenice da je ona jednaka
radu, A, koji se izvrãi da bi se elektron iz beskonaånosti doveo na rastojaçe r od jez-
gra:

(4.2.5)

. (4.2.6)

S obzirom na to da se elektron i jezgro privlaåe, prilikom çihovog pribliæavaça
vrãi se negativni rad pa je potencijalna energija negativna (u potpunoj analogiji sa
potencijalnom energijom mase u gravitacionom poÿu). Ukupna energija dobija se
sabiraçem potencijalne, U, i kinetiåke, T:

E = U + T (4.2.7)

ili s obzirom na to da je [uporeœeçem (4.2.4) i (4.2.6)] U = –2T:

E = –2T + T = –T (4.2.8)

. (4.2.9)

Negativni predznak ukupne energije pokazuje da je elektron u vezanom staçu.
Prema zakonima klasiåne elektrodinamike naelektrisaçe u ubrzanom kretaçu

neprekidno emituje elektromagnetnu energiju. U sluåaju elektrona koji se kreñe oko
atomskog jezgra to bi znaåilo da prema zakonima klasiåne elektrodinamike on treba
neprekidno da emituje zraåeçe. Poãto u tom procesu postepeno gubi energiju, spek-
tar emitovanog zraåeça bi bio kontinualan, a elektron bi u vremenskom intervalu
reda veliåine 10-8 sekundi pao u jezgro. S obzirom na to da se atomi odlikuju izu-
zetno velikom stabilnoãñu i da su atomski spektri linijski, jasno je da je klasiåna
elektrodinamika neprimeçiva na mikroskopske, atomske sisteme.
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4.2.2 Borovi postulati

Problem primene klasiåne elektrodinamike na atomske sisteme reãio je 1913.
godine Bor (Niels Henrik David Bohr, 1885–1962, Nobelovu nagradu za fiziku do-
bio 1922. godine) predloæivãi teoriju koja je uspeãno objasnila spektre jednoelekt-
ronskih atoma. Jednom je Nils Bor rekao:

“Nemoguñnost teorija klasiåne fizike da objasne atomske fenomene je potom
joã viãe doãla do izraæaja napretkom naãeg znaça o strukturi atoma. Raderfordovo
otkriñe atomskog jezgra (1911) je odjednom otkrilo nepogodnost pojmova klasiåne
mehanike i klasiånog magnetizma da objasne stabilnost atoma. I ovde je opet
kvantna teorija dala kÿuå za razjaãçeçe situacije, a, posebno, postalo je moguñe
objaãçeçe atomske stabilnosti, kao i empirijskih zakona koji upravÿaju spektrima
elemenata, polazeñi od pretpostavke da se svaka reakcija atoma u kojoj dolazi do iz-
mene energije dogaœa u potpunosti preko prelaza izmeœu tzv. stacionarnih staça, i
da spektri nastaju u stepenastim procesima u kojima je svaki prelaz prañen emisijom
monohromatskog svetlosnog kvanta.”

Osnovi teorije mogu se izloæiti u obliku Borovih postulata (pretpostavki):
1) Kulonova sila saopãtava planetarnom elektronu centripetalno ubrzaçe pot-

rebno za dinamiåki stabilnu kruænu putaçu;
2) dozvoÿene su samo one orbite kod kojih je moment impulsa (ugaoni mo-

ment) elektrona celobrojni umnoæak ñ gde je ñ = h/2π: mυr = nñ, n = 1, 2, ... i h
Plankova konstanta;

3) elektron koji se kreñe po stabilnoj orbiti ne zraåi;
4) emisija ili apsorpcija zraåeça deãava se samo za vreme prelaska elektrona

iz jedne orbite u drugu.
Prvim postulatom prihvañen je planetarni model atoma kao i åiçenica da su

dominantne interakcije u atomu elektrostatiåke prirode.
Iz drugog postulata sledi da je pored naelektrisaça i energije u atomskim sis-

temima kvantiran i moment koliåine kretaça.
Treñi postulat odbacuje problematiånu tvrdçu da naelektrisaçe u ubrzanom

kretaçu mora da zraåi u atomskim sistemima uprkos çenoj vaÿanosti u makros-
kopskom svetu.

Åetvrti postulat uspostavÿa vezu sa Plankovom teorijom zraåeça, poãto je
frekvencija fotona koji se emituje ili apsorbuje data energijskom razlikom dva staça
podeÿenom sa h.

Borovi postulati se jednaåinama mogu izraziti na sledeñi naåin:

1) ;

2) L = mυr = nñ, ñ = h/2π, n = 1,2,3,...;

3) E1, E2, E3, ... diskretna, stabilna staça;

4) v = (Ei – Ej)/h.

Iz drugog postulata proizlazi:
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. (4.2.10)

Zameçujuñi (4.3.10) u (4.3.4) dobijamo izraz za radijus dopuãtenih orbita, rn:

(4.2.11)

Za n = 1, r1 = 0,529Å, pa je: 

. (4.2.12)

Radijus orbite svakog staça proporcionalan je kvadratu çegovog glavnog kvantnog
broja, n2.

Zamenom rn u izrazu (4.2.9) dobijamo dopuãtene energije u funkciji od gla-
vnog kvantnog broja:

(4.2.13)

Za vodonik je Z = 1 pa sledi:

(4.2.14)

4.2.3 Ridbergova konstanta i spektralne serije

Iz åetvrtog Borovog postulata neposredno dobijamo da je:

(4.2.15)

odakle zamenom u jednaåini (4.2.13) za kvantne brojeve n i k dobijamo:

(4.2.16)

ili s obzirom na to da je:
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(4.1.4) (4.2.17)

uporeœeçem (4.2.16) i (4.2.17) dobijamo Ridbergovu konstantu kao kombinaciju
drugih univerzalnih konstanti:

(4.2.18a)

. (4.2.18b)

Indeks ∞ oznaåava da je Ridbergova konstanta izraåunata pod pretpostavkom da at-
omsko jezgro ima beskonaåno veliku masu u odnosu na masu elektrona. Zamenom
odgovarajuñih vrednosti za masu i naelektrisaçe elektrona te za Plankovu konstantu
i brzinu svetlosti, na osnovu Borovog modela dobija se da je R∞ = 1,0973731 ×
10+7 m-1 ãto je u dobroj saglasnosti sa eksperimentalno dobijenom vrednoãñu, R =
1,09677576 × 10+7 m-1. Ovako dobro slagaçe predstavÿalo je veliki uspeh Borove
teorije jer je Ridbergovoj konstanti, kao vaænom empirijskom parametru, dala fi-
ziåki smisao.

Iz naåina na koji je Ridbergova konstanta izraåunata po Borovom modelu
sledi da empirijski utvrœene vrednosti spektralnih termova predstavÿaju energijska
staça elektrona u razliåitim stacionarnim staçima atoma vodonika. Na Slici 4.2.1
ãematski je prikazan Borov model atoma vodonika kao i poreklo spektralnih serija u
çemu. Neutralni atom vodonika sadræi samo jedan elektron. Do pojave spektralne
linije dolazi prilikom prelaska elektrona iz niæeg u viãe staçe kada se zraåeçe ap-
sorbuje (apsorpcioni spektar) ili iz viãeg u niæe kada se zraåeçe emituje (emisioni
spektar). Da li ñe izvesna spektralna linija biti opaæena bilo u apsorpcionom bilo u
emisionom spektru zavisi od zauzetosti energijskih staça, tj. od poåetnog staça u
kome se nalazi elektron. Apsorpcija iz odreœenog staça podrazumeva da se elekt-
ron veñ nalazio u tom staçu.
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Slika 4.2.1 Ãematski prikaz Borovog atomskog 
modela i porekla spektralnih serija.
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Prilikom emisionog prelaza, elektron pada sa viãeg na niæe, nepopuçeno
staçe. Normalno, pre toga elektron mora biti podignut u viãe energijsko staçe pro-
cesom pobuœivaça (ekscitacije), tj. uz utroãak energije. Na normalnim temperatu-
rama u apsorpcionom spektru atoma vodonika opaæaju se samo linije Lajmenove
serije poãto je tada samo najniæe energijsko staçe elektrona popuçeno, n = 1, Slika
4.2.1. Ako se u apsorpcionom spektru pojave i linije neke druge serije, na primer Bal-
merove, moæe se zakÿuåiti da su, u uslovima u kojima se nalaze apsorbujuñi atomi, i
staça sa n > 1 delom naseÿena. Pojava linija Balmerove serije u apsorpcionom spe-
ktru vodonika nedvosmisleno ukazuje na to da se kod nekih atoma elektron nalazi u
staçu sa n = 2. Ta åiçenica predstavÿa osnovu za spektroskopsko mereçe tempe-
rature zvezda. Na dovoÿno visokim temperaturama, usled termalne ekscitacije
atomi, elektroni u atomu vodonika zauzimaju razliåita energijska staça. U ravnoteæi,
naseÿenost pojedinih staça ponaãa se po Bolcmanovom zakonu raspodele. Iz rela-
tivnog intenziteta linije Lajmenove i Balmerove serije u apsorpcionom spektru mo-
guñe je eksperimentalno utvrditi relativnu naseÿenost staça za n = 1 i n = 2 a odatle
primenom Bolcmanovog zakona i ravnoteænu temperaturu atoma vodonika koji ap-
sorbuju zraåeçe. Tako je, na primer, na povrãini Sunca na osnovu intenziteta apsor-
pcionih linija naœeno da je odnos broja atoma vodonika kod kojih se elektron nalazi
u staçu sa n = 1 prema broju atoma za koji je n = 2 pribliæno 1:10-8. Odatle se dobija
da je na povrãini Sunca T = 6000 K.

4.2.4 Zavisnost Ridbergove konstante od mase jezgra

Neslagaçe izmeœu teorijske i eksperimentalne vrednosti od 0,1% u drugim
okolnostima moglo bi se zanemariti. Meœutim, imajuñi na umu da su sve konstante
koje su koriãñene za izraåunavaçe R∞ poznate sa mnogo veñom taånoãñu, jasno je
da razlika izmeœu teorije i eksperimenta potiåe od nesavrãenosti teorije. Prva pop-
ravka teorijske vrednosti za Ridbergovu konstantu dobija se uzimaçem u obzir ko-
naånog odnosa izmeœu mase jezgra i mase elektrona.

Poznato je da osa rotacije krutog tela prolazi kroz çegov centar mase. Isto
tako je poznato da se kruto telo moæe dovesti u indiferentnu ravnoteæu ako se çegov
centar mase (zapravo teæiãte koje se u homogenom gravitacionom poÿu poklapa sa
çim) poklapa se taåkom oslonca, Slika 4.2.2. U takvim uslovima, momenti sile koji
deluju na razliåitim stranama taåke oslonca su jednaki:

Slika 4.2.2 Uz definiciju redukovane mase: a) elektron, mase m koji kruæi na konstantnom
rastojaçu oko jezgra mase M moæe se predstaviti kao kruto telo kod koga se mase m i M nalaze
na konstantnom rastojaçu r; b) centar rotacije krutog tela nalazi se u çegovom centru mase; c)
rotacija krutog tela kod koga se nejednake mase nalaze na rastojaçu r moæe se opisati kao rota-
cija tela mase µ (u µ je redukovana masa) po krugu radijusa r.

M a)

r m

rn rθ

νn

νθ

M b)

C
rn

rθ

e
m

C

r

e

c)

µ



4.2 BOROV MODEL ATOMA 95

E:\04.fm 7/1/04

m1r1g = m2r2g (4.2.19)

ili:

. (4.2.20)

Kretaçe elektrona oko jezgra po kruænoj orbiti radijusa r moæemo shvatiti kao rota-
ciju krutog tela koje se sastoji od dve taåkaste mase, M i m, na konstantnom rasto-
jaçu r. Tada elektron i jezgro jednovremeno rotiraju istom ugaonom brzinom, ω,
oko zajedniåkog centra mase koji se nalazi na rastojaçu rn od jezgra i re od elekt-
rona, pri åemu je rn + re = r. Prema analogiji sa krutim telom jednaåina (4.2.20)
ovde vaæi:

(4.2.21)

odakle dobijamo radijuse putaça elektrona i jezgra:

(4.2.22)

. (4.2.23)

Sada na ovaj sistem primeçujemo drugi Borov postulat:

. (4.2.24)

Kako imamo dve mase, m i M, koje kruæe oko zajedniåkog centra perifernim brzi-
nama υe i υn na rastojaçima re i rn, respektivno, ukupan moment koliåine kretaça
(na koji se odnosi Borov uslov kvantiraça), jednak je zbiru nuklearnog i elektron-
skog momenta:

L = Le + Ln = nñ (4.2.25)

Le = mυere = m (4.226)

(4.2.27)

. (4.2.28)

Nas ne zanimaju relativna rastojaça elektrona i jezgra od centra mase pa ih se, ko-
risteñi relacije (4.2.22) i (4.2.23), u izrazu (4.2.28) moæemo osloboditi:

. (4.2.29)
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Izvlaåeçem ispred zagrade proizvoda m⋅M, sabiraçem razlomaka i skrañivaçem
dobijamo:

. (4.2.30)

Uvoœeçe nove promenÿive µ:

(4.2.31)

najzad se dobija:

. (4.2.32)

Poreœeçem ovog izraza sa jednaåinom (4.2.28) dobijamo vaænu relaciju:

. (4.2.33)

Promenÿiva µ naziva se redukovanom masom. Pojam redukovane mase ima veliki
znaåaj zbog toga ãto se rotacija krutog tela sa dve taåkaste mase M i m, na konstant-
nom rastojaçu, r, moæe predstaviti kao rotacija taåkaste mase µ po kruænoj putaçi
r, kao ãto se vidi iz posledçe jednaåine. Drugim reåima, kretaçe elektrona i jezgra
oko zajedniåkog centra mase moæe se opisati istim jednaåinama koje su izvedene za
sluåaj da je masa jezgra beskonaåna, s tim ãto se u izrazima masa elektrona za-
meçuje redukovanom masom. Na primer, ako æelimo da izraåunamo rotacionu ki-
netiåku energiju jezgra i elektrona koji kruæe oko zajedniåkog centra mase imamo:

(4.2.34)

. (4.2.35)

Zamenom izraza u brojiocu po relaciji (4.2.33) konaåno dobijamo:

(4.2.36)

ãto je ekvivalentno izrazu (uz r = υ) za kinetiåku energiju elektrona koji kruæi oko
jezgra beskonaåno velike mase, jednaåina (4.2.4). Prema tome, vidimo da
uvoœeçem redukovane mase sve (do sada) izvedene jednaåine za atom vodoniko-
vog tipa vaæe uz zamenu :
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(4.2.37)

(4.2.38)

. (4.2.39)

Zato ãto Ridbergova konstanta zavisi od redukovane mase, jednaåina (4.2.39),
a ova opet od mase jezgra, jednaåina (4.2.31), oåigledno je da ñe konstanta za raz-
liåite atome vodonikovog tipa biti neznatno razliåita:

(4.2.40)

ili:

. (4.2.41)

Ovaj odnos je grafiåki prikazan na Slici 4.2.3 gde se vidi da Rµ postaje praktiåno ne-
zavisno od mase jezgra za M = 20 a.j.m. Uoåÿiva je izrazita zavisnost Ridbergove
konstante od mase jezgra pri maçim masama. Na primer, za atom vodonika

 a za atom deuterijuma, koji ima dvostruko veñu masu,
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Slika 4.2.3 Zavisnost Ridbergove konstante od mase atomskog jezgra.
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Uporeœujuñi vrednost za Ridbergovu konstantu, Rµ = 1,0967758 ×107 m-1 sa
eksperimentalnom, R = 1,09677576 × 107 m-1 vidimo da postoji slagaçe na sedam
znaåajnih cifara. Ovakvo slagaçe nesumçivo ukazuje na ispravnost Borovih postu-
lata i na vaÿanost Borove teorije kada je reå o spektrima atoma vodonikovog tipa.
Na primer, primenom izraza (4.3.41) na atom vodonika moguñe je spektroskopski
odrediti odnos mase protona (jezgra atoma vodonika) i mase elektrona:

(4.2.42)

To je, takoœe, ohrabrilo istraæivaåe da kvantitativno tumaåe spektre atoma vodoni-
kovog tipa ãto je neposredno dovelo do dva znaåajna rezultata – otkriña deuteri-
juma, Odeÿak 4.4.1, i pravilnog tumaåeça spektara zvezda, Odeÿak 4.4.2.

4.3 FRANK-HERCOVI OGLEDI

4.3.1 Pobuœivanje atoma sudarima – odreœivanje energije 
pobuœivanja (ekscitacije)

Prema Borovoj teoriji, moguña energijska staça atoma su diskretna, a atom
emituje foton energije hv prelazeñi iz kvantnog staça viãe energije En u kvantno
staçe niæe energije Em (Borov uslov frekvencije):

hv = En – Em.

Potvrda ovog (i drugih Borovih postulata) bila je
objaãçeçe spektra vodonikovog atoma pomoñu Boro-
vog modela atoma. Meœutim, ispravnost Borove teorije
moæe da se potvrdi i eksperimentima u kojima se
prouåavaju sudari elektrona sa odreœenim atomima.
Ovakve eksperimente joã 1913. godine izvodili su Õ.
Frank i G. Herc (James Franck, 1882–1964; Gustav
Hertz, 1887–1975), ãto im je 1925. donelo Nobelovu
nagradu za fiziku. Eksperimenti Franka i Herca imali su
u svoje vreme ogroman znaåaj jer su omoguñili nepo-
sredno odreœivaçe Plankove konstante h.

Principijelna ãema Frank-Hercovog eksperimenta
prikazana je na Slici 4.3.1. Tri elektrode (katoda, anoda
i reãetka, odnosno mreæica) smeãtene su u cevi u kojoj
se nalazi æivina para pri pritisku od 1 mm Hg. Elektroni
koje emituje usijana katoda ubrzavaju se elektriånim
poÿem koje postoji izmeœu katode i reãetke i pri tome
stiåu kinetiåku energiju, T (= eU). Jaåina poÿa moæe da
se meça promenom napona (U) izmeœu katode i

reãetke (na primer, od 0 do 30 V). Anoda na kojoj se skupÿaju elektroni i koja je ve-
zana za galvanometar kojim se meri struja, ima za 0,5 V niæi potencijal od potenci-
jala reãetke. To znaåi, da u prostoru izmeœu reãetke i anode vlada za elektrone uspo-
ravajuñe elektriåno poÿe. Kreñuñi se od katode ka mreæici elektroni se sudaraju sa
atomima æive pri åemu gube kinetiåku energiju. Zbog toga do anode dolaze samo

Mp

me

------  1836 15.,=

Slika 4.3.1 Ãematski prikaz
Frank-Hercovog ogleda. Struja
se meri galvanometrom G. Sa a
je oznaåena anoda, g je reãetka a
k katoda koja se neposredno gre-
je pomoñnim izvorom napona.

G
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elektroni sa energijom veñom ili jednakom od energije usporavajuñeg poÿa izmeœu
mreæice i anode, u ovom sluåaju 0,5 eV. Zavisnost jaåine elektriåne struje koja pro-
lazi kroz galvanometar od napona koji je uspostavÿen izmeœu katode i mreæice ima
oblik kao na Slici 4.3.2.

Kako se sa slike vidi, s porastom napona struja u poåetku jednoliåno raste, pa
pri nekoj odreœenoj vrednosti napona dostiæe maksimum. Posle toga struja opada i
dostiæe minimum, a zatim opet raste, itd. Minimum struje pri odreœenoj vrednosti
napona pokazuje to da najveñi broj elektrona nema dovoÿno energije, jer su je izgu-
bili u sudarima sa atomima æive, da preœe put na kojem vlada usporavajuñe poÿe, od
mreæice do anode.

Energija elektrona pri elastiånim sudarima sa atomima æive (u elastiånim su-
darima atomi æive preuzimaju od elektrona energiju u obliku kinetiåke, pa za ovaj
tip sudara vaæe zakoni o odræaçu kinetiåke energije i impulsa) praktiåno se ne
meça zbog velike razlike u masama partnera koji se sudaraju, pa je pad struje posle-
dica neelastiånih sudara elektrona i atoma æive. U neelastiånim sudarima sa elektro-
nima, primÿenu energiju atom æive pretvara u neki oblik svoje unutraãçe energije.
Kako se minimumi struje zapaæaju pri odreœenim vrednostima napona izmeœu ka-
tode i mreæice, npr. 4,9 V ili 9,8 V, zakÿuåujemo da atomi æive u neelastiånim suda-
rima “preuzimaju” od elektrona energiju koja je prosti umnoæak iznosa od 4,9 eV.
Apsorbujuñi ovu taåno odreœenu energiju atomi æive se pobuœuju i prelaze u viãe
energijsko staçe (viãe kvantno staçe). Na osnovu poloæaja minimuma struje za-
kÿuåujemo da energije ekscitacije (pobeœivaça) atoma æive, koja se definiãe kao
razlika energije pobuœenog (kvantnog) staça i osnovnog staça u kojem se atomi
æive normalno nalaze, iznosi 4,9 eV. Takoœe, sledi da su elektroni sposobni za nee-
lastiåni sudar s atomima samo ako imaju energiju jednaku (ili veñu) od energije po-
buœivaça najniæeg (pobuœenog) kvantnog staça. Tako se iz toka krive vidi da struja
jednoliåno raste do napona od 4,9 V, ãto znaåi da elektroni sa energijama niæim od
4,9 eV trpe samo elastiåne sudare. Pri naponu od 4,9 V struja opada, jer izvestan broj
elektrona gubi svu svoju energiju u neelastiånim sudarima, pa ne moæe da preœe put
od reãetke do anode, na kojem vlada usporavajuñe poÿe. Kada je energija elektrona
znatno veña od 4,9 eV, tada oni i posle neelastiånog sudara zadræavaju dovoÿnu ko-
liåinu energije da preœu put mreæica – anoda, pa struja opet poåiçe da raste.

Svi elektroni koji su, pri odreœenoj vrednosti
ubrzavajuñeg napona, pretrpeli neelastiåni sudar
stiæu na anodu sa istom energijom, nezavisno od
vrednosti energije koju su u trenutku sudara imali,
ãto moæe da se pokaæe na sledeñi naåin: pretposta-
vimo da je potencijal katode 0, potencijal anode VA

i da je reãetka ukloçena. Neka elektron pretrpi
neelastiåni sudar na mestu na kojem je potencijal
Vx. Preostaje mu energija e (Vx-VE), gde je eVE ka-
rakteristiåna energija koju je elektron predao
atomu æive. Potencijalna razlika na preostalom
putu do anode je (VA-Vx), pa se energija elektrona
uveñava do vrednosti:

e(Vx-VE) + e(VA-Vx) = e(VA-VE)
Slika 4.3.2 Zavisnost struje od

ubrzavajuñeg napona izmeœu kato-
de i reãetke u Frank-Hercovom og-
ledu. Struje su reda veliåine nA.
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Kao ãto smo pokazali, ova energija ne zavisi od mesta na kojem se dogodio
prvi neelastiåni sudar. Ukoliko je ubrzavajuñi potencijal dovoÿno visok, elektron na
svom putu moæe da pretrpi viãe neelastiånih sudara, pa otuda periodiåno pojavÿi-
vaçe maksimuma (i minimuma). Tako struja drugi put poåiçe da opada pri vred-
nosti napona od 9,8 V – elektroni ubrzani potencijalnom razlikom od 9,8 V mogu da
pretrpe neelastiåni sudar sa atomima æive dva puta, a u svakom pojedinom sudaru
gube energiju od 4,9 eV.

Iz eksperimenta sledi da je vrednost energije od 4,9 eV bitna karakteristika
atoma æive i ona predstavÿa prvi potencijal pobuœivaça æive ili taånije energiju
potrebnu da atom æive preœe iz osnovnog u prvo pobuœeno kvantno staçe. Prema
Borovom postulatu, oåekujemo da pobuœeni atom æive posle kratkog vremena (oko
10-8 sekundi) preœe u osnovno staçe uz emisiju kvanta energije:

Å

(h je Plankova konstanta, λ talasna duæina, v frekvencija, a c brzina svetlosti). I ovo
oåekivaçe su potvrdili Frank i Herc koji koji su spektrografom detektovali zraåeçe
iz cevi talasne duæine 2537 Å a zatim na osnovu ove vrednosti talasne duæine odre-
dili i Plankovu konstantu h.

Sistematsko odreœivaçe energije pobuœivaça, odnosno ekscitacionih poten-
cijala razliåitih kvantnih staça vrãi se, takoœe, primenom metode elektronskih su-
dara. Za ovakva mereça koristi se savrãenija eksperimentalna tehnika. Glavni
nedostatak prethodne aparature bila je nemoguñnost razdvajaça bliskih maksi-
muma. Proraåuni pokazuju to da oblik krive zavisi od veliåine pada potencijala na
duæini sredçeg slobodnog puta l, odnosno od proizvoda l grad(U) [grad(U)=dU/dx].
Ukoliko je ova veliåina maça, maksimumi su oãtriji, boÿe mogu da se odrede kri-
tiåni potencijali i boÿe je razdvajaçe bliskih energija pobuœivaça. Meœutim, ako je
l grad(U) malo, tada ne mogu da se odrede energije viãih stepena ekscitacije. Ovaj
nedostatak Frank i Herc izbegli su i aparaturu izmenili tako da su se elektroni ubrza-
vali u jednom delu aparature, a sudarali se sa ispitivanim atomima u drugom delu.
Bilo je dovoÿno da se za ovo uvede joã jedna reãetka g1, na malom rastojaçu od ka-
tode k, u poreœeçu s veliåinom sredçeg slobodnog puta elektrona.

Na putu k-g1 elektroni stiåu celokupnu energiju, a ne gube je u sudarima jer je
u ovoj oblasti vrlo nizak pritisak. Sudari se deãavaju u prostoru izmeœu dve reãetke
g1 i g2. U ovoj oblasti ili nema elektriånog poÿa ili je ono takvo da omoguñuje blagi
porast energije elektrona. Izmeœu reãetke g2 i anode, kao i u prethodnom sluåaju,
postoji usporavajuñe elektriåno poÿe, Slika 4.3.3. Za odreœivaçe viãih ekscitacionih
potencijala treba da se podesi i pritisak gasa. Pritisci treba da budu niæi. Ovo je
vaæno jer je pri viãem pritisku broj elastiånih sudara elektrona sa atomima veliki
tako da gubici energije elektrona u ovim procesima nisu viãe zanemarÿivi. Pri dovo-
ÿno niskom pritisku i dovÿno visokom ubrzavajuñem naponu, postoji moguñnost da
se pobude i viãa energijska staça u atomu. Meœutim, vrednosti potencijala dobijene
neposredno eksperimentalnim putem, ne daju stvarne vrednosti ekscitacionih poten-
cijala jer nije iskÿuåena moguñnost da elektroni predaju atomima energiju u dva ili
viãe sudara, tako da tumaåeçe maksimuma, dobijenih eksperimentalnim putem, nije
jednostavno.

En Em hv 
hc

λ
------  4.9eV λ 2530=⇒===–
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4.3.2 Odreœivanje energije jonizacije

Na osnovu prethodno opisanih eksperimenata mogu da se odrede energije ek-
scitacije atoma, dakle razlike u energijama razliåitih kvantnih staça. Apsolutne
vrednosti energija kvantnih staça, E1, E2, ... dobijaju se odreœivaçem energija joni-
zacije atoma koja je definisana kao energija koju treba dodati da bi se elektron koji
ima najmaçu energiju veze u atomu (çih obiåno nazivamo perifernim ili spo-
ÿaãçim) potpuno udaÿio iz atoma. Postoje razliåite metode za odreœivaçe joniza-
cionih potencijala. U Hercovoj metodi, koriãñen je ureœaj koji se sastoji od katode k,
reãetke g1 cilindriåne reãetke g2 i cilindriåne anode a. Dodavaçem elektrode f, ovaj
ureœaj, koji je koriãñen prvenstveno za odreœivaçe energija ekscitacije, mogao je da
se upotrebi i za odreœivaçe energije jonizacije, Slika 4.3.4. U ovom eksperimentu
reãetka g2 spaja se s anodom (åime se one dovode na isti potencijal) i uspostavÿa se
potencijalska razlika izmeœu elektrode f (koja se zagreva) i reãetke g2. Elektroni
emitovani termoemisijom sa vlakna f izdvajaju se na anodi, a galvanometrom G
meri se jaåina termoelektronske struje. Pokazano je da jaåina termoelektronske
struje raste s porastom jaåine struje kojom se zagreva vlakno f ali samo do odreœene
granice, posle koje porast struje prestaje. Pri velikim jaåinama struje grejaça, oko
vlakna f obrazuje se oblak elektrona koji spreåava daÿi izlazak elektrona iz vlakna.
Struja bi daÿe rasla samo ako bi se smaçilo negativno naelektrisaçe oko vlakna f,
na primer, zbog rekombinovaça elektrona i pozitivnih jona nastalih u interakciji
elektrona, emitovanih sa katode k i ubrzanih u prostoru k-g1, i molekula gasa koji se
nalazi unutar cilindriåne reãetke g2. Moæemo, dakle, da zakÿuåimo da bi zbog nasta-
jaça pozitivnih jona u aparaturi, odmah porastao termoelektronski tok izmeœu f i g2.
Zato se i uspostavÿenim naponom izmeœu katode k i mreæice g1 (koji moæe da se
meça) elektroni ubrzavaju do energije koja je dovoÿna da izazove jonizaciju prisut-
nog gasa. Iz krive zavisnosti jaåine termoelektronske struje od napona izmeœu ka-

Slika 4.3.3 Aparatura za odreœi-
vaçe viãih potencijala ekscitacije.
Elektroni praktiåno svu kinetiåku
energiju stiåu na putu izmeœu ka-
tode k i prve reãetke g1, a sudaraju
se sa atomima æive u prostoru iz-
meœu g1 i g2.

Slika 4.3.4 Aparatura za odreœivaçe potencijala jo-
nizacije; (levo) aparatura je u svemu sliåna onoj prika-
zanoj na Slici 4.3.1 osim ãto sadræi mreæicu g2; (desno)
zavisnost termoelektronske struje nastale emisijom
elektrona sa vlakna f od ubrzavajuñeg napona izmeœu
katode, k i mreæice g1. Sa Uj je oznaåen potencijal joni-
zacije.
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tode, k i mreæice g1, Slika 4.3.4 (desno), moæe da se odredi energija jonizacije prisut-
nih atoma (molekula) gasa.

Na Slici 4.3.5
prikazan je prvi
jonizacioni po-
tencijal (energija
potrebna da se iz
neutralnog atoma
udaÿi spoÿaãçi
elektron) u zavis-
nosti od rednog
broja elementa.
Kao ãto se vidi,
jonizacioni po-
tencijal predsta-
vÿa tipiånu peri-
ferijsku osobinu
atoma, pa, prema
tome, periodiåno
zavisi od rednog
(atomskog) broja
elementa.

Najveñe vrednosti jonizacionih potencijala imaju atomi inertnih gasova, dok
alkalni atomi imaju najniæe vrednosti potencijala jonizacije. Do sada smo govorili o
prvim jonizacionim potencijalima koji se odnose na energije koje su potrebne za os-
lobaœaçe jednog elektrona iz neutralnog atoma. Meœutim, vaæno je da se odrede i
vrednosti energija potrebnih da se udaÿe sukcesivno drugi, treñi... elektron iz odgo-
varajuñeg jona. Za prouåavaçe uzastopnih stepena jonizacije i za odreœivaçe pri-
rode pozitivnih jona primeçuju se metode masene spektrometrije. Poãto se mase-
nim spektrometrom odreœuje odnos naelektrisaça prema masi ne/M, jon sa
naelektrisaçem ± n odgovara masi M/n (jer je ne/M=e/M/n).

4.4 SISTEMI SLIÅNI ATOMU VODONIKA

Izvanredno slagaçe Borove teorije sa eksperimentima na vodonikovom
atomu jasno je ukazalo na to da se ona moæe primeniti i za opisivaçe sistema sliånih
atomu vodonika. U poåetku, to se odnosilo na sisteme kod kojih oko atomskog jez-
gra kruæi jedan elektron, znaåi, izotope vodonika, jedanput jonizovanog helijuma,
He+, dva puta jonizovanog litijuma, Li++, itd. Kasnije se primena Borove teorije
proãirila i na druge sisteme koji se sastoje od dve åestice åija je energija uzajamnog
privlaåeça obrnuto proporcionalna rastojaçu meœu çima odnosno na sve sisteme
koji se mogu svesti na navedenu dvoåestiånu interakciju. Postoje brojni sistemi koji
ispuçavaju taj uslov: pored deuterijuma i jednoelektronskih jona (koji su meœu pr-
vima bili razmatrani), to su tricijum, mionijum, pozitronijum, mionski atomi, Rid-
bergovi atomi, itd. Ovi sistemi se mogu kvantitativno ispitati primenom Borove teo-
rije jednostavnom zamenom konstanti, mase i naelektrisaça odgovarajuñih åestica
od kojih je sistem izgraœen, u formulama izvedenim za atom vodonika. U ovom
odeÿku opisañemo nekoliko zanimÿivih sistema koristeñi Borov model atoma. Neki
sistemi su na ovaj naåin prvi put identifikovani (deuterijum, He+) dok za druge (na

Slika 4.3.5 Jonizacioni potencijal za elemente do rednog broja 93.
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primer, Ridbergove atome) analiza po Borovom modelu predstavÿa najjednostavniji
naåin za opisivaçe i predviœaçe nekih çihovih osnovnih osobina.

4.4.1 Izotopi vodonika

Po osobinama, vodoniku su najsliåniji çegovi izotopi, deuterijum i tricijum. U
tim atomima proton (jezgro atoma vodonika) je zameçen jezgrom koje ima isto na-
elektrisaçe ali koje pored protona poseduje neutrone – jedan neutron kod deuterijuma
i dva neutrona kod tricijuma. Tako je masa jezgra deuterijuma pribliæno 2Mp a masa
jezgra tricijuma 3Mp (Mp – masa protona). Tada, s obzirom na to da je m/Mp « 1
(m – masa elektrona), jednaåina (4.3.42), taåan izraz za redukovanu masu, µ  (4.3.31):

(4.4.1a)

moæe se pisati u pribliænom obliku, kao:

. (4.4.1b)

[Jednaåina (4.4.1b) je dobijena razvijaçem izraza (4.4.1a) u Tejlorov red u okolini
(m/M) ≈ 0; zadræan je samo prvi ålan razvoja kojim se za (m/M) « 1 sasvim dobro
aproksimira originalna funkcija (4.4.1a)]. Iz ove formule nalazimo da je redukovana
masa za atom vodonika:

. (4.4.1c)

za atom deuterijuma:

(4.4.1d)

i za atom tricijuma:

(4.4.1e)

S obzirom na to da je m « Mp oåigledno je da su redukovane mase vodonika, deuter-
ijuma i tricijuma veoma bliske i da se mogu bez velike greãke zameniti masom sa-
mog elektrona, m. Ove male razlike (reda 0,1%) se mogu zaista zanemariti ako se
posmatraju i uporeœuju opãte osobine atoma kao ãto su radijus atoma, jednaåina
(4.2.37), i energija jonizacije, jednaåina (4.2.38); vidimo da su obe veliåine prak-
tiåno iste za atom vodinika i çegove izotope. Meœutim, preciznost spektroskopskih
mereça dovoÿno je velika da se razlike od 0,1% sa lakoñom mogu uoåiti i meriti.
Kako je pokazano u prethodnom odeÿku, za atom vodonika postignuto je slagaçe
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izmeœu izmerene i izraåunate Ridbergove konstante na sedam znaåajnih cifara,
dakle sa greãkom pribliæno hiÿadu puta maçom od razlika koje se javÿaju zbog
promene mase atomskog jezgra. To znaåi da male razlike u redukovanim masama za
izotope vodonika, mogu spektroskopski da budu opaæene ãto je svojevremeno isko-
riãñeno za otkriñe deuterijuma.

Potraga za deuterijumom poåela je nakon otkriña neutrona, 1932. godine. Çe-
govo postojaçe u prirodnom vodoniku ranije je indirektno utvrœeno na osnovu ra-
zlike od 0,02% meœu vrednostima za atomsku masu vodonika dobijenu hemijskim
metodama i masenospektrometrijski. Koncentracija deuterijuma u prirodnom vodo-
niku bila je previãe niska da bi mogao da se opazi masenom spektrometrijom ali i
dovoÿno visoka da promeni atomsku masu odreœenu hemijskim metodama. (Danas
je poznato da prirodna rasprostraçenost deuterijuma iznosi 0,0156 %.) Godine
1932. Juri (H. C. Urey) je, sa saradnicima, propuãtajuñi elektriåno praæçeçe kroz
gasoviti vodonik dobijen uparavaçem 3 l teånog vodonika na zapreminu do 1 ml u
Balmerovoj Hβ liniji na 4861,326 Å pronaãao novu malu komponentu talasne
duæine 4860,000 Å åiji je poloæaj taåno odgovarao izotopu sa masom 2. Za to ot-
kriñe, zapravo otkriñe deuterijuma, Juri je 1934. godine dobio Nobelovu nagradu za
hemiju.

4.4.2 Jednoelektronski joni

Jednoelektronski jon ima istu strukturu kao atom vodonika s tom razlikom ãto
atomsko jezgro ima naelektrisaçe +Ze i masu M. Promena mase jezgra utiåe samo
na redukovanu masu sistema i saglasno jednaåini (4.4.1b) taj uticaj opada sa poras-
tom mase jezgra. Promena redukovane mase ne utiåe bitno na osnovne osobine sis-
tema (radijus i energiju jonizacije) zbog åega u spektrima dolazi samo do neznatnog
pomeraça linija kako je veñ opisano kod deuterijuma.

Porast naelektrisaça jezgra mnogo je vaæniji i u velikoj meri utiåe na pro-
menu osobina jednoelektronskih jona u odnosu na osobine vodonikovog atoma. Po-
rast naelektrisaça jezgra dovodi do porasta elektrostatiåke interakcije jezgro-elekt-
ron. Posledica toga je smaçeçe Borovog radijusa jona i porast energije jonizacije.
U odeÿku 4.2 naãli smo da radijus Borovog atoma opada sa porastom naelektrisaça
jezgra, u jednaåini (4.2.11):

(4.4.2a)

ili:

(4.4.2b)

a da energija vezivaça elektrona (stoga i energija jonizacije) raste sa kvadratom na-
elektrisaça atomskog jezgra, u jednaåini (4.2.13):

(4.4.3a)
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ili: . (4.4.3b)

Znaåi, vodoniku sliåni joni maçi su
od atoma vodonika ãto se moglo i oåeki-
vati s obzirom na jaåe privlaåeçe elekt-
rona i jezgra. Mnogo vaæniji je porast
energije vezivaça i energije jonizacije sa
porastom naelektrisaça jezgra. Zbog
kvadratne zavisnosti energije od naelektri-
saça dolazi do brzog porasta energije jo-
nizacije i do pomeraça spektralnog do-
mena, u kome joni emituju ili apsorbuju
zraåeçe, u ultraÿubiåastu oblast a za do-
voÿno veliko naelektrisaçe jezgra i u ob-
lasti x-zraåeça.

Na Slici 4.4.1 dat je uporedni preg-
led energijskih nivoa, prema jednaåini
(4.4.3a) za atom vodonika i jone He+ i
Li++.

Pored brzog pada energije osno-
vnog nivoa sa porastom naelektrisaça sa
Slike  4.4.1 se  moæe  uoåiti  to da pri ne-
kim vrednostima glavnog kvantnog broja
nH, nHe, i nLi, energije u sva tri sistema, za-
nemarujuñi razlike u redukovanim ma-
sama, postaju meœusobno jednake. Ovo je
lako objasniti pomoñu izraza (4.4.3a).
Poãto energija zavisi od odnosa (Z/n)2 to
se staça sa istom energijom mogu postiñi
pri razliåitim vrednostima Z i n za koje je çihov odnos konstantan. Na primer, jon
sa naelektrisaçem Zjon. e i glavnim kvantnim brojem njon. ima istu energiju kao i
atom vodonika kada je:

ili s obzirom na to da je ZH = 1:

(4.4.4)

Jednaåina (4.4.4) pokazuje uslov da energija jona bude jednaka energiji atoma vodo-
nika u staçu sa glavnim kvantnim brojem nH. Neka se atom vodonika nalazi u sle-
deñem, viãem kvantnom staçu definisanom kvantnim brojem nH+1. Saglasno us-
lovu (4.4.4) posmatrani jon istu energiju postiæe kada mu je glavni kvantni broj nj. =
Zj·(nH+1)=nj+Zj. Dakle, kada se za vodonik kvantni broj promeni za jedinicu, za pos-
matrani jon kvantni broj se meça za Zj, tj. izmeœu dva susedna vodonikova nivoa
postoji Zj–1 nivoa jona åije je naelektrisaçe Zj. Zbog toga je, prividno, broj ener-
gijskih nivoa kod jednoelektronskih jona Z puta veñi.

Ej E0Z
2··

=

Slika 4.4.1 Energijski nivoi atoma vodo-
nika, H i çemu sliånih jona, jedanput jonizo-
vanog helijuma, He+, i dva puta jonizovanog li-
tijuma, Li++.
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Relativna promena poloæaja energijskih nivoa kod vodoniku sliånih jona
odraæava se i na çihove spektre. Prvo, kratkotalasne granice spektralnih serija po-
meraju se ka maçim talasnim duæinama (odnosno ka viãim frekvencijama). Drugi
oåigledan efekt je porast broja spektralnih linija u posmatranom spektralnom pod-
ruåju u odnosu na vodonikov spektar. Oba efekta su direktna posledica porasta na-
elektrisaça atomskog jezgra i u direktnoj su vezi sa porastom energije vezivaça
elektrona i opisanom prividnom porastu broja energijskih nivoa. Pre pojave Borove
teorije ovi efekti nisu bili oåigledni te su stoga mnogi spektri pogreãno interpreti-
rani.

U okviru Borove teorije ove efekte je lako objasniti. Balmerovu formulu za
spektralne serije atoma vodonika (4.2.17):

(4.4.5a)

za jednoelektronske jone moæemo pisati u opãtem obliku kao:

(4.4.5b)

gde je Rjon. Ridbergova konstanta za dati jon a Z redni broj elementa od koga jon po-
tiåe. Uvlaåeçem rednog broja Z u zagradu, posledçi izraz moæemo pisati u obliku
ekvivalentnom onome za atom vodonika:

(4.4.5c)

U potpunoj analogiji sa energijskim nivoima, Slika 4.4.1, ekvivalentne spektralne
serije dobijamo kada je ispuçen uslov (4.4.4). Odavde neposredno sledi da izmeœu
svakog para susednih spektralnih linija atoma vodonika postoji Z-1 linija u spektru
jednoelektronskih jona, tj. da je gustina spektra (broj linija u posmatranom spekt-
ralnom intervalu) kod jona Z puta veña.

Ovi efekti naroåito su bili korisni pri tumaåeçu spektara zvezda, kojima po
pravilu, glavni doprinos daju linije helijuma i vodonika. Kod He+ jona naœene su
sledeñe serije:

I Lajmanova,

(4.4.6a)

II Lajmanova,

(4.4.6b)
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Faulerova,

(4.4.6c)

Pikeringova,

(4.4.6d)

Ako izraz za Pikeringovu seriju napiãemo kao i jednaåinu (4.4.5c) (uz Z2=4)
imamo:

. (4.4.6)

Odavde je oåigledno da se ålanovi serije sa parnim vrednostima k poklapaju
sa linijama Balmerove serije vodonikovog atoma, Slika 4.4.2. Meœu çima postoji
samo neznatna razlika zbog razliåitih redukovanih masa. U poåetku se smatralo da
Faulerova serija u spektrima zvezda potiåe od vodonika koji se u prisustvu helijuma
nalazi u nekom posebnom staçu. Meœutim, Bor je pretpostavio da serija potiåe od
jedanput jonizovanog helijuma, ãto je kasnije potvrœeno i eksperimentalno, sni-
maçem spektra åistog helijuma u laboratorijskim uslovima.

4.5 BOROV MODEL I PRINCIP KORESPONDENCIJE

Princip korespondencije je univerzalni fiziåki princip koji je 1923. godine for-
mulisao Bor:

Svaka nova fiziåka teorija koja opisuje fenomene van granica klasiåne fi-
zike (u podruåju velikih brzina – relativistiåka mehanika, u mikrosvetu –
kvantna mehanika) kada se primeni na klasiåne objekte mora dati iste rezul-
tate kao i klasiåna fizika.

Poznato je da se izrazi relativistiåke mehanike (koja opisuje fiziåke pojave u
sistemima koji se kreñu brzinama bliskim brzini svetlosti), svode na klasiåne izraze
ako se dopusti da se . U kvantnoj mehanici, meœutim, izrazi kojima se opi-
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Slika 4.4.2 Spektralne serije vodonikovog atoma i helijumovog jona He+: (gore) Balmerova serija
atoma vodonika; (dole) Pikeringova serija He+ jona.
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suju pojave u mikrosvetu ne mogu se tako lako svesti na klasiåne uglavnom zbog
toga ãto mnoge pojave mikrosveta nemaju klasiåne analogone. U tom sluåaju, s ob-
zirom na to da vaæi isti princip, kaæe se da svakoj klasiånoj veliåini korespondira
(odgovara) neka kvantno mehaniåka veliåina. Tada, primenom kvantne mehanike na
makroskopski problem korespondirajuñe veliåine postaju identiåne.

Primena principa korespondencije na Borovu teoriju atoma je posebno znaåa-
jna zbog toga ãto daje logiåku vezu izmeœu Borovih postulata (do kojih je on doãao
genijalnom intuicijom) i klasiåne elektrodinamike sa kojom su Borovi postulati u
direktnoj suprotnosti.

Kako je veñ ranije pomenuto, klasiåna elektrodinamika predviœa da naelektri-
saçe koje se nalazi u ubrzanom kretaçu (kruæno kretaçe je jedan oblik ubrzanog
kretaça) mora kontinualno da emituje elektromagnetnu energiju. Primeçena na
elektron koji kruæi oko jezgra, klasiåna elektrodinamika predviœa da elektron treba
da emituje elektromagnetne talase åija je frekvencija jednaka frekvenciji kruæeça
elektrona. S druge strane, prema Borovoj teoriji, elektron koji kruæi po stacionarnoj
orbiti ne emituje zraåeçe. Zraåeçe se emituje samo pri prelasku elektrona iz jedne
stacionarne orbite u drugu.

Prema principu korespondencije ovi, u suãtini protivureåeni stavovi biñe iden-
tiåni ako se primene u uslovima koji odgovaraju klasiånim. Drugim reåima, Borova
teorija, kao opãtija, primeçena na atom u “klasiånim” uslovima mora dati rezultate
identiåne onima koje daje klasiåna elektrodinamika. Uslove moæemo smatrati “kla-
siånim” ako je promena energije elektrona (skok iz jedne orbite u drugu) zanema-
rÿivo mala u odnosu na çegovu energiju, tj. . Pod takvim uslovima
promena energije u odnosu na ukupnu energiju moæe se smatrati kontinualnom –
klasiånom:

(4.4.7)

odakle zamenom Borovog izraza za energiju elektrona dobijamo:

(4.4.8)

S obzirom na to da je minimalna vrednost ∆n=1, relativna promena energije
teæi nuli ako glavni kvantni broj, n, teæi beskonaånosti. Ovu åiçenicu je intuitivno
lako shvatiti sa dijagrama energijskih nivoa, Slika 4.1.2, iz koga se vidi da je sa po-
rastom glavnog kvantnog broja energijska razlika meœu susednim nivoima sve
maça, tj.  sa porastom n.

Prema tome, saglasno principu korespondencije, frekvencija zraåeça koje
emituje elektron pri prelazu sa nivoa n na nivo k, pri åemu je n, k » |n-k| treba da
bude jednaka frekvenciji rotacije elektrona u nivou n (≈ k). Klasiånu frekvenciju
obrtaça elektrona u nivou n, νk1, izraåunavamo na osnovu çegove periferne brzine,
υn, i radijus orbite, rn:

(4.4.9)
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(4.4.10)

(4.4.11)

Frekvenciju zraåeça po Borovom modelu dobijamo pod uslovom da su
kvantni brojevi n i k veliki, tj. n, k » |n-k|. Tada vaæi:

(4.4.12)

(4.4.13)

(4.4.14)

Iz (4.4.12) i (4.4.13) neposredno sledi da je:

(4.4.15)

Tada se Ridbergova jednaåina moæe pisati u obliku:

(4.4.16)

odakle se zamenom razlike kvadrata iz brojioca po relaciji (4.4.15) i proizvoda u
imeniocu po (4.4.14) dobija:

(4.4.17)

Izraæavaçem Ridbergove konstantne, R∞, po Borovom modelu, za ∆n=1, do-
bijamo:

(4.4.18)

odnosno: (4.4.19)

Prema tome, frekvencija zraåeça elektrona koji prelazi iz kvantnog staça u
susedno, pri vrlo visokim kvantnim brojevima, n, jednaka je frekvenciji kruæeça is-
tog elektrona oko jezgra. Time je protivreåenost izmeœu Borove i klasiåne teorije
ukloçena. Borova teorija kao opãtija vaæi i za atomske i za makroskopske pojave
dok klasiåna teorija moæe da se primeni samo na makroskopske pojave. Pri tome se
kao kriterijum da li je pojava klasiåne ili kvantne prirode koristi relativni odnos
ukupne energije i promene energije. Ako je promena energije veoma mala u po-
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reœeçu s ukupnom energijom onda se pojava moæe tumaåiti i klasiånim kvantnim
zakonima. Ako je, pak, promena energije pribliæno jednaka energiji sistema, tada se
za vaÿan opis mora koristiti kvantna teorija.

Najopãtiji kriterijum za ocenu kome tipu sistema pripada, klasiånom ili kvant-
nom, je da se posmatra dejstvo u çemu. Ako su dimenzije sistema i mase åestica u
çemu takve da je dejstvo po veliåini uporedivo sa Plankovom konstantnom, 6,62 ×
10-34 Js, tada su pojave kvantne prirode. U sluåaju da je dejstvo mnogo veñe od
Plankove konstantne tada se moæe smatrati da je h=0, diskretni karakter dejstva
iãåezava i pojava se moæe opisati klasiånim zakonima.

4.6 BOR-ZOMERFELDOVA TEORIJA 

DODATAK 4.6 

D-4.6.1 Moment impulsa – ugaoni moment 

Impuls , tela mase, m, koje se kreñe pravolinijski brzinom, , dat je izrazom: 

(D-4.6.1) 

Krivolinijsko kretaçe moæe se razloæiti na kruæno i pravolinijsko razlagaçem brzine na radi-
jalnu i tangencijalnu: 

Mnoæeçem vektorski sleva radijusom krivine, , dobijamo:

Poãto je , to je i proizvod ta dva vektora jednak nuli, pa je: 

Vektor  naziva se moment impulsa (ili ugaoni moment). S obzirom na

to da je  normalno na  apsolutna vrednost çihovog proizvoda jednaka je proizvodu çi-
hovih apsolutnih vrednosti pa konaåno imamo: 

 (D-4.6.2)

gde je jediniåni vektor normalan na ravan u kojoj se telo kreñe. Tangencijalna brzina,  moæe se

izraziti preko ugaone brzine ω jednostavnom relacijom 

pa je s obzirom na  tako da na kraju iz (D-4.6.2) dobi-

jamo vrednost ugaonog momenta: 

(D-4.6.3a)

ili u skalarnom obliku:
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. (D-4.6.3b)

Diferenciraçem izraza (D-4.6.3a) dobijamo: 

.

S obzirom na to da je  imamo da je  odakle sledi :

. (D-4.6.4)

U potpunoj analogiji sa pravolinijskim kretaçem gde se sila definiãe kao prvi izvod impulsa,

kod kruænog kretaça definiãe se moment sile,  kao prvi izvod momenta impulsa (ugaonog
momenta): 

(D-4.6.5)

ili s obzirom na to da je :

(D-4.6.6)

gde je  sila. Ako je sila  centralna, tj.,  tada je  pa je: 

takoœe:  (D.4.6.7)

Drugim reåima, pri kretaçu pod uticajem centralnih sila ugaoni moment je konstantan i kre-
taçe se odvija u jednoj ravni. 

D-4.6.2 Energija tela u eliptiånoj putaçi 

Za opis ovog kretaça najboÿe je izbarati polarni koordinatni sistem. Poloæaj taåke u
ravni odreœuju dve polarne koordinate  i  koje su sa Dekartovim h, y vezane relacijama,
Slika D-4.6.1:

(D.4.6.8)

Kinetiåka energija u Dekartovim koordinatama izraæava se u obliku:

 (D.4.6.9a)

. (D.4.6.9b)
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Kinetiåku energiju u polarnim koordinatama nalazimo smenom koordinata iz (D-4.6.8)
u (D-4.6.9b).

Diferenciraçem izraza (D-4.6.8) dobijamo: 

(D-4.6.10)

Zamenom (D-4.6.10) u (D-4.6.9b) dobijamo izraz za kinetiåku energiju izraæenu u polarnim
koordinatama: 

(D-4.6.11)

Treba uoåiti to da dve komponente kinetiåke energije mogu da se pridruæe radijalnom i tan-
gencijalnom kretaçu, tj.:

. (D-4.6.12)

D-4.6.3 Harmonijski oscilator

Iz Hukovog zakona sledi da je elastiåna sila , proporcionalna pomeraçu, , i da de-
luje u suprotnom pravcu od çega, Slika D-4.6.2: 

(D-4.6.13)

gde je  konstanta elastiånosti.

Slika D-4.6.1 Koordinate taåke T u ravni mogu se ekviva-
lentno izraziti bilo u Dekartovim (x,y), bilo u polarnim koordi-
natama (r,ϕ). Transformacija iz jednih koordinata u druge izvodi
se pomoñu (D-4.6.8).
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Elastiåna sila  telu mase m sa otklonom x0 od ravnoteænog poloæaja saopãtava ubrzaçe 
pa je saglasno izrazu (D-4.6.13): 

. (D-4.6.14)

Prelaskom u skalarni oblik (s obzirom na to da su  paralelni) uz 

 dobijamo:

(D-4.6.15)

Ovo je linearna diferencijalna jednaåina drugog reda koju smo reãavali u odeÿku D-2.2.4 a
åije opãte reãeçe ima oblik: 

(D-4.6.16)

uz:

(D-4.6.17)

Partikularno reãeçe dobijamo iz poåetnog uslova da je pri t = 0 telo imalo otklon x0. Poãto je
otklon maksimalan znaåi i da je za t = 0 Tada je: 

i konaåno:

(D-4.6.18)

Impuls px: 

(D-4.6.19)

Kinetiåka energija, T: 
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(D-4.6.20)

Potencijalna energija, U, jednaka je radu koji izvrãi spoÿaãça sila da telo prenese iz ravno-
teænog poloæaja  u proizvoÿni poloæaj x:

(Sila koja vrãi rad deluje nasuprot elastiånoj sili.):

S obzirom na to da je  [izraz (D-4.6.17)] najzad dobijamo: 

(D-4.6.21)

Ukupna energija, E: 

(D-4.6.22)

D-4.6.4 Jednaåina elipse u pravougaonim i polarnim koordinatama 

Elipsa je geometrijsko mesto taåaka za koje je suma rastojaça od dve zadate taåke (fo-
kusa) konstantna, Slika D-4.6.3a: 

(D-4.6.23)

Svako od fokalnih rastojaça  i  (fokalni radijus vektor taåke elipse s apscisom x) iz-
raæava se formulom: 

T
1
2
---mυ2 

px
2

2m
--------  1

2
---mx0

2=== ω2 ωt( )
2 .sin

x 0 U 0=,=( )

dA dV Fds kx=== dx.

U kx x kx
2

2
----

0

x
kx2

2
------- k

2
---
 
 = x0

2
ωt( ) .2

 cos==d

0

x

∫=

k mω2=

U
1
2
---mω2x0

2 cos2
 ωt( ).=

E U T
1
2
---mω

2
x

2
0  cos2

ωt( )  sin2
ωt( ) ]+[=+=

E
1
2
---mω2x0

2
.=

Slika D-4.6.3 Elipsa i
çeni parametri: a) u Dekar-
tovom sistemu; b) u polar-
nom koordinatnom sistemu.
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(D-4.6.24)

gde je a velika poluosa elipse,  çen ekscentritet: 

(D-4.6.25)

i  mala poluosa elipse. Iz posledçeg izraza nalazimo odnos male i velike poluose: 

. (D-4.6.26)

Fokusi elipse,  i , leæe na velikoj osi elipse s obe strane centra, , na rastojaçu :

. (D-4.6.27)

Fokalni parametar, , predstavÿa polovinu tetive koja prolazi kroz jedan fokus a koja je
paralelna sa malom poluosom: 

. (D-4.6.28)

Kada se ose elipse poklapaju sa koordinatnim osama tada je kanoniåka jednaåina elipse ob-
lika: 

(D-4.6.29)

U polarnim koordinatama najjednostavniju jednaåinu elipse dobijamo tako ãto centar koordi-
natnog sistema  postavimo u jedan çen fokus (dakle, pomerimo je za  po apscisi), Slika
D-4.6.3b. Tada je jednaåina elipse (D–4.6.29) oblika: 

(D-4.6.30a)

ili s obzirom na to da je:

(D-4.6.30b)
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Odnos meœu koordinatama (x, y) i  je isti kao ranije, jednaåine (D-4.6.8). Uoåimo li da
je: 

(D-4.6.31)

(D-4.6.32)

transformacijom koordinata prema jednaåinama (D-4.6.8) nalazimo: 

Zamenom ovih odnosa u jednaåinu (D-4.6.30b) dobijamo kvadratnu jednaåinu po  åija su
reãeça: 

S obzirom na to da  mora biti pozitivno uzimamo reãeçe sa pozitivnim znakom pa dobi-
jamo: 

(D-4.6.33a)

Najzad, oslobodimo li se fokalnog parametra pomoñu izraza (D-4.6.31) nalazimo da je jed-
naåina elipse u polarnim koordinatama:

(D-4.6.33b)

Borova teorija koja se odlikovala smeloãñu i jednostavnoãñu dala je odgovore
na mnoga vaæna pitaça u vezi sa spektrima i strukturom atoma vodonikovog tipa,
ali je veñ u prvom pokuãaju da objasni neke druge pojave zapala u ozbiÿnu krizu.
Na primer, çome nije mogao da se objasni Zemanov efekt (tj. cepaçe spektralnih
linija u magnetnom poÿu). Isto tako, iz Borove teorije nije bilo moguñe ni naslutiti
zaãto se spektralni prelazi meœu izvesnim nivoima odigravaju a meœu drugima ne. 

Istovremeno, oni koji su verovali u ispravnost Borovog pristupa nastojali su
da poboÿãaju Borovu teoriju i da je uåine prikladnom i za opisivaçe drugih pojava.
Najlogiånije poboÿãaçe Borovog planetarnog modela atoma, u potpunoj analogiji
sa rotacijom planeta oko Sunca, je dopuãtaçe moguñnosti da se elektron kreñe po
eliptiånim orbitama. Takav model razvio je A. Zomerfeld (Arnold Johannes Wilhem
Somerfeld, 1868–1951) i na osnovu çega doãao do zakÿuåka da spektralne linije iz
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spektara vodonikovog tipa moraju imati finu strukturu. Na çegov zahtev Fridrih

Paãen je vrlo paæÿivo ispitao spektralnu liniju helijuma talasne duæine 
(koja odgovara prelazu sa n=4 na n=3) i uoåio to da se linija sastoji od 13 bliskih li-
nija. Slagaçe sa predviœaçima Zomerfelda bilo je zapaçujuñe, tako da je taj uspeh
bio uporeœivan sa proraåunima Leverijea (Leverrier) i Adamsa (Adams) na osnovu
kojih je predviœeno postojaçe planete Neptun pre nego ãto je ona zaista i opaæena.
Kasnije se pokazalo da je fina struktura spektralnih linija sasvim druge prirode i da
je Zomerfeldova teorija u osnovi pogreãna. (Meœutim, poãto je to jedina teorija iz
koje se poreklo i priroda kvantnih brojeva moæe intuitivno razumeti mi ñemo je ipak
detaÿnije razmotriti.)

4.6.1 Harmonijski oscilator

Vilson (W. Wilson) i Zomerfeld (A. Sommerfeld) su nezavisno pronaãli me-
tod za kvantizaciju akcionih integrala (integrala dejstva) klasiåne mehanike. Potre-
ban uslov za primenu te metode je to da su svaka generalisana koordinata qk i çoj
pridruæeni moment pk periodiåne funkcije vremena. Tada je integral dejstva u
jednom periodu kretaça kvantovan, tj.: 

(4.6.1)

Za ilustraciju razmotriñemo jednodimenzioni harmonijski oscilator za koji su gene-
ralisana koordinata i impuls i , respek-
tivno. Primenom uslova za kvantovanje integrala dejstva dobijamo: 

=

(4.6.2)

.

Prema tome, dobijamo da su amplitude oscilovaça kvantovane: 

(4.6.3)

kao i energijska staça: 

(4.6.4)
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Klasiåna i stara kvantna teorija, koja se upravo ovde izlaæe, pogreãno pripisuju os-
novnom staçu energije oscilatora vrednost nula (E= 0 za n=0). Meœutim, obe daju
ispravno rastojaçe meœu susednim energijskim nivoima. 

Iz oscilatornih nivoa, meœutim, nema podataka o tome koji prelazi su najvero-
vatniji, odnosno koji prelazi su zabraçeni. Ovi podaci se direktno dobijaju iz nove
kvantne mehanike u okviru pravila izbora. U staroj kvantnoj teoriji ova pravila se
delom mogu dobiti promenom Borovog principa korespondencije poreœeçem oso-
bina sa osobinama klasiånog oscilatora. Tako, poãto klasiåni oscilator emituje samo
jednu fekvenciju (a ne i harmonike), sledi da je pravilo odabiraça za kvantni oscila-
tor, .

Dvodimenzioni harmonijski oscilator moæemo smatrati superpozicijom dva
ortogonalna jednodimenziona oscilatora koji osciluju po pravcima x i y. Tada su
energijski nivoi dati zbirom energija za x i y oscilacije: 

(4.6.5a)

Ako je oscilator izotropan, tj. kx = ky tada je  

i: (4.6.5b)

gde je n=nx+ny. Meœutim, za n=1 sada imamo ne jedno veñ dva staça (nx = 0, ny =1 i
nx=1, ny = 0 ) koja imaju istu energiju. Za takva staça se kaæe da su degenerisana.
Uopãte, nivo energije, En, dvodimenzionog, izotropnog, oscilatora je (n+1)-put de-
generisan. Sliåno, energija n-tog nivoa trodimenzionog izotropnog oscilatora, ta-
koœe, data je izrazom , gde je  pri åemu je
degeneracija (n+1)(n+2)2.

Moæe se reñi da stepen degeneracije predstavÿa broj naåina na koji se moæe
realizovati izvesno energijsko staçe, En, definisano kvantnim brojem, n. Kod izo-
tropnog trodimenzionog oscilatora gde je  svakom kombinacijom
kvantnih brojeva i , åiji je zbir n, realizuje se staçe, taånije skup staça, sa
jednom te istom energijom, . Stepen degeneracije energijskog staça, , trodi-
menzionog, izotropnog oscilatora najlakãe izraåunavamo tako ãto posmatramo uti-
caj porasta dimenzionalnosti na degeneraciju. Kako je veñ reåeno, energijski nivoi
jednodimenzionog oscilatora nisu degenerisani poãto se svako energijsko staçe
moæe realizovati samo na jedan naåin. Kod dvodimenzionog, izotropnog oscilatora
kvantni broj  je linearna kombinacija kvantnih brojeva i .
Poãto za dato  kvantni broj moæe imati ukupno  razliåitih vrednosti

 to je i degeneracija sistema +1. (I kvantni broj  ima +1
vrednosti, s tim ãto one zavise od veliåine kvantnog broja , tj. .) Do-
damo li na ovaj sluåaj i kretaçe u treñoj dimenziji, definisano novim kvantnim bro-
jem, , imamo da je . Ako posmatramo odreœeno ener-
gijsko staçe definisano kvantnim brojem  tada je stepen degeneracije iz çega
izvedenog dvodimenzionog staça definisanog kvantnim brojem  zavisan od ve-
liåine kvantnog broja  s obzirom na to da je . Znaåi, za  izve-
deni dvodimenzioni sistem je  puta degenerisan, za  degeneracija je

, za =2 degeneracija je -1, itd. U opãtem sluåaju degeneracija pomoñnog
dvodimenzionog sistema je . Ukupnu degeneraciju trodimenzionog
sistema nalazimo sabiraçem po  svih moguñih dvodimenzionih staça, pri åemu

 moæe imati vrednosti od 0 do : 
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Meœutim, ako se oscilator uåini anizotropnim, tj.  za 
 svako energijsko staçe moæe se realizovati samo na jedan jedini naåin za-

visno od kombinacije kvantnih brojeva  i . Razliåite energije 
za  s obzirom na relaciju (4.6.4) podrazumevaju da su i osnovne frek-
vencije i  meœusobno razliåite. Samerÿivost ovih osnovnih frekvencija
moæe da se iskoristi kao pogodan kriterijum za ocenu degeneracije sistema. (Frek-
vencije su samerÿive ako se jedna od çih moæe izraziti kao celobrojni umnoæak
druge.) Degeneracija sistema se uklaça ako frekvencije pojedinih oblika kre-
taça definisanih sopstvenim kvantnim brojevima, nisu samerÿive. U sistemu
koji nije degenerisan, odreœeno energijsko staçe moæe se postiñi samo jednom
kombinacijom kvantnih brojeva. 

Pitaçe degeneracije staça i çenog uklaçaça moæe se formulisati i na sle-
deñi naåin. Degeneracija u nekom sistemu koji se moæe opisati sa viãe kvantnih bro-
jeva delimiåno ili potpuno se uklaça pojavom novog oblika periodiånog kretaça
åija je frekvencija nesamerÿiva sa frekvencijama postojeñeg kretaça. Kao ãto ñe se
videti, kod Zomerfeldovog modela atoma vodonika, åija se energijska staça mogu
opisati sa tri kvantna broja,  i m degeneracija po kvantnom broju  se uklaça
tako ãto se uzima u obzir rotaciono kretaçe orbite zbog relativistiåke promene mase
a po m tako ãto se sistem unese u magnetno poÿe u kome orbite poåiçu da prece-
suju. 

4.6.2 Atom vodonikovog tipa 

Kretaçe elektrona oko nepomiånog jezgra predstavÿa specijalni sluåaj kre-
taça u poÿu centralnih sila, tj. sila åiji pravac delovaça sve vreme prolazi kroz
jednu taåku, a åija veliåina predstavÿa samo funkciju rastojaça od ove taåke. 

Razmatramo kretaçe elektrona koji kruæi oko jezgra s naelektrisaçem +Ze i
masom mnogo veñom od mase elektrona, , tako da se centar mase nalazi u
jezgru. Izmeœu jezgra i elektrona deluje Kulonova privlaåna sila pa je potencijalna
energija elektrona u poÿu jezgra: 

(4.6.6)

Ovo kretaçe je identiåno kretaçu planeta oko Sunca gde je potencijalna energija
planeta data sliånim izrazom ali je prouzrokovana delovaçem ne elektrostatiåke veñ
gravitacione sile. (Zato se i oznaåava kao Keplerov problem.) Za ovakvo kretaçe
vaæi zakon o odræaçu energije i zakon o odræaçu ugaonog momenta pa su ukupna
energija sistema, E, i ugaoni moment,  konstante:
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(D-4.6.11) 

(4.6.7)

i:

. (4.6.8)

Nas ne zanima neposredna zavisnost ugla,  i radijus vektora, r, od vremena veñ
samo çihova uzajamna veza. Stoga ñemo se pogodnim zamenama iz prethodne dve
jednaåine osloboditi svih izvoda po vremenu. Iz izraza (4.6.8) dobijamo: 

(4.6.9)

a iz pravila za diferenciraçe sloæene funkcije: 

uzimajuñi  iz (4.6.9) dobijamo: 

. (4.6.10)

Eliminisaçem izvoda po vremenu u izrazu za ukupnu energiju  zamenom (4.6.9) i
(4.6.10) u (4.6.7) neposredno dobijamo: 

i nakon sreœivaça:

(4.6.11)

Uvoœeçem nove promenÿive, :

(4.6.12)
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(4.6.13)

dobijamo istu jednaåinu u neãto pogodnijem obliku: 

(4.6.14)

Ova diferencijalna jednaåina moæe se reãiti neposrednim integraÿeçem nakon
razdvajaça promenÿivih. Meœutim, ako je joã jedanput diferenciramo moæemo je
svesti na posebno pogodan oblik: 

. (4.6.15)

Poãto u opãtem sluåaju  nije jednako nuli, to znaåi da je za reãeçe jednaåine
potrebno da izraz u zagradi bude jednak nuli. Tada iz jednaåine (4.6.15) dobijamo: 

(4.6.16)

Ovo je nehomogena diferencijalna jednaåina drugog reda. Çena reãeça se dobijaju
sabiraçem opãteg reãeça iz çe izvedene homogene jednaåine: 

(4.6.17)

i partikularnog reãeça nehomogene jednaåine. Oåigledno je to, da je jedno reãeçe
nehomogene jednaåine (4.6.16):

(4.6.18)

Opãte reãeçe homogene jednaåine, kao ãto smo videli kod harmonijskog oscilatora
(D-4.6.16) je:

(4.6.19)

A i B su konstante koje treba odrediti iz poåetnih uslova. Tako se opãte reãeçe do-
bija u obliku:

(4.6.20)

(4.6.21)
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Recimo da su poåetni uslovi zadati tako da je ϕ = 0 za minimalno r (tj. maksimal-
no ρ):

Izraåunavaçem prvog i drugog izvoda iz opãteg reãeça dobijamo da je B=0 i A>0
pa je reãeçe oblika:

(4.6.22)

ãto predstavÿa jednaåinu elektronske orbite. Iz ove jednaåine teãko je prepoznati
oblik orbite i odrediti çene osnovne parametre. Meœutim, uporeœivaçem ove jed-
naåine sa jednaåinom elipse u polarnim koordinatama koja je oblika:

(D-4.6.33a) (4.6.23)

ili uzimaçem reciproåne vrednosti:

(4.6.24)

uoåava se znaåajna sliånost. Pri tome je kod elipse ε–ekscentricitet, a–velika polu-
osa i b – mala poluosa, pri åemu vaæi:

(4.6.25)

(4.6.26)

(Ne meãati ekscentricitet ε, sa dielektriånom konsatnom, ε0!!!). Na osnovu sliånosti
naãeg reãeça [jednaåina (4.6.22)] i jednaåine elipse (4.6.24), sledi:

(4.6.27)

i:

(4.6.28)

Da bismo izrazili parametre orbite (a, b, ε) u funkciji osnovnih fiziåkih veliåina (E,
e, Z, m, L, ...) izraåunañemo eksplicitno vrednost konstante A zamenom reãeça ρ,
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jednaåina (4.6.22) u originalnoj diferencijalnoj jednaåini (4.6.14). Potraæimo li prvi
izvod jednaåine (4.6.22):

i zamenimo ga u jednaåini (4.6.14), nakon sreœivaça dobijamo:

(4.6.29)

Uvrãtavaçem (4.6.29) u (4.6.28) dobijamo:

(4.6.30)

Sada iz jednaåina (4.6.26), (4.6.27) i (4.6.30) lako izraåunavamo parametre orbite.
Deÿeçem (4.6.30) sa (4.6.27) dobijamo:

(4.6.31)

a zamenom (4.6.31) u (4.6.30):

(4.6.32)

Najzad, zamenom (4.6.31) i (4.6.32) u (4.6.25):

(4.6.33)

4.6.3 Bor-Zomerfeldovo kvantovanje

Energiju elektrona u eliptiånoj putaçi neposredno dobijamo iz jednaåine
(4.6.32):

(4.6.34)

Iz ovog skupa kontinualnih vrednosti treba na osnovu pravila kvantovaça nañi od-
govarajuñe dopuãtene energijske nivoe.

U eliptiånoj orbiti elektron ima dva stepena slobode, koji odgovaraju nezavi-
snim koordinatama r i ϕ, pa je nepohodno primeniti dva kvantna uslova:
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(4.6.35)

Pri tome su pr i pϕ impulsi pridruæeni koordinatama r i ϕ, tj. radijalni i tangencijalni
impuls (pϕ =L):

(4.6.36)

Za kretaçe u poÿu centralne sile pϕ = L = const. te se iz integrala dejstva nepo-
sredno dobija:

(4.6.37)

(4.6.38)

nϕ je azimutni kvantni broj.
Primena kvantnog uslova za r zahteva priliåno sloæena izraåunavaça (u koje

se neñemo ovde upuãtati) na osnovu kojih se dobija:

(4.6.39)

ili s obzirom na jednaåinu (4.6.26):

(4.6.40)

Zbir dva kvantna broja nr i nϕ naziva se glavni kvantni broj, n:

(4.6.41)

pa je:

. (4.6.42)

Energiju sistema sada moæemo dobiti kvadriraçem jednaåine (4.6.42) i zamenom a2

i b2 iz jednaåina (4.6.32) i (4.6.33) uz L=nϕñ [jednaåina (4.6.38)]:

(4.6.43)
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Vidimo, da bez obzira na postojaçe dva kvantna uslova, dobijamo isti izraz za ener-
giju elektrona kao i pri kretaçu po kruænim orbitama. Energija zavisi samo od gla-
vnog kvantnog broja n.

Meœutim, za datu vrednost n postoji viãe orbita sa razliåitim nϕ – energijska
staça su degenerisana. Poãto je b/a = nϕ/n (4.6.42) i kako je b<a sledi da je
(nϕ)max.=n. Isto tako, b>0 tj. nϕ>0 odakle proizlazi da se azimutalni kvantni broj, za
dato n kreñe od 1 do n: nϕ = 1, 2, 3, ...n. Zbog toga je svako staçe sa glavnim kvant-
nim brojem n, n-tostruko degenerisano. Za nϕ<n orbite su eliptiånog oblika, dok za
nϕ = n dobijama kruæne orbite, kao ãto je prikazano na Slici 4.6.1.

Energija elektrona, bez obzira na oblik orbite, zavisi samo od glavnog kvant-
nog broja, n, tj. orbite sa razliåitim ekscentricitetom su degenerisane. Na ovom
mestu Zomerfeld je uveo relativistiåku korekciju za masu elektrona. Za orbitu sa
velikim ekscentricitetom elektron prolazi pored jezgra veoma velikom brzinom, pa
relativistiåka promena mase postaje primetna. Ãto je putaça elektrona bliæa jezgru
to je i çegova periferna brzina na tom delu putaçe veña (III Keplerov zakon), pa
time i relativistiåka promena mase. Promena mase elektrona utiåe na lokalni oblik
orbite zbog åega ona meça relativni ugao pri svakom obilasku elektrona oko jezgra.
U duæem vremenskom intervalu gledano, orbita obrazuje rozetu kao ãto je prikazano
na Slici 4.6.2. Sa takvom popravkom teorije, energijski nivoi su, umesto jednaåine
(4.6.43), dati pribliænim izrazom:

(4.6.44a)

gde je E0 energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti H atoma a α konsanta fine strukture:

(4.6.44b)

Slika 4.6.1 Elektronske orbite u vodoniku
sliånom atomu prema Bor-Zomerfeldovom mo-
delu. Kada je nϕ = n orbite su kruænog oblika. Za
nϕ<n orbite su eliptiåne. Eliptiånost orbite zavisi od
odnosa nϕ/n. Meœutim, energija orbite zavisi samo
od vrednosti glavnog kvantnog broja n. Atomsko
jezgro se nalazi u æiæi elipse.
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Ova konstanta je ime dobila otuda ãto je (numeriåki) ispravno objasnila fino cepaçe
linija vodonikovog spektra.

Uklaçaçe degeneracije kod eliptiånih orbita najlakãe je shvatiti u kontekstu
pojave novog oblika periodiånog kretaça åija je frekvencija nesamerÿiva sa frek-
vencijom postojeñeg kretaça po elipsi. Naime, zbog relativistiåke promene mase,
eliptiåke orbite poåiçu da rotiraju oko atomskog jezgra, pri åemu frekvencija rota-
cije elipse kao celine nije samerÿiva sa frekvencijom kruæeça elektrona po elipsi.
Frekvencija kruæeça elektrona po elipsi zavisi samo od vrednosti glavnog kvantnog
broja, n, dok frekvencija rotacije cele eliptiåne putaçe zavisi od eksentriciteta elipse
odnosno od odnosa nϕ/n. S obzirom na to da za dato n postoji niz vrednosti nϕ, sva-
koj od çih odgovara po jedna frekvencija rotacije elipse, odnosno svakom nϕ odgo-
vara po jedno energijsko staçe. Drugim reåima, svakom energijskom staçu odgo-
vara samo jedna kombinacija kvantnih brojeva n i nϕ – degeneracija je ukloçena.

S ozbirom na to da se energija staça znatno maçe meça sa promenom
kvantnog broj nϕ nego sa promenom kvantnog broja n, to ñe se uklaçaçe degenera-
cije zbog relativistiåke promene mase na postojeñe energijske nivoe odraziti u vidu
pojave fine strukture nivoa, saglasno jednaåini (4.6.44). Na Slici 4.6.3 prikazan je
odnos energijskih nivoa atoma vodonika dobijenih na osnovu Borove, Zomerfel-
dove i Dirakove teorije. Borova teorija, kako je veñ pokazano u poglavÿu 4.4. i ne
predviœa pojavu fine strukture energijskih nivoa. Zomerfeldova teorija pojavu ce-
paça elektronskih nivoa objaãçava relativistiåkom promenom mase elektrona u
eliptiånim orbitama, dok Dirakova, koja uz male dopune i danas predstavÿa naj-
kompletniju sliku o strukturi atoma vodonika, pojavu fine strukture objaãçava kom-
binovanim relativistiåkim (spin) i talasnim osobinama elektrona. Interesantno je uo-
åiti da postoji potpuno slagaçe izmeœu broja i poloæaja energijskih nivoa po
Zomerfeldovoj i po Dirakovoj teoriji. Naime, Dirak je za poloæaj energijskih nivoa
dobio jednaåinu istog oblika kao i Zomerfeld, s tom razlikom ãto je azimutni
kvantni broj, nϕ zameçen unutraãçim kvantnim brojem j (j=l+s, l=nϕ–1, s – spinski
kvantni broj, videti odeÿak 4.8):

(4.6.44c)

Slika 4.6.2 Zbog relativistiåke promene
mase pri kretaçu u blizini atomskog jezgra do-
lazi do promene oblika elektronske orbite. Po-
red rotacije elektrona po eliptiånoj orbiti, do-
lazi i do rotacije orbite oko çene æiæe. Rota-
ciona frekvencija orbite, za dati glavni kvantni
broj, n, zavisi od ekscentriciteta orbite, tj. od
nϕ. Poãto orbite sa razliåitim kombinacijama
kvantnih brojeva n i nϕ imaju razliåite frekven-
cije rotacije to ñe imati i razliåite energije.
Tako, rotacija orbite oko æiæe uklaça degene-
raciju staça. Posledica toga je pojava fine
strukture u optiåkim spektrima.
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Naæalost, kvantitativno slagaçe Zomerfeldove slike sa Dirakovom i sa izve-
denim eksperimentima sasvim je sluåajno. Zomerfeldovo objaãçeçe fine strukture
spektralnih linija vodonika i vodoniku sliånih atoma bilo je uspeãno zbog toga ãto su
se greãke zbog zanemarivaça talasne prirode elektrona i zbog zanemarivaça posto-
jaça spina elektrona uzajamno poniãtile! Uprkos tome, Zomerfeldov model je imao
veliki znaåaj jer je uz çegovu pomoñ bilo moguñe objasniti åitav niz pojava,
poåevãi od spektara alkalnih metala pa do pojave cepaça spektralnih linija u mag-
netnom poÿu.

4.6.4 Prostorno kvantovanje

Do sada smo posmatrali kretaçe elektrona samo u jednoj ravni gde postoje
dva stepena slobode koja moæemo pridruæiti koordinatama elektrona. Meœutim, ako
posmatramo realan sluåaj, kretaçe elektrona u prostoru, treba razmotriti tri stepena
slobode poãto se prostorne koordinate opisuju sa tri nezavisne promenÿive. Drugim
reåima, treba uzeti u obzir i moguñnost da razliåite orbite sa kvantnim brojevima n i
nϕ imaju razliåite orijentacije u prostoru. Zbog izotropije prostora (istovetnosti oso-
bina u svim pravcima), razliåitim prostornim orijentacijama sa istim kvantnim bro-
jevima n i nϕ odgovara jedna ista vrednost energije, pa se kaæe da su staça degeneri-
sana. Ova degeneracija se javÿa åak i ako se uzme u obzir relativistiåka promena
mase elektrona. Ako se javi bilo kakav poremeñaj koji uklaça izotropiju osobina,
razliåite orijentacije mogu imati razliåite energije. Drugim reåima, poremeñaj uk-
laça degeneraciju. Poremeñaj izotropije prostora mora biti takav da utiåe na
elektron u orbiti. To moæe da bude elektriåno ili magnetno poÿe. Na primer, kada se
atom unese u magnetno poÿe, zbog postojaça magnetnog i mehaniåkog momenta
elektronske orbite, dolazi do precesije orbita, tj., do rotacije orbite kao celine oko
spoÿaãçeg magnetnog poÿa. Precesija je novi oblik periodiånog kretaça åija frek-
vencija nije samerÿiva ni sa frekvencijom kruæeça elektrona po orbiti niti, pak, sa
frekvencijom kruæeça eliptiånih orbita uzrokovanog relativistiåkom promenom

Slika 4.6.3 Veza izmeœu poloæaja energijskih nivoa po predviœaçima Bora, Zomerfelda i Diraka.
Odstupaça od Borovih energijskih nivoa uveñana su za faktor (137)2.
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mase elektrona. Pojava novog oblika kretaça sa nesamerÿivom frekvencijom u od-
nosu na frekvencije veñ postojeñeg kretaça, kako je veñ naglaãeno, uklaça degene-
raciju.

Poloæaj elektrona u prostoru odreœuje se sa tri prostorne koordinate, r,  i 
kao ãto je prikazano na Slici 4.6.4:

(4.6.45)

U ovom sluåaju kvantni uslovi dobijaju oblik:

(4.6.46)

Impulsi pridruæeni odgovarajuñim koordinatama su:

(4.6.47)

(Koordinatom  izraæava se kretaçe elektrona po projekciji orbite na ekvatorijalnu
ravan dok se sa  izraæava ugaona koordinata za kretaçe u prostornoj orbiti.) Prva
dva kvantna uslova sliåna su onima koje smo imali kod opisivaça kretaça
elektrona u ravni. Zbog toga ñemo ovde razmatrati samo impuls . Sa Slike 4.6.4
se vidi da koordinata  karakteriãe kretaçe projekcije elektrona u ekvatorijalnoj
ravni a çen odgovarajuñi impuls  predstavÿa projekciju ukupnog momenta ko-
liåine kretaça L na z-osu. Fiziåki, pravac ove ose moæe da se zada, na primer, bes-
konaåno malim magnetnim poÿem, u åijem pravcu delovaça definiãemo z-osu.
Lako je pokazati da je = const. sluæeñi se istim argumentima kao i kod .
Naime, poãto je L = const., to znaåi da i çegova projekcija u izabranom pravcu
mora, takoœe, biti konsantna. Otuda kao i za  dobijamo:

(4.6.48)

Znaåi, projekcije momenta impulsa (ugaonog momenta) na pravac poÿa imaju
kvantovane vrednosti. Drugim reåima, orijentacija orbite u prostoru nije proizvo-
ÿna, veñ postoji diskretan niz moguñih orijentacija.
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Kvantni broj  je uvek pozitivan, poãto se odnosi na apsolutnu vrednost pro-
jekcije orbitnog momenta. Meœutim, projekcije mogu biti i negativne, tj. elektron
moæe kruæiti i u obrnutom smeru u odnosu na onaj koji smo do sada razmatrali.
Zbog toga je celishodno uvesti novi kvantni broj, m, magnetni kvantni broj, koji
moæe biti kako pozitivan tako i negativan:

(4.6.49)

Drugim reåima, projekcija momenta impulsa (ugaonog momenta) je kvantovana i
odreœena magnetnim kvantnim brojem, m, koji moæe imati vrednosti od  do + :

. (4.6.50)

Neka je, na primer: ; tada je 

Prema tome, pri  moguñe su samo tri orijentacije orbite; pri n = 2 imamo pet tak-
vih orijentacija (m = 2, 1, 0, –1, –2) ili uopãte za  imamo 2k + 1 orijentacija or-
bite.

Sada ñemo pokazati da su dva novouvedena kvantna broja “ekvatorijalni”, ,
i “polarni”, , jednostavnom relacijom povezani sa azimutnim kvantnim brojem

:

. (4.6.51)

Sa Slike 4.6.5 se vidi da izmeœu uglova ,  i  postoji veza:
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Slika 4.6.4 Uz odreœivaçe koordinata elektrona u sfernom koordinatnom sistemu.
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. (4.6.52)

Ovo je oåigledno ako pustimo da uglovi postaju beskonaåno mali tako da sferni
trougao moæe da se smatra ravanskim trouglom za koji na osnovu Pitagorine teo-
reme imamo gorçu relaciju. Mnoæeñi izraz (4.6.52) sa m/dt dobijamo:

ili kompaktnije:

. (4.6.53)

Integraÿeçem izraza (4.6.53) po sferi dobijamo:

. (4.6.54)

Odavde, poreœeçem sa kvantnim uslovima:

neposredno dobijamo:

(4.6.55)

Prema tome, staçe elektrona koji kruæi oko jezgra moæe se opisati sa tri neza-
visna kvantna broja:

glavni kvantni broj, n:
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dt
------dϕ mr
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-------2

dψ mr
2dθ

dt
------dθ+sin=

mr
2
ϕ
·

dϕ mr
2

θψ
·

dψ mr
2
θ
·

dθ+
2

sin=

mr
2
ϕ
·

dϕ∫° mr
2

θψdψ
2

mr
2
θ
·

dθ∫°+sin∫°=

pϕdϕ∫° nϕh      pθdθ∫°, nθh     pψdψ∫°, nψh= = =

nϕ nψ nθ.+=

Slika 4.6.5 Uz pronalaæeçe veze meœu razliåi-
tim kvantnim brojevima.
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azimutni kvantni broj, :

magnetni kvantni broj, m:

Pomoñu çih se izraæavaju parametri elektronskih orbita:
velika osa eliptiåne putaçe, a:

(4.6.56)

– radijus prve Borove orbite H atoma,
mala osa eliptiåne putaçe, b:

(4.6.57)

energija elektrona, En:

(4.6.58)

– energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti H atoma i ugao koji zaklapa normala
na ravan orbite u odnosu na pravac spoÿaãçeg magnetnog poÿa (kada poÿe po-
stoji):

(4.6.59)

4.6.5 Kvantni broj nϕ i fina struktura linija vodonikovog spektra

Dopuãtajuñi moguñnost da se elektroni kreñu po eliptiånim orbitama, videli
smo da je svako çegovo staçe sa glavnim kvantnim brojem, n, n-tostruko degeneri-
sano (nϕ = 1, 2, ...n). Svakom degenerisanom staçu odgovara jedna vrednost kvant-
nog broja nϕ, tj. jedna eliptiånost orbite. Iz jednaåine (4.6.44) meœutim, vidi se da re-
lativistiåka zavisnost mase elektrona od çegove brzine (tj. eliptiånosti orbite)
uklaça degeneraciju. To dovodi do pojave vrlo male razlike izmeœu energijskih
staça sa datim n i razliåitim vrednostima nϕ. Zbog male vrednosti faktora α2 nivoi
su toliko bliski da na normalnom dijagramu nivoa cepaçe ne moæe biti prikazano.
Zbog toga se dijagrami konstruiãu tako da se za dato n termovi sa razliåitim nϕ crtaju
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jedan pored drugoga na istoj visini, dok se staça sa istim nϕ i razliåitim n crtaju
jedno iznad drugoga, Slika 4.6.6. Broj podnivoa raste sa porastom kvantnog broja n.
Prema Ricovom kombinacionom principu svaki podnivo bi trebalo da se kombinuje
sa bilo kojim drugim podnivoom; drugim reåima, çihova energijska razlika bi tre-
balo da odgovara po jednoj spektralnoj liniji. Saglasno tome, svaka spektralna linija
vodonika bi trebalo da se sastoji od velikog broja komponenata.

Koriãñeçem instrumenata sa visokim razlagaçem zaista je uoåeno da se linije
vodonikovog spektra sastoje od viãe komponenata, samo ãto je çihov broj znatno,
maçi od onoga koji se oåekuje na osnovu kombinacionog principa. Ovo neslagaçe
je uslovÿeno tzv. pravilima izbora, koja iz poluklasiåne slike, nije moguñe izvesti.
Pravila izbora detaÿnije ñemo razmatrati u okviru kvantnomehaniåke slike. Ovde
ñemo samo pomenuti osnovno pravilo da se azimutni kvantni broj mora meçati za 1,
tj.  To je lako razumeti u sklopu korpuskularne slike fotona, po kojoj foton
kao åestica ima sopstveni moment koliåine kretaça (ãto je ekvivalentno polarizaciji
elektromagnetnog talasa u talasnoj slici). Prema zakonu o odræaçu ugaonog momen-
ta, koji vaæi i za atome koji zraåe, ugaoni moment posmatranog sistema mora biti
konstantan (L = const.). To znaåi da pri emisiji åestice koja poseduje ugaoni moment
mora da se meça i ugaoni moment sistema koji je emituje. Poãto je sopstveni moment
fotona  i promena momenta impulsa elektrona åijim prelazom dolazi do
emisije zraåeça mora biti  tj.  U vezi sa spektrom vodoniko-
vog atoma to znaåi da svaka linija Lajmanove serije (n = 1) nastaje kombinovaçem
samo dve vrste termova  Svaka linija Balme-
rove serije nastaje kombinovaçem tri vrste termova 

 
Paãenova pet, itd…

Primeri

Primer 4.6.1 Prirodni sistem jedinica kvantne elektrodinamike obrazuje se tako ãto
se za osnovne jedinice (masu, duæinu, vreme i energiju) uzimaju vrednosti koje od-
govaraju nekim elementarnim åesticama i fundamentalnim interakcijama. Tako je u
ovom sistemu jedinica:

– jedinica mase – masa mirovaça elektrona, ;
– jedinica energije – energija mase mirovaça elektrona, 

;

– jedinica duæine – Komptonova talasna duæina elektrona  podeÿena sa 2π,
(odeÿak 7.3): 

– jedinica za vreme:

nϕ∆ 1.±=

1± ñ⋅

1± ñ⋅ nϕ∆ 1.±=

n( 1,    nϕ 1= n 2    nϕ,≥→ 2 ).= =
n( 2   nϕ, 1 n 3,≥→= =

nϕ 2   n; 2   nϕ, 2 n 3   nϕ,≥→ 1 i= = = = n 2   nϕ 2 n 3   nϕ 3 ),=,≥→=,=

m0 9 1, 10 31–
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i:
– jedinica naelektrisaça – naelektrisaçe elektrona, 
Ovako definisan sistem jedinica koristan je jer moæe da pruæi jasnu sliku o re-

lativnim dimenzijama atomskih objekata, pojava, interakcija i sl. Na primer, energija
elementarne elektrostatiåke interakcije moæe se izraziti kao energija Kulonove inte-
rakcije izmeœu dva elementarna naelektrisaça koja se nalaze na elementarnom (je-
diniånom) rastojaçu, 

Ocenu veliåine ove interakcije dobijamo izraæavajuñi je u prirodnim jedinicama za
energiju, :

Slika 4.6.6 Energijski nivoi i spektralne serije atoma vodonika: a) Borov model; b) Bor-Zomer-
feldov model. Punim linijama prikazani su dozvoÿeni a isprekidanim linijama zabraçeni prelazi za
Lajmanovu i Balmerovu seriju. Treba uoåiti da su prelazi moguñi samo za  nϕ∆ 1.±=

a) b)

e 1 6, 10 19–
C.×=

ñ m0⁄ c:

Eel )el(
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----------- e
2
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Uporedimo li dobijeni izraz sa jednaåinom (4.6.44b) kojom je definisana konstanta
fine strukture, α, vidimo da je:

(P-4.6.1.1)

iz dobijenog odnosa moæemo izvuñi dva korisna zakÿuåka. Prvo, konstantu fine struk-
ture, α:

sada moæemo shvatiti kao veliåinu elektrostatiåke interakcije dva jediniåna (atom-
ska) naelektrisaça na jediniånom (atomskom) rastojaçu izraæenu u atomskim jedi-
nicama energije , dakle, izraæenu u odnosu na energiju mase mirovaça
elektrona. Drugo, mala apsolutna vrednost konstante α pokazuje da je elektrosta-
tiåka interakcija relativno slaba interakcija.

Poãto u izraz za α ne ulazi masa elektrona, to znaåi da se çome izraæava uza-
jamno elektrostatiåko delovaçe bilo koje dve elementarne åestice sa naelektri-
saçem e. Stoga je konstanta fine strukture α jedna od pravih fundamentalnih
konstanti prirode.

Istraæivaçe osnovnih jednaåina preko konstante fine strukture, α, ne samo da
ih åini kompaktnijim nego daje i novi naåin za çihovo tumaåeçe.

Treba istañi da ovo ipak nije jedinstven i opãteprihvañen naåin za definiciju
prirodnog sistema jedinica.

Primer 4.6.2 Izraziti Borov atomski radijus preko konstante fine strukture i protu-
maåiti dobijenu formulu.

REÃENJE:

Iz definicije konstante fine strukture (4.6.44b) i (P-4.6.1) nalazimo da je:

Zamenom ovog odnosa u izraz za Borov atomski radijus:

(4.3.11)

dobijamo:

(P-4.6.2.1)

gde je  Komptonova talasna duæina elektrona. Za prvu Borovu orbitu atoma vo-
donika, a0, gde je n = 1 i Z = 1 nalazimo:
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.

Dakle, konstantu fine strukture moæemo shvatiti kao odnos Komptonove talasne
duæine i Borovog radijusa atoma.

Primer 4.6.3 Izraziti brzinu elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika preko
konstante fine strukture, α.

REÃENJE:

Brzina elektrona u n-toj Borovoj orbiti data je izrazom:

(4.3.10)

Zamenom radijusa iz prethodnog zadatka nalazimo:

(P-4.6.3.1)

odakle za prvu Borovu orbitu atoma vodonika (Z = 1, n = 1) dobijamo:

(P-4.6.3.2)

Dakle, periferna brzina elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika 137 puta je
maça od brzine svetlosti. Zbog toga relativistiåki efekti imaju mali znaåaj kod
atoma vodonika åime moæe da se objasni sjajan uspeh Borovog modela.

Iz ovog razmatraça vidimo da konstantu fine strukture, α, moæemo definisati
i kao odnos brzine elektrona u prvoj Borovoj orbiti i brzine svetlosti.

Primer 4.6.4 Izraziti energiju elektrona u Borovoj orbiti preko konstante fine struk-
ture.

REÃENJE:

Energija elektrona u Borovoj orbiti data je izrazom:

(4.3.13) .

Kvadriraçem izraza za konstantu fine strukture (P-4.6.1.1) i preureœivaçem dobijamo:

ãto zamenom u jednaåinu za energiju daje:
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. (P-4.6.4.1)

Za prvu Borovu orbitu atoma vodonika, Z = 1, n = 1, nalazimo:

.

Vidimo da je energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika zanemarÿivo
mala u odnosu na energiju mase mirovaça elektrona. Iz toga, kao i ranije zakÿuåu-
jemo da kod atoma vodonika relativistiåki efekti mogu da se zanemare bez veñih ne-
voÿa u vezi sa kvantitativnim tumaåeçem rezultata.

Primer 4.6.5 Izraziti Ridbergovu konstantu u prirodnom sistemu jedinica:

.

4.7 SPEKTRI ATOMA ALKALNIH METALA

Jedna od veoma vaænih odlika Bor-Zomerfeldove teorije jeste da pruæa mo-
guñnost za kvalitativno razumevaçe porekla i nastanka razliåitih serija u spektrima
atoma alkalnih metala, koristeñi analogiju sa atomom vodonika i çegovim spek-
trima.

U prvim posmatraçima spektara litijuma, natrijuma ili bilo koga drugog al-
kalnog metala bilo je teãko uoåiti zakonomernost u poloæaju spektralnih linija.
Meœutim, 1890. su Paãen, Kajzer i Runge, a u isto vreme i Ridberg, otkrili da linije
mogu da se razvrstaju u nekoliko serija koje se delimiåno prekrivaju. Serija sa
najsjajnijim linijama nazvana je glavnom (engl. principal), sa najboÿe definisanim
linijama oãtrom (engl. sharp), a sa slabije definisanim linijama difuznom (engl. dif-
fuse). Åetvrta serija je pogreãno nazvana fundamentalnom (engl. fundamental) jer se
kasnije pokazalo da niãta nije fundamentalnija od bilo koje druge serije. Prema kom-
binacionom principu, serije se mogu prikazati kao linearne kombinacije odgovara-
juñih spektralnih termova.
Glavna (principal) serija:

(4.7.1)

k = 2, 3, 4, ....

II sporedna, oãtra (sharp):

(4.7.2)

k = 2, 3, 4, ....
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I sporedna, difuzna (diffuse):

(4.7.3)

k = 3, 4, 5, ....

Bergmanova, fundamentalna (fundamental):

(4.7.4)

k = 4, 5, 6, ....

Ovde su s, p, d i f konstante koje su karakteristiåne za razliåite alkalne atome, a R je
Ridbergova konstanta. Vrednost s kreñe se od 0,4 za Na do 0,87 za Cs; p se meça
od nule do 0,3 dok su vrednosti d i f vrlo male i primetno se razlikuju od nule samo
za najteæe alkalne atome.

Ako uporedimo ove (empirijske) jednaåine sa Ridbergovom formulom za
spektralne serije vodonikovog atoma (4.2.4):

Lajmanova:

(4.7.5)

Balmerova:

(4.7.6)

Paãenova:

(4.7.7)

Breketova:

(4.7.8)

Pfundova:

(4.7.9)
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vidimo da su one istog oblika, s tim ãto su kod vodonika konstante s, p, d i f jednake
nuli. Ovim karakteristiånim konstantama (s, p, d i f) uzima se u obzir poremeñaj or-
bite optiåkog elektrona nastao prisustvom drugih elektrona u niæim elektronskim or-
bitama koji za to vreme ne emituju zraåeçe.

4.7.1 Efektivno naelektrisaçe i konstanta zaklaçaça

Poznato je da atomi alkalnih metala imaju jedan (optiåki) elektron, te da se po
hemijskim osobinama mogu svrstati ispod vodonika u periodnom sistemu. Stoga se,
u prvoj aproksimaciji, kretaçe ovog elektrona moæe opisati analogno kretaçu
elektrona u vodonikovom atomu, s tom razlikom ãto se ovaj elektron kreñe u efek-
tivnom poÿu koje je superpozicija poÿa jezgra i ostalih elektrona, Slika 4.7.1. Tada
je, po analogiji sa energijom elektrona u atomu vodonikovog tipa gde je:

(4.4.3a) (4.7.10)

energija elektrona kod alkalnih metala data izrazom:

. (4.7.11)

Zeff je efektivno naelektrisaçe:

(4.7.12)

a  konstanta zaklaçaça. U idealnom sluåaju kada ne bi bilo interakcije op-
tiåkog elektrona sa ostalim elektronima, tj. kada bi se ostali elektroni kretali samo u
maloj zapremini u okolini jezgra, efektivno naelektrisaçe bi bilo jednako jedi-
niånom, tj.:

. (4.7.13)

Meœutim, zbog prodiraça optiåkog elektrona u unutraãçost elektronskog oblaka,
Slika 4.7.2, imamo da je:

(4.7.14)

tj. efektivno nalektrisaçe je veñe od 1.

Kako smo veñ videli, svakom energijskom nivou u vodonikovom atomu odgo-
vara viãe eliptiånih putaça razliåitog ekscentriciteta. Meœutim, za razliku od vodo-
nika, kod alkalnih metala ovi nivoi nisu degenerisani åak i kada zanemarimo relati-
vistiåku promenu mase elektrona. Orbite sa najveñim ekscentricitetom najviãe se
pribliæavaju jezgru zbog åega na çih elektriåno poÿe jezgra deluje mnogo jaåe jer
naelektrisaçe jezgra nije kompenzovano naelektrisaçem ostalih (unutraãçih) elekt-
rona. Drugim reåima, ove orbite imaju najveñe efektivno naelektrisaçe, ãto sa-
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glasno jednaåini (4.7.11) dovodi do sniæavaça çihovih energijskih nivoa. Znaåi,
kod eliptiånih putaça energija spoÿaãçeg elektrona je niæa od energije elektrona u
kruænoj putaçi. Kod atoma vodonika, zanemarimo li mali relativistiåki efekt, ove
dve energije su jednake.

Odstupaçe energijskih nivoa elektrona kod alkalnih metala od nivoa u atomu
vodonika zavisi od izduæenosti elipse, tj. od kvantnog broja  koji odreœuje ugaoni
moment. Ovde treba uoåiti bitnu razliku izmeœu zavisnosti energije elektrona od 
kod vodonika i kod alkalnih metala. Kod vodonika zavisnost je veoma slaba i posle-
dica je relativistiåke promene mase elektrona koja je najizrazitija kod orbita sa
najveñim ekscentricitetom. U spektrima vodonikovog atoma ova zavisnost dovodi
do pojave fine strukture spektralnih linija. Kod alkalnih metala, zavisnost energije
elektrona od ekscentriciteta orbite (pored relativistiåke promene mase) posledica je
promene efektivnog elektriånog poÿa prouzrokovane prodiraçem putaçe op-
tiåkog elektrona u unutraãçost orbita elektrona u niæim energijskim staçima, Slika
4.7.2.

Poãto efektivno naelektrisaçe zavisi od kvantnih brojeva n i  razmotriñemo
sistematski uticaj razliåitih vrednosti  na energijsko staçe elektrona, Slika 4.7.3.

s orbita, nϕ= 1. Ove elipse su najizduæenije pa je za çih odstupaçe energije
od izraza (4.7.10) najveñe. Elipsa za  prve spoÿaãçe ÿuske predstavÿa sta-
bilno staçe spoÿaãçeg elektrona alkalnih metala, jer ima najniæu energiju. Kreñuñi
se po toj elipsi elektron velikim delom svoje orbite ulazi u prostor unutraãçih ÿuski.
Ove orbite nazivaju se s-orbite a çihovi spektralni termovi oznaåavaju se slovom s.
Svakoj spoÿaãçoj ÿusci, razliåitog glavnog kvantnog broja n, odgovara jedna s or-
bita i spektralni term, nS.

Slika 4.7.1 Optiåki elektron u poÿu jezgra:
a) kod vodonikovog atoma na elektron deluje
poÿe jezgra direktno; b) kod alkalnih metala
jezgro je zakloçeno elektronima iz doçih or-
bita pa na elektron deluje efektivno poÿe koje
je superpozicija poÿa jezgra i ostalih elek-
trona.

-e

a) b)

-e

+Ze
+Zeff e

Slika 4.7.2 Uklaçaçe degeneracije energijskih ni-
voa kod eliptiåkih putaça: a) kod vodonikovog atoma
degeneracija se uklaça zbog relativistiåke promene
mase; b) kod alkalnih metala daleko veñi znaåaj ima
promena efektivnog naelektrisaça zbog prodiraça
putaçe optiåkog elektrona u unutraãçost doçe elek-
tronske ÿuske.

-e

a) b)

-e

+Ze +Zeff e

nϕ

nϕ

nϕ

nϕ

nϕ 1=
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p orbita, nϕ= 2. U litijumovom atomu u osnovnom staçu spoÿaãçi elektron
se kreñe u drugoj ÿusci pa  odgovara kruænoj orbiti. Zbog toga je ener-
gija ovoga staça vrlo bliska energiji elektrona u odgovarajuñem staçu kod atoma
vodonika. Kod natrijuma, meœutim,  odgovara elipsi. Zbog toga su
kod alkalnih metoda, poåevãi od natrijuma, energije elektrona sa ovim azimutalnim
kvantnim brojem niæe od energije elektrona kod vodonika u istom kvantnom staçu.
Orbite sa  oznaåavaju se slovom p a çihovi termovi P, odnosno nP gde je n
glavni kvantni broj.

d orbita, nϕ = 3. Za treñu ÿusku  ovim kvantnim brojem definiãe se
kruæna orbita. Kod åetvrte ÿuske odgovarajuña orbita je eliptiåna, meœutim, sa vrlo
malim ekscentricitetom. Stoga je energija ove orbite bliska energiji odgovarajuñe or-
bite vodonikovog atoma. Orbite se oznaåavaju slovom d a spektralni termovi nD.

f orbita, nϕ = 4. Energije ovih orbita vrlo su sliåne onima za vodonikov atom
poãto se javÿaju tek u åetvrtoj ÿusci kada je radijus  Slika 4.7.3. Za 
eliptiåne putaçe imaju vrlo mali ekscentricitet i neznatno odstupaçe od kruænih.
Oznaka orbita je f a termova nF.

Prema tome, sistem spektralnih termova alkalnih metala moæe se predstaviti
sumarno sledeñim simbolima:

4.7.2 Efektivni kvantni broj i kvantni defekt

Drugi naåin da se posmatra energija elektrona kod alkalnih metala je da se
efektivno naelektrisaçe smatra jediniånim,  a da se umesto glavnog
kvantnog broja, n, koristi efektivni kvantni broj  Tada se izraz za energiju
elektrona (4.7.10) moæe pisati na sledeñi naåin:

orbita spektralni term

s 1 nS

p 2 nP

d 3 nD

f 4 nF.

nϕ n 2= =

nϕ 2  n, 3= =

nϕ 2=

n 3=( )

16a0, n 4>

Slika 4.7.3 Orbite elektrona po
Bor-Zomerfeldovom modelu za
vrednosti glavnog kvantnog broja
od 1 do 4.

1s

n = 2 n = 3 n = 4

a = a0 a = 4a0 a = 9a0 a = 16a0

3p2s

3s

4d

4p

4s

1s
4f2p

3d

nϕ

Zeff 1=
n∗.
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(4.7.15)

Ovde se odstupaçe energije elektrona od energije u atomu vodonika umesto preko
efektivnog naelektrisaça izraæava efektivnim kvantnim brojem, je
kvantni defekt. I kvantni defekt zavisi od n i , pa je energija elektrona u staçu sa
glavnim kvantnim brojem n i azimutalnim kvantnim brojem :

(4.7.16)

Najzad, da bi se izrazi (4.7.16) povezali sa termovima spektralnih serija, datih jed-
naåinama (4.7.1) – (4.7.4), potrebno je osloboditi se zavisnosti energije elektrona od
glavnog kvantnog broja. To se postiæe jednostavnom transformacijom:

(4.7.17)

gde se zavisnost energije od glavnog kvantnog broja prenosi na celobrojni parame-
tar k i numeriåke konstante s, p i d:

(4.7.18)

Iz ovih izraza za energiju elektrona lako je dobiti odgovarajuñe spektralne termove:

(4.7.19)

E
hcR

n∗2
---------- .–=

n∗ n   ∆;∆–=
nϕ

nϕ
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Prema izbornom pravilu, kvantni broj  meça se za jedinicu,  pa su
moguñi prelazi  .... Najlakãe se opaæaju prelazi sa
osnovnih, nepobuœenih staça poãto su pri normalnim laboratorijskim uslovima ova
staça najverovatnija. Tada se spektralne serije (4.7.1) – (4.7.4) mogu predstaviti
kao kombinacija odgovarajuñih spektralnih termova:

glavna serija

II sporedna (4.7.20)

I sporedna

fundamentalna

ovde treba uoåiti da numeriåke konstante 1, 2, 2 i 3 ne predstavÿaju vrednost gla-
vnog kvantnog broja n nego parametra k kojim se karakteriãe dati spektralni term. A
nekad u istim termovima figuriãe glavni kvantni broj…. Zbrka sa ovim simbolima
nastala je davno i odræala se do danaãçih dana zbog toga ãto se prelazi sa osnovnih
nivoa alkalnih metala (2s za litijum, 3s za natrijum, …. 6s za cezijum) predstavÿaju
zajedniåkom vrednoãñu k = 1. Meœutim, u praksi nije teãko dokuåiti o kojem para-
metru (k ili n) je reå.

Dijagram energijskih staça atoma litijuma prikazan je na Slici 4.7.4. On je u
opãtim crtama sliåan dijagramu za vodonikov atom. Zbog pravila izbora, 
moguñi su samo prelazi izmeœu susednih nizova termova.

Na Slici 4.7.5 prikazan je sistem termova atoma litijuma i litijumu sliånih
jona, Be+, B++, C3+, N4+ i O5+. Na desnoj strani sa n* oznaåen je glavni kvantni broj a
isprekidanom linijom poloæaj terma za atom vodonika. Termovi su korigovani za

nϕ nϕ 1,±=∆

S P P, D P, S D, F→ → → →

ν̃ 1S kP        k 2  3, …,=–=

ν̃ 2P kS        k 2  3, …,=–=

ν̃ 2P kD        k 3  4, …,=–=

ν̃ 3D kF        k 4  5, …,=–=

nϕ∆ 1±=

Slika 4.7.4 Dijagram energijskih nivoa liti-
jumovog atoma.
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razliåito naelektrisaçe jezgra faktorom 1/(Z - p)2, gde je p broj elektrona u doçim
elektronskim ÿuskama. Za prikazane elemente p = 2 pa Z - p ima vrednosti 1, 2, 3,…
Prema tome, ako su alkalnim metalima sliåni spektri istovremeno i vodoniku sliåni
onda deÿeçem svih termova sa (Z - p)2 treba da dobijemo iste vrednosti za iznose
çihovih energija. To se zaista dobija samo za D i F termove åije su energije veoma
bliske energijama odgovarajuñih termova vodonikovog atoma. Kod drugih termova
dolazi do odstupaça koje je najveñe za S termove, kako je ranije veñ opisano.

Treba uoåiti da sa porastom naelektrisaça jezgra, Z, odstupaçe energije od
vodonikovih termova postaje sve maçe. Ovo se objaãçava åiçenicom da se sa po-
rastom Z radijus orbita unutraãçih elektrona smaçuje tako da efektivno elektriåno
poÿe koje deluje na spoÿaãçi elektron postaje sve bliæe pravom Kulonovom poÿu.
Prema tome, Bor-Zomerfeldova teorija u staçu je taåno da opiãe spektre atoma vo-
donika, da predvidi postojaçe çihove fine strukture kao i da kvalitativno opiãe
spektre alkalnih metala. Meœutim, vrlo rano je otkriveno da se spektralne linije al-
kalnih metala sastoje od dve komponente åije poreklo nije moguñe opisati kvantnim
brojevima n i nϕ. Otuda je bilo jasno da elektron u atomu poseduje neki novi stepen
slobode koji u teorijskim razmatraçima joã nije uziman u obzir.

4.8 FINA STRUKTURA SPEKTARA ALKALNIH METALA I SPIN ELEKTRONA

Dva niza kvantnih brojeva, n i nϕ Bor-Zomerfeldove teorije mogu da opiãu
opãte osobine spektara alkalnih metala ali ne i finu strukturu çihovih linija koja je
za najveñi broj linija vrlo oåigledna. Spektralne linije alkalnih metala su
sastavÿene od parova linija, dubleta. Katkad su dubleti prañeni i treñom, znatno

Slika 4.7.5 Dijagram energijskih staça litijuma i litijumu sliånih jona do kiseonika.



144 4. STARA KVANTNA TEORIJA

E:\04.fm 7/1/04

slabijom, satelitskom linijom. Na primer, poznata æuta linija natrijuma predstavÿa
dublet sa komponentama na 589,0 i 589,6 nm. Ovde je razlika meœu komponen-
tama dubleta 0,6 nm. Za lakãe atome razlika je maça; za litijum je toliko mala da
se moæe videti samo instrumentima koji poseduju izvanredno veliku moñ razla-
gaça. Kod cezijuma komponente dubleta razmaknute su 40 nm.

Da bi se opisala dubletna struktura tih linija bilo je potrebno pretpostaviti da
su P, D i F energijski nivoi (termovi) dubletni nivoi (tj. da svaki nivo sadræi dve
komponente) a da su S nivoi (termovi) singuletni. Ove osobine spektralnih termova
moguñe je objasniti uvoœeçem novog stepena slobode za elektron i to takvog u
kome ñe elektron imati jednu od dve moguñe vrednosti. Novom stepenu slobode
pridruæen je i novi kvantni broj.

Priroda novog kvantnog broja kao i çegov fiziåki smisao nisu bili jasni sve
dok Goudsmit i Ulenbek (Goudsmit, Uhlenbeck) 1925. godine nisu pretpostavili da
se on moæe pripisati rotaciji elektrona oko sopstvene ose. Ovom pretpostavkom
kompletiran je planetarni model atoma, u kome se pored rotacije elektrona oko jez-
gra (planeta oko Sunca) uzima u obzir i rotacija elektrona oko sopstvene ose (rota-
cija planeta oko sopstvene ose). Sopstveni ugaoni moment (spin) i çemu pridruæeni
magnetni moment nezavisni su od orbitnog kretaça elektrona i mogu se smatrati
unutraãçom konstantom elektrona poput çegove mase i naelektrisaça.

Veliåina spinskog momenta u jedinicama ñ nominalno je data sa sñ gde je s
spinski kvantni broj. U atomskom, ili u spoÿaãçem magnetnom poÿu postoje dve mo-
guñe orijentacije elektrona koje se predstavÿaju magnetnim spinskim kvantnim bro-
jem ms. Kao i kod orbitnog magnetnog kvantnog broja m1 koji ima vrednosti od -nϕ do
+nϕ sa jediniånim inkrementom, ms moæe imati vrednosti od -s do +s uz  S
obzirom na to da su moguña samo dva staça, ona moraju biti +s i -s. Razlika meœu
çima mora biti jedinica [s - (-s) = 1] pa imamo 2s = 1, tj.:

(4.8.1)

Poãto energija staça zavisi od ukupnog momenta impulsa, zbira orbitnog i
spinskog momenta, moæe se definisati novi kvantni broj, unutraãçi kvantni broj
koji je jednak algebarskom zbiru orbitnog i spinskog kvantnog broja. Oznaåimo li

ukupni moment koliåine kretaça sa , orbitni ugaoni moment sa  i spinski mo-

ment sa  dobijamo:

. (4.8.2)

Za spinski moment smo veñ rekli da je ñ/2 (kasnije ñemo videti da to nije sasvim
taåno) i da je uvek prañen i magnetnim spinskim momentom.

Orbitni ugaoni moment izraæavamo kao celobrojni umnoæak od ñ:

(4.8.3)

l = 0, 1, 2, …, n - 1

koji je ekvivalentan Bor-Zomerfeldovom momentu  i jed-
nak çemu kada je:

ms 1.=∆

s
1
2
---     i    ms

1
2
--- .±==

 j  l

s

 j  l s+=

l  lñ=

L( nϕñ, nϕ 1 2 … n.), ,==
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(4.8.4)

Ova razlika meœu momentima, iako mala, ima izvanredno veliki znaåaj. Naime, kla-
siåno shvataçe orbitnog kretaça ne dopuãta  jer bi tada elektron prolazio
kroz jezgro. Meœutim, u kvantnoj teoriji åiçenica da elektron moæe da se naœe u po-
loæaju jezgra ne samo da nije protivreåna fiziåkoj slici nego je vrlo korisna za opisi-
vaçe nekih pojava. Ovde je dovoÿno samo da kaæemo da u kvantnoj slici putaça
elektrona ne postoji ni kao koncept, pa stoga nije teãko zamisliti staçe elektrona sa
nultim orbitnim momentom. U ovom sluåaju kada pokuãavamo da objasnimo
dubletnu strukturu spektralnih linija alkalnih metala, suoåeni smo s åiçenicom da su
S termovi singuletni. Poãto je çihova energija odreœena kombinacijom orbitnog i
spinskog momenta, direktno sledi da orbitni moment S termova mora biti jednak
nuli. U tom sluåaju, spinska staça su degenerisana i postoji samo jedan energijski
nivo, saglasno eksperimentalnim opaæaçima. Sama åiçenica da moramo da
napustimo kvantni broj  ukazuje na granicu vaÿanosti Bor-Zomerfeldove teorije
a s çom i intuitivne slike o strukturi atoma. Slika je sve maçe oåigledna i sve viãe
formalizovana. To jasno ukazuje na potrebu za potpuno novim konceptualnim tu-
maåeçem strukture atoma, o åemu ñe viãe reåi biti kasnije u vezi sa Ãredingerovom
jednaåinom.

S obzirom na izraz (4.8.3), vrednosti orbitnog kvantnog broja, l, za termove S,
P, D i F su 0, 1, 2 i 3 respektivno. Kombinovaçem kvantnih brojeva l i s dobijaju se
sledeñe vrednosti unutraãçeg kvantnog broja, j:

(4.8.5)

Za S termove  Za P termove  ili 3/2, za D termove j = 3/
2 ili 5/2 i za F termove j = 5/2 ili 7/2. Prema tome, P, D i F nivoi pod uticajem elekt-
ronskog spina postaju dubletni.

Pravilo izbora za kvantni broj l isto je kao i za :

dok za j vaæi:

(4.8.6)

Poãto je dubletno cepaçe nivoa relativno malo na dijagramu energijskih staça ter-
movi sa razliåitim j vrednostima nanose se jedan pored drugog, kao ãto je pokazano
na Slici 4.8.1 za termove kalijuma. Pri tome su çihove oznake sledeñe:

multipletnost(orbitni kv. broj, l)unutraãçi kv. broj, j

l nϕ 1.–=

nϕ 0=

nϕ

j l
1
2
---        za     l 0>±=

j
1
2
---      za     l 0.= =

j 1/2= j l 1/2 1/2=±=

nϕ

l 1        l 0≠∆±=∆

j∆ 1 0.,±=
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ili:

gde multipletnost oznaåava broj
naåina  na koji mogu da se
realizuju razliåita elektronska
spinska staça, 2S + 1, gde je
S rezultujuñi spinski broj. Za
viãeelektronske atome S pred-
stavÿa algebarski zbir spinova
pojedinih elektrona, 
Za alkalne metale, poãto ima-
ju jedan optiåki elektron, S = s
= 1/2 pa je multipletnost svih
termova 2. (Treba uoåiti da se
slovima s i S pored toga oz-
naåavaju i orbite i çima prid-
ruæeni spektralni termovi za l
= 0. Ne meãati jedne s drugi-
ma!). Vrednost orbitnog kvant-
nog broja, izraæava se odgova-
rajuñim slovom, kako je veñ po-
menuto. Najzad, kvantni broj j
se izraåunava pomoñu izraza
(4.8.5). Na primer, spektralni
term natrijuma sa orbitnim
kvantnim brojem l = 1, i unu-
traãçim kvantnim brojem j =

3/2 oznaåava se 2P3/2. Poãto imaju samo po jedan optiåki elektron svi spektralni
termovi atoma alkalnih metala su dubletni, 2s + 1 = 2(1/2) + 1 = 2.

Prema tome, za opisivaçe spektara alkalnih metala potrebno je uzeti u obzir
tri stepena slobode elektrona, koji se predstavÿaju sa kvantnim brojevima n, l i s (ili
n, l i j). Meœutim, kao ãto ñe se videti u sledeñem odeÿku, ako se posmatra spektar
atoma koji se nalazi u magnetnom poÿu, potrebno je uzeti u obzir i åetvrti stepen
slobode koji se izraæava magnetnim kvantnim brojem, ml. Åetiri kvantna broja su
dovoÿna za potpuno opisivaçe staça elektrona u atomu.

Fridrih Paãen (Friedrich Paschen, 1865–1947), rodio se u Ãverinu (Nemaåka) i bio profesor
u Tibingenu i Bonu. Godine 1908. proãirio je Balmerovu formulu na infracrveni deo spektra
vodonikovog atoma (Paãenova serija). Zajedno sa Bakom (Back) 1912/13. otkrio je Paãen-
Bakov efekt, cepaçe linija u jakom magnetnom poÿu.

Semjuel Abraham Gudsmit (Samuel Abraham Goudsmit, 1902–1978), predavao je na
Miåigen univerzitetu u An Arboru (1928–1941) i na MIT-u (Masaåusetski tehnoloãki institut)
u Kembriõu (Masaåusets, SAD). Od 1948. radio je u Brukhavenskoj nacionalnoj laboratoriji
(Apton, dræava Çujork, SAD), uglavnom baveñi se strukturom atomskih spektara. Da bi ob-
jasnio multipletnost spektralnih linija Gudsmit je zajedno sa Ulenbekom 1925. godine uveo
spin elektrona u kvantnu teoriju.

2s 1lj
+

Slika 4.8.1 Dijagram energijskih nivoa atoma kalijuma; k
je empirijski, redni broj terma kao u izrazima (4.7.1)–(4.7.4)
i (4.7.18)–(4.7.20).

S s.∑=
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Õorõ Juõin Ulenbek (Georg Eugen Uhlen-
beck, 1900–1988), je bio profesor Univerziteta
u Urtehtu i An Arboru (Miåigen, SAD). Godine
1925. zajedno sa S. A. Goudãmitom uveo je hi-
potezu o unutraãçoj rotaciji elektrona – spin
elektrona.

Jan Robert Ridberg (Janne Robert Rydberg,
1854–1919), rodio se u Halãtadu (Ãvedska). Od
1901. bio je profesor u Lundu i radio na peri-
odnom sistemu elemenata i spektralnim seri-
jama. Po çemu su nazive dobili Ridbergova
konstanta, i, u novije vreme, Ridbergovi atomi.

Johan Jakob Balmer (Johann Jakob Balmer,
1858–1898), ãvajcarski matematiåar. Predavao je na Bazelskom koleõu za gospoœice a od
1865. do 1890. takoœe i na Univerzitetu u Bazelu. Godine 1885. postavio je formulu kojom je
opisan tada poznati deo serije vodonikovog atoma (Balmerova serija). Kasnije je uoåio vezu
izmeœu çegove konstante k i Ridbergove konstante, kao i çenu ulogu granice serije.

Teodor Lajman (Theodore Lyman, 1874–1954), rodio se u Bostonu, i od 1910. do 1947. bio
direktor Õeferson fiziåke laboratorije na Harvardu. Bio je pionir u poÿu UV spektroskopije.
Godine 1906. otkrio je seriju linija vodonikovog atoma u UV oblasti, koja je po çemu i do-
bila ime.

Nils Bor (Niels Bohr, 1885–1962), rodio se u Kopenhagenu i doktorirao na tamoãçem uni-
verzitetu 1911. godine. Radio je u Kevendiãkoj laboratoriji kod Õ. Õ. Tomsona i na
Manåesterskom univerzitetu kod E. Raderforda. Godine 1913. uspeãno je primenio Plankovu
hipotezu na Raderfordov planetarni model atoma, a 1920. osnovao je u Kopenhagenu Institut
za teorijsku fiziku. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je 1922. godine za ispitivaçe strukture
atoma i zraåeça koje iz çih izvire.

Arnold Johan Vilhelm Zomerfeld (Arnold Johann
Wilhelm Sommerfeld, 1868–1951), rodio se u Ke-
nigsbergu (Nemaåka) danaãçem Kaliçingradu
(Ruska Federacija), gde je zavrãio studije. Od 1906.
do 1940. bio je profesor Minhenskog univerziteta.
Autor je oko 300 nauånih radova i desetak kçiga. Ba-
vio se kvantnom teorijom atoma, spektroskopijom i
matematiåkom fizikom. Pored drugih priznaça, do-
bitnik je Plankove medaÿe (1931), Lorencove me-
daÿe (1939) i Erstedove medaÿe (1948).

Gustav Hertz (Gustav Hertz, 1887–1975), sinovac Hajnriha
Herca, pronalazaåa radio-talasa, rodio se u Hamburgu, bio profe-
sor u Haleu i Berlinu a kasnije naåelnik istraæivaåke laboratorije
u fabrici “Simens”. Godine 1911. zapoåeo je istraæivaça (za-
jedno sa Frankom) pobuœivaça atoma u sudaru sa elektronima,
za koja su çih dvojica dobili Nobelovu nagradu za fiziku 1925.
godine. Od 1945. radio je na razliåitim projektima u Sovjetskom
Savezu.

Ulenbek, Kramer i Gudsmit

Zomerfeld (levo) i Bor (desno)
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Õejms Frank (James Franck, 1882–1964), rodio se u Ham-
burgu. Radio je u Institutu za fiziåku hemiju Kajzer Vilhelm a
1920. postaje i profesor u Getingenu. Godine 1933. emigrira iz
Nemaåke i 1935. postaje profesor fizike na Univerzitetu Õon
Hopkins u Baltimoru. Od 1938. do 1947. profesor je fiziåke he-
mije u Åikagu. Zajedno sa G. Hercom u Fiziåkom institutu u Ber-
linu ispitivao je prenos energije u sudarima elektrona sa gasnim
atomima. Ti su rezultati podræali Plankovu kvantnu hipotezu i
Borovu teoriju o nastanku spektralnih linija. Godine 1925. Frank
i Herc su podelili Nobelovu nagradu za fiziku za pronalazak za-
konitosti pri sudaru elektrona i atoma.



5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

Poznato je iz elektromagnetike da je magnetna indukcija (magnetno poÿe) u
slobodnom prostoru prouzrokovana kretaçem naelektrisaça odnosno tokom elek-
triåne struje. Na isti naåin, magnetna indukcija u materiji (magnetizam materije) pri-
pisuje se postojaçu mikrostruja u çoj. Ove struje nazivaju se Amperovim strujama
zato ãto ideja o çihovom postojaçu potiåe joã od Ampera, dakle, mnogo pre otkriña
elektrona. Amperova hipoteza nailazila je na teãkoñe jer çome nije moglo da se ob-
jasni postojano odræavaçe ovih struja bez utroãka energije. Meœutim, kao ãto je veñ
delom pokazano u prethodnim poglavÿima, pojam mikrostruja ne samo da ne pro-
tivreåi savremenom shvataçu strukture materije nego se çegovom neposrednom
primenom kvantitativno objaãçava veliki broj pojava vezanih za magnetizam ma-
terije.

Glavni problem u vezi sa magnetnim osobinama materije jeste pitaçe porekla
elementarnog magnetizma. U ovom poglavÿu opisañemo pojave orbitnog i spinskog
magnetizma, çihovo meœusobno dejstvo kao i çihove interakcije sa spoÿaãçim
magnetnim poÿem.

5.1 MAGNETNI MOMENT ATOMA VODONIKA

DODATAK 5.1

D-5.1.1 Magnetni moment strujne konture

Magnetni moment strujne konture  Slika D-5.1.1, proporcionalan je veliåini
povrãine A koju opisuje kontura i jaåini struje I koja kroz çu prolazi:

(D-5.1.1a)

Jediniåni vektor  normalan na ravan konture odreœuje pravac delovaça magnetnog
momenta. Smer magnetnog momenta sledi pravilo desne ruke u odnosu na tok elektriåne
struje. Za kruænu konturu polupreånika r povrãina je r2π, pa je:

µp ,

µp IAn.=

n
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(D-5.1.1b)

5.1.1 Orbitni magnetni moment

Poznato je (odeÿak D-5.1.1) da makroskopska strujna kontura ima magnetni
moment, tj., da ima osobine magnetnog dipola. Sliåno tome, oåekivalo bi se da elek-
tron, kruæeñi po Borovoj orbiti, izazove pojavu orbitnog magnetnog momenta. Elek-
tronska (Borova) orbita, zapravo, predstavÿa mikroskopsku strujnu konturu kroz
koju protiåe Amperova struja. Magnetni moment orbite moæe da se izrazi istom jed-
naåinom kao i magnetni moment makroskopske strujne konture:

(D-5.1.1a) (5.1.1)

Ovde je I struja koju stvara elektron kruæeñi po orbiti (Amperova struja), a 
vektor koji je normalan na ravan orbite i åiji je intenzitet jednak veliåini povrãine
koju orbita opisuje, a smer mu odreœuje tok elektriåne struje po pravilu desne ruke.
Indeks p oznaåava da magnetni moment vodi poreklo od orbitnog kretaça elekt-
rona. S obzirom na to da je vektor magnetnog momenta  paralelan vektoru ,
znaåi da je i magnetni moment normalan na ravan orbite.

Jaåina elektriåne struje, kao koliåina naelektrisaça koja proœe kroz presek
provodnika u jedinici vremena, za elektronsku orbitu u kojoj naelektrisaçe -e opiãe
jedan krug u vremenu T, data je izrazom:

(5.1.2a)

ili izraæavaçem perioda T preko kruæne frekvencije 

(5.1.2b)

Ako kruænu frekvenciju ω izrazimo preko orbitnog ugaonog momenta :

(D-4.6.3b)

dobijamo da je:

µp r
2
πIn.=

Slika D-5.1.1 Magnetni moment strujne konture upravÿen
je normalno na ravan konture, a smer mu se odreœuje po pra-
vilu desne ruke u odnosu na tok elektriåne struje.

n

I A=r2π

µ

µ
p IA            Am2( ).=

A

µ
p

A

I
dq

dt
------

e–

T
-----= =

T 2π ω⁄=( ):

I
eω

2π
------- .–=

pϕ

ω
pϕ

mr2
---------=
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(5.1.3a)

a s obzirom na to da je orbita kruæna, tj. 

(5.1.3b)

Vezu izmeœu orbitnog magnetnog momenta i orbitnog ugaonog momenta
nalazimo zamenom izraza (5.1.3b) u (5.1.1):

i poãto je :

(5.1.4)

Iz posledçeg izraza vidi se da je orbitni magnetni moment proporcionalan orbitnom
ugaonom momentu i (zbog negativnog znaka) antiparalelan çemu. Odnos magnet-
nog i mehaniåkog orbitnog momenta ãematski je prikazan na Slici 5.1.1.

Koeficijent proporcionalnosti kojim se izraæava odnos magnetnog i ugaonog
orbitnog momenta ne zavisi od osobina orbite i kao kombinacija osnovnih konstanti
(elementarnog naelektrisaça i mase elektrona) ima univerzalni karakter, jednaåina
(5.1.4). Iz iste jednaåine neposredno dobijamo izraz za odnos magnetnog i me-
haniåkog orbitnog momenta:

(5.1.5)

Veliåina  naziva se orbitni magnetomehaniåki odnos ili orbitni æiromagnetni od-
nos i ima vrednost jednaku polovini specifiånog naelektrisaça elektrona:

(5.1.6)

Orbitni magnetni i mehaniåki moment, kao ãto se vidi iz izraza (5.1.5) odnose se (do
konstantnog faktora 0.5) kao naelektrisaçe i masa elektrona. S obzirom na to da su
masa i naelektrisaçe osnovne osobine elektrona duboko povezane sa çegovim
postojaçem, i veza izmeœu orbitnog magnetnog i orbitnog ugaonog momenta je ne-
raskidiva.
Zamenom izraza (5.1.5) u (5.1.4) dobijamo da je:

(5.1.7)

I
epϕ

2πmr2
----------------–=

r2π A:=

I
epϕ

2mA
----------- .–=

µ
p

epϕ

2mA
-----------A–

e

2m
-------pϕn–= =

pϕn pϕ=

µ
p

e

2m
-------– pϕ.=

γp

µ
p

pϕ

-----
e

2m
------- .–= =

γp
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e
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------- 8 79402,
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Poãto je orbitni ugaoni moment kvantovan, to je i orbitni magnetni moment
koji je çemu proporcionalan, takoœe kvantovan. Najmaça jedinica ugaonog mo-
menta (kvant ugaonog momenta) je ñ. Zamenom ove vrednosti u izrazu (5.1.7)

 nalazimo najmaçu jedinicu (kvant) orbitnog magnetnog momenta:

(5.1.8)

koja se naziva Borov magneton i oznaåava  Iz jednaåine (5.1.8) neposredno do-
bijamo izraz za Borov magneton:

(5.1.9a)

koji, s obzirom na (5.1.5), moæe da se napiãe i u obliku:

(5.1.9b)

Zamenom vrednosti univerzalnih konstanti u izrazima (5.1.9), dobijamo da je:

(5.1.9c)

Preporuåena vrednost iz 1998. godine je:

(5.1.9d)

Nesreñna je åiçenica, koju uvek treba imati na umu, da se isti simbol µ koristi
za magnetne momente µp i µs, za Borov magnetom µB i za magnetnu propustÿivost
vakuuma µ0. Borov magneton, kao ãto ñe biti pokazano u odeÿku 5.1.2, predstavÿa
najmaçu jedinicu i za spinski magnetni moment µs. Zbog toga, Borov magneton
predstavÿa najmaçu jedinicu – kvant elektronskog paramagnetizma. (Za opisivaçe

Slika 5.1.1 Orbitni magnetni moment  potiåe od kruænog
kretaça naelektrisaça, isto kao ãto orbitni ugaoni moment ,
potiåe od kruænog kretaça mase. Zbog negativnog znaka na-
elektrisaça elektrona, vektori  i  su antiparalelni.

µ
p

p
ϕ

p
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magnetnih osobina atomskog jezgra koristi se odgovarajuña veliåina – nuklearni
magneton.)

Znajuñi vrednost osnovne jedinice magnetnog momenta i çegov odnos prema
orbitnom ugaonom momentu lako se nalaze uslovi kvantovaça orbitnog magnetnog
momenta. Prvo ñemo vezu izmeœu magnetnog i ugaonog momenta, jednaåina
(5.1.7), da izrazimo preko Borovog magnetona µB, koristeñi izraz (5.1.9a):

(5.1.10a)

Zamenom jednaåine za kvantovaçe orbitnog ugaonog momenta:

(4.6.38)

u jednaåinu (5.1.10a), dobijamo izraz za kvantovaçe orbitnog magnetnog momenta:

(5.1.10b)

ili u skalarnom obliku:
(5.1.10c)

Dakle, orbitni magnetni moment kvantuje se na isti naåin kao i orbitni ugaoni
moment, s tom razlikom ãto je kvant ugaonog momenta ñ, zameçen kvantom mag-
netnog momenta – Borovim magnetonom µB.

5.1.2 Spinski magnetni moment

U odeÿku 4.8 videli smo da je za objaãçeçe spektara alkalnih metala bilo
potrebno pretpostaviti postojaçe sopstvenog ugaonog momenta elektrona, dakle,
spina. U istom smislu bilo je pretpostavÿeno da je orbitni ugaoni moment jednak

nuli  = 0 kada su elektroni u s staçu. Iz toga sledi da je jednoelektronski atom
(taånije, atom koji, pored elektrona u popuçenim ÿuskama, ima joã samo jedan va-
lentni elektron) u osnovnom staçu treba da bude dijamagnetan. Meœutim, eksperi-
mentalno je pokazano da su takvi atomi (kao ãto ñe biti opisano u odeÿku 6.1) para-
magnetni, tj. da imaju magnetni moment. Uzrok paramagnetizma ovih atoma jeste
postojaçe sopstvenog elektronskog magnetnog momenta koji je pridruæen elekt-
ronskom spinu. Zbog toga bi priåa o orbitnom magnetnom i mehaniåkom momentu
elektrona mogla da se ponovi i za sopstveni magnetni i mehaniåki moment elekt-
rona. Jedina razlika je ta ãto se elektron umesto oko atomskog jezgra sada kreñe oko
sopstvene ose. Ova analogija je korisna za stvaraçe zamiãÿene slike ali se ne treba
previãe oslaçati na çu jer se veñ u prvom pokuãaju da se çome opiãe odnos izmeœu
spinskog magnetnog i spinskog mehaniåkog momenta nailazi na ozbiÿne teãkoñe.

Kao kod orbitnog ugaonog, , i magnetnog, , momenta koji se javÿaju
zbog kretaça elektrona po orbiti oko atomskog jezgra, spinski ugaoni moment, , i
spinski magnetni moment, , mogu da se smatraju posledicom rotacije mase i na-
elektrisaça elektrona oko sopstvene ose, Slika 5.1.2. Po ugledu na izraz (5.1.7) iz-
veden za orbitne momente, za sopstvene momente (magnetni i mehaniåki) imamo:

µ
p

µB

ñ
-----  – pϕ.=

pϕ nϕñn=

µp n– ϕµBn=

µp nϕµB.=

l

pϕ µp

s

µs
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(5.1.11)

gde je γs sopstveni (ili spinski) æiromagnetni odnos elektrona. Poãto su ovde u pitaçu
ista masa i isto naelektrisaçe kao i kod orbitnog kretaça, oåekivalo bi se da je
sopstveni æiromagnetni odnos elektrona γs jednak orbitnom æiromagnetnom odnosu
elektrona γp. Meœutim, empirijski je naœeno da je: 

(5.1.12a)

ãto se ne moæe objasniti klasiånim predstavama o rotaciji elektrona oko sopstvene
ose. Za teorijsko odreœivaçe odnosa (5.1.12a) potrebno je uzeti u obzir kako talasnu
prirodu elektrona, tako i relativistiåke uticaje vezane za çegovu prirodu, kao ãto je
uåinio Dirak. Na osnovu relativistiåke kvantne teorije, on je dobio da je:

. (5.1.12b)

To je dovoÿno da se vaÿano opiãe najveñi broj pojava vezanih za elektrone. Mala raz-
lika od ≈ 0,1% izmeœu izraza (5.1.12a) i (5.1.12b) javÿa se zbog dejstva elektrona sa
sopstvenim radijacionim poÿem. Ovaj uticaj Dirakova teorija ne uzima u obzir i zbog
toga je izraz (5.1.12b) samo pribliæan. Kvantna elektrodinamika koja razmatra i inter-
akciju elektrona sa sopstvenim radijacionim poÿem u staçu je da odnos (5.1.12a)
kvantitativno dobije.

Odstupaçe æiromagnetnog odnosa svakog sistema od orbitnog æiromagnet-
nog odnosa elektrona izraæava se Landeovim g-faktorom (prema francuskom fi-
ziåaru Landeu):

. (5.1.13a)

Drugim reåima, g-faktor predstavÿa æiromagnetni odnos sistema izraæen u γp jedini-
cama.

Za elektron, uporeœivaçem izraza (5.1.12a) i (5.1.13a), nalazimo:

. (5.1.13b)

Uvoœeçem g-faktora izrazi izvedeni za orbitne momente, ugaoni i magnetni, mogu
da se uopãte i da se primene na svaki sistem, recimo, na slobodni elektron, na
atomsko jezgro, itd. Pri tome, svakom paru momenata, ugaonog i magnetnog, prid-
ruæuje se odgovarajuñi g-faktor (spinski, nuklearni, itd.). Tako, zamenom odnosa
(5.1.13a) u izraz (5.1.11), dobijamo:

(5.1.14a)

ili zamenom æiromagnetnog odnosa iz (5.1.5):

(5.1.14b)

µs γs s=

γs 2 0023γp,=

γs 2γp=

gx

γx

γp

----=

gs 2 0023 2≈,=

µs gsγps=

µs gsµB

s

ñ
---–=
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odnosno:

. (5.1.14c)

Na osnovu izraza (5.1.12b) i (5.1.5) nalazimo da je spinski æiromagnetni od-
nos elektrona pribliæno jednak çegovom specifiånom naelektrisaçu:

(5.1.15a)

. (5.1.15b)

Spinski magnetni i ugaoni moment elektrona odnose se meœusobno kao naelektri-
saçe i masa elektrona, pa je zbog toga çihova veza, kao i çihovo postojaçe uopãte,
osnovna osobina elektrona. Kao kod orbitnih momenata i spinski magnetni i ugaoni
momenti elektrona su antiparalelni, Slika 5.1.2.

5.2 PRECESIJA I ORIJENTACIJA (ORBITNOG I SPINSKOG) MAGNETNOG 
MOMENTA 

DODATAK 5.2

D-5.2.1 Moment sprega

Spregom sila nazivamo dve jednake sile, paralelne i suprotnog smera, koje ne deluju
duæ jedne iste prave, Slika D-5.2.1. Moment sprega sila jednak je zbiru momenata svake sile
posebno i ne zavisi od taåke u odnosu na koju se momenti sile izraåunavaju.

µs

eñ

2m
-------–=

γs

e

m
----–=

γs 1 7588 10
11        

× Ckg
1–

,–=

Slika 5.1.2 Spinski ugaoni i magnetni moment elektrona.

s

µs

U MAGNETNOM POLJU

Slika D-5.2.1 Moment sprega javÿa se ako paralelne sile

 i  jednakih intenziteta, deluju u suprotnim smero-

vima, sa napadnim taåkama na rastojaçu  i ako se çihov

pravac delovaça ne poklapa sa pravcem vektora .
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Na Slici D-5.2.1 momenti sila izraåunavaju se u odnosu na proizvoÿno izabranu taåku O. Tada
je:

. (D-5.2.1)

i:

. (D-5.2.2)

Iz definicije sprega slede dva uslova:

 i .

Posledçi uslov oåigledan je sa Slike D-5.2.1, sa koje vidimo da vektor  kojim se odreœuje

koordinata napadne taåke sile  u odnosu na napadnu taåku sile , ne zavisi od izbora

taåke u odnosu na koju se raåuna moment. Unoãeçem ova dva uslova u izraz (D-5.2.2), dobi-

jamo:

. (D-5.2.3)

Dakle, moment sprega sila koje deluju na rastojaçu  jednak je momentu koji nastaje delo-

vaçem samo jedne sile na istom kraku .

D-5.2.2 Rad sprega sila

Moment sprega sila izaziva rotaciju tela pri åemu spreg vrãi rad, Slika D-5.2.2. Rad

koji izvrãi spreg  pri rotaciji tela za beskonaåno mali ugao  izraåunavamo preko rada

koji izvrãe sile  i  na beskonaåno malim putevima  i  Pri tome je diferenci-

jalni put  povezan sa diferencijalnim uglom  jednaåinom (videti Sliku D-5.2.2):

. (D-5.2.4)

Rad  koji izvrãi sila na putu je:

a rad koji izvrãi druga sila:

T1 r1 F1     i     × T2 r2 F2×= =

T T1 T2+ r1 F1 r2 F2×+×= =

F1 F2–= r r1 r2–=

r

F1 F2

T r1 F1 r2 F1×–× r1 r2–( ) F1× r F1×= = =

r

r

T dθ

F1 F2 d s1 d s2 .
d s1 d θ

Slika D-5.2.2 Moment sprega dovodi do rotacije tela

oko srediãçe taåke na /2.r

r
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.

Ukupni rad sprega jednak je çihovom zbiru:

.

Poãto je  (po definiciji sprega) i  (putevi su paralelni odgovara-
juñim silama) iz posledçeg izraza dobijamo da je:

a zamenom iz (D-5.2.4):

.

Konaåan izraz dobijamo zamenom vektorskog proizvoda jednaåinom (D-5.2.3):

. (D-5.2.5)

Ako su sile potencijalne, tada je izvrãeni rad jednak potencijalnoj energiji:

dA = dU.

Promena potencijalne energije pri rotaciji za konaåni ugao, na primer od θ1 do θ2, dobija se in-
tegraÿeçem posledçeg izraza:

. (D-5.2.6a)

Poãto su vektori  i  paralelni, izraz (D-5.2.6a) se neposredno prevodi u skalarni oblik

. Zamenom apsolutne vrednosti vektora  iz jednaåine (D-5.2.3) u skalarni
oblik izraza (D-5.2.6), dobijamo da je: 

(D-5.2.6b)

ili posle integraÿeça:

.

Ugao θ je ugao izmeœu vektora  i ; za θ1 = π/2 U1 = 0, pa je:

. (D-5.2.7a)
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Posledçi izraz predstavÿa zavisnost  potencijalne energije tela od ugla u odnosu na  krak
 pod kojim deluju potencijalne sile koje obrazuju spreg. Kada sile deluju pod pravim uglom

(θ = π/2), potencijalna energija jednaka je nuli, a moment sprega je najveñi. Kada su sile para-
lelne kraku  (θ = 0, π) moment sprega je nula; tada potencijalna energija dostiæe krajçe
vrednosti – najveñu za θ = π i najmaçu za θ = 0.

Sistem na koji deluje spreg sila spontanim prelazom u najmaçu potencijalnu energiju,
usmerava se tako da krak sile  postane paralelan pravcu delovaça potencijalnih sila θ = 0.

Izraz (D-5.2.7a), predstavÿa skalarni proizvod vektora  i , pa saæetije moæe da se
napiãe u vektorskom obliku:

. (D-5.2.7b)

D-5.2.3 Elektriåni dipol u homogenom elektriånom poÿu

Osobine elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu ovde razmatramo zbog
bliske veze sa osobinama magnetnog momenta (magnetnog dipola) u homogenom magnet-
nom poÿu.

Elektriåni dipol obrazuju dva naelektrisaça + q i - q razmaknuta na rastojaçe ,

Slika D-5.2.3. Dipolni moment  jednak je proizvodu naelektrisaça q i vektora rastojaça

:

(D-5.2.8)

gde se vektorom  odreœuje poloæaj pozitivnog naelektrisaça u odnosu na negativno, Slika
D-5.2.3.

U elektriånom poÿu na naelektrisaça ±q deluju sile  i .

(D-5.2.9)

koje su meœusobno paralelne, a suprotnog su smera i poãto je poÿe homogeno, sile su jed-

nakog intenziteta. Zbog toga sile  i , formiraju spreg åiji je moment, saglasno izrazu
(D-5.2.3):

. (D-5.2.10a)

Zamenom izraza za silu (D-5.2.9), iz posledçe jednaåine dobijamo:

(D-5.2.10b)

i konaåno, s obzirom na definiciju dipolnog momenta (D-5.2.8):

. (D-5.2.10c)

Potencijalnu energiju elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu dobijamo ne-
posredno iz izraza (D-5.2.7):

(D-5.2.7b) (D-5.2.11a)
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ili u skalarnom obliku:

(D-5.2.11b)

gde je θ ugao koji zaklapa elektriåni dipol sa vektorom elektriånog poÿa.
Prema tome, moment sile koji deluje na elektriåni dipol u elektriånom poÿu jednak je

vektorskom proizvodu dipolnog momenta i vektora elektriånog poÿa. Potencijalna energija
elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu jednaka je skalarnom proizvodu dipolnog
momenta i vektora elektriånog poÿa, sa promeçenim znakom. Otuda sledi da elektriåni dipol
ima najmaçu energiju kada je usmeren paralelno elektriånom poÿu.

D-5.2.4 Strujna kontura u homogenom magnetnom poÿu ili magnetni dipol u homogenom 
magnetnom poÿu

Magnetni moment moæe da se razmatra kao magnetni dipol, na sliåan naåin kao ãto je
razmatran i elektriåni dipol i çegov moment. Mada je zbog vrtloæne prirode magnetnog poÿa
ova sliånost samo prividna, ona je vrlo korisna poãto veliki broj zakonitosti iz elektrostatike i
magnetizma moæe da se objasni na isti naåin. U prethodnom odeÿku videli smo da se elekt-
riåni dipol u elektriånom poÿu spontano usmerava paralelno tom poÿu. Na isti naåin, mag-
netni dipol (magnetni moment) usmerava se paralelno magnetnom poÿu koje deluje na çega.
(Na tom principu radi kompas sa magnetnom iglom.)

Poãto strujna kontura, saglasno izrazu (D-5.1.1), ima magnetni moment, , to se ona u

poÿu magnetne indukcije, , ponaãa sliåno  elektriånom dipolu u elektriånom poÿu, Slika
D-5.2.4.

Dakle, na strujnu  konturu u magnetnom poÿu  deluje spreg sila, pa kao i u izrazu
(D-5.2.10c) imamo:

(D-5.2.12)

a sliåno izrazima (D-5.2.11):

(D-5.2.13a)

Slika D-5.2.3 Spreg sila koji se javÿa kada se dipol unese
u homogeno elektriåno poÿe nastoji da usmeri dipol para-
lelno primeçenom poÿu.
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Slika D-5.2.4 Na strujnu konturu u homogenom magnet-
nom poÿu deluje moment sprega koji nastoji da magnetni mo-
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ili u skalarnom obliku:

. (D-5.2.13b)

Za orbitni i spinski magnetni moment moglo bi se oåekivati da ñe se, kao i makro-
skopske strujne konture, usmeravati u spoÿaãçem magnetnom poÿu. Meœutim, interakcija
ovih momenata sa spoÿaãçim magnetnim poÿem znatno je sloæenija, ãto je posledica kako
kvantne prirode mikroskopskih pojava, tako i åiçenice da su ovi magnetni momenti spreg-
nuti sa odgovarajuñim ugaonim (mehaniåkim) momentima, kako je veñ opisano u pret-
hodnom poglavÿu.

Pri opisivaçu dejstva magnetnog poÿa na magnetne momente atoma poreklo magnet-
nog momenta ne igra nikakvu ulogu. Fiziåka slika dobijena za orbitni magnetni moment ista
je kao ona koja se dobija za spinski magnetni moment. Jedina razlika javÿa se zbog razliåitih
æiromagnetnih odnosa i kvantnih brojeva kojima se izraæava kvantovaçe. Zbog toga ñe u nas-
tavku biti reåi uglavnom o orbitnom magnetnom momentu. Osobine spinskog magnetnog
momenta u magnetnom poÿu dobijaju se zamenom orbitnog æiromagnetnog odnosa spinskim
i orbitnog magnetnog kvantnog broja spinskim magnetnim kvantnim brojem.

5.2.1 Precesija orbitnog magnetnog momenta u magnetnom poÿu

U homogenom magnetnom poÿu sa indukcijom , na orbitni magnetni mo-

ment , deluje moment sprega sile , koji nastoji da usmeri vektor  paralelno

poÿu :

(D-5.2.12) . (5.2.1)

Magnetni moment imao bi najmaçu potencijalnu energiju kada bi bio paralelan
poÿu (videti odeÿak D-5.2.4). Poãto je orbitnom magnetnom momentu pridruæen or-
bitni ugaoni moment, , magnetni moment neñe tek tako da se usmeri duæ pravca

delovaça poÿa . Naime, s obzirom na to da je:

(D-4.6.5)

i:

(5.1.7)

nalazimo da je jednaåina kretaça ugaonog momenta  oblika:

. (5.2.2)

Dobijena diferencijalna jednaåina istog je tipa kao i jednaåina (D-2.2.13), pri åemu
postoji jednoznaåna veza izmeœu çihovih veliåina:

, , . (5.2.3)

U µB θcos–=
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Reãeça jednaåine kretaça (5.2.2) dobijamo zamenom odnosa (5.2.3) u reãeçima
(D-2.2.13), pa je:

(5.2.4a)

(5.2.4b)

. (5.2.4c)

θ je ugao izmeœu pravca magnetnog poÿa (z-ose) i vektora ugaonog momenta. Iz pos-
ledçeg izraza vidi se da se projekcija ugaonog momenta na pravac delovaça magnet-
nog poÿa tokom vremena ne meça (θ = const.). Odatle zakÿuåujemo da magnetni
moment u magnetnom poÿu ne meça smer. Meœutim, iz oblika reãeça (5.2.4a,b) (vi-
deti odeÿak D-2.2.4) zakÿuåujemo da projekcija vektora ugaonog momenta  na
xy-ravan, kruæi u toj ravni frekvencijom:

. (5.2.5a)

Slagaçem kretaça projekcija na ose x i y (dakle, u xy-ravni) i projekcije na z-osu, do-
bijamo sliku o kretaçu vektora  kao celine: vektor  (znaåi i vektor ) prece-
suje oko pravca spoÿaãçeg magnetnog poÿa frekvencijom koja je odreœena izrazom
(5.2.5a). Ova frekvencija, , naziva se Larmorova frekvencija (otuda indeks L)
prema istraæivaåu koji je prvi razmatrao ovaj problem. S obzirom na to da je æiro-
magnetni odnos orbite negativan, jednaåina (5.1.6), Larmorova frekvencija elekt-

ronske orbite je pozitivna. To znaåi da su vektori  i  paralelni, pa je vektorski
oblik posledçe jednaåine:

. (5.2.5b)

Orbitni momenti, ugaoni i magnetni, precesuju oko pravca spoÿaãçeg poÿa u smeru
koji je odreœen pravilom desne ruke, kao ãto je prikazano na Slici 5.2.1.

5.2.2 Orijentacija orbitnog momenta u magnetnom poÿu

Za potpunu sliku kretaça orbitnog magnetnog i orbitnog mehaniåkog mo-
menta u spoÿaãçem magnetnom poÿu potrebno je razmotriti i pitaçe ugla θ koji

px pϕ θ γpBzt( )cossin=

Py pϕ θ γpBzt( )sinsin– pϕ θ γpBzt–( )sinsin= =

pz pϕ θcos const= =

pϕ

ωL p, γpBz–=

pϕ pϕ µϕ

ωL p,

ωL p, B

ωL p, γpB–=

Slika 5.2.1 Elektronska orbita uneta u magnetno poÿe  prece-
suje oko pravca poÿa stalnom ugaonom brzinom (frekvencijom)
ωL,p. Pri tom se projekcija ugaonog momenta na pravac spoÿaãçeg
magnetnog poÿa tokom vremena ne meça.
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orbitni ugaoni moment zaklapa sa pravcem spoÿaãçeg poÿa. U odeÿku 4.6.4 videli
smo da orijentacija vektora  u prostoru nije proizvoÿna, veñ je odreœena uslo-
vima prostornog kvantovaça. Kada se u prostoru definiãe izvestan pravac (ovde

odreœen spoÿaãçim poÿem ), projekcija ugaonog momenta na taj pravac je kvan-
tovana. To znaåi da su dozvoÿene samo diskretne vrednosti ugla θ koji sa spo-
ÿaãçim poÿem zaklapa vektor  (i vektor ). Dozvoÿene vrednosti ugla θ

odreœene su odnosom magnetnog kvantnog broja m i azimutalnog kvantnog broja
nϕ:

(4.6.49) . (5.2.6)

Zamenom ovog uslova u izrazu (5.2.4c) dobijamo da je:

(5.2.7)

ili s obzirom na izraz:

(4.6.38)  

dobijamo uslov za kvantovaçe projekcije ugaonog momenta na pravac spoÿaãçeg
poÿa (z-ose):

. (5.2.8)

Magnetni moment  koji je pridruæen orbitnom ugaonom momentu mora da
bude kvantovan na isti naåin:

(5.1.7)

Projektovaçem vektora i  na z-osu dobijamo:

(5.2.9a)

a zamenom pz iz jednaåine (5.2.8):

(5.2.9b)

Najzad, uslov za kvantovaçe projekcije orbitnog magnetnog momenta dobijamo
uvoœeçem Borovog magnetona saglasno jednaåini (5.1.9a):

(5.2.10)
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Poãto vektor  precesuje oko pravca poÿa , çegove x-komponente,  u ko-
naånom vremenskom intervalu, uzajamno se poniãtavaju. Isto vaæi i za y-kompo-
nente, . To znaåi da se popreåna (transverzalna) komponenta magnetnog mo-

menta (popreåna u odnosu na spoÿaãçe poÿe ),  =  + , u konaånom
vremenskom intervalu usredçava na nulu i da zbog toga ne moæe da se opazi ekspe-
rimetalno. Meœutim, uzduæna (longitudinalna) komponenta magnetnog momenta,

, za koju smo videli da se ne meça tokom vremena i da ima diskretne vrednosti,
moæe da se eksperimentalno opazi i meri. To neposredno sledi iz izraza za energiju
interakcije magnetnog poÿa i magnetnog momenta:

(D-5.2.13) (5.2.11a)

Imajuñi na umu da je µpcosθ = µp,z, potencijalnu energiju magnetnog momenta u mag-
netnom poÿu moæemo da izrazimo kao:

(5.2.11b)

ili zamenom µp,z iz jednaåine (5.2.10):

. (5.2.11c)

Ovaj izraz predstavÿa novi naåin za izraæavaçe prostornog kvantovaça i za ob-
jaãçavaçe kvantnog broja m. Magnetnim kvantnim brojem m kvantuje se energija
interakcije orbitnog magnetnog momenta i spoÿaãçeg magnetnog poÿa.

5.2.3 Precesija i orijentacija spinskog magnetnog momenta u 
spoÿaãçem magnetnom poÿu

Videli smo da se elektronska orbita, zapravo orbitni momenti (mehaniåki i
magnetni) jednovremeno orijentiãu pod odreœenim uglom u odnosu na spoÿaãçe
magnetno poÿe i precesuju oko çega. Diskretna orijentacija u magnetnom poÿu
posledica je interakcije magnetnog momenta i magnetnog poÿa i kvantovaça mo-
menta duæ pravca magnetnog poÿa. Precesija momenata posledica je slagaça mo-
menta (sprega) sile (nastalog delovaçem magnetnog poÿa na magnetni moment) i
orbitnog ugaonog momenta.

Zbog bliske analogije izmeœu orbitnih i spinskih momenata moæe se oåekivati
da ñe spinski momenti u magnetnom poÿu da se ponaãaju sliåno orbitnim momen-
tima. Larmorovu frekvenciju spina elektrona dobijamo iz izraza (5.2.5a) ako orbitni
zamenimo spinskim æiromagnetnim odnosom:

(5.2.12a)

odnosno, u vektorskom obliku:

. (5.2.12b)

µp B µp x,

µp y,

B µp T, µp x, µp y,

µp z,

U µp B⋅– µpB θ.cos–= =

U µp z, B–=

U mµBB=

ωL s, γsBz–=

ω
L s,
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Po ugledu na izraz za kvantovaçe orbitnog ugaonog momenta, (5.2.8), za spi-
nski ugaoni moment nalazimo: 

(5.2.13a)

gde je:

. (5.2.13b)

Prostorno kvantovaçe spinskog magnetnog momenta mora da bude isto kao i
kvantovaçe spinskog ugaonog momenta. S obzirom na çihovu vezu:

(5.1.14b)

nalazimo:

.

Projektovaçem oba spinska momenta, magnetnog,  i mehaniåkog, , na z-osu
dobijamo:

(5.2.14a)

a zamenom sz iz (5.2.13a):
. (5.2.14b)

Koristeñi i daÿe sliånosti, za potencijalnu energiju spinskog magnetnog mo-
menta u magnetnom poÿu, po ugledu na izraz (5.2.11a), nalazimo:

(5.2.15a)

a prema (5.2.11b):
. (5.2.15b)

Po ugledu na (5.2.11c), zamenom projekcije magnetnog momenta iz (5.2.14b) sledi:

. (5.2.15c)

Delovaçe magnetnog poÿa na spinske momente ãematski je prikazano na
Slici 5.2.2. U magnetnom poÿu spinski, mehaniåki i magnetni momenti precesuju
sopstvenom Larmorovom frekvencijom koja je, u datom magnetnom poÿu, gs puta
(pribliæno dva puta) veña od odgovarajuñe frekvencije orbitnih momenata. Pri tome,
spinski magnetni moment postavÿa se u jednu od dve moguñe orijentacije koje
imaju razliåite energije odreœene izrazom (5.2.15c).

Dakle, magnetno poÿe uklaça degeneraciju i dovodi do cepaça spinskih
staça na dva energijska nivoa. Cepaçe je proporcionalno jaåini magnetnog poÿa
(taånije, magnetnoj indukciji). Cepaçe energijskih nivoa prouzrokovano je magnet-
nim meœudejstvom (magnetnom interakcijom).
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5.3 SPIN-ORBITNA INTERAKCIJA

DODATAK 5.3 

D-5.3.1 Magnetno poÿe strujne konture (Amper-Laplasov i/ili Bio-Savarov zakon)

Magnetna indukcija  u taåki M na rastojaçu  od elementa strujne konture

proizvoÿnog oblika , kroz koju protiåe struja I, Slika D-5.3.1a, odreœena je izrazom:

. (D-5.3.1)

To je Amper-Laplasov obrazac ili Bio-Savarov zakon; µ0 je magnetna propustÿivost
slobodnog prostora (vakuuma) i iznosi 4π × 10−7 H/m (Henrija po metru).

Slika 5.2.2 Precesija i orijentacija spinskih,
momenata, ugaonog  i magnetnog , u spo-

ÿaãçem magnetnom poÿu : a) u odsustvu
magnetnog poÿa dva spinska staça ms = +1/2 i
ms = - 1/2 su degenerisana – bez obzira na ori-
jentaciju çihove energije su jednake. Van
magnetnog poÿa nema precesije; b) magnetno
poÿe uklaça degeneraciju energijskih nivoa –
razliåite orijentacije spina imaju razliåite po-
tencijalne energije. Kada je spinski magnetni
moment “paralelan” poÿu, ms = -1/2 , çegova
energija je najmaça, U = - µBB, a kada je “anti-
paralelan”, ms = +1/2, energija mu je najveña,
U = + µBB. Zbog kvantovaça projekcije mo-
menta na pravac z-ose, ostale orijentacije nisu
dozvoÿene. To znaåi da se u magnetnom poÿu
svako spinsko staçe cepa na dva nivoa. Neza-
visno od orijentacije spinski momenti prece-
suju u istom smeru oko pravca spoÿaãçeg
magnetnog poÿa.
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Slika D-5.3.1 Uz definiciju Bio-Sa-
varovog zakona: a) komponenta mag-

netne indukcije  (u proizvoÿnoj
taåki, M, u okolini strujne konture
proizvoÿnog oblika) koja potiåe od ele-

menta strujne konture  normalna je

na ravan u kojoj se nalaze vektori  i

; b) kod zatvorene kruæne konture,
magnetna indukcija u centru konture
proporcionalna je jaåini struje, a
obrnuto proporcionalna polupreåniku
konture. Vektor indukcije je normalan
na ravan konture.
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Indukcija poÿa  u centru zatvorene strujne konture polupreånika , koje potiåe od ele-

menta konture , dobija se iz izraza (D-5.3.1) zamenom odgovarajuñih uslova,
Slika D-5.3.1b:

(D-5.3.2)

Vektor  je jediniåni vektor normalan na ravan strujne konture. Çegov smer odreœen je to-
kom elektriåne struje po pravilu desne ruke. Ukupnu magnetnu indukciju u centru strujne
konture dobijamo itegraÿeçem posledçeg izraza po krugu:

. (D-5.3.3)

Poãto je I = const., r = const. i dr = rd , iz (D-5.3.3) integraÿeçem nalazimo:

. (D-5.3.4)

Prema tome, elektriåna struja I, koja protiåe kroz zatvorenu strujnu konturu polupreånika, r, u
çenom srediãtu indukuje magnetno poÿe åija je indukcija proprocionalna jaåini struje, a
obrnuto proprocionalna polupreåniku konture.

U poglavÿu 4.6 videli smo da je za empirijsko opisivaçe spektara alkalnih
metala bilo potrebno da se pretpostavi dubletna priroda p, d, f, itd. elektronskih ni-
voa, ãto je opravdano uvoœeçem pojma spina. Drugim reåima, bilo je neophodno da
se pretpostavi postojaçe dva energijska staça elektrona za datu kombinaciju kvant-
nih brojeva n, nϕ i m.

U svetlu razmatraça izloæenog u odeÿku 5.2.3, iz kojeg sledi da spoÿaãçe
magnetno poÿe uklaça degeneracija spinskih nivoa elektrona, moæemo da za-
kÿuåimo da u elektronskim staçima p, d, f, ..., itd., ali ne i u staçu s, postoji unu-
traãçe, lokalno, magnetno poÿe atoma. To nam pruæa dobru osnovu za razmat-
raçe fiziåke suãtine cepaça termova alkalnih metala (zapravo termova svih atoma,
samo ãto se kod alkalnih metala cepaçe uoåava veñ na prvi pogled). Problem se
svodi na pitaçe porekla sopstvenog magnetnog poÿa atoma i interakcije spinskog
magnetnog momenta i tog poÿa.

5.3.1 Poreklo lokalnog magnetnog polja

U odeÿku 5.1.1 videli smo da elektron koji kruæi oko jezgra, dovodi do pojave

orbitnog magnetnog momenta , jednaåina (5.1.4). Ista pojava moæe da se opiãe na
ekvivalentan naåin preko Bio-Savarovog zakona (videti odeÿak D-5.3.1): elektron
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koji kruæi oko atomskog jezgra, na poloæaju jezgra indukuje lokalno magnetno poÿe
koje je proporcionalno jaåini struje, a obrnuto proporcionalno polupreåniku orbite.

Nas, meœutim, zanima postoji li, i koliko je, poÿe na poloæaju elektrona, s ob-
zirom na to da ispitujemo uzajamno dejstvo lokalnog magnetnog poÿa i spina elekt-
rona. Zato ñemo isti proces, kruæeça elektrona oko jezgra posmatrati iz drugog
ugla, tj. iz sistema u kome elektron miruje. Posmatrano sa poloæaja elektrona, Slika
5.3.1, izgleda kao da pozitivno naelektrisano jezgro kruæi oko elektrona. (Ovo je do-
nekle sliåno utisku koju posmatraå sa Zemÿe ima pri posmatraçu Sunca. Çemu
izgleda da Zemÿa miruje, a da se Sunce okreñe oko Zemÿe.) Dakle, iz referentnog
sistema elektrona, atomsko jezgro sa naelektrisaçem +Ze, kruæi oko elektrona koji
se nalazi u srediãtu orbite. (Zamiãÿamo da je orbita kruæna.) Prema Bio-Savarovom
zakonu kruæeçe pozitivnog jezgra oko elektrona na mestu elektrona dovodi do po-
jave lokalnog magnetnog poÿa åiju indukciju dobijamo iz Amper-Laplasove jed-
naåine:

. (5.3.1)

Indeksom e kod magnetne indukcije  oznaåavamo da se magnetna indukcija pos-
matra iz sistema u kome elektron miruje. Ovde je µ0 magnetna propustÿivost va-
kuuma, I jaåina struje koja nastaje usled “kruæeça” jezgra oko elektrona, r polu-
preånik orbite i  jediniåni vektor normalan na ravan “orbite” jezgra, a åiji je smer
odreœen pravilom desne ruke u odnosu na tok struje I. 

Jaåinu struje koju stvara naelektrisaçe +Ze, kruæeñi oko elektrona u orbiti po-
lupreånika r, kruænom frekvencijom ω, dobijamo iz jednaåine za elektronsku or-
bitnu struju koja je izvedena u odeÿku 5.1.1:

(5.1.3a)

zamenom naelektrisaça elektrona -e, naelektrisaçem jezgra +Ze:

. (5.3.2)

Uvrãtavaçem struje iz (5.3.2) u (5.3.1), posle skrañivaça nalazimo:
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Slika 5.3.1 Poreklo magnetnog
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i zamenom :

. (5.3.3)

Posledçi izraz predstavÿa magnetnu indukciju lokalnog poÿa, na mestu elektrona
koje je nastalo “kruæeçem” jezgra, a viœena iz referentnog sistema u kojem elektron
miruje.

Na prvi pogled, moæe da se uåini nevaænim iz kog referentnog sistema se po-
smatra poÿe. Meœutim, s obzirom na to da magnetna indukcija zavisi od jaåine
struje, dakle od brzine kretaça naelektrisaça, izbor referentnog sistema iz koga se

meri ta brzina veoma je znaåajan. To znaåi da je poÿe , posmatrano iz

referentnog sistema u kome elektron miruje, razliåito od tog poÿa  posmatranog
iz sistema u kome atomsko jezgro miruje. U ovom sluåaju, lokalno magnetno poÿe
na mestu elektrona treba da se posmatra iz referentnog sistema u kome jezgro mi-
ruje jer je to sistem iz kojeg se atom normalno posmatra i iz kojeg se o atomu dobi-
jaju eksperimentalni podaci.

Taåno izvoœeçe izraza za pretvaraçe poÿa iz jednog sistema u drugi priliåno
je sloæeno i neñemo ga ovde izlagati. Dovoÿno je da se kaæe da se zbog relativis-
tiåkog efekta poznatog kao Tomasova precesija, u tom izrazu javÿa åinilac 1/2, tzv.
Tomasov faktor, tako da se dobija:

. (5.3.4)

Grubo reåeno, Tomasov faktor javÿa se zbog toga ãto referentni sistem u kojem
elektron miruje ne samo da rotira oko jezgra nego joã rotira i oko elektrona. Pri sva-
kom krugu koji elektron opiãe oko jezgra, sistem napravi jedan krug oko elektrona.
Zbog toga je prividna frekvencija “kruæeça” jezgra, posmatrana iz sistema u kojem
elektron miruje, dva puta veña od prave “frekvencije” koja, u stvari, stvara poÿe.
Tomasov faktor ispravÿa ovu razliku.

Veliåinu magnetne indukcije na mestu elektrona iz referentnog sistema u
kome jezgro miruje, nalazimo unoãeçem odnosa (5.3.4) u izraz (5.3.3):

. (5.3.5)

Dakle, lokalno magnetno poÿe , na mestu elektrona koji se kreñe u orbiti sa orbit-

nim ugaonim momentom , proporcionalno je naelektrisaçu jezgra i ugaonom
momentu orbite, a obrnuto proporcionalno treñem stepenu polupreånika orbite.
Poÿe Bp posledica je relativnog kretaça pozitivno naelektrisanog atomskog jezgra i
orbitnog elektrona.
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5.3.2 Interakcija spinskog magnetnog momenta i lokalnog
magnetnog polja

U odeÿku 5.2.3 videli smo da u spoÿaãçem magnetnom poÿu spinski mag-
netni moment istovremeno precesuje i postavaÿa se u jednu od dve moguñe orijen-
tacije. U lokalnom magnetnom poÿu, spinski magnetni moment pokazuje iste oso-
bine kao ãto je to ãematski prikazano na Slici 5.3.2. Spinski magnetni moment u
lokalnom poÿu precesuje i orijentiãe se “paralelno” ili “antiparalelno” poÿu.

Energiju interakcije spinskog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog

poÿa  lako nalazimo uvrãtavaçem izraza (5.1.11) u (5.2.15a):

(5.2.15a) .

Zamenom spoÿaãçeg poÿa  lokalnim magnetnim poÿem , nalazimo energiju
spinskog magnetnog momenta u lokalnom poÿu:

. (5.3.6a)

Ako u ovaj izraz unesemo spinski æiromagnetni odnos iz (5.1.14a) i lokalno mag-
netno poÿe iz (5.3.5), konaåno dobijamo:

(5.3.6b)

Ova jednaåina opisuje energiju magnetne interakcije spinskog magnetnog momenta
i lokalnog magnetnog poÿa. Poãto je lokalno magnetno poÿe proporcionalno orbit-
nom ugaonom momentu, a spinski magnetni moment proporcionalan spinskom
ugaonom momentu, to se ova interakcija ispoÿava kao uzajamno delovaçe spin-
skog ugaonog momenta i orbitnog ugaonog momenta, pa se naziva spin-orbitna in-
terakcija ili spin-orbitna sprega.

Posebno je pogodno da se jednaåina (5.3.6b) napiãe u obliku u kome je os-
novna interakcija lokalnog magnetnog poÿa i spinskog magnetnog momenta odvo-
jena od uticaja uslova kvantovaça (koji na energiju meœudejstva utiåu preko kvant-
nih brojeva nϕ i s):

. (5.3.6c)

Konstanta a je konstanta spin-orbitne sprege. Ona je merilo jaåine spin-orbitne in-
terakcije, a brojåano je jednaka energiji spin-orbitne interakcije pri jediniånoj vred-

nosti odnosa . Uporeœivaçem izraza (5.3.6b) i (5.3.6c) nalazimo:

. (5.3.7a)
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Konstantu a moæemo da izrazimo preko elektriånih veliåina zamenom magnetne
susceptibilnosti slobodnog prostora (vakuuma)  elektriånom , prema poznatoj
(Maksvelovoj) jednaåini:

gde je c brzina svetlosti u vakuumu. Tada iz (5.3.7a) dobijamo:

. (5.3.7b)

Vidimo da konstanta spin-orbitne interakcije, pored univerzalnih konstanti (e, ñ, m, c,
ε0), zavisi joã i od naelektrisaça jezgra Z i polupreånika orbite r. Uopãteno gledano,
polupreånik orbite nije stalan, pa je za nalaæeçe konstante a potrebno da se izraåuna
sredça vrednost izraza 1/r3. Oåigledno je da izraåunavaçe ove sredçe vrednosti
zavisi od izabranog modela i jednostavno je samo za Borov model gde je polupreånik
orbite stalan. Koriãñeçem Borovog modela izlaæemo se opasnosti da jednaåinu
(5.3.7b), koja je inaåe taåna za atome vodonikovog tipa, uåinimo samo pribliænom.
Meœutim, jednostavnost izraåunavaça u punoj meri nadoknaœuje ovaj nedostatak.

Da bismo procenili red veliåine konstante spin-orbitne interakcije, kao i çenu
zavisnost od naelektrisaça jezgra, glavnog kvantnog broja i sl., izraziñemo je preko
drugih atomskih konstanti koristeñi Borov model. [Treba da se uoåi da i r3 zavisi od
naelektrisaça jezgra, tako da je linearna zavisnost konstante a od rednog broja Z iz-
raæena jednaåinom (5.3.7b) samo prividna.] Dakle, naã ciÿ je da postojeñu kombi-
naciju univerzalnih konsantni izrazimo preko konstante fine strukture α, energije
elektrona u prvoj Borovoj orbiti E0, polupreånika prve Borove orbite r1, itd. Za
preobraæaj izraza (5.3.7b) potrebne su nam jednaåine iz Borovog modela kojima se
izraæava energija elektrona u atomu sliånom vodoniku, u zavisnosti od glavnog
kvantnog broja n i od naelektrisaça jezgra +Ze, En,Z:

(4.2.9) (*)

(P-4.6.4.1) (**)
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Slika 5.3.2 U loklanom magnetnom poÿu
spinski momenti (magnetni i ugaoni) prece-
suju oko pravca poÿa; momenti se, takoœe,
orijentiãu. Saglasno pravilima kvantovaça,
moguñe su dve orijentacije; na slici je prika-
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(***)

i polupreånik odgovarajuñe Borove orbite:

(P-4.6.2.1) . (****)

Prvo treba uoåiti to da izraz (5.3.7b) sadræi u sebi jednaåinu (*), pa zamenom dobi-
jamo:

(5.3.7c)

a zamenom r2n iz (****) dobija se:

. (5.3.7d)

Najzad, unoãeçem En,Z iz (***) u izraz (5.3.7d), dobijamo jednaåinu kojom se kons-
tanta fine strukture izraæava preko drugih atomskih konstanti:

. (5.3.7e)

Iz dobijene jednaåine moæemo da izvuåemo tri vaæna zakÿuåka:
1. Konstanta spin-orbitnog sprezaça, kojom se izraæava veliåina cepaça

energijskog nivoa elektrona usled spin-orbitne interakcije, istog je reda veliåine (i
iste vrste), kao i Zomerfeldova, jednaåina (4.6.44a) i Dirakova relativistiåka pop-
ravka, jednaåina (4.6.44c). Sva tri izraza proporcionalna su E0α

2Z4.
2. Spin-orbitna interakcija proporcionalna je åetvrtom stepenu naelektrisaça

jezgra. Zbog toga se çen uticaj teãko opaæa kod atoma vodonika. Iz istog razloga
kod alkalnih metala spin-orbitna interakcija naglo raste sa porastom naelektrisaça
jezgra, ãto se ogleda u progresivnom porastu cepaça dubleta od litijuma do cezi-
juma, kao ãto je pomenuto u odeÿku 4.8;

3. Spin-orbitna interakcija opada sa porastom glavnog kvantnog broja, ãto se
ispoÿava u smaçenom cepaçu energijskih nivoa za velike vrednosti kvantnog broja
n, kao ãto moæe da se vidi na Slici 4.8.1. U pogledu zavisnosti spin-orbitnog  meœu-
dejstva od glavnog kvantnog broja, izraz (5.3.7d) je vrlo pribliæan. To je posledica
ograniåenosti Borovog modela koji ne prepoznaje druge kvantne brojeve osim gla-
vnog kvantnog broja n.

Za dobijaçe potpune slike o spin-orbitnoj interakciji potrebno je razmotriti i

skalarni proizvod  iz izraza (5.3.3b), tj. odnose izmeœu vektora . Pravi
oblik ovih zakonitosti ne moæe se dobiti na osnovu dosadaãçih razmatraça. Naime,
odnosi izmeœu ovih vektora u velikoj meri zavise od çihove kvantne prirode koju
joã uvek nismo razmatrali, a koju ñemo detaÿno prouåiti u sledeñem odeÿku u vezi
sa formulacijom vektorskog modela atoma.
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5.4 VEKTORSKI MODEL ATOMA

U dosadaãçim razmatraçima videli smo da Borovim i Bor-Zomerfeldovim
modelom vrlo uspeãno moæe da se opiãe veliki broj pojava u vezi sa graœom i osobi-
nama atoma. Ponekad smo zapadali i u teãkoñe ali je ipak zapaçajuñi broj pojava
koje smo mogli kvantitativno da opiãemo, poåevãi od spektara atoma vodonika i
atoma sliånih vodoniku (taånije jona), pa do orbitnog magnetizma atoma. Kÿuåna
osobina ovih poluklasiånih modela jeste da pruæaju intuitivnu sliku o graœi atoma i o
pojavama u vezi sa çom. Pokazalo se, meœutim, da baã taj aspekt Borovog i Bor-Zo-
merfeldovog modela (prikazivaçe detaÿne intuitivne slike) ponekad predstavÿa
smetçu za ispravno razumevaçe pojava. Na primer, razmatrajuñi spin-orbitno
meœudejstvo pomoñu Borovog modela, dobili smo jasnu predstavu o poreklu tog
meœudejstva i o suãtini pojave dubletne strukture energijskih nivoa. Po istom modelu
bilo je lako zamisliti i precesiju elektrona u lokalnom poÿu orbitnog momenta, kao
ãto je ãematski prikazao na Slici 5.3.2. Meœutim, koristeñi isti model vrlo je teãko za-
misliti i razumeti obrnutu situaciju po kojoj spin-orbitna interakcija moæe da se
smatra delovaçem lokalnog poÿa elektronskog spina na orbitni magnetni moment.
Tada orbitni magnetni moment treba da precesuje u spinskom lokalnom magnetnom
poÿu! Ovako, “obrnuto” razmatraçe mora biti ispravno, s obzirom na nepromenÿi-
vost (invarijantnost) izraza (5.3.3) pri permutaciji orbitnog i spinskog ugaonog mo-
menta. U stvarnosti, kao ãto ñemo videti u odeÿku 5.4.2 i spinski i orbitni momenti,
zbog spin-orbitnog meœudejstva, jednovremeno precesuju oko çihove rezultante.

Fiziåka slika o ovoj interakciji, zapravo ekvivalencija spinskih i orbitnih mo-
menata pri çihovom uzajamnom delovaçu, bila bi mnogo jasnija kada bismo
umesto orbita, atomskog jezgra, rotacije elektrona oko sopstvene ose i ostalih vizue-
lnih sredstava, model atoma sveli smo na kÿuåne elemente. Dakle, za opis spin-or-
bitnog meœudejstva, dovoÿno je da se elektronska orbita predstavi pomoñu spregnu-
tih vektora orbitnog ugaonog i orbitnog magnetnog momenta, a elektron pomoñu
spregnutih vektora spinskog ugaonog i spinskog magnetnog momenta, Slika 5.4.1.
Kada je problem sveden na uzajamno delovaçe para spregnutih vektora, sasvim je

svejedno da li posmatramo uticaj magnetnog poÿa orbitnog momenta, , na

spinski magnetni moment, , ili dejstvo magnetnog poÿa spinskog momenta ,

na orbitni magnetni moment, . Simetrija je oåigledna i, kao ãto ñemo pokazati u

odeÿku 5.4.2, nije teãko zamisliti precesiju vektora  i  oko rezultujuñeg uga-
onog momenta.

Normalno, pored spin-orbitnog uzajamnog dejstva postoji i niz drugih pojava
koje se mnogo lakãe opisuju svoœeçem na interakciju reprezentativnih vektora
nego intuitivnom slikom nekog od poluklasiånih modela. Tako smo od intuitivne
slike o strukturi atoma preãli na formalnu, odnosno od poluklasiånog modela na
vektorski model atoma.

Osnovna prednost vektorskog modela nad poluklasiånim jeste ãto se u çemu
radi sa veliåinama koje mogu da se, posredno ili neposredno, mere i ãto daje vrlo
jasnu sliku o çihovim meœusobnim odnosima koristeñi uobiåajeni aparat vektorske
algebre. Kod Borovog modela, na primer, åesto koristimo polupreånik elektronske
orbite, mada je to veliåina koja eksperimentalno ne moæe da se odredi i koja, kao ãto
ñemo kasnije videti, u suãtini nema ni fiziåkog smisla. Vektorski model pokazao se
naroåito korisnim u atomskoj spektroskopiji, gde uz çegovu pomoñ ogromno
mnoãtvo eksperimentalnih podataka moæe da se lako razvrsta i sistematizuje.
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Druga prednost vektorskog modela, s obzirom na to da je on liãen stvaraça
bilo kakve slike o stvarnim odnosima izmeœu elemenata atoma (na primer, da li
elektron obilazi jezgro po kruænim ili eliptiåkim orbitama), jeste çegova prilago-
dÿivost pravilima i zakonitostima koje nisu jasne i oåigledne na prvi pogled. Na pri-
mer, kao ãto je viãe puta pomiçano, orbitni momenti, ugaoni i magnetni, u s-orbiti
moraju da budu jednaki nuli da bi se objasnila dubletna struktura spektara alkalnih
metala. Takav (eksperimentalni!) nalaz potpuno protivreåi poluklasiånim modelima.
Meœutim, vektorski model se uopãte ne bavi poreklom orbitnih momenata i åiçe-
nica da u nekim staçima neki vektori imaju intenzitet jednak nuli uopãte ne remeti
unutraãçi sklad modela.

Zbog toga je vektorski model zgodan za uvoœeçe nekih pravila koja ne mogu
da se razumeju intuitivno, a koja proistiåu iz kvantne teorije. Matematiåki i fiziåki
postupci iz kojih proistiåu ta pravila mogu da budu vrlo sloæeni i prevazilaze obim i
svrhu ove kçige. Meœutim, çihovo ad hoc uvoœeçe pruæa moguñnost za kvantita-
tivno opisivaçe novih pojava i za ponovno tumaåeçe nekih pojava koje su razma-
trane u okviru poluklasiånih modela, a koje su, s obzirom na ograniåeça modela, iz-
vedene samo kvalitativno. Na primer, kod spin-orbitnog meœudejstva ålan  u
izrazima (5.3.3) razmotren u okviru poluklasiåne slike, daje rezultate koji se razli-
kuju od eksperimentalnih nalaza na vrlo oåigledan naåin. Meœutim, pomoñu pravila
za slagaçe momenata, koja ñemo definisati u sledeñem odeÿku, moæe da se kvanti-
tativno predvidi ishod eksperimenata u kojima spin-orbitna interakcija ima znaåajnu
ulogu.

5.4.1 Elementi vektorskog modela: vektori ugaonog i
magnetnog momenta

U ovom odeÿku opisañemo osnovne osobine vektora ugaonog i magnetnog
momenta koje su izvedene iz kvantne teorije. Mnoge od osobina intuitivno su jasne
jer potiåu iz vektorske algebre. Osobine koje nisu jasne (kvantovaçe momenata i
projektovaçe momenata na izabrani pravac) ne mogu da se objasne pomoñnom sli-
kom izvedenom iz makrosveta. Pravu predstavu o tim osobinama steñi ñemo u
okviru Ãredingerovog modela atoma, 9. poglavÿe, i Hajzenbergove relacije neodre-
œenosti, odeÿak 8.3.

Osnovni elementi vektorskog modela atoma su vektori ugaonih momenata, or-
bitni i spinski i odgovarajuñi vektori magnetnih momenata (takoœe orbitni i spinski).

Slika 5.4.1 Vektorski model atoma: prikaz atoma
svodi se na zamenu svih çegovih elemenata odgova-
rajuñim vektorima. Na primer, kruæeçe naelektrisaça
i mase elektrona oko jezgra predstavÿa se, umesto or-
bitama, vektorima orbitnog ugaonog i orbitnog mag-
netnog momenta. Na isti naåin elektronski spin pred-
stavÿa se spregnutim vektorima spinskog ugaonog i
spinskog magnetnog momenta.
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Zbog opãte prirode veze izmeœu ugaonog i çemu pridruæenog magnetnog momenta,
koja je izraæena jednaåinama (5.1.7) i (5.1.12), magnetni vektori mogu da se izraze
preko ugaonih i, vrlo åesto, i ne pomiçu se izriåito. To smo mogli da vidimo kod
spin-orbitne interakcije, koja je po fiziåkoj suãtini magnetna, a koja se u konaånom
obliku izraæava kao interakcija spinskog i orbitnog ugaonog momenta.

Orbitni ugaoni moment 

Orbitni ugaoni moment  odgovara orbitnom ugaonom momentu  koji smo
odredili u Bor-Zomerfleldovoj teoriji. To znaåi da u svim do sada izvedenim jed-

naåinama vektor  moæe da se zameni vektorom . Meœutim, mala ali znaåajna
razlika javÿa se kod çihovog kvantovça, ãto je i glavni razlog za uvoœeçe novog

simbola . Dakle, orbitni ugaoni moment kvantuje se orbitnim kvantnim brojem l:

(5.4.1a)

 je jediniåni vektor åijim je smerom odreœen smer vektora ugaonog momenta. Isti
izraz u skalarnom obliku je:

(5.4.1b)

(5.4.1c)

Kao i ranije, n je glavni kvantni broj.
Projekcija orbitnog  ugaonog  momenta na proizvoÿno izabranu osu (recimo,

z-osu) lz, kvantuje se na isti naåin kao i pϕ,z, jednaåina (4.6.50):

(5.4.2a)

(5.4.2b)

Magnetni (orbitni) kvantni broj ml dobio je ovde u indeksu l, da bi se naznaåilo da se
odnosi na orbitne momente. Isti je kao i odgovarajuñi kvantni broj u Bor-Zomerfel-
dovoj teoriji.

Vaæna osobina svih ugaonih momenata u vezi sa prostornim kvantovaçem
posledica je Hajzenbergove relacije neodreœenosti, odeÿak 8.3: Ukoliko je projek-
cija vektora ugaonog momenta na proizvoÿno izabran pravac poznata, tada, u
principu, ne moæe da bude poznata çegova projekcija na neki drugi pravac.
Drugim reåima, ne moæe da bude poznata (merÿiva!) projekcija vektora ugaonog
momenta na dva pravca jednovremeno. Ova osobina ima izvanredno veliki znaåaj i
prodire duboko u kvantnu prirodu atomskih objekata. U okviru vektorskog modela
lako se daje çeno geometrijsko tumaåeçe.

Odnos projekcije vektora i çegovog intenziteta nalazimo iz jednaåina (5.4.1a)
i (5.4.2a):

(5.4.3)
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Vidimo da je za navedene kvantne brojeve (tj., za posmatrano staçe) taj odnos sta-

lan, ãto znaåi da je i ugao θ koji vektor  zaklapa sa izabranom osom stalan. Nemo-
guñnost mereça projekcije u drugim pravcima, kada je poznata jedna projekcija,
ukazuje na to da ugao koji vektor momenta zaklapa sa bilo kojim drugim pravcem

nije odreœen. Geometrijski, to znaåi da se vektor  nalazi negde na povrãini kupe
koja je opisana oko odabranog pravca duæ kojeg je projekcija poznata, Slika 5.4.2b.
To ãto je vektor na povrãini kupe ne znaåi da vektor precesuje, veñ samo da je to
naåin da se najbliæe odredi çegov pravac u prostoru. Do precesije oko odabranog
pravca dolazi tek kada se vektor naœe u magnetnom poÿu. Iz jednaåine (5.2.5) oåi-
gledno je da je u odsustvu magnetnog poÿa precesiona frekvencija jednaka nuli. Bez
magnetnog poÿa nema precesije. Prema tome, za odreœenu vrednost kvantnog
broja ml vektor ugaonog momenta nalazi se negde na povrãini kupe koja je odreœena
proizvoÿno izabranom osom duæ koje traæimo projekciju i veliåinom same pro-
jekcije, koja je izraæena jednaåinom (5.4.2a).

Ranije smo videli, a iz jednaåine (5.4.2b) to je oåigledno, da kvantno staçe
odreœeno orbitnim kvantnim brojem l moæe da se ostvari na (2l+1) naåina. Poãto su
u odsustvu poÿa sva ta staça degenerisana, tj. u odsustvu magnetnog poÿa sva

imaju istu energiju, vektor ugaonog momenta  moæe da ima (2l+1) razliåitih pro-
jekcija. U svakoj od çih on je lokalizovan na povrãini odgovarajuñe kupe. Poãto su
energije razliåitih staça koja odgovaraju razliåitim kupama u odsustvu magnetnog
poÿa meœusobno jednake, to vektor ugaonog momenta ravnopravno i podjednako
verovatno moæe da se naœe na povrãini svake od tih kupa. Zato celokupan prostor u
kojem moæe da se naœe vektor ugaonog momenta, u odsustvu magnetnog poÿa,
predstavÿa skup povrãina (2l+1) kupa, kao ãto je prikazano na Slici 5.4.2c.

l

l

l

Slika 5.4.2 Orbitni ugaoni moment  i çegovo prostorno kvantovaçe: a) orbitni ugaoni moment
predstavÿamo vektorom åiji intenzitet zavisi od orbitnog kvantnog broja (5.4.1a). U odsustvu
spoÿaãçeg poÿa moæemo da izaberemo proizvoÿni pravac, recimo pod uglom θ u odnosu na vektor
momenta, duæ kojeg moment ima projekciju koja je izraæena jednaåinom (5.4.2a); b) poãto vektor
ugaonog momenta moæe da ima projekciju odreœenu samo duæ jednog pravca, to se u staçu
odreœenom kvantnim brojem m on nalazi na povrãini kupe åija se osa poklapa sa odabranim pravcem
(ovde oznaåenim kao z-osa). Ugao kupe zavisi od kvantnih brojeva prema  izazu (5.4.3); c) za
kvantni broj l postoji (2l+1) staça sa razliåitim kvantim brojem m. Poãto su, u odsustvu poÿa energije
tih staça jednake, dakle, staça su degenerisana, vektor ugaonog momenta sa podjednakom verovat-
noñom moæe da se naœe na povrãini bilo koje kupe. U odsustvu poÿa ugaoni moment ne precesuje!
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Sa Slike [i iz jednaåine (5.4.3)] se, takoœe, vidi da je projekcija vektora na

odabranu osu uvek maça od çegovog intenziteta . To znaåi da vektor uga-
onog momenta ne moæe da bude paralelan sa osom na koju se projektuje. Za vektor
u magnetnom poÿu [tada vektor projektujemo na pravac poÿa jer je energija u poÿu
odreœena upravo tom projekcijom, jednaåinom (5.2.11b)], zakÿuåujemo da ne moæe
da bude paralelan poÿu, ãto je jedan od bitnih uslova za objaãçeçe precesije.

Spinski ugaoni moment 

Spinski ugaoni moment  ima iste opãte osobine kao i orbitni ugaoni moment
, s tom razlikom ãto je kvantovan spinskim kvantnim brojem s koji ima stalnu

vrednost ½:

(5.4.4a)

 je jediniåni vektor åiji smer odreœuje smer vektora ugaonog momenta. U ska-
larnom obliku:

(5.4.4b)

(5.4.4c)

. (5.4.4d)

I prostorno kvantovaçe spinskog ugaonog momenta moæe da se opiãe na isti naåin
kao i kod orbitnog momenta, s tim ãto je broj moguñih staça ograniåen veliåinom
spinskog kvantnog broja:

(5.2.13a) (5.4.5a)

(5.2.13b) . (5.4.5b)

Saglasno ranije pomenutom pravilu (odeÿak 4.8), staça sa razliåitim vrednostima
kvantnog broja ms mogu da se ostvare na 2s+1 naåina. Za s = ½ dobijamo da su mo-
guña samo dva staça. Isti zakÿuåak, oåigledno, sledi iz izraza (5.4.5b). U odsustvu
magnetnog poÿa ova staça imaju iste energije, dakle, dvostruko su degenerisana.

Relativni odnosi izmeœu razliåitih staça i projekcija spinskog ugaonog mo-
menta prikazani su na Slici 5.4.3. Svi detaÿi izneti u vezi s orbitnim ugaonim mo-
mentom odnose se i na spinski ugaoni moment, imajuñi u vidu razlike u veliåinama
kvantnih brojeva. Zapravo, razmatraça izneta u vezi s orbitnim ugaonim momen-
tom odnose se na svaki ugaoni moment (ukupni ugaoni moment, nuklearni ugaoni
moment, itd.) uzimajuñi u obzir razlike u veliåini i rasponu odgovarajuñih kvantnih
brojeva. To predstavÿa jednu od vaænih, ranije pomenutih, osobina vektorskog mo-
dela: odreœena fiziåka veliåina predstavÿa se reprezentativnim vektorom. Bez ob-
zira na poreklo, vektori odreœene fiziåke veliåine imaju iste opãte osobine.
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Orbitni magnetni moment  

Mala promena u kvantovaçu orbitnog ugaonog momenta pri prelasku od po-

luklasiånog momenta  na kvantnomehaniåki , na sliåan naåin preobraæava polu-

klasiåni magnetni moment  u kvantnomehaniåki . Svi odnosi u vezi s orbitnim
magnetnim momentom izraæeni vektorski, u poluklasiånom modelu, u potpunosti su
zadræani i u kvantnomehaniåkoj slici. Iz originalne definicije uzajamnog odnosa or-
bitnog magnetnog i orbitnog ugaonog momenta, jednaåina (5.1.10a) dobijamo:

. (5.4.6a)

Da bi se oåuvala sliånost orbitnog sa spinskim (i ukupnim) magnetnim momentom,
ova jednaåina se piãe i u sledeñem obliku:

(5.4.6b)

pri åemu je oåigledno:

. (5.4.6c)

Slika 5.4.3 Spinski ugaoni moment  i çegovo prostorno kvantovaçe: a) spinski ugaoni moment
predstavÿamo vektorom åiji intenzitet zavisi od spinskog kvantnog broja (5.4.4a). U odsustvu spo-
ÿaãçeg poÿa moæemo da izaberemo proizvoÿni pravac, recimo pod uglom θ u odnosu na vektor mo-
menta, duæ kojeg moment ima projekciju koja je izraæena jednaåinom (5.4.5a); b) vektor ugaonog
momenta moæe da ima projekciju odreœenu samo duæ jednog pravca. Zato se u staçu odreœenom
kvantnim brojem ms on nalazi na povrãini kupe koja je opisana oko odabranog pravca (ovde z-osa);
c) poãto je ms = ± ½ postoje samo dva moguña staça åije su energije, u odsustvu magnetnog poÿa,
jednake. Dakle, staça su degenerisana i vektor spinskog ugaonog momenta moæe sa podjednakom
verovatnoñom da se naœe na povrãini bilo koje kupe. U odsustvu poÿa spinski ugaoni moment ne pre-
cesuje!
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Zamenom vektora  iz (5.4.1a), nalazimo:

. (5.4.6d)

 je jediniåni vektor u smeru orbitnog ugaonog momenta. Znak ‘-’ pokazuje da su

vektori  i  antiparalelni. U skalarnom obliku je: 

. (5.4.6e)

Projekciju mangnetnog momenta na proizvoÿnu osu nalazimo kao i ranije. Iz
jednaåine (5.2.10) sledi da je:

. (5.4.7)

Mada je izraz (5.2.10) izveden za magnetni moment u magnetnom poÿu, uklaçaçe
poÿa ne meça uslove kvantovaça veñ meça samo energiju staça i precesionu
frekvenciju. Van poÿa, staça sa razliåitim kvantnim brojevima ml su degenerisana.
Van poÿa nema precesije.

Iz izraza (5.4.6a) oåigledno je da se  razlikuje od  samo za skalarnu kons-

tantu, ãto znaåi da u odsustvu magnetnog poÿa vektor  ima sve osobine kao i

vektor . To se odnosi kako na kvantovaçe tako i na projektovaçe, degeneraciju

staça, itd. Suãtinska razlika izmeœu vektora  i  javÿa se tek pri pojavi magnet-

nog poÿa. Magnetno poÿe deluje na orbitni ugaoni moment samo preko çemu
pridruæenog magnetnog momenta. Meœutim, i tada, zbog neraskidive veze izmeœu
ugaonog i magnetnog momenta, koja je izraæena jednaåinom (5.4.6a), formalna jed-
nakost ostaje potpuno oåuvana.

Spinski magnetni moment 

U odeÿku 5.1.2 videli smo da izmeœu spinskog, magnetnog i spinskog uga-
onog momenta, postoji odnos:

(5.1.14b) (5.4.8a)

gde je gs elektronski g-faktor, a µB Borov magnetom. Zamenom spinskog ugaonog
momenta iz (5.4.4a), dobijamo:

(5.4.8b)

ili u skalarnom obliku:

. (5.4.8c)
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Projekcija spinskog magnetnog momenta na pravac delovaça poÿa, koju smo naãli
u odeÿku 5.2.3, ista je kao i projekcija na proizvoÿno izabrani pravac:

(5.2.14b) . (5.4.9)

Odnos izmeœu spinskih momenata isti je kao i izmeœu orbitnih momenata, pa sve
osobine spinskog magnetnog momenta mogu da se dobiju na isti naåin kao i kod or-
bitnog magnetnog momenta.

5.4.2 Mehanizam sprezaça momenta

Pitaçe meœudejstva ugaonih i magnetnih momenata predstavÿa kÿuåni prob-
lem vektorskog modela atoma. Kao ãto smo videli u prethodnom odeÿku, gledano
po fiziåkoj suãtini, postoje dve vrste momenata – ugaoni (spinski i orbitni) i mag-
netni (opet spinski i orbitni). Ugaoni (mehaniåki) momenti, osim veoma slabog gra-
vitacionog poÿa koje potiåe od mase koja je pridruæena momentu, nemaju drugu
moguñnost za meœudejstva sa okolinom. Drugim reåima, ne postoji mehanizam za
neposrednu interakciju ugaonih momenata sa okolinom i sa drugim momentima.

S druge strane, oko svakog magnetnog dipola (magnetnog momenta) postoji
magnetno poÿe koje moæe da deluje na druge magnetne momente. Ovo delovaçe
detaÿno smo razmatrali u okviru spin-orbitnog meœudejstva, odeÿak 5.3. Poãto je
svakom magnetnom pridruæen i odgovarajuñi ugaoni moment, to se neposredno
meœudejstvo magnetnih momenata prenosi i na ugaone momente. Magnetno  dipol-
-dipol meœudejstvo, koje je detaÿno izloæeno u odeÿku 5.3, ovde ñe biti svedeno na
formalnu sliku koja odgovara potrebama vektorskog modela.

Posmatrajmo jednoelektronski atom (atom sliåan vodoniku) åiji se elektron
nalazi u orbiti koja ima ugaoni moment l > 0. Meœusobno delovaçe magnetnih mo-
menata, spinskog i orbitnog, moæe da se shvati kao meœudejstvo spinskog magnet-
nog momenta i orbitnog magnetnog poÿa ili kao meœudejstvo orbitnog magnetnog
momenta i spinskog magnetnog poÿa. 

Meœudejstvo spinskog magnetnog momenta i lokalnog magnetnog poÿa 
(koje potiåe od orbitnog kretaça elektrona) iste je vrste kao i meœudejstvo sa spo-
ÿaãçim magnetnim poÿem koje smo razmatrali u odeÿku 5.2. Jednaåina kretaça,
po ugledu na izraz (5.2.2), je:

(5.4.10)

Isto tako, meœudejstvo orbitnog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog

poÿa  (koje potiåe od spinskog magnetnog momenta) izraæava se odgovarajuñom

jednaåinom kretaça:

. (5.4.11)
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Jednaåine (5.4.10) i (5.4.11) ne mogu tako jednostavno da se integrale kao (5.2.2)
jer magnetna poÿa koja se pojavÿuju u çima  i  nisu stalna. Magnetna poÿa
su promenÿiva jer slede odgovarajuñe magnetne momente koji su u pokretu, a åije
kretaçe upravo izraæavaju jednaåine (5.4.10) i (5.4.11). 

Lokalno magnetno poÿe, pored veliåine momenta od kojeg potiåe, zavisi i od
lokalne geometrije, dakle, od uzajamnog poloæaja taåke u kojoj se poÿe meri i mag-
netnog dipola koji je izvor poÿa:

. (5.4.12a)

Indeks l kod funkcije k oznaåava çenu zavisnost od momenta koji je izvor poÿa, a
indeks s u koordinatama pokazuje to da se koordinate traæe na poloæaju momenta na
koji poÿe deluje. Magnetni moment iz posledçe jednaåine moæe pomoñu odnosa
(5.1.7) da se izrazi preko orbitnog ugaonog momenta:

. (5.4.12b)

Isto vaæi i za lokalno magnetno poÿe spinskog magnetnog momenta:

(5.4.13a)

i s obzirom na vezu izmeœu spinskog magnetnog i ugaonog momenta:

(5.1.12) . (5.4.13b)

Funkcija k ne meça vrednost kada indeksi s i l zamene svoja mesta. Ovo je razu-
mÿivo jer se spinski i orbitni magnetni momenti pri çihovom uzajamnom delovaçu
ponaãaju na isti naåin, a çihovi uzajamni poloæaji su simetriåni. Drugim reåima,

energija meœudejstva orbitnog magnetnog poÿa  i spinskog magnetnog momenta

, ista je kao i energija meœudejstva spinskog magnetnog poÿa  i orbitnog mag-

netnog momentu :

–

odakle sledi:

.

Uzmemo li u obzir posledçi uslov, zamenom izraza za lokalna poÿa  iz (5.4.12b) i  

iz (5.4.13b) u odgovarajuñe jednaåine kretaça (5.4.10) i (5.4.11) dobijamo:

(5.4.14a)
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i:

. (5.4.14b)

Jednaåine (5.4.14) formalno pokazuju da su ugaoni orbitni i ugaoni spinski moment
uzajamno spregnuti. Åiçenica da je sprezaçe magnetne prirode ogleda se u zavis-
nosti od æiromagnetnih odnosa. Reãeçe sistema diferencijalnih jednaåina (5.4.14)
moæe da se dobije i bez integraÿeça, jednostavnim transformacijama. Sabiraçem
izraza (5.4.14a) i (5.4.14b) dobijamo:

odnosno:

.

Dakle, nalazimo da je:

(5.4.15)

odakle je, oåigledno:

. (5.4.16a)

Iz dobijenog izraza vidimo da, mada su vektori  i  u kretaçu, çihov zbir ostaje
stalan. Drugim reåima, kada su vektori orbitnog i spinskog momenta spregnuti,
çihov zbir je konstanta kretaça. Zbir ugaonih momenata naziva se ukupni uga-
oni moment :

(5.4.16b)

Normalno, ukupni ugaoni moment moæe da se odredi u svakoj prilici, ali, konstanta
kretaça je samo kada su vektori spregnuti.

Poãto se, saglasno jednaåini (5.4.16b), zbir ugaonih momenata tokom vre-

mena ne meça, to znaåi da se obe komponente  i  kreñu usaglaãeno i to tako da
çihov meœusobni ugao tokom vremena ostaje stalan. Zbog toga je za bliæe odreœi-
vaçe prirode çihovog kretaça, dovoÿno da se razmotri kretaçe samo jedne kom-
ponente.

Jednaåinu kretaça spinskog ugaonog momenta, izraz (5.4.14a), ne moæemo

da integralimo prema postupku iz odeÿka D-2.2.4 zbog toga ãto vektor  nije stalan.
Meœutim, ako se prisetimo da je vektorski proizvod paralelnih vektora jednak nuli,
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, desnu stranu vektorskog proizvoda u (5.4.14a) moæemo da proãirimo sa

, pa dobijamo:

(5.4.17a)

a s obzirom na izraz (5.4.16b):

. (5.4.17b)

Vektor ukupnog ugaonog momenta  ne meça se tokom vremena, jednaåine
(5.4.16), pa dobijeni izraz (5.4.17b) moæe da se integrali prema postupku koji je iz-
net u D-2.2.4. I bez traæeça reãeça, iz oblika jednaåine (5.4.17b) zakÿuåujemo da

vektor  precesuje oko vektora . S obzirom na to da je  komponenta vektora 

(koji je stalan), zakÿuåujemo da i druga komponenta, vektor , takoœe precesuje

oko vektora  i to istom precesionom frekvencijom.
Dakle, usled spin-orbitnog meœudejstva, koje je po svojoj fiziåkoj suãtini

magnetno, vektori orbitnog i spinskog ugaonog momenta  i , precesuju oko svog

vektorskog zbira , koji predstavÿa ukupni ugaoni moment sistema i koji je kons-
tanta kretaça spregnutih vektora.

5.4.3 Ukupni ugaoni moment

Ukupni ugaoni moment za koji smo u prethodnom odeÿku videli da predsta-

vÿa konstantu kretaça spregnutih vektora  i , kvantuje se kao i svaki drugi uga-
oni moment odgovarajuñim kvantnim brojem. Opãta pravila za orbitni i za spinski
ugaoni moment izneta u odeÿku 5.4.1, vaæe i za ukupni ugaoni moment uz odgova-
rajuñe izmene i dopune.

Dakle, ukupni ugaoni moment je vektorski zbir orbitnog  i spinskog  uga-
onog momenta:

(5.4.16b) (5.4.18)

i kvantuje se unutraãçim kvantnim brojem (ili kvantnim brojem ukupnog ugaonog
momenta) j:

. (5.4.19a)

 je jediniåni vektor åiji smer odreœuje smer vektora ugaonog momenta. Isti izraz
u sklalarnom obliku je:

(5.4.19b)
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. (5.4.19c)

Opseg vrednosti koje moæe da ima unutraãçi kvantni broj odreœen je Klebã-Gorda-
novom (Clebsh-Gordan) serijom:

(5.4.20a)

Uslov (5.4.20a) koji sledi iz kvantnomehaniåkog razmatraça problema, koristiñemo
kao gotovo pravilo ne upuãtajuñi se u çegovo objaãçavaçe.

S obzirom na to da kod jednoelektronskog sistema (koji ovde razmatramo)
kvantni broj s ima stalnu vrednost, s = ½, izraz (5.4.20a) moæe da se napiãe u jed-
nostavnijem obliku:

 za l > 0 (5.4.20b)

i:

za l = 0. (5.4.20c)

Prostorno kvantovaçe ukupnog ugaonog momenta izraæava se na isti naåin
kao i kvantovaçe orbitnog ili spinskog momenta impulsa:

(5.4.21a)

. (5.4.21b)

Ovde je mj magnetni kvantni broj ukupnog mometna impulsa. Kao i ranije, vektor 

nalazi se negde na kupi åija je ivica , a visina mjñ. Isto tako, iz jednaåine
(5.4.21b) sledi da za dati kvantni broj, j, postoji ukupno 2j + 1 staça sa razliåitim
vrednostima kvantnog broja mj. Dakle, bez spoÿaãçeg poÿa, staça koja su
odreœena kvantnim brojem j su (2j + 1)-put degenerisana. Magnetno poÿe uklaça
degeneraciju i staça se cepaju na 2j + 1 komponenata koje imaju meœusobno raz-
liåite energije, ãto ñemo detaÿnije razmotriti u sledeñem odeÿku.

Svi odnosi izraæeni jednaåinama od (5.4.18) do (5.4.21) proizlaze iz kvantno-
mehaniåke slike. Vektorski model, meœutim, u velikoj meri olakãava çihovo prika-
zivaçe kao i uzajamne odnose izmeœu çih. Na Slici 5.4.4 prikazano je slagaçe

vektora  i , pri stvaraçu ukupnog ugaonog momenta. Slagaçe je malo sloæenije
nego ãto to na prvi pogled izgleda jer istovremeno treba da se zadovoÿi nekoliko us-

lova. Veza izmeœu vektora ,  i  je linearna, jednaåina (5.4.18), kao i veza iz-
meœu çihovih kvantnih brojeva, izraz (5.4.20). Meœutim, veza izmeœu intenziteta
vektora je nelinearna:

. (5.4.22)
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Ova nelinearnost predstavÿa kÿuåni uslov za vektorsko sabiraçe momenata iz ko-

jeg sledi da se vektor ,  i  sabiraju samo pod odreœenim uglovima i da pri tome,
kao ãto je prikazano na Slici 5.4.4b, ne mogu da budu paralelni. Dozvoÿene ug-
love za slagaçe vektora lako nalazimo kvadriraçem izraza (5.4.18):

odakle dobijamo:

. (5.4.23)

Zamenom modula i kvadrata vektora iz odgovarajuñih izraza [(5.4.1b,c), (5.4.4b,c) i
(5.4.19c)] dobijamo:

(5.4.23a)
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Slika 5.4.4 Ukupni ugaoni moment  vektorski je zbir orbitnog  i spinskog  momenta impulsa

(ugaonog momenta): a) vektori  i  sabiraju se po pravilu trougla ili po pravilu paralelograma,

obrazujuñi kao razultantu ukupni ugaoni moment ; b) slagaçem orbitnog i spinskog momenta im-

pulsa, za l = 1 i s = 1/2 dobijaju se dva vektora ukupnog ugaonog momenta sa j = 3/2 i j = 1/2.
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odakle neposredno sledi da je ugao pod kojim se vektori slaæu jednoznaåna funkcija
kvantnih brojeva j, l i s. S obzirom na to da za jednoelektronski sistem kvantni broj j
moæe da ima samo dve vrednosti, jednaåine (5.4.20b,c), za svako l moguña su samo
dva ugla θ, Slika 5.4.4b.

Slika 5.4.4 pruæa nam uvid samo u onaj deo uzajamnih geometrijskih odnosa

izmeœu vektora ,  i , koji su algebarski izraæeni jednaåinama (5.4.23). Meœutim,

iz izraza (5.4.17) sledi da vektori  i  precesuju oko vektora . Precesija uopãte
nije bitna za izraæavaçe çihovog sabiraça. Meœutim, precesija je kÿuåna za opisi-
vaçe kvantovaça ukupnog ugaonog momenta i za uspostavÿaçe odnosa izmeœu
magnetnih kvantnih brojeva ml, ms i mj.

Na Slici 5.4.5 prikazana je celokupna ãema slagaça spregnutih vektora  i 

u ukupni ugaoni moment . Pored toga ãto se slaæu samo pod posebnim uglovima,

jednaåine (5.4.23), vektori  i  precesuju oko vektora . Precesija se odvija i bez
spoÿaãçeg poÿa i posledica je sprezaça vektora, odnosno uzajamnog delovaça
magnetnih komponenti kako je veñ opisano u odeÿku 5.4.2.
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Slika 5.4.5 Sistem spregnutih vektora ,  i : a) u odsustvu poÿa vektori orbitnog i spin-

skog ugaonog momenta  i  precesuju oko vektora ukupnog ugaonog momenta ; b) vektor 

moæe da ima odreœenu projekciju samo duæ jednog, proizvoÿno izabranog, pravca. Poãto u drugim

pravcima ne moæe da ima odreœenu projekciju, vektor  se nalazi negde na povrãini kupe koja je

opisana oko pravca na kojem se traæi projekcija. Bez spoÿaãçeg poÿa vektor  ne precesuje oko

izabranog pravca (zbog pogodnosti kao pravac projektovaça najåeãñe se bira z-osa). Meœutim, i

tada vektori  i  precesuju oko vektora . Poãto se osa çihove precesije ne poklapa sa osom

projektovaça, z-osom, vektori  i  ne mogu da imaju stalne projekcije na z-osu. Zbog toga se

ml i ms tokom vremena meçaju, tj., nisu odreœeni.
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U pogledu kvantovaça projekcije u proizvoÿno izabranom pravcu, vektor 

ponaãa se kao i slobodni vektori  i . Znaåi, na proizvoÿno izabranom pravcu vek-

tor  ima projekciju odreœenu izrazom (5.4.21a). Tada projekcija na bilo koji drugi
pravac u principu ne moæe da bude poznata (niti odreœena). Zbog toga, kao i vektori

 i , vektor  leæi negde na povrãini kupe (sa napadnom taåkom u temenu kupe)
koja je opisana oko odabranog pravca, a åiji je ugao odreœen uzajamnim odnosom
kvantnih brojeva j i mj. Kao i kod izraza (5.4.3) i ovde imamo:

. (5.4.24)

Projektovaçe vektora  na izabrani pravac ãematski je prikazano na Slici 5.4.5b.

Potpuna slika neãto je sloæenija nego ranije, jer je vektor  zbir orbitnog i spinskog
ugaonog momenta koji i daÿe precesuju oko çega. Sada je malo teæe da se slikovito

prikaæe deo prostora u kojem mogu da se naœu vektori  i  (svaki se nalazi negde
na povrãini sopstvene precesione kupe, åija osa leæi negde na povrãini kupe koja je
opisana oko proizvoÿno izabranog pravca) ali taj detaÿ u modelu i nije naroåito
vaæan. Mnogo je vaænije pitaçe ãta je sa magnetnim kvantnim brojevima ml i ms od-
nosno da li se (i kako se) orbitni i spinski ugaoni momenti kvantuju duæ odabranog
pravca.

Sa Slike 5.4.5b oåigledno je da je mj = const. sve dok vektor  ima stalni in-

tenzitet. Vektor  ima stalni intenzitet sve dok je ugao izmeœu vektora  i  stalan.

Ugao izmeœu vektora  i  je stalan sve dok su vektori  i  spregnuti. A, kada su

vektori  i  spregnuti onda oni precesuju oko stalnog vektora . Meœutim, s obzi-

rom na to da se osa precesije (pravac vektora ) ne poklapa sa osom projektovaça
(koja je ovde proizvoÿno odabrana i obeleæena kao z-osa), vidimo da projekcije

vektora  i  na odabranu osu (z-osu) nisu stalne. To znaåi, da kvantni brojevi ml i
ms ne mogu da budu jednovremeno odreœeni kada i kvantni broj mj. Tada kaæemo da
za sistem spregnutih ugaonih momenata kvantni brojevi ml i ms nisu dobri kvantni
brojevi. (Nisu dobri jer pomoñu çih ne moæe da se opiãe nijedna osobina sistema.)
Kvantni brojevi l i s i tada su dobri kvantni brojevi jer se pomoñu çih izraæava ve-

liåina odgovarajuñih ugaonih momenata  i . Dakle, sistem spregnutih ugaonih
momenata (spinskog i orbitnog) opisuje se kvantnim brojevima l, s, j i mj.

Pogledajmo sada ãta se deãava sa ukupnim ugaonim momentom ako orbitni
spinski momenti nisu spregnuti. Ovo sreñemo kada je konstanta sprezaça veoma
mala (na primer, elektron u atomu vodonika sa velikim glavnim kvantnim brojem)
ili kada se spoÿaãçim delovaçem izazove rasprezaçe inaåe spregnutih momenata
(na primer, delovaçem jakog magnetnog poÿa, videti odeÿak 6.1.3). Izraz (5.2.18)
kojim se opisuje sabiraçe momenata vaæi i kada momenti nisu spregnuti ali tada ne
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vaæi izraz (5.4.16a), koji je proistekao iz uslova za sprezaçe momenata i koji poka-
zuje da je ukupni ugaoni moment stalan. Prema tome, moæemo da zakÿuåimo da u
odsustvu sprezaça ugaonih momenata (ili pri çihovom rasprezaçu) ukupni uga-

oni moment nije stalan, tj. vektor  nije konstanta kretaça. Takva situacija ãematski
je predstavÿena na Slici 5.4.6. Tada, u stvari, ukupni ugaoni moment uopãte ne
moæe da se odredi jer neodreœenost poloæaja orbitnog ugaonog momenta po çego-
voj kupi nije ni u kakvoj vezi sa neodreœenoãñu poloæaja spinskog ugaonog mo-
menta na odgovarajuñoj kupi. Znaåi, u jednom trenutku ukupni ugaoni moment mo-
gao bi da ima izvesnu vrednost, koja je veñ u sledeñem trenutku drukåija, kao ãto je
ãematski prikazano na Slici 5.4.6. Drugim reåima, kada ugaoni momenti nisu spreg-
nuti ili kada su raspregnuti, ponaãaju se kao izolovani momenti koji ne primeñuju
prisustvo susednog momenta. Zbog toga nespregnuti (raspregnuti) ugaoni momenti,
u proizvoÿno izabranom pravcu, imaju projekcije odreœene kao i ranije. Tada su
kvantni brojevi ml i ms dobri kvantni brojevi. Ako se sistem nespregnutih ili raspreg-
nutih momenata naœe u spoÿaãçem magnetnom poÿu, tada u tom poÿu svaki mo-
ment precesuje sopstvenom Larmorovom frekvencijom. Poãto su, uopãteno gle-
dano, precesione frekvencije razliåite, to ñe i vektorski zbir momenata tokom
vremena da bude promenÿiv, pa je time i ukupni ugaoni moment neodreœen.

Dakle, kada nema sprezaça (ili prilikom rasprezaça) ugaonih momenata,
ukupni ugaoni moment ne moæe da se odredi. Staçe sistema odreœuje se kvantnim
brojevima l, ml, s i ms. Do sada smo posmatrali jednoelektronski atom u kojem do-
lazi do slagaça orbitnog i spinskog ugaonog momenta. Takav sistem predstavÿa
samo posebnan sluåaj opãteg problema slagaça ugaonih momenata. Sistem moæe
da se sastoji od razliåitih momenata, na primer, od dve åestice koje imaju samo
spinski moment, dve åestice koje imaju samo orbitni ugaoni moment, åestice sa spi-
nom koja se nalazi na rotirajuñem molekulu, itd. Jasno je da postoje neka zajedniåka
naåela za sve sisteme koje smo pomenuli u svakom pojedinaånom sluåaju. Ovde

ñemo, za opãti sluåaj sistema koji åine dva ugaona momenta, 1 i , odreœena

kvantnim brojevima  i , da navedemo osnovna naåela za çihovo slagaçe, ne
ulazeñi u postupke kojima se do çih doãlo:

j

Slika 5.4.6 Slagaçe orbitnog i spin-
skog ugaonog momenta kada izmeœu
çih ne postoji sprezaçe. Svaki mo-
ment zadræava sopstvene osobine neza-
visno od prisustva drugog momenta.
Poãto se svaki nalazi na povrãini
sopstvene kupe pod relativnim uglo-
vima koji, u principu, ne mogu da se
utvrde, to je i çihov zbir, dakle, ukupni
ugaoni moment , u osnovi neodreœen.
Tada su, meœutim, kvantni brojevi ml i
ms dobri kvantni brojevi jer imaju
diskretne, stalne vrednosti kao kod slo-
bodnih momenata.

j

z

l

s

j

z

j

s

l

j
1

j2

j
1

j2



188 5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

E:\05.fm 7/1/04

a) Duæina (intenzitet) vektora ukupnog ugaonog momenta je  Plan-
kovih jedinica (ñ-jedinica), gde kvantni broj ukupnog ugaonog momenta, j, moæe da
ima neku od vrednosti odreœenu Klebã-Gordanovom serijom:

(5.4.25)

b) Vektor ukupnog ugaonog momenta leæi negde na kupi koja je opisana oko
proizvoÿnog pravca u odnosu na koji se odreœuje çegova projekcija. (Poãto se pra-
vac duæ kojeg se vektor projektuje najåeãñe odreœuje spoÿaãçim magnetnim po-
ÿem, to je najpogodnije i pravac i poÿe orijentisati duæ z-ose.);

c) Intenziteti komponentnih ugaonih momenata su  i 

ñ-jedinica. Oni imaju odreœene vrednosti i kada vektor  ima odreœenu vrednost;
d) Projekcija ukupnog ugaonog momenta na z-osu iznosi mjñ-jedinica. Kod

predstavÿaça preko sprezaça (dakle, kada je kvantni broj j odreœen) vrednost mj1 i
mj2 su neodreœene ali je çihov zbir jednak vrednosti mj;

e) Kod predstavÿaça preko nespregnutih vektora, kada je kvantni broj j
neodreœen, pojedine komponente mj1 i mj2 imaju diskretne, stalne vrednosti, pa su
tada mj1 i mj2 dobri kvantni brojevi.

Prema tome, sistem koji se sastoji od dva ugaona momenta odreœen je sa åetiri
kvantna broja. Kod predstavÿaça preko spregnutih vektora to su j1, j2, j i mj, a kod
predstavÿaça preko nespregnutih vektora to su j1, mj1, j2 i mj2. Formalno gledano,
izbor naåina predstavÿaça sistema je proizvoÿan. Razliåita predstavÿaça su samo
razliåiti naåini za posmatraçe sloæenih sistema. Normalno, najjasniji opis sistema
dobija se kada predstavÿaçe zaista odgovara fiziåkoj prirodi sistema. Tamo gde
postoji sprezaçe izmeœu ugaonih momenata pogodnije je predstavÿaçe preko
spregnutih vektora. Na primer, jednaåine kretaça ugaonih momenata prilikom spin-
-orbitnog meœudejstva mnogo su oåiglednije i saæetije kada se izraze preko vektora
ukupnog ugaonog momenta, jednaåina (5.4.15), dakle, u predstavÿaçu preko spre-
zaça, nego preko pojedinih momenata (predstavÿaçem preko nespregnutih vek-
tora), izrazi (5.4.10) i (5.4.11).

5.4.4 Ukupni magnetni moment

U prethodnom odeÿku videli smo kako se vektorskim sabiraçem orbitnog i
spinskog ugaonog momenta dobija ukupni ugaoni moment jednoelektronskog
atoma. Poãto su i orbitni ugaoni moment i spinski ugaoni moment prañeni odgovara-

juñim magnetnim momentima, jasno je da je i ukupni ugaoni moment, , prañen

ukupnim magnetnim momentom .
Kao ãto ukupni ugaoni moment dobijamo vektorskim sabiraçem ugaonih mo-

menata:

(5.4.18)

tako i ukupni magnetni moment  dobijamo sabiraçem orbitnog , i spinskog 
magnetnog momenta:

j j 1+( )

j j1 j2 j1 j2 1 … j1 j2– 1 j1 j2– ;+, ,–+,+=

j1 j1 1+( ) j2 j2 1+( )

j

j

µj

j l s+=

µj µl µs
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. (5.4.26a)

Zamenom momenata  i  iz jednaåina (5.4.6b) i (5.4.8b) u jednaåinu (5.4.26a),
uz gl = 1 i gs ≈ 2, ukupni magnetni moment  moæemo da izrazimo kao vektorski
zbir odgovarajuñih ugaonih momenata:

(5.4.26b)

i s obzirom na (5.4.18):

. (5.4.26c)

Iz posledçeg izraza vidimo da ukupni magnetni moment  ne leæi na istom pravcu
kao ugaoni moment . (U prethodnom odeÿku videli smo da  i  ne mogu da leæe
na istom pravcu.) Sabiraçe vektora magnetnih momenata ãematski je prikazano na
Slici 5.4.7. Pravac vektora , saglasno izrazu (5.4.26c), poklapa se sa pravcem re-
zultante vektora  + .

Ranije smo videli da spregnuti vektori  i  precesuju oko pravca ukupnog
ugaonog momenta . Oåigledno je da ñe i svi ostali vektori precesovati oko istog
pravca. Dakle, vektor ukupnog magnetnog momenta  precesuje oko pravca vek-
tora ukupnog ugaonog momenta . Zbog stalne promene pravca, intenzitet vektora

 ne moæe da se meri eksperimentalno. Meœutim, vrednost vektora  usredçena
po vremenu (u intervalu mnogo duæem od perioda precesije) jednaka je çegovoj
projekciji na pravac precesovaça (pravac vektora ). Dakle, zbog precesije ukup-
nog magnetnog momenta  oko ukupnog ugaonog momenta , magnetne osobine
atoma uslovÿene su stvarnim magnetnim momentom ( )j, koji predstavÿa projek-
ciju vektora  na pravac vektora , Slika 5.4.7b:

. (5.4.27a)

Znak minus pokazuje da je vektor stvarnog magnetnog momenta ( )j antiparalelan
vektoru ukupnog ugaonog momenta . Podseñamo na to da je °, kao i ranije, jedi-
niåni vektor u pravcu ukupnog ugaonog momenta.

Stvarni magnetni moment ( )j na drugi naåin moæe da se izrazi projekto-
vaçem çegovih komponenata na pravac vektora  Tako, projektovaçem izraza
(5.4.26c) na pravac vektora nalazimo: 

. (5.4.27b)
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Poãto je stvarni magnetni moment ( )j antiparalelan vektoru , veza izmeœu çih
moæe da se formalno napiãe na isti naåin kao i veza izmeœu magnetnih i ugaonih or-
bitnih (ili spinskih) momenata. Sliåno izrazima (5.4.6a) i (5.4.8a), imamo:

(5.4.28)

gde je gj - Landeov g-faktor za ukupne momente, dakle, za jednoelektronski atom kao
celinu.

Uporeœivaçem izraza (5.4.27b) i (5.4.28) nalazimo da je Landeov g-faktor
atoma:

. (5.4.29a)

Landeov g-faktor predstavÿa odnos æiromagnetnih osobina atoma prema æiromagnet-
nim osobinama orbitnog elektrona. Çegovu izrazitu zavisnost od kvantnih brojeva l,
s i j lako nalazimo iz jednaåine (5.4.29a). Ako uoåimo da je:

Slika 5.4.7 Sabiraçe ugaonih i magnetnih momenata: a) ukupni ugaoni moment  dobija se vek-

torskim sabiraçem orbitnog i spinskog momenta impulsa, . Ukupni magnetni moment

 proporcionalan je zbiru  odnosno  Zbog toga vektori  i  ne leæe na istom

pravcu; b) poãto magnetni momenti µl i µs deluju jedan na drugoga, ceo sistem spregnutih vektora

precesuje oko pravca ukupnog ugaonog momenta Takoœe, i vektor  precesuje oko pravca vek-

tora  Pri jakom sprezaçu precesija je brza, pa eksperimentalno moæe da se opazi samo projekcija

vektora  na osu precesije ( )j.
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.

Landeov g-faktor atoma moæemo da izrazimo kao:

. (5.4.29b)

Skalarni proizvod  lako nalazimo iz izraza (5.4.18):

(5.4.18)

ãto zamenom u (5.4.29b) daje:

. (5.4.29c)

Unoãeçem vrednosti za kvadrate vektora ugaonih momenata iz (5.4.19c), (5.4.1c) i
(5.4.4c), najzad dobijamo:

. (5.4.29d)

Iz jednaåine (5.4.29d) vidimo da se atomski g-faktor za s = 0 (j = l) svodi na orbitni gj

= gl = 1, a za l = 0 (tada je j = s) na spinski gj = gs ≈ 2. Dakle, atomski g-faktor za jed-
noelektronski atom zavisno od vrednosti kvantnih brojeva l, s i j moæe da ima vred-
nosti izmeœu 1 (gj = gl) i 2 (gj = gs).

Landeov g-faktor ima veliki znaåaj jer se preko çega izraæavaju magnetne
osobine atoma. On se javÿa zbog razlike u æiromagnetnim odnosima izmeœu orbit-
nih i spinskih momenata.

5.4.5 Spin-orbitno sprezaçe

Ovde ñemo da dovrãimo razmatraçe zapoåeto u odeÿku 5.3 koje smo preki-
nuli zbog toga ãto u okviru poluklasiåne slike nismo mogli vaÿano da izrazimo ska-
larni proizvod orbitnog i spinskog ugaonog momenta, jednaåina (5.3.6). Skalarni
proizvod moæemo da izrazimo preko kvantnih brojeva j, l i s koristeñi vektorski mo-
del. Koriãñeçem sredçe vrednosti 1/r3, preuzete iz kvantne mehanike, nalazimo
taåan izraz za konstantu spin-orbitnog meœudejstva jednoelektronskog atoma.
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Dakle, energiju spin-orbitnog meœudejstva izraæavamo preko konstante spin-
-orbitnog sprezaça, a:

(5.3.6b) (5.4.30)

gde je:

(5.3.7b) . (5.4.31)

U odeÿku 5.3.2 dobili smo pribliæan izraz za konstantu spin-orbitnog sprezaça a, ko-
risteñi sredçu vrednost (1/r3) iz Borovog modela:

gde je r1 atomski polupreånik prve Borove orbite atoma vodonika. Taåan izraz za
konstantu spin-orbitnog sprezaça a moæe da se dobije ako se preuzme kvantnome-
haniåki izraåunata sredça vrednost (l/r3) za atom sliåan vodoniku:

. (5.4.32)

Ako ovaj izraz uporedimo sa odgovarajuñim izrazom iz Borovog modela, vidimo da
se taåna vrednost konstante spin-orbitnog sprezaça a dobija iz pribliænog izraza
(5.3.7e) zamenom faktora n6 izrazom n3l(l + 1/2)(l + 1):

. (5.4.33)

Skalarni proizvod  u izrazu (5.4.30) izraåunavamo iz kvadrata jednaåine (5.4.18):

(5.4.18) (5.4.34)

.

Zamenom odgovarajuñih kvadrata vektora iz (5.4.19c), (5.4.1c) i (5.4.4c), nalazimo:
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. (5.4.35)

Uvrãtavaçem dobijenog izraza u jednaåinu (5.4.30) dobijamo taånu jednaåinu za
energiju spin-orbitnog meœudejstva u atomima sliånim vodoniku:

(5.4.36a)

odnosno pomoñu (5.4.44):

. (5.4.36b)

Iz jednaåine (5.4.36b) struktura energijskih nivoa za svaki spektralni term dobija se
zamenom odgovarajuñih vrednosti kvantnih brojeva j, l i s. Na primer, za term 2P
imamo:

l = 1 (jer je u pitaçu P term),
s = 1/2 (jer je multipletnost 2, 2s + 1 = 2),
j1 = l +1/2 = 3/2, j2 = l - 1/2 = 1/2,
pa je:

ãto je ãematski prikazano na Slici 5.4.8. Ovu situaciju, formalno izvedenu iz jed-
naåine (5.4.36a) lako je razumeti u okviru vektorskog modela kao posledicu meœu-

dejstva spinskog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog poÿa orbitnog kre-

taça . Kada su vektori  i  “paralelni”, dakle, kada je j = 3/2, vektori  i  su

“antiparalelni” jer je vektor  antiparalelan sa , dok je vektor  paralelan sa .
(Izraz “paralelni” ovde oznaåava samo da je ugao θ izmeœu naznaåenih vektora
maçi od π/2, tj. da je cosθ > 0. Na isti naåin za “antiparalelne” vektore je cosθ < 0.)
Saglasno jednaåini (D-5.2.13b) energija meœudejstva magnetnog momenta i “anti-

paralelnog” spoÿaãçeg poÿa je pozitivna. Na isti naåin za j = 1/2  i  su “antipara-

lelni”, a  i  su “paralelni”, dakle cosθ > 0, pa je energija meœudejstva nega-
tivna. Zbog toga je energija terma pri j = 3/2 pozitivna, a pri j = 1/2 negativna u
odnosu na energiju istog terma kada ne bi bilo spin-orbitnog sprezaça. Treba uoåiti
to da energija spektralnog terma ne zavisi od magnentog kvantnog broja mj, tj. od
usmereça ukupnog ugaonog momenta u prostoru. To znaåi da u viãem staçu oz-
naåenom sa 2P3/2, postoji 2 × 3/2 + 1 = 4, a u niæem staçu, koje se oznaåav sa 2P1/2
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ima 2 × 1/2 + 1 = 2 degenerisana nivoa, Slika 5.4.8. Ovo vaæi u odsustvu spoÿaãçeg
magnetnog poÿa. Pojava spoÿaãçeg poÿa, kao ãto ñe se videti u 6. poglavÿu, uk-
laça degeneraciju i naznaåeni energijski nivoi cepaju se na pojedinaåne kompo-
nente. Tako se nivo 2P3/2 cepa na åetiri, a nivo 2P1/2 na dve komponente.

Isto tako, vaæno je uoåiti da se uzimaçem u obzir spin-orbitnog meœudejstva
“teæiãte” energijskih nivoa ne meça. Term 2P1/2 pomeren je za -a, a term 2P3/2 za +
1/2 a. Meœutim, ako uzmemo u obzir çihove statistiåke teæine, a one su 2 i 4, na-
lazimo da je rezultujuñi pomak jednak nuli, tj. da je “teæiãte” nepromeçeno: 
(-a)2+ + (1/2 a)4 = 0.

Na kraju, ono ãto smo saznali o finoj strukturi jednoelektronskih staça moæe-
mo saæeti na sledeñi naåin:

a) Meœudejstvo spinskog magnetnog momenta i lokalnog magnetnog poÿa or-
bitnog kretaça, izraæeno kao meœudejstvo spinskog ugaonog i orbitnog ugaonog
momenta, cepa svaki energijski nivo na dva dela. Rezultat toga je dubletna struktura
nivoa. Na primer, gorçe staçe iz kojeg nastaje natrijumova D linija, 3P staçe, cepa
se na staça 3P1/2 i 3P3/2, kao ãto je pokazano na Slici 5.4.8;

b) S termovi se ne cepaju poãto pri l = 0 ne postoji lokalno magnetno poÿe 
u kojem bi spinski magnetni moment pri razliåitim usmereçima zadobijao razliåite
energije;

c) Nivoi sa veñim vrednostima kvantnog broja j imaju veñe energije, jed-
naåina (5.4.36a);

d) Konstanta spin-orbitnog sprezaça a proporcionalna je åetvrtom stepenu
naelektrisaça jezgra.

Primeri

Primer 5.4.1 Pokazati da za jednoelektronski atom cepaçe energijskih nivoa prouz-
rokovano spin-orbitnim meœudejstvom moæe da se izrazi jednaåinom: 

.

Slika 5.4.8 Cepaçe 2P terma zbog spin-orbitnog meœudej-
stva. U odsustvu meœudejstva, energija staça sa razliåitim j-
vrednostima je ista. Dakle, staça su degenerisana sa stepenom
degeneracije (2j1 + 1) + (2j2 + 1) ãto za j1 = 1/2 i j2 = 3/2 iznosi
6. Spin-orbitno meœudejstvo uklaça degeneraciju nivoa sa
razliåitim j-vrednostima. Meœutim, novi energijski nivoi i
daÿe su degenerisani i to za j = 1/2 dvostruko, a za j = 3/2 åetvo-
rostruko. Uoåimo da spin-orbitno meœudejstvo ne meça
teæiãte novih nivoa u odnosu na originalni nivo.
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REÃENJE:

(5.4.36a) .

Poãto se kvantni brojevi l i s ne meçaju (meça se samo j), nalazimo:

(P-5.4.1.1)

.

Za jednoelektronski atom je:

 (j1 – j2) = 1 i (j1 + j2) = 2l

ãto zamenom u (P-5.4.1.1) daje:

. (P-5.4.1.2a)

Zamenom konstante spin-orbitnog sprezaça a iz (5.4.33), najzad dobijamo:

. (P-5.4.1.2b)

Primer 5.4.2 Izraåunati veliåinu magnetne indukcije u atomu natrijuma, koja nas-
taje orbitnim kretaçem elektrona u staçu iz kojeg se javÿaju dve natrijumove D li-
nije (588,995 nm, 589,592 nm).

REÃENJE:

Natrijumov dublet javÿa se pri prelazu iz staça l = 1 u staçe sa l = 0. Razdvojeno je
samo ono staçe pri l = 1. Razliku u energijama izmeœu dva podstaça, 3P1/2 i 3P3/2,
dobijamo iz razlike talasnih duæina prema izrazu:

.
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Ova energijska razlika shvañena kao meœudejstvo spinskog magnetnog momenta

, i lokalnog magnetnog poÿa , moæe da se izrazi kao razlika energija elektrona

u dva spinska staça sa ms = +1/2 i ms =-1/2. Dakle:

(5.2.15b)

.

Traæenu indukciju nalazimo iz posledçeg izraza, zamenom vrednosti energijske
razlike  i Borovog magnetona :

(5.1.9c) .

Zadaci

Z–5.4.1 Izraåunati moguñe vrednosti skalarnog proizvoda  ako je l = 3 i s = 1/2.

= 3/2 ñ2, −2ñ2].

Z–5.4.2 Izraåunati  za elektron u 2D3/2 staçu.

= -3/2 ñ2].

Ser Õozef Larmor (Sir Joseph Larmor, 1857–1942), engleski fi-
ziåar i matematiåar, profesor matematike na Kembriõu. Bavio se
teorijskom fizikom, posebno teorijom elektrona, u okviru koje je ot-
krio precesiju, kasnije po çemu nazvanu Larmorova precesija.
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6. ATOM U MAGNETNOM POLJU

Kÿuåni dokazi u stvaraçu savremenih predstava o strukturi materije dobijeni
su iz eksperimentalnog i teorijskog razmatraça osobina atoma u magnetnom poÿu.
Holandski fiziåar, Pieter Zeeman, joã 1886. godine je opazio da u spektru dobijenom
iz atoma koji se nalaze u magnetnom poÿu dolazi do cepaça originalnih spektralnih
linija na viãe komponenata. Ova pojava, danas poznata kao Zemanov efekt, predsta-
vÿala je najveñe iskuãeçe za sve prekvantne teorije jer su one bile u staçu da ga va-
ÿano opiãu samo delimiåno.

Drugi ogled neposredno vezan za osobine atoma u magnetnom poÿu izveli su
Ãtern i Gerlah (O. Stern, W. Gerlach), 1921. godine. Ogled je postavÿen i izveden sa
jedinim ciÿem da eksperimentalno potvrdi postojaçe prostorne kvantizacije, tj. da
pokaæe diskretna usmereça atomskog ugaonog momenta duæ proizvoÿno oda-
branog pravca.

Dakle, ispitivaçem osobina atoma u magnetnom poÿu zapoåela je potraga za
novom teorijom koja moæe na zadovoÿavajuñi naåin da opiãe pojave na atomskom
nivou (Zemanov efekt). Pored toga, takva ispitivaça dala su neposrednu eksperi-
mentalnu potvrdu osnovnom naåelu, delom veñ uobliåene, nove teorije o kvantnoj
prirodi mikrosveta.

U razmatraçima osobina atoma u magnetnom poÿu ovde neñemo slediti vre-
menski tok dogaœaja. Prvo ñemo da razmotrimo ponaãaçe vektora ugaonog mo-
menta u magnetnom poÿu, onako kako to sledi iz vektorskog modela. Zatim ñemo
na osnovu toga da opiãemo prvo Ãtern–Gerlahov ogled, a potom normalni i ano-
malni Zemanov efekt.

6.1 UGAONI MOMENT U MAGNETNOM POLJU

Ovde razmatramo osobine vektora ugaonog momenta u magnetnom poÿu da
bismo lakãe objasnili Ãtern-Gerlahov ogled i Zemanov efekt. Sam razvoj tekao je,
meœutim, drukåije: vektorski model je postavÿen na osnovu rezultata ovih ogleda.

Poluklasiåni opis osnovnih osobina orbitnog i spinskog ugaonog momenta dat
je u odeÿku 5.2. Vektor ugaonog momenta u magnetnom poÿu precesuje i postavÿa
se u jednu od moguñih diskretnih orijentacija. Vektorski model, odeÿak 5.4, bliæe
odreœuje moguñe uglove orijentacija, kao i uslove projektovaça momenata na
proizvoÿno izabranu osu.
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6.1.1 Orbitni ugaoni moment u magnetnom polju

Ugaoni moment odreœen kvantnim brojem l, moæe da ima (2l + 1) projekcija u
pravcu proizvoÿno izabrane ose, Slika 6.1.1a. Poãto istovremeno ne moæe da se pro-
jektuje na dve ose, vektor ugaonog momenta leæi negde na povrãini jedne od kupa.
Energija ugaonog momenta van magnetnog poÿa ne zavisi od toga u kojoj kupi se
on nalazi, tj. ne zavisi od çegove projekcije na izabranu osu. Kada magnetno poÿe

indukcije  deluje duæ izabranog pravca, ugaoni moment poåiçe da precesuje od-

govarajuñom Larmorovom frekvencijom:

(5.2.5) (6.1.1a)

(6.1.1b)

. (6.1.1c)

Larmorova frekvencija ista je za sva staça lz odreœena razliåitim vrednostima
magnetnog kvantnog broja ml.

Meœudejstvo ugaonog momenta, , i spoÿaãçeg magnetnog poÿa,  odvija
se preko magnetnog momenta, , pridruæenog ugaonom momentu, . Zbog toga je
energija ugaonog momenta u poÿu indukcije  odreœena energijom magnetnog
meœudejstva momenta  i poÿa :

(6.1.2a)

(5.2.11a) (6.1.2b)

(6.1.2c)

(6.1.3)

Iz jednaåine (6.1.2c) je oåigledno da staça sa razliåitim vrednostima magnet-
nog kvantnog broja ml imaju razliåite energije. Magnetno poÿe, dakle, uklaça dege-
neraciju.

Na Slici 6.1.1b ãematski je prikazano ponaãaçe vektora ugaonog momenta u
magnetnom poÿu. Åiçenica da duæ odabranog pravca deluje spoÿaãçe poÿe åija je
indukcija  ne meça niãta u pogledu projektovaça vektora ugaonog momenta.
Znaåi, vektor ugaonog momenta, kao i bez poÿa, moæe da se naœe na povrãini neke
od 2l + 1 kupa. Bitna razlika ogleda se u tome ãto u magnetnom poÿu dolazi do rota-
cije kupe kao celine (tj. do precesije vektora ugaonog momenta) i to Larmorovom
frekvencijom koja je ista za sve kupe. Takoœe, zbog uklaçaça degeneracije, u mag-
netnom poÿu staça sa razliåitim vrednostima magnetnog kvantnog broja ml imaju
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razliåite energije. Zbog toga se, saglasno jednaåini (6.1.2c), prvobitna ml osa preo-
braæava u energijsku osu, Slika 6.1.1b.

U brojnim sluåajevima precesija nije bitna za objaãçavaçe opaæenih pojava,
pa model orbitnih staça moæe da se svede na skup vektora postavÿenih pod razliåi-
tim uglovima [odreœenih izrazom (5.4.3)] åije projekcije zadovoÿavaju uslove
(5.4.2), Slika 6.1.1c.

Daÿe pojednostavÿeçe modela postiæe se tako ãto se umesto vektora ãematski
prikazuju samo çihova energijska staça, åime se, zapravo, od vektorskog modela
prelazi na model energijskih staça. Na Slici 6.1.2 prikazano je ponaãaçe vektora
ugaonog momenta u magnetnom poÿu sa energijskog stanoviãta, tj. po modelu ener-
gijskih staça. Prikazana su ista staça kao i na Slici 6.1.1. U odsustvu magnetnog
poÿa, staça sa razliåitim vrednostima magnetnog kvantnog broja ml su degeneri-
sana, tj. imaju istu energiju. Ako posmatramo samo magnetnu energiju, tada je
prema izrazima (6.1.2) u odsustvu poÿa (B0=0) ona jednaka nuli. U magnetnom
poÿu, Slika 6.1.2b, dolazi do uklaçaça degeneracije – prvobitno (degenerisano)
energijsko staçe cepa se na (2l+1) jednako udaÿenih staça, saglasno izrazima
(6.1.2).

Osnovni nedostatak modela energijskih staça leæi u tome ãto se ne vide os-
novni elementi fiziåke slike staça koja model predstavÿa. (Na primer, ne vidi se da
vektori ugaonog momenta precesuju.) Meœutim, pri ispitivaçu sloæenijih atomskih
sistema to predstavÿa çegovu kÿuånu prednost, jer osloboœen nepotrebnih detaÿa,

Slika 6.1.1 Orbitni ugaoni moment u magnetnom poÿu: a) u odsustvu poÿa ugaoni moment ima
istu vrednost energije za sve vrednosti magnetnog kvantnog broja ml. Staça su degenerisana sa ste-
penom degeneracije (2ml + 1). Bez poÿa nema precesije. Kupama je predstavÿen prostor u kojem
vektor moæe da se naœe. “Kretaçe” vektora unutar kupa nije odreœeno. Uslovno moæe da se smatra
da je vektor “razmazan” po celoj povrãini kupe; b) u magnetnom poÿu dolazi do uklaçaça degene-
racije staça sa razliåitim vrednostima ml, kao i do precesije ugaonog momenta. Vektor ugaonog mo-
menta u rotirajuñim kupama ima razliåite energije. Precesija moæe da se shvati kao rotacija kupe oko
sopstvene ose (ose projektovaça). Rotirajuñe kupe imaju meœusobno razliåite energije. Meœutim,
sve kupe rotiraju istom frekvencijom koja je jednaka Larmorovoj precesionoj frekvenciji ωL; c)
poãto za opis najveñeg broja ogleda åiçenica da ugaoni moment precesuje (odnosno da kupa rotira)
nije bitna, to se ãematski, zbog jednostavnosti, razliåita diskretna usmereça ugaonog momenta pred-
stavÿaju izabranim vektorom åiji je intenzitet ñ. Energija svakog staça proporcionalna je
projekciji vektora na z-osu (pravac delovaça magnetnog poÿa).
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na veoma jasan naåin pruæa uvid u energijske odnose izmeœu razliåitih staça koji se
najåeãñe eksperimentalno jedino i odreœuju.

6.1.2 Spinski ugaoni moment u magnetnom polju

Osobine spinskog ugaonog momenta  u magnetnom poÿu dobrim delom su
opisane u odeÿku 5.2.3. Mogu da se izvedu i iz osobina orbitnog ugaonog momenta.
Zamenom orbitnog kvantnog broja, l, spinskim  kvantnim brojem, s, i orbitnog
g-faktora (poãto je , on se najåeãñe ne piãe u odgovarajuñim izrazima)
spinskim g-faktorom, gs. Na Slici 6.1.3 prikazano je ponaãaçe spinskog magnetnog

momenta u magnetnom poÿu indukcije . Van poÿa, vektor spinskog ugaonog mo-
menta nalazi se “razmazan” na povrãini jedne od dve kupe. Pri tome su energije oba
staça jednake, dakle, postoji dvostruka degeneracija (s=1/2, 2s + 1=2). U magnet-

nom poÿu dolazi do precesije spinskih momenata Larmorovom frekvencijom 
(5.2.12b):

(6.1.4a)

(6.1.4b)

(6.1.4c)

(6.1.4d)

i do uklaçaça degeneracije. Originalno energijsko staçe, usled meœudejstva spin-

skog magnetnog momenta  i spoÿaãçeg magnetnog poÿa indukcije  cepa se

na dva nivoa åije su energije:

(5.2.15c) . (6.1.5)

Slika 6.1.2 Uklaçaçe degenera-
cije staça orbitnog ugaonog mo-
menta spoÿaãçim magnetnim po-
ÿem: a) van poÿa energija orbitnog
ugaonog momenta ne zavisi od
vrednosti magnetnog kvantnog bro-
ja ml; b) u magnetnom poÿu, zbog
meœudejstva poÿa i magnetnog mo-
menta,  koji je pridruæen ugao-

nom momentu, energija ugaonog
momenta proporcionalna je mag-
netnom kvantnom broju, ml.
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Spinski moment u magnetnom poÿu po modelu energijskih nivoa prikazan je na
Slici 6.1.4. Van poÿa, magnetna energija spinskog momenta jednaka je nuli, dok u
poÿu dolazi do cepaça nivoa na dva podnivoa, saglasno jednaåini (6.1.5).

Treba uoåiti da Slika 6.1.4 u pogledu energije spina u magnetnom poÿu pruæa
iste podatke kao i Slika 5.2.2. Meœutim, s obzirom na to da je model energijskih ni-
voa osloboœen svih detaÿa u vezi sa precesijom, usmeravaçem vektora i çegovim
projektovaçem na odabranu osu, Slika 6.1.4 je mnogo jasnija i bitni (energijski) od-
nosi su mnogo oåigledniji.

6.1.3 Ukupni ugaoni moment u magnetnom polju

Za razliku od orbitnog i spinskog ugaonog momenta kod kojih veliåina mag-
netne indukcije meça samo jaåinu meœudejstva, a ne i vrstu meœudejstva, osobine

ukupnog ugaonog momenta  u magnetnom poÿu zavise od jaåine magnetnog
poÿa. Ovde ñemo da razmotrimo dva krajça sluåaja kada je spoÿaãçe poÿe vrlo

Slika 6.1.3 Spinski ugaoni moment u magnetnom poÿu: a) van poÿa vektor spinskog ugaonog
momenta nalazi se negde na povrãini jedne od kupa koja je opisana oko proizvoÿno izabrane ose pro-
jektovaça. Energije oba staça za ms = +1/2 i ms = –1/2 su jednake; b) u spoÿaãçem magnetnom poÿu
vektor spinskog ugaonog momenta precesuje. Magnetno poÿe uklaça degeneraciju, pa staça sa
razliåitim vrednostima spinskog magnetnog kvantnog broja, ms, imaju razliåite energije; c) izostav-
ÿaçem precesije iz modela, razliåita staça mogu da se prikaæu pomoñu odgovarajuñih vektora åija
je energija u magnetnom poÿu proporcionalna çihovim projekcijama na pravac poÿa.
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slabo u poreœeçu sa lokalnim, atomskim, magnetnim poÿem i kada je spoÿaãçe
poÿe vrlo jako u odnosu na to lokalno poÿe.

Slabo magnetno poÿe, 

U slabom poÿu, kada je energija meœudejstva Um,j ukupnog magnetnog mo-

menta  sa spoÿaãçim poÿem  zanemarÿivo mala u odnosu na energiju spin-

-orbitnog meœudejstva Ul,s, osobine ukupnog ugaonog momenta , mogu da se do-
biju iz osobina orbitnog ugaonog momenta. Potrebno je da se odgovarajuñe orbitne
veliåine zamene ukupnim. Znaåi, ukupni ugaoni moment u magnetnom poÿu åija je

indukcija , precesuje sopstvenom Larmorovom frekvencijom :

(6.1.6a)

(5.2.5b) (6.1.6b)

pri åemu precesiona frekvencija ne zavisi od vrednosti magnetnog kvantnog broja
mj. Magnetno poÿe uklaça degeneraciju energijskih staça, i sliåno izrazima (6.1.2)

i (6.1.5), nalazimo da zbog dejstva spoÿaãçeg magnetnog poÿa indukcije  na

ukupni magnetni moment , energija razliåitih staça zavisi od vrednosti mag-
netnog kvantnog broja mj:

(D-5.2.13a) (6.1.7a)

(5.2.11c) . (6.1.7b)

Ukupni ugaoni moment, , u slabom magnetnom poÿu, ãematski je prikazan
na Slici 6.1.5. Jedina razlika u odnosu na prethodne sluåajeve ogleda se u tome ãto
je vektor  sloæen i ãto çegove komponente  i  precesuju oko çega åak i u od-
sustvu spoÿaãçeg poÿa. U spoÿaãçem magnetnom poÿu, vektor ukupnog ugaonog
momenta precesuje, stvarajuñi precesionu kupu kao i slobodni vektori  i  u pret-
hodnim sluåajevima. Meœutim, ovde spregnuti vektori  i  izvode sloæeno kre-
taçe. Oni precesuju oko vektora ukupnog ugaonog momenta, , a zatim zajedno s
çim oko vektora spoÿaãçeg magnetnog poÿa. Sve dok je uzajamno delovaçe vek-
tora  i  (spin-orbitno meœudejstvo) mnogo jaåe od meœudejstva vektora  sa
spoÿaãçim magnetnim poÿem , frekvencija kojom vektori  i  precesuju oko
vektora  mnogo je veña od frekvencije . Tada, dodatno precesiono kretaçe
vektora  (oko pravca spoÿaãçeg magnetnog poÿa) frekvencijom  ne utiåe na
prvobitnu precesiju vektora  i , tako da intenzitet vektora , saglasno jednaåini
(5.4.18), ostaje oåuvan.

Na Slici 6.1.6 prikazan je dijagram energijskih staça ukupnog ugaonog mo-

menta, , u magnetnom poÿu indukcije . Bez poÿa, magnetna energija sistema
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jednaka je nuli, a energijski nivo je (2j + 1) – put degenerisan. Magnetno poÿe,
meœutim, uklaça degeneraciju, pa se prvobitni (2j + 1) – put degenerisani nivo cepa
na 2j + 1 jednako razmaknutih energijskih nivoa.

Jako magnetno poÿe, 
Ovde magnetno poÿe smatramo jakim ako je energija çegovog meœudejstva

sa orbitnim magnetnim momentom  i sa spinskim magnetnim momentom 

Slika 6.1.5 Ukupni ugaoni moment  u slabom magnetnom poÿu: a) zbog spin-orbitnog meœu-

dejstva, i u odsustvu spoÿaãçeg magnetnog poÿa vektori  i  precesuju oko vektora  koji ima

stalni intenzitet. Vektor  moæe da se naœe na jednoj od (2J + 1) kupa koje su opisane oko proizvoÿno

izabrane ose na koju se vektor  projektuje. Energija ukupnog ugaonog momenta ne zavisi od toga

u kojoj kupi se nalazi; b) ako duæ odabrane ose deluje spoÿaãçe magnetno poÿe, tada kupe verovat-

noñe poåiçu da rotiraju, zapravo, vektor  da precesuje. Tada energija vektora ukupnog momenta

zavisi od ugla koji kupa zaklapa sa osom (taånije, od projekcije vektora  na izabranu osu), dok je

precesiona frekvencija ista za sve kupe; c) ako se precesija kao pojava izostavi iz modela, tada staça

sa razliåitim vrednostima magnetnog kvantnog broja mj mogu da se predstave stacionarnim vekto-

rima  koji zaklapaju razliåite uglove sa izabranim pravcem. Energija svakog staça zavisi od ve-

liåine projekcije vektora  na pravac spoÿaãçeg  magnetnog poÿa .
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Slika 6.1.6 Zavisnost energije
ukupnog ugaonog momenta od
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netna energija svih 2j + 1 staça jed-
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mnogo veña od energije spin-orbitnog meœudejstva. Tada je frekvencija kojom uga-

oni momenti  i  precesuju oko spoÿaãçeg magnetnog poÿa indukcije  mnogo

veña od çihove precesione frekvencije oko vektora ukupnog ugaonog momenta .

Zato ãto preovlaœuje meœudejstvo sa spoÿaãçim magnetnim poÿem, vektori  i 

poåiçu da precesuju oko çega. Kako su precesione frekvencije vektora  i  raz-
liåite [jednaåine (6.1.1) i (6.1.4)], to se i (prvobitno stalni) ugao koji oni meœusobno
zaklapaju neprekidno meça. Promena ugla, zapravo, oznaåava promenÿivi poloæaj

vektora  u odnosu na  ãto za posledicu ima promenÿivost vektora . Vektor

ukupnog ugaonog momenta  nije viãe konstanta, te ni kvantni brojevi j i mj nisu
viãe dobri kvantni brojevi. Dakle, jako magnetno poÿe izaziva rasprezaçe prvo-

bitno spregnutih vektora  i . Raspregnuti vektori  i  u magnetnom poÿu po-
naãaju se kao slobodni vektori åije smo osobine opisali u odeÿcima 6.1.1 i 6.1.2.

Na Slici 6.1.7 ãematski su prikazane osobine ukupnog ugaonog momenta u ja-

kom magnetnom poÿu. Poãto vektori  i , na koje se rasprezaçem raspao prvo-

bitni vektor ugaonog momenta , precesuju nezavisno sopstvenim frekvencijama,
to su i sve çihove osobine nezavisne. Tada se osobine sistema kao celine dobijaju
sabiraçem osobina pojedinaånih momenata. Tako je energija magnetnog meœudej-
stva zbir orbitne (6.1.2), i spinske (6.1.5), magnetne energije:

(6.1.8a)

. (6.1.8b)

S ozbirom na to da je ukupan broj orbitnih staça 2l + 1 i da orbitna staça
mogu da se ostvaruju potpuno nezavisno od spinskih, ukupan broj staça, Wl,s, u

sistemu u kojem je doãlo do rasprezaça vektora  i  iznosi:

(6.1.9a)

ili s obzirom na to da je za jednoelektronski sistem s=1/2:

(6.1.9b)

ãto za l = 1 i s = ½ daje ukupno 6, a za l = 2 i s = ½ ukupno 10 staça. Dakle, od 2j
+ 1 prvobitnih spregnutih staça pod uticajem jakog magnetnog poÿa u istom, jed-
noelektronskom sistemu dobijamo 2(2l + 1) raspregnutih staça. Meœutim, zbog
åiçenice da je gs ≈ 2 neka staça imaju iste energije, ãto se lako pokazuje iz jed-
naåine (6.1.8b). Poãto je ms = ±½ i gs ≈ 2, to je gsms ≈ ± 1, ãto zamenom u izrazu
(6.1.8b) daje:

. (6.1.10)

Odavde vidimo da izraz u zagradi moæe da ima sve vrednosti od najveñe l + 1 (kada
je ml = l) do najmaçe (-l - 1) (kada je ml = -l), sa jediniånim priraãtajem. Postoji

l s B
0

j

l s

l s

l s j

j

l s l s
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j

Um l s, , Um l, Um s,+=
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l + 1 energijskih staça sa pozitivnim, i isto toliko energijskih staça sa negativnim
magnetnim kvantnim brojem. Dodamo li tome i jedinstveno energijsko staçe sa
nultom energijom, nalazimo da je ukupan broj staça sa razliåitim energijama, WU,l,s:

. (6.1.11)

Tako za l = 1 nalazimo pet staça sa razliåitim energijama, za l = 2 sedam staça.
Razlika izmeœu ukupnog broja staça (6.1.9b), i broja staça sa razliåitim energijama
(6.1.11), predstavÿa broj onih energijskih staça koja su åak i u jakom magnetnom
poÿu dva puta degenerisana. Ovu degeneraciju lako je shvatiti iz jednaåine (6.1.10),
ako se uoåi da se isto energijsko staçe postiæe kvantnim brojevima m′ i m′′, ako je
m′-1 = m′′+ 1, odnosno m′ – m′′ = 2. Dakle, energijski nivo jednoelektronskog atoma
degenerisan (2j + 1) – puta u odsustvu poÿa, u jakom magnetnom poÿu u kojem do-
lazi do rasprezaça orbitnog i spinskog ugaonog momenta, cepa se na 2l + 3 energi-
jskih nivoa åije su energije izraæene jednaåinama (6.1.8) i (6.1.10).

Na Slici 6.1.8 ãematski je prikazano cepaçe ovih nivoa. Zbog nezavisnosti
energije orbitnih i spinskih staça (ãto je posledica rasprezaça odgovarajuñih mo-
menata jakim spoÿaãçim magnetnim poÿem) originalni (2j + 1) – put degenerisani
nivo prvo se cepa na 2s + 1 spinskih podnivoa, a svaki od çih cepa se na 2l + 1 or-
bitnih podnivoa. Poãto su cepaça spinskih i orbitnih podnivoa jednaka (u onoj ap-
roksimaciji u kojoj je gs ≈ 2), to dolazi do pojave dvostruke degeneracije nekih pod-
nivoa, tako da je ukupan broj razliåitih energijskih staça maçi od ukupnog broja

nivoa koji se dobijaju posle rasprezaça vektora , izraz (6.1.11).
Na kraju, treba da se istakne da sredçi sluåaj Um,j ≈ Ul,s ne moæe lako da se

opiãe poãto treba da se imaju u vidu dva konkurentska procesa, jednovremena pre-

cesija vektora  oko ukupnog ugaonog momenta  i oko spoÿaãçeg magnetnog

poÿa, .

Slika 6.1.7 Ukupni ugaoni moment: a) van poÿa; b) u jakom magnetnom poÿu vektori orbitnog i
spinskog ugaonog momenta prinuœeni su da precesuju oko spoÿaãçeg poÿa zbog jakog meœudejstva
sa poÿem. Precesione frekvencije su razliåite, zbog razliåitih æiromagnetnih odnosa, tako da se
vektori u spoÿaãçem poÿu praktiåno kreñu nezavisno jedan od drugoga. Znaåi, jako spoÿaãçe poÿe
raspreæe vektore; c) energijsko staçe sistema kao celine dobija se slagaçem energijskih staça orbit-
nog i spinskog momenta.
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6.2 ÃTERN-GERLAHOV OGLED

DODATAK 6.2

D-6.2.1 Dipol u nehomogenom poÿu

Ponaãaçe dipola u homogenom poÿu, opisano u odeÿku D-5.2.3, predstavÿa poseban
sluåaj dipola u nehomogenom poÿu kada je nehomogenost poÿa jednaka nuli.

Nehomogenost poÿa izraæavamo gradijentom poÿa, tj., promenom poÿa sa jediniånom
promenom koordinata u izabranom pravcu. Gradijent se odreœuju samo za skalarna poÿa.
Kod vektorskih poÿa gradijent se raåuna za çegovu (skalarnu) komponentu izabranu u proiz-
voÿnom pravcu. Skalarna komponenta odreœuje se skalarnim proizvodom vektora poÿa i je-

diniånog vektora u pravcu u kojem se traæi gradijent. Na primer, Ez komponenta poÿa  je

, gde je  jediniåni vektor u pravcu z-ose. Tada je gradijent poÿa , vektor odreœen iz-
razom:

(D-6.2.1a)

.

Vektori  i  su jediniåni vektori, redom u pravcu ose x, y i z. Gradijent skalarnog
poÿa je vektor koji moæe da ima proizvoÿni pravac. Mi ñemo da posmatramo najjednostav-
niji sluåaj, prikazan na Slici D-6.2.1, gde se poÿe meça samo u pravcu koordinate z i to li-

nearno. Dakle, posmatramo poseban sluåaj kada i poÿe  i çegov gradijent  deluju u
pravcu z-ose:

Slika 6.1.8 Cepaçe energijskih nivoa ukupnog ugaonog momenta u jakom magnetnom poÿu: a)
van poÿa magnetna energija ukupnog ugaonog momenta jednaka je nuli (ovde zanemarujemo mag-
netnu energiju spin-orbitnog meœudejstva). Energijski nivo je (2j+1)-put degenerisan; b) u jakom

poÿu dolazi do rasprezaça vektora . Energijski nivo cepa se na 2s+1 spinskih podstaça, a svaki
od ovih na novih 2l+1 orbitnih podstaça. Energija svakog tako nastalog staça, pored magnetne in-
dukcije spoÿaãçeg poÿa B0 zavisi i od veliåine zbira projekcija pojedinih momenata na odabrani pra-
vac, koji se opisuje izrazom ml + gsms ili ako se uzme da je gs ≈ 2, ml + 2 ms.
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.

Tada je:

(D-6.2.1b)

.

Pri stalnom gradijentu, izraz (D-6.2.1b) vaæi i kada se od beskonaåno malog diferenci-
jalnog priraãtaja preœe na konaåne priraãtaje, pa dobijamo:

odnosno:

. (D-6.2.2)

Koristeñi iste dokaze kao i u odeÿku D-5.2.3, za sluåaj prikazan na Slici D-6.2.1 nalazimo da

na pozitivno naelektrisaçe +q krutog dipola sa postojanim dipolnim momentom :

(D–5.2.8) (D-6.2.3)

(  je rastojaçe izmeœu taåkastih naelektrisaça) deluje sila :

(D-6.2.4a)

a na negativno naelektrisaçe -q sila :

. (D-6.2.4b)

Zbog nehomogenosti poÿa, elektriåna poÿa na koordinatama pozitivnog i negativnog naelekt-

risaça nisu jednaka, , ili taånije .

Ukupna sila koja deluje na postojani dipol jednaka je vektorskom zbiru sila i :

(D-6.2.5a)
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odakle, s obzirom na izraz (D-6.2.4), nalazimo:

(D-6.2.5b)

gde  predstavÿa razliku poÿa na koordinatama pozitivnog i negativnog naelektrisaça.

Ako  zamenimo gradijentom poÿa prema izrazu (D-6.2.2), nalazimo da na dipol, pored

momenta , deluje i sila:

(D-6.2.6a)

gde je  rastojaçe izmeœu naelektrisaça dipola mereno duæ z-ose. Sa Slike D-6.2.1 je oåi-
gledno da je:

ãto zamenom u (D-6.2.6) daje:

. (D-6.2.6b)

Ako uzmemo u obzir jednaåinu (D-6.2.3), nalazimo da je:

(D-6.2.6c)

odnosno:

. (D-6.2.6d)

Najzad, buduñi da sila deluje u pravcu z-ose, posledçi izraz moæemo da napiãemo u ska-
larnom obliku:

. (D-6.2.6e)

Dakle, u linearno nehomogenom poÿu, na dipol, pored momenta sprega, deluje i rezul-
tujuña sila koja je proporcionalna gradijentu poÿa i projekciji momenta na pravac gradijenta.
To znaåi da u nehomogenom poÿu, pored rotacije dipola, dolazi i do çegovog pomeraça u
smeru gradijenta poÿa.

Osobine magnetnog dipola (magnetnog momenta) u nehomogenom magnetnom poÿu
dobijaju se neposredno iz razmatraça iznetih za elektriåni dipol u elektriånom poÿu. Sila, Fz,

koja deluje na magnetni moment, , u gradijentu magnetnog poÿa, Gz, proporcionalna je
gradijentu i projekciji momenta na pravac gradijenta, jednaåina (D-6.2.6e).

Isti izraz lako moæe da se dobije formalnim putem ako imamo na umu da je sila poten-

cijalnog poÿa, , jednaka negativnom gradijentu çegovog potencijala, U:

. (D-6.2.7a)
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Poãto je:

(D-5.2.13a)

iz izraza (D-6.2.7a) nalazimo:

(D-6.2.7b)

. (D-6.2.7c)

Ako opãtu jednaåinu (D-6.2.7c) primenimo na ovaj sluåaj koji nas zanima, tj. na posto-
jani dipol u jednodimenzionom stalnom gradijentu:

.

neposredno dobijamo:

(D-6.2.7d)

odnosno:

. (D-6.2.7e)

Dakle, kao i ranije nalazimo da je sila koja deluje na dipol u gradijentu poÿa proporcionalna
gradijentu i projekciji dipola na pravac gradijenta.

Kako je veñ pomenuto, Ãtern-Gerlahov eksperiment postavÿen je i izveden sa
jedinim ciÿem da se proveri hipoteza o prostornom kvantovaçu ugaonih momenta
pojedinaånih, neutralnih, atoma u magnetnom poÿu. S tim ciÿem, snop atoma srebra
propuãtan je kroz nehomogeno magnetno poÿe åiji je gradijent paralelan sa pravcem
delovaça poÿa. Magnetno poÿe ima dvostruku ulogu: da odredi pravac duæ kojeg se
ispituje kvantovaçe ugaonog momenta, i da gradijentom izazove skretaçe atoma sa
prvobitnog pravca, saglasno jednaåini (D-6.2.7e).

6.2.1 Opis ogleda

Ureœaj koji su Ãtern i Gerlah koristili prikazan je ãematski na Slici 6.2.1.
Ureœaj se nalazi u visokom vakuumu da bi se obezbedilo da slobodni atomi srebra,
koji se oslobaœaju iz peñi, celu putaçu do zaklona na kojem se registruju, prelaze
bez sudara sa molekulima vazduha. Na atmosferskom pritisku sredçi slobodni put
atoma je oko 10-4 cm. Da bi se sredçi slobodni put uåinio duæim od rastojaça iz-
meœu peñi i zaklona, pribliæno 1–2 m, pritisak u ureœaju mora da bude maçi od 10-8
atmosfera. Neutralni atomi srebra nakon izletaça iz peñi usmeravaju se, prave snop,
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i posle prolaska kroz magnet padaju na zaklon. Kada magnetno poÿe nije ukÿuåeno,
na zaklonu se vremenom pojavÿuje lik upadnog snopa od nataloæenih atoma srebra.
Poãto se kolimator sastoji od niza proreza, lik na ekranu se javÿa u vidu tanke hori-
zontalne linije.

Snop atoma srebra pada normalno na pravac magnetnog poÿa, Slika 6.2.1a.
Magnet kroz koji snop prolazi napravÿen je tako da je gradijent poÿa najveñi u pra-
vcu z-ose, a zanemarÿivo mali u pravcu x-ose i y-ose, Slika 6.2.1b. I pravac mag-
netne indukcije poklapa se sa z-osom. Zbog toga, kada se poÿe ukÿuåi, na svaki
atom deluje sila Fz koja je normalna na pravac kretaça atoma. Posle izlaska iz mag-
netnog poÿa skrenuti atomi nastavÿaju da se kreñu pravolinijski do zaklona.

Kao ãto se vidi sa Slike 6.2.1b, geometrija kretaça neutralnih atoma vrlo
je sliåna sluåaju koji je opisan u odeÿku 2.2.4, gde je razmatrano kretaçe elekt-
rona u popreånom (transverzalnom) elektriånom poÿu. Dakle, neutralni atom

stalnom brzinom, υx, uleñe u gradijent magnetnog poÿa , gde na putu
dm (dm ≈ 10-50 cm) na çega deluje sila Fz:

(D-6.2.7e) . (6.2.1)

Ovde je µz projekcija magnetnog momenta atoma na pravac spoÿaãçeg poÿa i
z-osu. Nakon izlaska iz magneta atom se kreñe pravolinijski i prevalivãi put
D (D ≈ 50–100 cm) pada na zaklon. Otklon atoma na zaklonu Zz, meren u odnosu na
poloæaj u kojem atomi padaju kada nema poÿa, neposredno se meri. Ovaj otklon
moæemo da poveæemo sa parametrima ureœaja, razmatraçem koje je sliåno onom
iznetom u odeÿku 2.2.4.

Slika 6.2.1 Ãtern – Gerlahov ogled: (gore) ãema ureœaja; (dole) putaça neutralnog atoma u ureœaju.
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Dakle, atom se kreñe stalnom brzinom, υx, koja, zbog priliåno malog skre-
taça, moæe da se smatra stalnom tokom celog ogleda. Na putu dm, na atom deluje
stalna sila Fz, pa je uvek:

υx = const., υy = 0, (6.2.2)

a pri t = 0:

υz(0) = 0 i z(0) = 0.

Ukupno vreme, td, koje atom provede u magnetnom poÿu, moæemo da izra-
zimo preko poåetne brzine atoma υx i duæine zone dm, u kojoj poÿe deluje:

. (6.2.3)

Jednaåinu kretaça atoma u magnetnom poÿu nalazimo iz II Çutnovog za-
kona:

(D-2.2.1c) (6.2.4)

gde je mA masa atoma. Preureœivaçem nalazimo:

. (6.2.5)

Ciÿ nam je da veliåinu koju traæimo, a koju ne moæemo neposredno da me-
rimo (ãto se odnosi na skoro sve atomske veliåine), dovedemo u vezu sa veliåinama
koje merimo i koje instrumentalnim parametrima moæemo da zadajemo. U ovom
sluåaju, projekciju magnetnog momenta atoma na pravac magnetnog poÿa µz, æe-
limo da poveæemo sa otklonom snopa na ekranu koji neposredno merimo i sa para-
metrima ureœaja [dimenzijama ureœaja D i magnetnog poÿa dm, sa veliånom gradi-
jenta, , itd.].

S obzirom na to da su Fz i mA konstante, izraz (6.2.5) moæe da se neposredno
integrali, pa dobijamo:

(6.2.6)

a ponovÿenim integraÿeçem:

. (6.2.7)

Jednaåina kretaça (6.2.5) vaæi samo za podruåje u kojem na atom deluje magnetno
poÿe, ãto znaåi da moæe da se integrali u vremenskom intervalu od t = 0 do t = td.
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Zamenom poåetnih uslova (6.2.2) u izraze (6.2.6) i (6.2.7), nalazimo da je C1 = C2 = 0
i da z-otklon atoma posle vremena td iznosi:

. (6.2.8a)

Najzad, oslobaœajuñi se vremena td pomoñu izraza (6.2.3), nalazimo otklon
atoma na izlasku iz magnetnog poÿa:

. (6.2.8b)

Na isti naåin iz jednaåine (6.2.6) nalazimo z-komponentu brzine koju atom
dobija posle prolaska kroz gradijent poÿa:

. (6.2.9)

U podruåju D atom se kreñe pravolinijski, pod uglom α u odnosu na pravac
upadnog snopa. Ugao skretaça α (koji je veoma, veoma, mali) odreœen je odnosom
brzina (υz)d i υx:

. (6.2.10)

Ugao skretaça α moæe da se odredi i iz geometrijskih odnosa. Sa Slike 6.2.1b
vidimo da je: 

odakle nalazimo:

(6.2.11a)

a zamenom tgα iz (6.2.10):

. (6.2.11b)

Skretaçe atomskog snopa na ekranu Zz, Slika 6.2.1b, jednako je zbiru otklona
zd i zD. Sabiraçem jednaåina (6.2.8b) i (6.2.11b) nalazimo:

(6.2.12a)
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a zamenom sile Fz iz (6.2.1):

. (6.2.12b)

S obzirom na to da su parametri dm, D, (∂B/∂z), υx i mA za date eksperimentalne us-
love stalni, to izraz (5.4.12a) u saæetom obliku moæemo da napiãemo kao:

. (6.2.12c).

Dakle, skretaçe snopa neutralnih atoma u popreånom magnetnom poÿu i
popreånom gradijentu proporcionalno je projekciji magnetnog momenta na pravac
poÿa.

6.2.2 Tumaåenje rezultata

Iz jednaåine (6.2.12c) sledi da je otklon snopa neutralnih atoma pod uticajem
popreånog magnetnog poÿa i çegovog gradijenta proporcionalan projekciji mag-
netnog momenta atoma na pravac poÿa. Po klasiånoj teoriji, magnetni momenti su
haotiåno usmereni u prostoru. To znaåi da mogu da imaju proizvoÿne smerove u od-
nosu na izabrani pravac. U magnetnom poÿu momenti se usmeravaju u pravcu poÿa
ali zato ãto nema nikakvih ograniåeça, projekcija momenta na pravac poÿa µz moæe
da ima vrednost od 0 do ± (µz)max. Zbog toga bi, prema klasiånim oåekivaçima, i
otklon atoma na zaklonu mogao da ima neprekidno raspodeÿene vrednosti od 0 do ±
(Ζz)max, kao ãto je ãematski prikazano na Slici 6.2.2b. Meœutim, za neutralni snop
atoma srebra, Ãtern i Gerlah su dobili na zaklonu dva diskretna traga, Slika 6.2.2c.
Iz toga neposredno sledi da µz kod atoma srebra moæe da ima samo dve diskretne
vrednosti. Ãtern-Gerlahov ogled izveden je i na drugim neutralnim atomima: H, Li,
Na, K, Cs, V, Mn, Fe, Hg, Mg, ... I kad god je bilo otklona, cepaçe originalnog
snopa bilo je diskretno. Pri tome je opaæeno da kod atoma H, Li, Na, K, Cs i Ag
snop ostavÿa dva traga, kao na Slici 6.2.2c, kod atoma vanadijuma åetiri, kod man-
gana ãest, kod gvoæœa 9, itd. Isto tako bilo je uoåeno to da postoje atomi na åiji snop
magnetno poÿe uopãte ne utiåe (Hg, Mg). Åiçenica da snop skreñe, predstavÿa ne-
posredni dokaz za postojaçe magnetnog momenta kod slobodnog neutralnog
atoma, a diskretna priroda skretaça pruæa dokaz o postojaçu prostornog kvanto-
vaça.

Kvalitativno objaãçeçe Ãtern-Gerlahovog ogleda moæe da se dobije i iz Bor-
-Zomerfeldove teorije u kojoj je jasno iskazano prostorno kvantovaçe ugaonih mo-
menata. Meœutim, Bor-Zomerfeldova teorija nailazi na teãkoñe veñ prilikom tu-
maåeça broja komponenata na koje se cepa originalni snop. Na primer, za atom vo-
donika kod kojeg je u osnovnom staçu nϕ = 1, oåekuje se cepaçe snopa na tri
komponente (m = -1, 0, +1). Eksperimentalno su, meœutim, opaæene samo dve. Iz
toga neposredno sledi da u osnovnom staçu vodonika nϕ mora da bude maçe od 1,
dakle 0, a otuda sledi da elektron poseduje sopstveni magnetni moment. (Istorijski
gledano, ovakav zakÿuåak iz Ãtern-Gerlahovog ogleda izvuåen je tek nekoliko go-
dina kasnije kada su Ulenbek i Gudsmit postulirali spin elektrona, poãavãi od sas-
vim drugih åiçenica.)
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Sve posledice Ãtern-Gerlahovog ogleda lako mogu da se objasne na osnovu
razmatraça koja su izneta u prethodnom odeÿku u okviru vektorskog modela
atoma. Atomi koji uopãte ne skreñu u gradijentu magnetnog poÿa (Hg, Mg, ...) u os-
novnom staçu nemaju magnetni moment. To znaåi da imaju paran broj elektrona i
da elektroni obrazuju zatvorene elektronske ÿuske u kojima su orbitni i spinski mo-
menti uzajamnim delovaçem poniãteni. Zbog toga, ukupni atomski momenti, mag-
netni i ugaoni, potiåu od jednog ili viãe elektrona koji se u atomu nalaze van zatvo-
renih ÿuski. Poãto se najveñi broj izvedenih eksperimenata odnosi na atome koji
imaju jedan elektron u s-staçu, to ukupnom atomskom magnetnom momentu
doprinos daje samo spinski magnetni moment tog elektrona. U spoÿaãçem magnet-
nom poÿu ovaj moment moæe da zauzme jedno od dva moguña staça, ms = +1/2 i ms

= -1/2. U svakom od tih staça atom precesuje jednom te istom Larmorovom frek-
vencijom ali ima razliåite projekcije na pravac magnetnog poÿa, u prvom sluåaju
pozitivnu, a u drugom negativnu. Zbog vrlo male verovatnoñe, spontani prelaz iz
jednog ms staça u drugo praktiåno se ne odigrava, tako da je pribliæno jedna polo-
vina atomskih momenata usmerena paralelno, a druga antiparelelno poÿu. Pod uti-
cajem gradijenta poÿa na usmerene magnetne momente deluje sila Fz. Sila je istog
intenziteta za oba ms staça ali zbog suprotnih smerova magnetnih momenta, ta sila
deluje u suprotnim smerovima. Zbog toga se pri dovoÿno velikom gradijentu origi-
nalni snop cepa i deli na dva simetriåna snopa. Mereñi rastojaça izmeœu tragova
koje ostavÿaju atomi na ekranu i znajuñi ostale instrumentalne parametre, Ãtern i
Gerlah su mogli da sa greãkom od ± 10% izmere apsolutnu vrednost magnetnog
momenta mnogih atoma. Za one atome åiji se snop cepa na dva, naãli su da je µz vrlo
blizu vrednosti Borovog magnetona µB, jednaåina (5.1.9).

Iz opisanog Ãtern-Gerlahovog ogleda i drugih sliånih mereça moæe da se za-
kÿuåi sledeñe:

a) Postoji prostorno kvantovaçe magnetnih (i çima pridruæenih ugaonih)
momenata. Magnetni (ugaoni) momenti u magnetnom poÿu indukcije B0 mogu da se
orijentiãu samo pod odreœenim uglovima;

Slika 6.2.2 Otklon neutralnog snopa atoma srebra u Ãtern-Gerlahovom ogledu: a) u odsustvu
poÿa nema otklona; b) po klasiånoj teoriji oåekuje se ravnomerno rasprãivaçe snopa u intervalu
± (Ζz)max; c) originalni rezultat Ãtern-Gerlahovog eksperimenta. Snop atoma srebra propuãtan je do-
voÿno dugo da se stvori vidÿiva naslaga srebra na staklenoj ploåi. U magnetnom poÿu snop se cepa
na dve komponente. Cepaçe je jasno izraæeno samo u sredini snopa gde je gradijent poÿa najveñi.

z
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b) Iz kvantitativnog razmatraça opaæenog cepaça snopa neutralnih atoma
srebra naœeno je da je µz = ±µB. U opãtem sluåaju, ako je veliåina gradijenta poÿa
poznata ovom metodom mogu neposredno da se mere magnetni momenti atoma;

c) Za atome koji imaju najdaÿi (valentni) elektron u s-staçu (H, Li, Na, K, Cs,
Ag, ...) dobija se ista vrednost za silu skretaça, odakle sledi da se ugaoni momenti
svih unutraãçih elektrona uzajamno poniãtavaju, tako da se eskperimentalno
opaæa samo uticaj posledçeg s-elektrona;

d) Elektron u s-staçu ima orbitni ugaoni moment l = 0 i çegov moment po-
tiåe samo od elektronskog spina;

e) Kao i kod æiroskopa, veliåina i pravac ugaonog momenta atoma ostaju oåu-
vani za vreme çegovog kretaça kroz prostor.

Na kraju, treba da se istakne da je Ãtern-Gerlahov eksperiment dao osnovu za
predstave o ugaonim i magnetnim momentima atoma, koje su izloæene u odeÿcima
5.1 i 5.2.

6.3 ZEMANOV EFEKT

Zemanov efekt (Piter Zeeman, 1865–1943), je pojava cepaça spektralnih li-
nija, na viãe komponenata kada se atomi koji ih emituju naœu u magnetnom poÿu.
Dva Zemanova efekta, normalni i anomalni, dobili su imena prema tome da li su ili
ne mogli da se objasne klasiånim predstavama. Normalni Zemanov efekt objasnio je
Lorenc (Hendrik Antoon Lorentz, 1853–1928) klasiånom elektronskom teorijom,
dok je za objaãçeçe anomalnog efekta trebalo saåekati razvoj kvantne mehanike.
Ovde ñemo detaÿno da razmotrimo oba efekta. Videñemo da je anomalni efekt zap-
ravo normalnija pojava od normalnog. Isto tako, videñemo da normalni efekt pred-
stavÿa samo poseban sluåaj anomalnog Zemanovog efekta.

DODATAK 6.3

D-6.3.1 Zraåeçe Hercovog dipola

Prema klasiånom shvataçu, svako naelektrisaçe pri ubrzanom kretaçu emituje elekt-
romagnetne talase. Najoåigledniji primer predstavÿa zakoåno zraåeçe, odeÿak 7.2, koje nas-
taje kao posledica usporavaça elektrona na metalnoj meti.

Najjednostavniji izvor koherentnog elektromagnetnog zraåeça, dakle zraåeça sa
dobro odreœenom frekvencijom i fazom, predstavÿa elektriåni dipol koji se sastoji od dva
jednaka naelektrisaça, suprotnog znaka, koja linearno harmonijski osciluju. Ovaj sluåaj di-
pola koji zraåi prvi je opisao Hajnrih Herc (Heinrich Hertz) koristeñi Maksvelovu elektro-
magnetnu teoriju, pa se zbog toga naziva Hercov dipol. Ako naelektrisaça imaju jednake
mase, çihovi otkloni su jednaki i u suprotnim smerovima u odnosu na centar mase. Meœutim,
ako mase naelektrisaça nisu jednake, masivnija åestica ima maçu amplitudu oscilovaça u

Slika 6.2.3 Cepaçe snopa litijumovih atoma u magnet-
nom poÿu po metodi Ãterna i Gerlaha. Snop ostavÿa dva
traga poãto je litijumov term u osnovnom staçu 2S1/2 [jedan
valentni elektron u s orbiti (l = 0) sa spinskim momentom
1/2]. Iz rastojaça izmeœu tragova moæe da se odredi veliåina
magnetnog momenta. Na taj naåin Gerlah je uspeo da do-
kaæe da je magnetni spinski moment jednak Borovom mag-
netonu.
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odnosu na zajedniåki centar mase. Kada je masa lakãe åestice zanemarÿiva u odnosu na masu
teæe, masivna åestica je praktiåno nepokretna. Tada su oscilacije dipola posledica kretaça
samo lakãe åestice. Ovaj sluåaj je veoma vaæan za opisivaçe zraåeça atomskih sistema poãto
masivno atomsko jezgro moæe da se smatra praktiåno nepomiånim. Atomski oscilujuñi dipol,
po klasiånom shvataçu, javÿa se kao posledica oscilatornog kretaça elektrona u atomu.

Ãematski prikaz Hercovog dipola dat je na Slici D-6.3.1. Postavimo koordinatni sistem
u centar mase dipola, sa z-osom koja je paralelna osi dipola. Tada zraåeçe dipola u proizvo-

ÿnoj izabranoj taåki odreœenoj vektorom  moæemo da izrazimo bilo preko jaåine elekt-

riånog poÿa, elektromagnetnog talasa u toj taåki E (r, , ϕ), bilo preko intenziteta zraåeça

I (r, , ϕ). Intenzitet zraåeça proporcionalan je kvadratu poÿa, tj.:

(D-6.3.1)

Na ovom mestu razmatramo samo ugaonu zavisnost intenziteta dipolnog zraåeça, pa rasto-
jaçe r kao promenÿivu moæemo da izostavimo, dakle, . Zbog osne simetrije
dipola i izotropije slobodnog prostora, oåigledno je da intenzitet zraåeça ne zavisi od koordi-
nate ϕ, tako da se prostorna zavisnost emitovanog zraåeça svodi na koordinatu 

Poznato je da su u izotropnoj sredini elektromagnetni talasi popreåni (transverzalni),
tj., elektriåno poÿe talasa je normalno na pravac çegovog prostiraça. Vektor elektriånog
poÿa talasa proprocionalan je vektoru dipolnog momenta koji ga stvara. Dakle, popreåna
komponenta elektriånog poÿa u proizvoÿno izabranom pravcu , proporcionalna je pro-
jekciji vektora dipolnog momenta na ravan koja je normalna na pravac prostiraça talasa. Iz

odnosa vektora dipolnog momenta, , i vektora poloæaja, , Slika D-6.3.1a, vidimo da je

dipolno zraåeçe linearno polarizovano, a da je ravan polarizacije odreœena vektorima  i

. Isto tako, sa slike je oåigledno da je:

(D-6.3.2)

a s obzirom na (D-6.3.1):

. (D-6.3.3)

Ugaona zavisnost elektriånog poÿa emitovanog zraåeça, , i intenziteta emitovanog
zraåeça, I , jednaåine (D-6.3.2) i (D-6.3.3), prikazana je na Slici D-6.3.1b. Sa slike, kao i
iz odgovarajuñih izraza, sledi da je intenzitet zraåeça najveñi u pravcu normalnom na oscilu-
juñi dipol, i ãto je za nas joã vaænije, dipol ne emituje zraåeça u pravcu paralelnom svojoj osi.

Drugi, ovde vaæan izvor zraåeça predstavÿa naelektrisaçe koje se kreñe po kruænoj
putaçi, kao ãto je ãematski prikazano na Slici D-6.3.2. Kao u prethodnom sluåaju i ovde vek-
tor elektriånog poÿa emitovanog zraåeça mora da bude paralelan projekciji dipolnog mo-
menta  na ravan koja je normalna na pravac prostiraça talasa. U ovom sluåaju naelektri-
saçe dobija ubrzaçe zbog rotacije postojanog dipola (a ne oscilacijama kao kod Hercovog
dipola), pa komponenta elektriånog poÿa zraåeça koje taj dipol emituje, takoœe, rotira u
ravni koja je normalna na pravac zraåeça. To znaåi da je zraåeçe emitovano u pravcu z-ose,
Slika D-6.3.2, cirkularno polarizovano, a u proizvoÿno izabranom pravcu polarizacija je elip-
tiåna. Situacija postaje mnogo jasnija ako kruæno kretaçe naelektrisaça predstavimo kao sla-
gaçe dva meœusobno normalna oscilujuña dipola koji su pomereni u fazi za 90°. Ose duæ ko-
jih kruæno kretaçe razlaæemo na dva Hercova dipola, Slika D-6.3.2b, x′,y′, biramo tako da
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jedna, recimo y′, leæi u ravni normalnoj na pravac u kojem posmatramo zraåeçe. Tada, na
svaki dipol primeçujemo jednaåine D-6.3.2 i D-6.3.3, pa nalazimo:

(D-6.3.4)

i:

. (D-6.3.5)

Ukupan intenzitet nalazimo sabiraçem intenziteta zraåeça sa komponentni dipola:

(D-6.3.6)

.

Iz dobijenih izraza zakÿuåujemo da rotirajuñe naelektrisaçe emituje zraåeçe u svim prav-
cima i to  najjaåe pri  = 0°. Tada je  i zraåeçe je cirkularno  polarizovano. Pri

Slika D-6.3.1 Zraåeçe Hercovog dipola: a) elektriåni vektor emitovanog zraåeça dobijamo pro-
jektovaçem dipolnog momenta na ravan koja je normalna na pravac prostiraça zraåeça. U pravcu
ose dipola ova projekcija je nula, dakle, u tom pravcu dipol ne zraåi. Zraåeçe emitovano u drugim
pravcima je linearno polarizovano poãto elektriåni vektor emitovanog zraåeça uvek leæi u ravni koja
prolazi kroz osu dipola; b) intenzitet emitovanog zraåeça proporcionalan je kvadratu vektora elek-
triånog poÿa. Intenzitet je najveñi u ravni normalnoj na osu dipola i u izotropnoj sredini ne zavisi od
ugla ϕ.
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 = 90° poãto je  zraåeçe je najslabije i linearno polarizovano. Ravan polariza-
cije i ravan rotacije naelektrisaça koje zraåi, su paralelne. Zraåeçe emitovano pod proizvoÿ-
nim uglom , je eliptiåki polarizovano. Zavisnost çegovog intenziteta od ugla  odreœena
je izrazom (D-6.3.6), a grafiåki je prikazana na Slici D-6.3.2.

Kao ãto zraåeçe naelektrisaça koje kruæi formalno moæemo da opiãemo kao slagaçe
zraåeça dva meœusobno normalna Hercova dipola, tako i Hercov dipol moæemo da predsta-
vimo kao slagaçe dva rotirajuña naelektrisaça koja kruæe istom frekvencijom u suprotnim
smerovima. Ovaj formalizam je zgodan zbog toga ãto zraåeçe proizvoÿno usmerenog Her-
covog dipola moæemo da predstavimo kao  slagaçe zraåeça Hercovog dipola  paralelnog
z-osi i dva rotirajuña dipola koji kruæe u suprotnim smerovima. Ako osa rotacije dipola pro-
lazi kroz jedno od çegovih naelektrisaça (kao recimo kod atoma gde negativni elektroni
“kruæe” oko masivnog pozitivnog jezgra), tada je svejedno da li posmatramo rotirajuñi dipol
ili rotirajuñe naelektrisaçe. Naelektrisaçe koje nije u pokretu, ne utiåe na emitovano zra-
åeçe.

D-6.3.2 Ugaoni moment fotona

U klasiånoj teoriji svetlosti polarizacija zraåeça moæe da se objasni preko osobina
elektriånog vektora elektromagnetnog talasa. Ako je ovaj vektor neprekidno u jednoj ravni,
tada je talas linearno polarizovan. Ako vektor rotira u ravni koja je normalna na pravac pros-
tiraça zraåeça, tada je reå o (levo ili desno) cirkularno polarizovanom talasu. Eliptiåna pola-
rizacija, leva ili desna, predstavÿa najopãtiji sluåaj gde se kod elektriånog vektora zraåeça
meça i ugao i intenzitet.

U korpuskularnoj teoriji svetlosti, kada kao nosioce elektromagnetne energije posmat-
ramo fotone, sve pojave, ukÿuåujuñi i polarizaciju, moæemo da objasnimo odgovarajuñim
osobinama fotona. Na primer, frekvenciji svetlosti (talasnoj duæini) pridruæuje se mehaniåki
moment fotona.

Kako smo veñ pomenuli u odeÿku 4.6.5, foton pored impulsa (mehaniåkog momenta)
ima i ugaoni moment, spin, koji iznosi + ñ ili - ñ. Na osnovu sliånosti sa drugim kvantnim ob-
jektima gde se veliåina ugaonog momenta meça za 1 x ñ, oåekivalo bi se da postoji i foton sa
nultim ugaonim momentom. Kako to ne postoji, ovde smo ponovo doãli u situaciju u kojoj

Slika D-6.3.2 Zraåeçe rotirajuñeg dipola: a) naelektrisaçe u kruænom, dakle, ubrzanom kretaçu,
emituje zraåeçe åiji elektriåni vektor, kao i kod Hercovog dipola, dobijamo projektovaçem di-
polnog momenta na ravan koja je normalna na pravac prostiraça zraåeça. U opãtem sluåaju ova pro-
jekcija meça se po poloæaju i po veliåini, pa je zraåeçe eliptiåno polarizovano; b) intenzitet i pola-
rizaciju zraåeça odreœujemo tako ãto kruæno kretaçe razlaæemo na dve ortogonalne, linearne kom-
ponente, u fazi pomerene za 90°. U pravcu z-ose intenzitet projekcije se ne meça – emitovano
zraåeçe je cirkularno polarizovano; c) u pravcu normalnom na z-osu projekcija je neprekidno u ravni
rotacije dipola i emitovano zraåeçe je linearno polarizovano; d) prema izrazu (D-6.3.6) intenzitet
zraåeça najveñi je u pravcu z-ose, a najmaçi normalno na çu.
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smo bili i nekoliko puta ranije, da svako koriãñeçe analogije, kad-tad nailazi na prepreku
zbog koje ne moæe da se dosledno primeni na sve pojave. U ovom sluåaju, sliånost fotona sa
drugim åesticama u pogledu spina ne moæe da se sprovede do kraja zbog relativistiåke pri-
rode fotona. Naime, foton za razliku od drugih åestica nema masu mirovaça, kreñe se
brzinom svetlosti, pa otuda ne moæe u svemu da bude sliåan drugim åesticama sa konaånom
masom mirovaça.

Spin fotona, dakle çegov ugaoni moment, moæe da se dovede u vezu sa cirkularnom
polarizacijom svetlosti, za ãta postoje i neposredni eksperimentalni dokazi. Ako crno telo (ap-
sorber) apsorbuje (upija) cirkularno polarizovano zraåeçe, tada pored energije, apsorber od
prispelih fotona dobija i obrtni mehaniåki moment. Mada je ovaj uticaj izuzetno mali, Bet (R.
A. Beth) ga je eksperimentalno opazio 1936. godine. Iz Betovog eksperimenta neposredno
sledi da dva spinska staça fotona + ñ ili - ñ i - ñ mogu da se poveæu sa dva smera cirkularne
polarizacije svetlosti. Poãto, prema relativistiåkoj teoriji, ne moæe da postoji kretaçe nor-
malno na pravac prostiraça fotona, polarizacija fotona, spin, objaãçava se ugaonim momen-
tom koji je paralelan ili antiparalelan smeru prostiraça svetlosti. Obiåno se uzima da L-pola-
rizovani fotoni imaju ugaoni moment + ñ (u istom smeru sa smerom çihovog kretaça), a
D-polarizovani fotoni - ñ (u suprotnom smeru od smera kretaça). Normalno, postavÿa se pi-
taçe ãta je sa linearno polarizovanim zracima koji bi odgovarali fotonima sa nultim ugaonim
momentom. Sluåaj linearne polarizacije objaãçava se, kao i kod elektromagnetnih talasa, sla-
gaçem L i D polarizovanih staça.

Detaÿni opis polarizacije fotona ovde se iznosi u vezi sa pravilima izbora, koja su
podrobnije razmotrena u odeÿku 9.3, a koja su veoma vaæna za objaãçeçe Zemanovog
efekta. S jednim od kÿuånih pravila izbora, ∆l = ±1, susreli smo se joã u odeÿku 4.6.5. Ovo
pravilo posledica je zakona o odræaçu ugaonog momenta. Za svaki sistem, pa i za atom koji

zraåi, ugaoni moment mora da bude stalan, tj.,  Poãto foton sa sobom odnosi
ugaoni moment ±ñ, to i atom, koji ga emituje mora u odgovarajuñem iznosu da promeni
sopstveni ugaoni moment.

Kako smo videli u prethodnom odeÿku, D-6.3.1, cirkularno polarizovani foton emituje
se samo u pravcu z-ose. Isto tako, cirkularno polarizovani foton ima ugaoni moment ±ñ koji
je, zavisno od smera polarizacije, paralelan ili antiparalelan çegovom smeru kretaça. Otuda
sledi da pored ukupne promene ugaonog momenta, ∆l = ±1, pri emisiji cirkularno polarizo-
vanog fotona mora da se promeni i projekcija ugaonog momenta atoma, za iznos ±ñ, i to ona
projekcija koja je paralelna pravcu kretaça fotona. Poãto projekciju ugaonog momenta na
izabrani pravac izraæavamo odgovarajuñim (magnetnim, m) kvantnim brojem, zakÿuåujemo
da pri emisiji cirkularno polarizovanog fotona dolazi do promene magnetnog kvantnog broja
za jedinicu, dakle, ∆m = ±1. Sliånim dokazima nalazimo da je pri emitovaçu linearno pola-
rizovanog talasa ∆m = 0. Ovo je oåigledno ako posmatramo poseban sluåaj kada je foton emi-
tovan normalno na pravac z-ose. Projekcija ukupnog momenta koji foton sa sobom odnosi
jednaka je nuli, pa je i promena z-projekcije ugaonog momenta jednaka nuli, dakle ∆m = 0.
Svi ostali sluåajevi mogu da se opiãu slagaçem staça linearno i cirkularno polarizovanih fo-
tona.

Dakle, za objaãçeçe Zemanovog efekta treba da imamo u vidu sledeñe åiçenice:
a) Zraåeçe moæe da se emituje samo izmeœu staça za koja se orbitni kvantni broj

meça za jedinicu: ∆l = ±1. Pri tome, magnetni kvantni broj moæe da se promeni za jedinicu
ili da ostane neizmeçen: ∆m = 0, ±1;

b) Pri promeni magnetnog kvantnog broja, ∆m = ±1, emituje se cirkularno polarizo-
vano zraåeçe. Ako se magnetni kvantni broj posle emisije ne meça, ∆m = 0, zraåeçe je li-
nearno polarizovano;

c) Zraåeçe proizvoÿno usmerenog dipola moæe da se predstavi kao slagaçe zraåeça
Hercovog dipola koji je postavÿen u pravcu izabrane z-ose (na primer, u pravcu spoÿaãçeg
magnetnog poÿa) i dva stalna dipola koji kruæe oko pravca izabrane ose u suprotnim smero-
vima;

Σl
i

const .=
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d) Hercov dipol emituje samo linearno polarizovano zraåeçe åija je ravan polarizacije
paralelna osi dipola, dakle z-osi ili spoÿaãçem magnetnom poÿu;

e) Hercov dipol ne moæe da emituje zraåeça u pravcu ose dipola, dakle paralelno z-osi
ili magnetnom poÿu koje je paralelno sa ovom osom;

f) Rotirajuñi dipol emituje cirkularno polarizovano zraåeçe u pravcu ose rotacije,
dakle u pravcu z-ose ili u pravcu spoÿaãçeg poÿa i linearno polarizovano zraåeçe normalno
na taj pravac. Ravan polarizacije tog zraåeça normalna je na pravac poÿa.

6.3.1 Normalni Zemanov efekt

Na Slici 6.3.1 prikazana je ãema ureœaja koji je koristio Zeman da bi posmat-
rao cepaçe spektralnih linija u magnetnom poÿu. Zeman je opazio da se spektralne
linije cepaju na dve ili viãe komponenti kada se izvor zraåeça postavi u magnetno
poÿe. U najjednostavnijem sluåaju, cepaçem jedne linije nastaje triplet. Pri tome,
srediãça komponenta tripleta ima istu frekvenciju kao i originalna linija u odsustvu
poÿa, dok se dve boåne linije za jednake iznose udaÿavaju od prvobitne frekvencije.
Veliåina cepaça proporcionalna je primeçenom magnetnom poÿu. Zeman je, ta-
koœe, opazio to da su spektralne linije polarizovane. Posmatrane u pravcu nor-
malnom na pravac poÿa spektralne linije su linearno polarizovane i to srediãça pa-
ralelno poÿu, a spoÿaãçe linije normalno na pravac poÿa. U pravcu paralelnom
primeçenom spoÿaãçem poÿu izvor emituje samo dve spoÿaãçe komponente koje
su cirkularno polarizovane u suprotnim smerovima.

Zato ãto se sve spektralne linije cepaju u magnetnom poÿu na dve ili viãe
komponenata, oåigledno je da je Zemanov efekt opãta pojava i kao takva posledica
je osnovnih naåela izgradçe atoma. To znaåi da eksperimentalno opaæaçe efekta i
çegovo objaãçeçe omoguñavaju da se pronikne u najdubÿu suãtinu graœe ma-
terije. O znaåaju efekta najboÿe govori åiçenica da su godine 1902. Nobelove nag-
rade za fiziku dodeÿene Zemanu za otkriñe efekta i Lorencu za çegovo teorijsko
objaãçeçe.

Slika 6.3.1 Normalni Zemanov efekt sa
spektralnim pomacima i polarizacijom spek-
tralnih linija kada se posmatraju u pravcu poÿa
i u pravcu normalnom na poÿe.
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6.3.2 Klasiåna (Lorencova) teorija normalnog Zemanovog efekta 

Lorencova teorija normalnog Zemanovog efekta oslaça se na klasiånu teoriju
zraåeça. Mi ñemo se sluæiti samo kvalitativnim dokazima da bismo pokazali vezu
izmeœu pomaka frekvencije emitovanog zraåeça, ugaone zavisnosti intenziteta
zraåeça i polarizacije zraåeça.

Prema Lorencu, atom u magnetnom poÿu moæe da se predstavi Hercovim di-
polom åije je usmereçe proizvoÿno u odnosu na pravac poÿa, Slika 6.3.2. Zraåeçe
ovog dipola moæe da se razloæi na ono koje emituje uzduæna (longitudinalna) kom-

ponenta originalnog dipola  i popreåna (transverzalna) komponenta . Daÿe,
popreånu komponentu moæemo da predstavimo kao slagaçe dva stalna dipola koji
rotiraju istom frekvencijom u suprotnim smerovima.

U odsustvu poÿa originalni dipol osciluje frekvencijom ω0 i emituje zraåeçe
(spektralnu liniju) iste frekvencije ω0. Promene do kojih dolazi u emisiji dipola kada
se ovaj unese u stalno magnetno poÿe najlakãe se objaãçavaju ako se nezavisno
posmatraju çegove tri komponente I, II i III, Slika 6.3.2:

(I) Ova komponenta predstavÿa projekciju originalnog dipola na z-osu duæ

koje deluje magnetno poÿe indukcije . Poãto naelektrisaçe u dipolu osciluje duæ

pravca spoÿaãçeg poÿa, dakle  (  je brzina kretaça naelektrisaça u dipolu),
Lorencova sila koja deluje na naelektrisaçe u pokretu jednaka je nuli i dipol emituje
zraåeçe kao i kada nema poÿa. Zbog toga ãto je u pitaçu Hercov dipol, zraåeçe je
linearno polarizovano duæ pravca delovaça poÿa. Isto tako, intenzitet zraåeça u
pravcu delovaça poÿa jednak je nuli. Prema tome, ova komponenta originalnog os-
cilujuñeg dipola daje srediãçu liniju u normalnom Zemanovom efektu, koja ne
meça frekvenciju i koja je linearno polarizovana paralelno poÿu. Posmatrano duæ
pravca delovaça poÿa ova komponenta se ne vidi;

(II) Ova komponenta predstavÿa stalni dipol koji rotira u pozitivnom smeru
oko z-ose. Poãto je celokupna masa dipola skoncentrisana u pozitivnom
naelektrisaçu  (atomskom jezgru), negativno naelektrisaçe -e vrãi pozitivnu rota-
ciju oko z-ose. Dinamiåku stabilnost ovom sistemu daje ravnoteæa izmeœu centripe-

talne sile , kojom pozitivno naelektrisaçe privlaåi negativno, i centrifugalne sile

, koja se javÿa kao posledica kretaça mase m po krugu polupreånika r peri-
fernom brzinom :

(6.3.1)

(6.3.2)

(6.3.3a)

ili s obzirom na vezu izmeœu periferne i ugaone brzine, :
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. (6.3.3b)

Ako na ovaj sistem deluje spoÿaãçe magnetno poÿe indukcije  koje je normalno
na ravan rotacije dipola, na naelektrisaçe (elektron) ñe delovati dopunska elektro-
magnetna (Lorencova) sila:

. (6.3.4a)

ili s obzirom na to da je 

. (6.3.4b)

U magnetnom poÿu dodatna sila  naruãava prvobitnu dinamiåku ravnoteæu
centrifugalne i centripetalne sile. Novi uslov za ravnoteæu sila, kada deluje i dodatna
sila:

(6.3.5a)

iziskuje promenu bilo centrifugalne, bilo centripetalne sile. Poãto je dipol krut, rasto-
jaçe izmeœu naelektrisaça se ne meça, pa ni (elektrostatiåka) centripetalna sila.
Znaåi, meça se samo centrifugalna sila. Zbog stalnosti mase naelektrisaça i rasto-
jaça (m = const., r = const., e = const.) jedina veliåina koja moæe da se promeni jeste
ugaona brzina elektrona (i çoj pridruæena periferna brzina). Umesto prvobitne, 
sada elektron kruæi novom ugaonom brzinom,  (i novom perifernom brzinom ).

Slika 6.3.2 Lorencov model atoma u magnetnom poÿu: a) atom koji zraåi predstavÿa se proizvo-
ÿno usmerenim Hercovim dipolom. Zraåeçe tog dipola, dobija se kao vektorski zbir zraåeça çe-
gove uzduæne (u pravcu poÿa) i popreåne (normalno na pravac poÿa) komponente; b) uzduæna kom-

ponenta I dobija se projektovaçem dipola na z-osu koja je paralelna spoÿaãçem poÿu ; c)
popreåna komponenta dobija se projektovaçem Hercovog dipola na xy-ravan. Zraåeçe ove kompo-
nente moæe da se smatra slagaçem zraåeça koje emituju dva stalna dipola, II i III, koji rotiraju u
suprotnim smerovima.
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Zamenom izraza za centripetalnu silu (6.3.3a), Lorencovu silu (6.3.4b) i centrifu-
galnu silu (6.3.2) u uslovu za ravnoteæu sila (6.3.5a) nalazimo da je:

(6.3.5b)

i posle sreœivaça:

. (6.3.6)

I pri najjaåim poÿima koja mogu da se ostvare u laboratoriji promena ugaone brzine
je relativno mala,  pa uz smenu  nalazimo pribliæan izraz:

.

Çegovom zamenom u (6.3.6) nalazimo izraz za promenu kruæne frekvencije rotira-

juñeg dipola, , u magnetnom poÿu indukcije :

. (6.3.7)

Zbog promene rotacione frekvencije dipola, za isti iznos meça se i frekvencija
zraåeça koje ovaj dipol emituje tako da je frekvencija zraåeça kada je izvor u mag-
netnom poÿu:

. (6.3.8a)

Uz porast frekvencije emitovanog zraåeça, u magnetnom poÿu dolazi i do çegove
polarizacije. Zraåeçe emitovano u pravcu poÿa je cirkularno polarizovano kako je
opisano za sluåaj rotirajuñeg dipola u odeÿku D-6.3.1. Zraåeçe emitovano u pravcu
normalnom na poÿe, linearno je polarizovano, pri åemu je ravan polarizacije nor-
malna na pravac delovaça poÿa. Ovim je u potpunosti objaãçeno ponaãaçe druge
komponente Zemanovog tripleta;

(III) Ovaj rotirajuñi dipol ima iste osobine kao i dipol II, s jedinom razlikom
da su znak efekta i smer cirkularne polarizacije suprotni. Dakle, dipol koji rotira u
negativnom smeru u odnosu na vektor spoÿaãçeg magnetnog poÿa, u magnetnom
poÿu emituje spektralnu liniju na frekvenciji:

(6.3.8b)

koja je cirkularno polarizovana u suprotnom smeru od polarizacije komponente II.
Kao ãto vidimo, Lorenc je klasiånim razmatraçem uspeo da objasni kvantita-

tivno sve eksperimentalne pojave normalnog Zemanovog efekta, poåevãi od frek-
vencije spektralnih linija pa do çihove polarizacije i intenziteta. Ovaj uspeh pred-
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stavÿao je sjajnu potvrdu Lorencove klasiåne elektronske teorije. Meœutim, nemo-
guñnost da objasni anomalni Zemanov efekt ukazivala je na çena ozbiÿna ogra-
niåeça, ãto je postalo oåigledno tek uobliåavaçem kvantne teorije atoma. Kvantna
teorija mogla je da objasni ne samo normalni i anomalni Zemanov efekt, veñ i niz
drugih eksperimenata koji su protivreåili klasiånim predstavama.

Jasno, kvantno-mehaniåko objaãçeçe Zemanovog efekta prevazilazi okvire
ovoga kursa. U sledeñem odeÿku, meœutim, potpuno ñemo opisati Zemanov efekt
preko vektorskog modela u koji je ugraœen dobar deo postulata i principa kvantne
teorije.

6.3.3 Opis Zemanovog efekta preko vektorskog modela atoma

Normalni Zemanov efekt opaæa se kod prelaza izmeœu singuletnih staça,
dakle, izmeœu onih staça za koja je Σ si = 0 (neutralni atomi He, Zn, Cd, Hg,...).
Poãto se spinski momenti sparivaçem uzajamno poniãtavaju, ukupni moment atoma
kao celine potiåe samo od orbitnog kretaça elektrona. Zato se ponaãaçe ovakvih
atoma u magnetnom poÿu opisuje preko osobina orbitnog ugaonog momenta koje
su izloæene u odeÿku 6.1. Saglasno pravilima izbora, , normalni Zemanov
efekt moæe da se opazi pri elektronskim prelazima 1S0 -1 P1, 1P1 - 1D2, 1D2 - 1F3, itd.
Na Slici 6.3.3 prkazan je dijagram energijskih staça prelaza 1D2 - 1P1 neutralnog
atoma kadmijuma. Bez spoÿaãçeg poÿa opaæa se samo jedna spektralna linija (na
karakteristiånoj frekvenciji ω0) jer su nivoi degenerisani. Magnetno poÿe uklaça
degeneraciju i cepa prvobitne nivoe na (2J+1) staça (J je unutraãçi kvantni broj –
veliko slovo oznaåava viãeelektronski sistem). Poãto je kod singuletnih staça S=0,
to je i J=L, pa je ãema cepaça energijskih nivoa ista kao ona kod orbitnog ugaonog
momenta, kao ãto prikazuje Slika 6.1.2. Za staçe 1D2 je L = 2, pa se originalni nivo
cepa na pet novih nivoa (2L + 1 = 5), a za 1P2 je L = 1 i nivo se cepa na tri nova. Sa-
glasno izrazu:

(6.1.2c)

magnetna energija odreœenog staça proporcionalna je çegovom magnetnom kvant-
nom broju ml (za viãeelektronski sistem mL) i magnetnoj indukciji primeçenog
poÿa, B0, i ne zavisi od vrednosti ukupnog ugaonog momenta odnosno od orbitnog
kvantnog broja L. To znaåi da je energijska razlika izmeœu nivoa 1D2 ista kao i ener-
gijska razlika izmeœu 1P2 nivoa:

. (6.3.9)

Prvobitna energijska razlika,  izmeœu degenerisanih D i P nivoa meça se u
magnetnom poÿu za iznos,  izraæen jednaåinom (6.3.9). Tada je nova energij-
ska razlika u magnetnom poÿu,  jednaka zbiru:

(6.3.10a)

odnosno s obzirom na (6.3.9):

. (6.3.10b)
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Dakle, u magnetnom poÿu energijska razlika izmeœu P i D staça meœu kojima do-
lazi do prelaza (s obzirom na to da je ) postaje zavisna i od promene mag-
netnog kvantnog broja . Saglasno pravilima izbora, do energijskog prelaza
(emisije ili apsorpcije zraåeça) moæe da doœe samo izmeœu onih nivoa za koje je,
pored  i  Slika 6.3.3. Tako ñe od mnoãtva energijskih raz-
lika odreœenih izrazom (6.3.10b), spektroskopski biti aktivne samo tri:

: 

:  (6.3.10c)

:  .

Odgovarajuñe frekvencije prelaza nalazimo (s obzirom na odnos ∆U = ñω)
deˇeçem dobijenih izraza Plankovom konstantom ñ. Imajuñi u vidu i odnos:

(5.1.9a,b)

za frekvencije prelaza nalazimo:

(6.4.11)
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Slika 6.3.3 Normalni Zemanov efekt kod 1P1 - 1D2 prelaza
neutralnog atoma kadmijuma, λ = 6438 Å. U magnetnom
poˇu originalna linija cepa se na tri komponente. Prelazi pri
∆m = 0 daju srediãçu linearno polarizovanu π liniju åiji po-
loæaj ne zavisi od magnetnog poÿa. Cirkularno polarizovane
σ linije koje se pomeraju proporcionalno indukciji magnet-
nog poÿa potiåu od prelaza pri ∆m = ± 1. π

mJ
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Treba uoåiti to da je frekventni pomak cirkularno polarizovanih σ linija jed-
nak Larmorovoj frekvenciji kojom magnetni moment atoma precesuje u magnet-
nom poÿu, jednaåina (6.1.1c), ãto nije iznenaœujuñe s obzirom na çihovo istovetno
poreklo. Naime, i Zemanov efekt i Larmorova precesija potiåu od dejstva spo-
ÿaãçeg magnetnog poÿa na magnetni moment atoma. Ovde dobijene frekvencije
prelaza iste su kao i one u prethodnom odeÿku koje smo naãli koristeñi klasiånu
sliku (6.3.8a,b). Tajna uspeha klasiåne teorije da vaÿano opiãe u suãtini kvantni
efekt krije se u tome ãto Larmorova frekvencija ne zavisi od Plankove konstante h.
Saglasno principu korespondencije, svaka veliåina ili meœudejstvo u kojima se ne
pojavÿuje Plankova konstanta moæe da se na odgovarajuñi naåin opiãe i klasiånom i
kvantnom teorijom.

6.3.4 Anomalni Zemanov efekt

Anomalni Zemanov efekt javÿa se u sistemima kod kojih ugaoni (i magnetni)
moment staça izmeœu kojih se deãava optiåki prelaz ne mogu da se opiãu samo
jednim od kvantnih brojeva L ili S nego zavise od oba ova broja. Ovo je, u stvari,
opãti sluåaj staça atoma gde atomski magnetizam nastaje slagaçem orbitnog i
spinskog doprinosa. Kako smo veñ pokazali u odeÿku 5.4.4 relativni doprinos spin-
skog i orbitnog magnetnog momenta ukupnom magnetizmu atoma izraæava se
atomskim gj-faktorom. Poãto se spektralni termovi 2S+1Lj meœusobno razlikuju po
relativnom doprinosu spinskog i orbitnog ugaonog momenta ukupnom momentu, to
svaki term ima karakteristiånu vrednost gj-faktora. Ovo je posledica razlike u ve-
liåini orbitnog i spinskog æiromagnetnog odnosa elektrona. Svakoj kombinaciji
spinskog, orbitnog i ukupnog ugaonog momenta, tj. svakom termu 2S+1Lj, odgovara
jedinstvena kombinacija magnetnih momenata, dakle, jedinstveni gj faktor. Sa-
glasno izrazu (6.1.7) kojim se izraæava zavisnost magnetne energije ukupnog uga-
onog momenta u magnetnom poÿu, energija svakog staça, osim magnetnog kvant-
nog broja mj i magnetne indukcije B0, zavisi i od Landeovog gj-faktora:

. (6.3.12)

Zbog razliåitih gj faktora cepaçe energijskih nivoa osnovnog i pobuœenog staça je
razliåito, ãto dovodi do pojave veñeg broja linija u magnetnom poÿu nego kod nor-
malnog Zemanovog efekta. U poÿu indukcije B0 ukupna energija osnovnog staça
atoma jednaka je zbiru energije van poÿa, U0, i magnetne energije, Um,j:

. (6.3.13a)

Na isti naåin i energija pobuœenog staça, U*, zavisi od zbira energije van poÿa,
U*0, i energije meœudelovaça atomskog magnetnog momenta i spoÿaãçeg poÿa,
U*m,j:

(6.3.13b)

Um j, gjm jµBB0=

U U0 Um j,+=

U U0 gjm jµBB0+=

U
 ∗

U0
 ∗

Um j,
 ∗+=

U
 ∗

U0
 ∗

gj

 ∗
m j

 ∗
µBB0.+=
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Energija prelaza ∆U0 jednaka je razlici energija pobuœenog i osnovnog staça. Bez
poÿa:

(6.3.14)

a u poÿu:

. (6.3.15)

Osnovno staçe se cepa na (2j+1) nivoa, a pobuœeno na (2j*+1), te ukupno imamo
(2j+1) (2j*+1) moguñih prelaza izmeœu osnovnog i pobuœenog staça. Prema pravi-
lima izbora, meœutim, spektralni prelazi se opaæaju samo izmeœu staça za koja je

 odnosno kada je mj
*= mj, mj

*=mj - 1 i mj
* = mj +1. Zamenom ovih us-

lova u izraz (6.3.15), nalazimo energije zraåeça emitovanog iz atoma koji se nalazi
u magnetnom poÿu:

: , (6.3.16a)

:  ,  (6.3.16b)

:  , (6.3.16c)

Zbog sloæene zavisnosti Landeovih g-faktora od kvantnih brojeva j, l i s (J, L i S u
viãelektronskim atomima) jednaåine u prikazanom obliku nisu naroåito pogodne za
opãtu analizu Zemanovog efekta. Meœutim, zamenom vrednosti za odgovarajuñe
g-faktore, svaki poseban sluåaj spektralnog prelaza moæe da se çima uspeãno anali-
zira, kao ãto ñe daÿe biti pokazano. Vaæno je uoåiti to da se pri gj

* = gj jednaåine
(6.3.16) svode na izraze (6.3.10c), kojima se opisuje cepaçe linija kod normalnog
Zemanovog efekta. Ovaj uslov, gj

* = gj, ispuçen je kada je S = 0 [g = 1, jednaåina
(5.4.29d)]. Dakle, normalni Zemanov efekt predstavÿa samo poseban sluåaj ano-
malnog Zemanovog efekta. (Imajuñi ovo u vidu bilo bi logiånije da se nazivi dva
efekta meœusobno zamene. Meœutim, stari nazivi saåuvani su iz istorijskih razloga.)

Iz jednaåina (6.3.16) lako se dobija broj komponenata na koje se cepa origi-
nalna spektralna linija. Ako je j*>j, na primer, kod prelaza 2P3/2-2S1/2, tada se pri sva-
koj vrednosti magnetnog kvantnog mj javÿaju tri prelaza: σ+, π i σ−. Poãto je broj
razliåitih mj staça (2j + 1), ukupan broj prelaza iznosi 3(2j +1). Kada je j* = j, na
primer, kod prelaza 2P½ - 2S½, poãto (mj)max = (mj

*)max pri najveñoj vrednosti magnet-
nog kvantnog broja ne postoji prelaz σ+ za koji je ∆m = +1. Isto tako, pri najmaçoj
vrednosti magnetnog kvantnog broja ne postoji prelaz σ− jer je (mj)min = (mj

*)min (∆m
= 0, +1). Tada je ukupan broj komponenata na koje se cepa linija 3(2j + 1) - 2. Istim
dokazima (prebrojavaçem prelaza sa ∆m = 0 i prelaza sa ∆m = ±1) moæemo lako
da naœemo da se pri j*>j, linija cepa na (2j + 1) π-komponenata i 2(2j + 1) σ-kompo-
nenata. Kada je j* = j, javÿa se isti broj π-komponenata kao u prethodnom sluåaju,
2j + 1, a broj σ linija je 2(2j + 1) -2. Dakle, prebrojavaçem razliåito polarizovanih
linija moæe da se dobije kvalitativna predstava o vrsti spektralnog prelaza j* = j ili j*
≠ j. Celokupna slika dobija se kvantitativnom analizom nastalog multipleta. Na pri-
mer, energijsku razliku izmeœu najbliæih σ+ σ− linija nalazimo iz razlike izraza
(6.3.16a) i (6.3.16b):

∆U0 U0
 ∗

U0–=

∆Um j, ∆U0 gj

 ∗
m j

 ∗
gjmj–( )µBB0+=

∆mj 0 1,±,=

π ∆m 0= ∆Um j, ∆U0 gj

 ∗
gj–( )m jµBB0+=

σ
  +

∆m  1+= ∆Um j, ∆U0 gj

 ∗
gj–( )m jµBB0 gj

 ∗
µBB0+ +=

σ
  –

∆m  1–= ∆Um j, ∆U0 gj

 ∗
gj–( )m jµBB0 gj

 ∗
– µBB0 .+=
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(Uσ+ - Uσ−)mj=const. = 2g*
jµΒB0. (6.3.17)

Ako je indukcija poznata, tada iz posledçeg izraza moæe da se dobije vrednost g*j.
Sliånim kombinacijama dobija se i Landeov g-faktor osnovnog staça gj. Iz tako pri-
kupÿenih podataka mogu da se potpuno opiãu spektralni termovi osnovnog i po-
buœenog staça, dakle, posmatrani prelaz moæe u potpunosti da se opiãe.

Kao primer anomalnog Zemanovog efekta razmatra-
ñemo cepaçe D dubleta natrijuma u magnetnom poÿu,
Slika 6.3.4: D1 linija cepa se na åetiri, a D2 linija na ãest
novih linija. Odatle nalazimo da je za D1 liniju
j* = j = 1/2 [3(2j +1) - 2 = 4], a za D2 liniju j = 1/2 i
j*>j [3⋅(2j + 1) = 6]. Vrednost j = 1/2 imamo samo ako
je l = 0, jednaåina (5.4.20c), odakle nalazimo da je
s = 1/2. Prema tome, spektralni term osnovnog staça je
2S½. Prema pravilima izbora ∆l = ±1. Iz staça l = 0 je-
dino je moguñ prelaz u staçe l = 1. Otuda je za D1 liniju
spektralni term pobuœenog staça 2P½: P jer je l = 1, P½
jer je j*= j = 1/2 i 2P jer je s = |j - l| = 1/2, 2s + 1 = 2. Na
sliåan naåin za D2 liniju nalazimo da je term osnovnog
staça 2S½, a pobuœenog 2P3/2: P jer je l* = 1, P3/2 jer je
j*>j i 2P3/2 jer je s = 1/2.
Dakle, cepaçe termova na jedinstven naåin zavisi

od kvantnih brojeva l, s i j (kod viãeelektronskih atoma L, S i J). Iz Zemanovog
efekta eksperimentalno mogu da se odrede kvantni brojevi staça izmeœu kojih do-
lazi do prelaza.

Slika 6.3.4 Anomalni Zemanov efekt: cepaçe linija natrijumovog dubleta, D1 i D2 u magnetnom
poÿu. Komponenta D1 cepa se na åetiri, a D2 na ãest novih linija.
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Slika 6.3.5 Spektralne linije
natrijumovog dubleta: a) bez
poÿa; b) u magnetnom poÿu.
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Oto Ãtern (Otto Stern, 1888–1969), roœen je u Zorau (Nemaåka);
diplomirao je na Breslauskom univerzitetu. Predavao je na univer-
zitetima u Pragu i Cirihu (istovremeno kada i Ajnãtajn) i, kasnije, u
Rostoku (1921) i Hamburgu (1923). U Hamburgu je u isto vreme
bio i direktor Fiziåkohemijskog instituta. Godine 1915. poåeo je da
radi na razvoju metode molekulskih snopova za odreœivaçe
atomskih i nuklearnih osobina. Posebno su bili uspeãni çegovi
eksperimenti kojima je utvrdio kvantnu prirodu magnetnog mo-
menta atoma (Ãtern-Gerlahov eksperiment), talasnu prirodu ma-
terije (difrakcija molekulskih snopova vodonika i helijuma na kri-
stalima, 1929) i magnetni moment protona. Godine 1933. emigri-
rao je u SAD gde je nastavio sa radom u Karnegijevom tehnoloã-
kom institutu u Pitsburgu. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je
1943. godine, za doprinos razvoju metode molekulskih snopova i
otkriñe magnetnog momenta protona.

Valter Gerlah (Walther Gerlach, 1889–1979), roœen je u Biebrihu (Nemaåka). Bio je profe-
sor u Frankfurtu, Tibingenu i od 1929. u Minhenu. Taåno je odredio vrednost Ãtefan-Bolcma-
nove konstante 1916. godine. Zajedno sa Ãternom 1929. godine pokazao je da su magnetni
momenti atoma kvantirani.

Hendrik Anton Lorenc (Hendrik Antoon Lorentz, 1853–
1928), roœen je u Arnhemu (Holandija), a doktorirao je na Laj-
denskom univerzitetu 1875. godine. Bio je direktor Tejlorove
laboratorije u Harlemu i docent u Lajdenu. Godine 1903. izveo
je jednaåine (åuvene Lorencove transformacije) na osnovu ko-
jih je Ajnãtajn formulisao specijalnu teoriju relativnosti. Lo-
renc se bavio istraæivaçima u mnogim oblastima teorijske fi-
zike: elektrodinamikom, teorijom gravitacije, termodinami-
kom, teorijom zraåeça i kinetiåkom teorijom gasova. Za ob-
jaãçeçe Zemanovog efekta godine 1902. podelio je Nobelovu
nagradu sa Zemanom.

Piter Zeman (Pieter Zeeman, 1865–1943), roœen je u Zone-
mairu (Holandija), a zavrãio je Lajdenski univerzitet gde je
neko vreme bio i profesor. Godine 1900. postaje profesor
Amsterdamskog univerziteta, a 1908. i direktor Fiziåkog insti-
tuta u Amsterdamu. Pojavu cepaça spektralnih linija u magnet-
nom poÿu otkrio je godine 1896. Ta pojava je po çemu i dobila
ime – Zemanov efekt. Nobelovu nagradu za fiziku podelio je
1902. godine sa Lorencom za istraæivaçe uticaja magnetizma
na radijacione pojave.
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7. FOTON – ELEKTROMAGNETNI KVANT

7.1 FOTOELEKTRIÅNI EFEKT

DODATAK 7.1

D-7.1 Klasiåna i kvantne statistike

Klasiåni zakon raspodele åestica po energijama postavili su J. Maksvel i L. Bolcman
polazeñi od sledeñih pretpostavki:

a) Verovatnoña da odreœeni molekul A ima energiju ε, nezavisna je od toga da li drugi
molekuli B, C, D, ... imaju istu ili neku drugu vrednost energije – kao ãto je kod bacaça
kocke verovatnoña svakog pojedinaånog rezultata pri bacaçu nezavisna od prethodnog ba-
caça;

b) Prema klasiånoj statistici, verovatnoña da u jednom sistemu N åestica ima energiju
izmeœu ε i ε + dε odreœena je brojem naåina ostvarivaça ovog staça;

c) Pretpostavÿa se da åestice mogu da se razlikuju, a raspodela se odreœuje prema kri-
terijumu maksimalne verovatnoñe.

Primeri
Primer D–7.1.1 Na koliko naåina pet åestica moæe da se raspodeli tako da dve imaju energiju
ε1, a tri energiju ε2.
Åestice ñemo oznaåiti brojevima: 1, 2, 3, 4, i 5. Traæena raspodela moæe da se ostvari na sle-
deñe naåine: 

Ovih 10 naåina moæe da se izraåuna pomoñu izraza: 5!/ (2! 3!)=(5⋅4⋅3⋅2⋅1)/(2⋅1⋅3⋅2⋅1)=10.

ε1 ε2

1 2 3 4 5
1 3 2 4 5
1 4 2 3 5
1 5 2 3 4
2 3 1 4 5
2 4 1 3 5
2 5 1 3 4
3 4 1 2 5
3 5 1 2 4
4 5 1 2 3 .
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Primer D–7.1.2 Sistem se sastoji od tri åestice, a energija sistema je 3u. Ako svaka åestica
moæe da ima energiju 0, u, 2u, odrediti najverovatniju raspodelu.
Prva moguñnost jeste da sve tri åestice imaju energiju u: w = 3!/3! = 1.
Druga moguñnost jeste da dve åestice imaju energiju 0, a treña energiju 3u. Kako åestice
mogu da se razlikuju oznaåavamo ih sa 1, 2, 3, pa ovakva moguñnost moæe da se ostvari na tri
naåina: 1. naåin: 1 (0) 2 (0) 3(3u); 2. naåin: 1 (0) 2 (3u) 3 (0); 3. naåin: 1 (3u) 2 (0) 3 (0). Ova
tri naåina dobijamo pomoñu jednaåine w = (3!)/(1! 2!) = 3.
Treña moguñnost jeste da jedna åestica ima energiju 0, druga u, a treña 2u. Ovo moæe da se
ostvari na ãest naåina poãto åestice mogu da se razlikuju: 1. naåin: 1 (0) 2 (u) 3 (2u); 2. naåin:
1 (0) 2 (2u) 3 (u); 3. naåin: 1 (u) 2 (2u) 3(0); 4. naåin: 1 (u) 2 (0) 3(2u); 5. naåin: 1 (2u) 2 (0) 3
(u); 6. naåin: 1 (2u) 2 (u) 3 (0). Broj naåina ostvarivaça ovakve raspodele w izraåunava se po
jednaåini: w = 3!/(1! 1! 1!) = 6. Najverovatnija je treña raspodela jer moæe da se ostvari na
viãe naåina.

D-7.1.1 Bolcmanova raspodela

Podelimo celokupni prostor na male oblasti i oznaåimo ih indeksima i = 1,2,3..i. U i-toj
oblasti nalazi se Ni åestica sa energijom εi. Svaka oblast sadræi gi ñelija, ãto znaåi da svaku
åesticu moæemo da raspodelimo na gi naåina. Gi je statistiåka teæina staça εi i predstavÿa broj
staça iste energije. Izraåunavamo sada verovatnoñu w da:

N1 åestica bude u oblasti 1, sa energijom ε1,
N2 åestica bude u oblasti 2, sa energijom ε2,
Ni åestica bude u oblasti i, sa energijom εi.

Ova verovatnoña jednaka je:

. (D-7.1.1)

Izraz (D-7.1.1) podrazumeva da åestice mogu da se razlikuju. Potraæimo sada prirodni loga-
ritam izraza (D-7.1.1):

(D-7.1.2)

i na çega primenimo Stirlingovu formulu koja vaæi kada je broj N veoma veliki:

.

Tada se dobija:

. (D-7.1.3)

Potraæimo maksimum raspodele, ãto znaåi d lnw, uz uslov da su energija i ukupni broj åestica
stalni:

(D-7.1.4) (D-7.1.5)

Takoœe, vaæi:

w
N!

N1!N2!N3!…Ni!
--------------------------------------g1

N1
g2

N2
g3

N3
…gi

N
i=

wln N! Ni! N1 g1ln N2 g2ln … Ni giln+ + + +ln
i

∑–ln=

N!ln N N N–ln=

wln N N N i Niln N i giln
i

∑+
i

∑–ln=

Ni∑ N= Niε i

i

∑ E.=
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(D-7.1.4a) (D-7.1.5a)

Zbog uslova (D-7.1.4) i (D-7.1.5) kao i (D-7.1.4a) i (D-7.1.5a), sve varijacije (diferencijali)
nisu nezavisne, ãto se uzima u obzir pomoñu metode Lagranæevih multiplikatora. Jednaåina
(D-7.1.4a) pomnoæi se sa -α, a jednaåina (D-7.1.4b) sa -β, pa se dobija:

.

Prethodni izraz dodaje se na d lnw i izjednaåava s nulom:

(D-7.1.6)

Izraåunañemo sada izraz (D-7.1.6), uzimajuñi u obzir (D-7.1.3):

=

. (D-7.1.7)

Izraz (D-7.1.7) jednak je nuli kad se izraz u zagradi izjednaåi s nulom:

(D-7.1.8)

pa je, konaåno, broj åestica Ni sa energijom εi:

. (D-7.1.9)

Konstante A i β odrediñemo razmatraçem (Maksvelove) raspodele molekula jednoatomnog
gasa po brzinama. Energija molekula zavisi od impulsa (brzine) ali i od poloæaja molekula u
prostoru kad se on nalazi pod uticajem spoÿaãçih sila (npr. Zemÿine teæe). Smatrañemo da
energija, odnosno brzine mogu da se meçaju kontinualno, pa ñemo sa diskretnih veliåina (en-
ergija npr.) preñi na kontinualne i sume zameniti integralima. Broj molekula sa energijom u
okolini εi koji smo prema (D-7.1.9) izrazili kao diskretnu veliåinu Ni napisañemo u diferenci-
jalnom obliku kao dN. Broj molekula dN åiji su poloæaji izmeœu r i r+dr ili u pravouglom
koordinatnom sistemu izmeœu x+dx, y+dy i z+dz, a brzine izmeœu υ i υ+dυ ili u pravouglom
sistemu izmeœu υx+dυx, υy+dυy i υz+dυz proporcionalan je elementu zapremine (faznog)
prostora dx dy dz dυx dυy dυz:

(D-7.1.10)

pa broju staça energije εi, gi iz jednaåine (D-7.1.9) odgovara veliåina prostora brzina:

dN1

i

∑ 0= ε idN

i

∑ 0.=

α N i β εidNi

i

∑–
i

∑– 0=

d w α dNi β εidNi

i

∑–
i

∑–ln 0.=

NidNi dN i giln dNi αdN i βεidNi––+–ln–[ ]

i

∑

gi

N i

----- 1– α– βεi–ln 
  dNi

i

∑ 0=

gi

Ni

-----ln α 1 βε i+ +=

Ni gie
1– α–

e
βε

i
–

giAe
βε

i
–

A( e
1– α–

)= = =

dN Ae
βε

i
–
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(D-7.1.11)

odnosno:

. (D-7.1.11a)

Ovakav element “zapremine” u sfernom koordinatnom sistemu ima oblik:

(D.7.1.12)

Kako nas interesuje samo intenzitet brzine, integraliñemo po uglovima θ i ϕ:

pa se integral (D-7.1.12) svodi na:

. (D-7.1.12a)

Ukupan broj åestica N odreœujemo integraÿeçem izraza (D-7.1.10), uz uzimaçe u obzir
(D-7.1.12a), kao i da je:

(D-7.1.13)

gde smo u (D-7.1.13) koristili da je kinetiåka energija ε = mυ2/2 (m je masa molekula). Izraz
za ukupnu energiju ima oblik:

. (D-7.1.14)

Moæe da se pokaæe da je:
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Vrednost prvog integrala u navedenom izrazu je nula, pa sledi da je:

. (D-7.1.15)

Kad se ukupna energija E [izraz (D-7.1.14)] podeli ukupnim brojem åestica N [izraz
(D-7.1.13)], dobija se izraz (D-7.1.15) pomnoæen sa 3/mV ili:

. (D-7.1.16)

Ako se setimo da je na osnovu kinetiåke teorije gasova ukupna energija E = nkT (n=N/V), gde
je n broj molekula po jedinici zapremine, k Bolcmanova konstanta, a T apsolutna tempera-
tura, tada se iz (D-7.1.16) dobija:

. (D-7.1.17)

Konstantu A odreœujemo reãavaçem integrala (D-7.1.13). Integral se izraåunava parcijalnim
integraÿeçem:

(D-7.1.18)

= .

Napomenimo da je integral u drugom redu jednaåine (D-7.1.18) Ojlerov integral:

. (D-7.1.19)

Zamenom izraåunatog integrala (D-7.1.18) kao i vrednosti β, prema (D-7.1.17) i (D-7.1.13),
dobijamo A:
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. (D-7.1.20)

Kad se u jednaåinu (D-7.1.10) unesu vrednosti konstanti A i β dobijamo Maksvel-Bolcmanov
zakon raspodele molekula (jednoatomnog gasa) po brzinama:

(D-7.1.21)

odnosno broj åestica dN (u odnosu na ukupan broj åestica N) koje imaju brzine izmeœu υ i υ

+dυ. Koristeñi vezu izmeœu kinetiåke energije i brzine (  i da je 
) raspodelu po brzinama izraæavamo kao zakon raspodele po energijama:

. (D-7.1.22)

Maksvel-Bolcmanov zakon raspodele prikazan je na Slici D-7.1.1. Na ordinatu su nanete 
vrednosti, prema (D-7.1.21):

u zavisnosti od brzine υ za åetiri razliåite temperature.

D-7.1.2 Boze-Ajnãtajnova statistika

Statistike Boze-Ajnãtajnova i Fermi-Dirakova su kvantne statistike. One uzimaju u ob-
zir kvantovanost energije i za razliku od Maksvel-Bolcmanove statistike polaze od pretpo-
stavke da åestice ne mogu da se razlikuju. Boze-Ajnãtajnova statistika vaæi za åestice s ce-
lobrojnim spinom (to su npr. fotoni, atomi s parnim brojem åestica s polubrojnim spinom,
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itd.). Prema Bornovom tumaåeçu talasne funkcije (videti poglavÿa 8.4 i 9.2), pri permutaciji
dveju identiånih åestica ne dobija se novo staçe.
Primer D-7.1.3 Rapodeliti åetiri åestice na tri ñelije tako da u jednoj budu tri åestice, u drugoj
jedna, a u treñoj nijedna. Po Bolcmanovoj raspodeli, u ñelije a, b, c rasporediñemo åestice 1,
2, 3 i 4:

na åetiri naåina: 4!(31 1!) = 4. Postoje åetiri staça. Prema Boze-Ajnãtajnovoj statistici postoji
samo jedno staçe jer åestice ne mogu da se razlikuju.

Kao pri izvoœeçu Maksvel-Bolcmanove raspodele, celokupni prostor ñemo razdeliti
na male oblasti koje obeleæavamo indeksima i. U i-toj oblasti nalaziñe se Ni åestica. Svaka
oblast sadræi odreœeni broj elementarnih ñelija. U i-toj oblasti nalazi se gi ñelija. Pitaçe je na
koliko razliåitih naåina moæemo da raspodelimo Ni åestica po elementarnim ñelijama i-te
oblasti, pod pretpostavkom da åestice ne mogu da se razlikuju?

Primer D-7.1.4 Raspodeliti åetiri åestice na tri ñelije (a, b, c):

Brojevi u ñeliji sada oznaåavaju broj åestica, a ne samu åesticu. Kao ãto vidimo, ukupni broj
permutacija u naãem primeru je 15, ãto se u opãtem sluåaju izraæava jednaåinom: gi (gi-1 + Ni)!
Kako åestice ne moæemo da razlikujemo:

.

Uzmimo da se u prvoj oblasti nalazi N1 åestica, u drugoj N2, u treñoj N3, . . . . Celokupni broj
raspodela jednak je umnoãku svih raspodela po pojedinim oblastima:

. (D-7.1.23)

Odrediñemo prvo prirodni logaritam izraza (D-7.1.23):

i zatim zanemariti 1 i u brojiocu i imeniocu:

a b c
1 2 3 4
1 2 4 3
1 3 4 2
2 3 4 1

a b c a b c a b c a b c
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0 1 3
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. (D-7.1.24)

Primenom Stirlingove formule na (D-7.1.24) dobijamo:

. (D-7.1.25)

Uz uslov stalnosti broja åestica N i ukupne energije E [videti (D-7.1.4) i (D-7.1.5)] i pomoñu
metode Lagranæevih multiplikatora (kao kod izvoœeça Maksvel-Bolcmanove raspodele),
najverovatniju raspodelu odrediñemo iz izraza:

. (D-7.1.26)

Diferencirañemo izraz (D-7.1.25) i zameniti ga u (D–7.1.26):

Prethodnu jednaåinu ñemo malo srediti:

(D-7.1.27)

Izraz (D-7.1.27) jednak je nuli kad je:

. (D-7.1.28)

Jednaåina (D-7.1.28) predstavÿa Boze-Ajnãtajnovu raspodelu åestica po energijama. Prime-
niñemo je sada na fotone, kvante elektromagnetnog zraåeça. Izraz o odræaçu energije ima
tada oblik:  (h je Plankova konstanta, a v frekvencija) dok je statistiåka teæina gi
koja je jednaka broju staça iste energije, ovde fotona iste energije, jednaka Rejlijevom broju
koji smo izveli u poglavÿu 3.1 [jednaåina (3.1.20) i (3.1.24)]:

. (D-7.1.29)

Uz pretpostavku da broj fotona ne mora biti stalan, broj fotona ni (po jedinici zapremine)
frekvencije v, prema Boze-Ajnãtajnovoj raspodeli (D-7.1.28) uz (D-7.1.29), je:

(D-7.1.30)
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(umesto β napisali smo kT, a umesto ε, hv). Kad izraz (D-7.1.30) pomnoæimo energijom hv
dobijamo energiju koja se emituje u okolini frekvencije v:

(D-7.1.31)

ili Plankov zakon raspodele.

Primeniñemo sada Boze-Ajnãtajnovu statistiku na jednoatomni gas (s parnim brojem
åestica s polubrojnim spinom). Kako broj atoma u ovom sluåaju mora da bude stalan, za-
dræañemo konstantu α iz (D-7.1.28). Za statistiåku teæinu gi opet uzimamo izraz (3.1.19), ãto

je Rejlijev broj ali ga ovog puta delimo sa 2, pa je  jednaåina
(3.1.24). Podsetimo se na to da smo faktor 2, pri izvoœeçu Rejlijevog broja, uveli zbog pola-
rizovanosti elektromagnetnih talasa, pa ovog puta nema potrebe da ga uraåunavamo. Pod λ
sada podrazumevamo De Broÿijevu talasnu duæinu atoma (videti poglavÿe 8.1). Podsetimo
se takoœe da smo Rejlijev broj odredili kao broj stojeñih (elektromagnetnih) talasa u okolini
frekvencije v odnosno talasne duæine λ. Kako nas sada interesuje broj staça atoma, sabi-
rañemo çima pridruæene De Broÿijeve talase ãto za rezultat opet daje (3.1.19) odnosno polo-

vinu Rejlijevog broja. De Broÿijeva talasna duæina je λ = h/p = h/  (videti poglavÿe
8.1), gde su h, p, ε, m, Plankova konstanta, impuls, kinetiåka energija i masa atoma, redom.
De Broÿijevu talasnu duæinu λ (i dλ) izraziñemo u funkciji kinetiåke energije i odrediti g:

. (D-7.1.32)

.

Sada moæemo napisati Boze-Ajnãtajnov zakon raspodele åestica po energijama:

(D-7.1.33)

α se odreœuje izraåunavaçem integrala izraza (D-7.1.33) po svim energijama. Raåun poka-
zuje da je konstanta α kod normalnih temperatura vrlo velika, pa se 1 u imeniocu moæe zane-
mariti. Tada Boze-Ajnãtajnova raspodela prelazi u Bolcmanovu:

.

Samo na najniæim temperaturama Boze-Ajnãtajnova raspodela znatno odstupa od
Bolcmanove pri nekim normalnim gustinama åestica. Tek na zvezdama, gde je materija vrlo
gusta a i temperatura visoka, dolaze do izraæaja kvantni uticaji, a raspodela åestica po energi-
jama opisuje se Boze-Ajnãtajnovim zakonom.
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D-7.1.3 Fermi-Dirakova statistika

Kod åestica s polubrojnim spinom (elektroni, nukleoni) koje nazivamo fermioni treba
da se uzme u obzir i Paulijev princip iskÿuåeça. Ovaj princip pokazuje da se u jednom kvan-
tnom staçu moæe nalaziti samo jedna åestica ãto, takoœe, predstavÿa bitnu razliku u odnosu
na klasiånu raspodelu. Verovatnoñu neke raspodele proraåunañemo polazeñi od sledeñih prin-
cipa:

a) åestice ne mogu da se razlikuju,
b) u jednom kvantnom staçu moæe biti samo jedna åestica.
Razdelimo prostor na oblasti koje sadræe elementarne ñelije. U i-toj oblasti sa gi ñelija,

nalazi se Ni åestica. S obzirom na to da se u jednoj ñeliji moæe nalaziti samo jedna åestica,
broj åestica je maçi ili najviãe jednak broju ñelija. Zamislimo da smo åestice rasporedili po
ñelijama oblasti. Nove raspodele dobijamo kad variramo indekse ñelija. Ako meœusobno per-
mutujemo pune ñelije, a çih ima Ni ne dobijamo novu raspodelu. Ne dobijamo novu raspo-
delu ni kad permutujemo prazne ñelije, a çih ima gi-Ni. Ukupni broj razliåitih permutacija Ni

åestica na gi ñelija jednak je:

a ukupni broj permutacija koji daje raspodelu åestica fermiona je:

. (D-7.1.34)

Primenom Stirlingove formule odrediñemo prirodni logaritam izraza (D-7.1.34):

(D-7.1.35)

Uz uslov stalnosti broja åestica Ni i ukupne energije E, prema jednaåinama (D-7.1.4) i
(D-7.1.5) i pomoñu metode Lagranæevih multiplikatora, najverovatniju raspodelu odre-
diñemo (kao i u sluåaju Bolcmanove i Boze-Ajnãtajnove satistike) iz izraza:

. (D-7.1.36)

Diferenciraçem izraza (D-7.1.35) i zameçivaçem u (D-7.1.36) dobija se:

. (D-7.1.37)

Izraz (D-7.1.37) jednak je nuli za:

. (D-7.1.38)

Broj staça iste energije (stepen degeneracije), zbog dva moguña usmereça spina je izraz
(D-7.1.32):
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(D-7.1.39)

i dva puta je veñi kod fermiona nego kod bozona. Konaåno, Fermi-Dirakova raspodela åe-
stica po energijama ima oblik:

. (D-7.1.40)

Funkcija:

(D-7.1.41)

naziva se Fermijeva funkcija i merilo je zaposednutosti pojedinog kvantnog staça. Umesto α
uvedimo sada novu konstantu -εF/kT, gde sa F oznaåavamo tzv. Fermijev nivo, a sa εF ener-
giju ovog nivoa. Fermijeva funkcija konaåno izgleda:

. (D-7.1.42)

Na apsolutnoj nuli, T = 0, funkcija f ima osobine: ; . To znaåi
da na apsolutnoj nuli åestice, npr. elektroni u metalu, zaposedaju kvantna staça od najniæeg
do najviãeg (Fermijevog nivoa). Svi nivoi niæi od Fermijevog i zakÿuåno s Fermijevim pot-
puno su ispuçeni elektronima (f = 1). Svi nivoi iznad Fermijevog potpuno su prazni (f = 0),
Slika  D-7.1.2. Na ordinati je prikazana funkcija f, a na apscisi energija ε. Ukupni broj elekt-
rona n u staçima energije od ε = 0 do ε = εF, na apsolutnoj nuli, jednak je integralu izraza (D-
7.1.40), pri åemu je tada funkcija f = 1:

(D-7.1.43)

.

Jednaåina pokazuje da energija Fermijevog nivoa (na apsolutnoj nuli) zavisi od gustine elek-
trona n u provodnoj zoni metala. Izraåunañemo sada energiju Fermijevog nivoa natrijuma.
Pretpostaviñemo da je broj elektrona jednak broju atoma natrijuma, tj. da jedan atom daje po
jedan slobodan elektron (model slobodnog elektronskog gasa). Kako je atomska masa natri-
juma 23, a gustina 0,93 g/cm3, gustina elektrona n je:
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Kad se ova vrednost za n zajedno s Plankovom konstantom h (=6,626⋅10-34J ⋅ s) i masom
elektrona m (= 9,109 ⋅10-31) zameni u (D-7.1.43), dobija se da je vrednost energije Fermije-
vog nivoa εF = 3,04 eV. Ova vrednost energije daleko je iznad kinetiåke energije åije je merilo
kT (prema zakonima ravnoteæne termodinamike). Ovoliku energiju “klasiåan” elektronski gas
imao bi tek na 35 250 K. Dakle, “elektronski gas” u metalu nije “klasiåan” gas veñ tipiåni
Fermijev. Na Slici D-7.1.3 prikazana je zavisnost dn/dε kao funkcija ε, na apsolutnoj nuli,
prema (D-7.1.43).

Na temperaturama iznad apsolutne nule, Fermijeva funkcije je razliåita od nule i za
, ãto govori o tome da elektroni popuçavaju nivoe i iznad Fermijevog. Energija Fer-

mijevog nivoa je sada energija pri kojoj je vrednost Fermijeve funkcije f(εF) = 0,5, videti
(D-7.1.42). Funkcija f(εF), ipak, brzo teæi nuli ãto se vidi i sa Slike D-7.1.2, pa çena vrednost
pri ε-εF=0,1 eV iznosi oko 0,02 (maksimalna vrednost je 1). Na Slici D-7.1.3 prikazana je i
zavisnost dn/dε kao funkcija ε, za dve temperature prema (D-7.1.40).

Kod provodnika, energija Fermijevog nivoa, εF meça se sa temperaturom po sledeñem
zakonu:

. (D-7.1.44)

Drugi ålan predstavÿa malu popravku i iznosi oko 0,01% na sobnoj temperaturi. Dakle,
moæemo da zakÿuåimo da se kod provodnika energija Fermijevog nivoa praktiåno ne meça
s temperaturom.

Fotoelektriåni efekt je pojava emisije elektrona iz metala pod dejstvom svetlo-
sti. Otkrio ga je sluåajno, joã 1887. godine, R. Herc (Heinrich Rudolf Hertz, 1857–
–1894), izvodeñi eksperimente pomoñu kojih je æeleo da pokaæe postojaçe elektro-
magnetnih talasa i tako potvrdi Maksvelovu elektromagnetnu teoriju. Herc je prime-
tio da se izmeœu kuglica od cinka vrlo lako javÿa varniåeçe kad se jedna od çih os-
vetli ultravioletnom svetloãñu. Sledeñe detaÿno istraæivaçe fotoelektriånog efekta
izveo je A. Stoletov u periodu od 1888. do 1890. godine. Koristio je ureœaj kao na
Slici 7.1.1, koji åini evakuisana cev u kojoj se nalazi uglaåana metalna ploåa vezana
za negativni pol izvora napona i sluæi kao katoda.

Metalna mreæica bila je povezana s pozitivnim polom baterije i predstavÿa
anodu. Utvrœeno je da struja teåe kroz galvanometar kad se katoda osvetli ultravio-
letnom svetloãñu. Kako je sud bio evakuisan, struja je mogla nastati samo na raåun
naelektrisanih åestica (elektrona) izbijenih iz metala.

ε εF>

εF T( ) εF0 1  
π

2
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Slika D-7.1.2 Fermijeva funkcija energije. Slika D-7.1.3 Broj elektrona odreœene energije u 
funkciji energije, taånije ε/εF .
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Opisana pojava jeste spoÿaãçi fotoefekt.
Çega treba razlikovati od unutraãçeg fotoefekta
o kojem ovde neñe biti govora.

Vrlo fine eksperimente vezane za fotoelek-
triåni efekt izveo je 1902. godine Lenard (Philipp
Lenard, 1862–1947; Nobelova nagrada za fiziku
1905) i na osnovu çih doãlo se do saznaça da:

a) intenzitet fotostruje zavisi od intenziteta
svetlosti kojom se obasjava metalna ploåa od-
nosno katoda;

b) energija emitovanih elektrona zavisi
samo od frekvencije upadne svetlosti (i s çom
raste linearno) ali ne zavisi od intenziteta svet-
losti;

c) postoji karakteristiåna, graniåna frekven-
cija za svaki metal ispod koje se, ma koliko dugo
se osvetÿava povrãina metala, ne javÿa fotoefekt.

Eksperimentalnim putem dobijena saznaça o fotoelektriånom efektu trebalo
je protumaåiti teorijski, polazeñi od vaæeñih fiziåkih zakona. Tada je to, pre svega,
bila klasiåna elektromagnetna teorija. Oåigledno je da elektroni u metalu, pod dej-
stvom svetlosti, dobijaju energiju potrebnu da napuste metal. S glediãta klasiåne
elektrodinamike, to bi znaåilo da elektromagnetni talasi koji padaju na povrãinu me-
tala izazivaju prinudne oscilacije elektrona sa amplitudama koje su proporiconalne
amplitudama samih talasa. Ako sile koje zadræavaju elektrone u metalu nisu velike,
oåekivali bismo emisiju elektrona åije su brzine proporcionalne amplitudama upad-
nih elektromagnetnih talasa. Podsetiñemo se na to da je energija elektromagnetnog
zraåeça S koja proœe kroz jediniånu povrãinu u jednoj sekundi [videti poglavÿe 9.3
i jednaåinu (9.3.4)] jednaka:

(7.1.1)

gde je ε0 dielektriåna konstanta vakuuma, c brzina svetlosti dok je E jaåina elek-
triånog poÿa. Jednaåina (7.1.1) u opãtijem obliku glasi:

(7.1.1a)

gde je  Pointingov vektor a  i  su vektori elektriånog poÿa i magnetne induk-
cije. Kod elektromagnetnih talasa vaæi:

pa moæemo napisati (7.1.1). Vektor elektriånog poÿa E, prema (D-3.1.13), ima ob-
lik:

dok je çegov intenzitet  (uzima se realni deo kompleksnog
broja). A je amplituda talasa, ω ugaona frekvencija, t vreme,  talasni vektor, a vek-

Slika 7.1.1 Aparatura za prouåa-
vaçe fotoefekta. Instrument za me-
reçe napona oznaåen je sa V, a instru-
ment za mereçe struje sa G.
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tor  definiãe poloæaj taåke u ekvifaznoj ravni (videti D-3.1). Intenzitet elektromag-
netnog zraåeça I, polazeñi od (7.1.1), definiãe se kao sredça vrednost od :

(7.1.2)

i proporcionalan je (kvadratu) am-
plitude. Prema tome, prema klasiånoj
teoriji oåekuje se proporcionalnost iz-
meœu brzine, odnosno kinetiåke ener-
gije emitovanih elektrona, i amp-
litude talasa, a kako je amplituda pro-
porcionalna intenzitetu, jednaåina
(7.1.2), i intenziteta talasa. Eksperi-
menti, naprotiv, pokazuju da brzine
emitovanih elektrona ne zavise od in-
tenziteta upadne svetlosti, veñ samo
od çene frekvencije. Teoriju foto-
elektrånog efekta postavÿa 1905. A.
Ajnãtajn.

Pre nego ãto iznesemo detaÿe
ovog tumaåeça, reñi ñemo neãto o
raspodeli energije elektrona u metalu.

Elektroni u provodnoj traci me-
tala (elektronski gas) nalaze se u po-
tencijalnoj jami dubine U na razliåi-
tim energijskim nivoima, Slika 7.1.2.
Na apsolutnoj nuli (T=0) najviãi

energijski nivo zaposednut elektronima, EFO, naziva se Fermijev nivo (Enrico
Fermi, 1901–1954; Nobelova nagrada za fiziku 1938). Na temperaturama ,
prema Fermi-Dirakovoj (Paul Dirac, 1902–1984, podelio sa E. Schrödingerom
1933. godine Nobelovu nagradu za fiziku) statistici, postoji verovatnoña da elek-
troni imaju energiju  [videti D-7.1.3, npr. jednaåine (D-7.1.40)–(D-7.1.44)].
Ova verovatnoña raste s porastom temperature. Na niæim temperaturama verovat-
noña brzo teæi nuli za energije veñe od EF. Da bi se elektron udaÿio iz metala treba
da mu se doda energija. Ova energija naziva se izlazni rad A i definiãe se u odnosu
na elektrone s najveñom energijom u metalu (na apsolutnoj nuli) Em, dakle, u odnosu
na Fermijev nivo i jednaka je, prema Slici 7.1.2, apsolutnoj vrednosti energije Fer-
mijevog nivoa. Elektronima koji leæe dubÿe u potencijalnoj jami i, prema tome,
imaju maçu energiju treba da se saopãti energija veña od A, ili kako se vidi sa slike,
najviãe A0, ãto odgovara energiji koju treba saopãtiti elektronima u najniæem nivou
energije.

Vratimo se sada na Ajnãtajnovu teoriju fotoelektriånog efekta. Polazeñi od
Plankove kvantne hipoteze, Ajnãtajn iznosi pretpostavku da je elektromagnetno
zraåeçe mlaz “åestica” kvanata, sa energijom hv, gde je h Plankova konstanta, a v
frekvencija. Godine 1926. Õ. N. Luis (Gilbert Newton Lewis, 1875–1946) uvodi
izraz foton kao drugi naziv za kvant energije hv. Ajnãtajn objaãçava fotoelektriåni
efekt uzajamnim dejstvom dve åestice, jednog elektrona u metalu i jednog kvanta
energije hv. U takvoj interakciji, kvant energije hv apsorbuje se u potpunosti. Ako je

r

E2
ε0c⋅

I  S〈 〉 ε0c E2
〈 〉 A

2
ε0c   2 ωt kr–( )cos〈 〉 A

2
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Slika 7.1.2 Energijski nivoi elektrona u metalu.
Izlazni rad A definiãe se u odnosu na elektrone s
najveñom energijom (na apsolutnoj nuli) u metalu.
Horizontalne linije oznaåavaju ukupnu energiju elek-
trona (zbir kinetiåke T i potencijalne U).
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energija kvanta veña od izlaznog rada A, tada elektron napuãta metal s kinetiåkom
energijom:

. (7.1.3)

Jednaåina (7.1.3) izraæava zakon o odræaçu energije pri interakciji foton-elektron.
Pre uzajamnog dejstva postojao je foton sa energijom hv i elektron u metalu. Posle
interakcije, u kojoj elektron potpuno apsorbuje foton energije hv, nastaje slobodni
elektron koji ima kinetiåku energiju  (ukoliko je ). Energija A ut-
roãena je na izlazak elektrona na povrãinu metala. Analizom jednaåine (7.1.3) za-
kÿuåujemo da:

1) fotoelektriåni efekt nije moguñ kad je ;
2) graniåna, najniæa frekvencija (ili, kako se joã kaæe, crvena granica foto-

efekta) pri kojoj je joã uvek fotoefekt moguñ, dobija se iz uslova hv = A; u ovom
sluåaju kinetiåka energija emitovanih elektrona jednaka je nuli;

3) maksimalna kinetiåka energija emitovanih elektrona zavisi samo od frek-
vencija upadne svetlosti i linearna je funkcija frekvencije.

Pri eksperimentalnom ispitivaçu fotoefekta odreœuje se zavisnost fotostruje
od napona izmeœu emitera i kolektora. Pozitivni napon znaåi da je emiter katoda a
kolektor anoda (kao ãto je naznaåeno na Slici 7.1.1), pa se pri takvim naponima
elektron nalazi u elektriånom poÿu koje ga ubrzava. Negativni napon znaåi obrnuti
polaritet emitera i kolektora – emiter je sada anoda a kolektor katoda, pa na elek-
trone deluje usporavajuñe elektriåno poÿe. Kad energija usporavajuñeg poÿa eU
postane jednaka ili veña od kinetiåke energije elektrona s maksimalnom kinetiåkom
energijom, elektroni “osloboœeni” iz metala dejstvom svetlosti, ne mogu da preœu
put od emitera do kolektora zbog dejstva usporavajuñeg poÿa i fotostruja I opada do
nule:

.

Tako je minimalni usporavajuñi napon dovoÿan da zaustavi tok fotostruje i merilo
maksimalne kinetiåke energije elektrona ( ). Kad bi svi osloboœeni elek-
troni imali istu brzinu, pa prema tome i istu kinetiåku energiju ε, zavisnost jaåine fo-
tostruje od napona izmeœu emitera i kolektora imala bi oblik kao na Slici 7.1.3a.
Meœutim, obiåno se ne dobija ovakvo naglo smaçeçe jaåine struje veñ tok zavi-
snosti jaåine fotostruje od napona izmeœu elektroda ima oblik kao na Slici 7.1.3.b.
Jaåina fotostruje postepeno slabi poãto elektroni napuãtaju povrãinu metala razliåi-
tim brzinama odnosno kinetiåkim energijama, a çihov broj odreœen je Fermi-Dira-
kovom raspodelom. Jaåina struje proporcionalna je broju elektrona n koji stignu do
kolektora, a do kolektora pri usporavajuñem naponu U stiæu svi elektroni sa energi-
jom koja je jednaka ili veña od eU = ε:

(7.1.4)

gde je n broj elektrona, indeks F oznaåava da je raspodela po energijama Fermi-Di-
rakova, f je Fermijeva funkcija [videti jednaåinu (D-7.1.40)]. Sama raspodela moæe
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da se rekonstruiãe diferenciraçem, eksperimentalnim putem dobijene krive I= ϕ(U)
kao ãto je oznaåeno jednaåinom (7.1.4). Tada postoji moguñnost da se odredi razlika
∆ izmeœu maksimalne energije elektrona (I = 0) na nekoj temperaturi T i one koja
odgovara Fermijevom nivou (za ε = εF, Fermijeva funkcija f = 0,5) a izlazni rad,
prema (7.1.3), obraåuna u odnosu na Fermijev nivo.

Opisañemo sada eksperiment koji je izveo R. Milken tokom 1916. i za to doba
izvrãio strogu eksperimentalnu proveru Ajnãtajnove jednaåine za fotoelektriåni
efekt. Napomenimo to da je tek deset godina kasnije, 1926. godine, formulisana
Fermi-Dirakova statistika. Provera se sastojala u odreœivaçu maksimalne kinetiåke
energije emitovanih elektrona pri razliåitim frekvencijama upadne svetlosti. Pri
tome, maksimalna kinetiåka energija fotoelektrona moæe da se izrazi kao proizvod
naelektrisaça elektrona e i najmaçeg usporavajuñeg napona Umin koji je potreban
da zaustavi tok fotoelektrona sa emitera (εm = eUmin). Ovaj napon trebalo je da se
eksperimentalno odredi.

Pri proveri Ajnãtajnove jednaåine maksimalnu kinetiåku energiju osloboœenih
fotoelektrona trebalo je ãto taånije odrediti, ãto nije bilo jednostavno iz dva razloga.
Prvo, kriva zavisnosti jaåine fotostruje od napona ne preseca apscisnu osu veñ joj se
asimptotski pribliæava, pa je vrednost minimalnog usporavajuñeg napona u izvesnoj
meri neodreœena. Drugo, zbog neizbeænog postojaça kontaktne razlike potencijala
izmeœu elektroda u aparaturi, Slika 7.1.4, kriva treba da se translatorno pomeri za
vrednost ovog potencijala, a çega nije lako odrediti. Zbog toga se priliåno dugo åe-
kalo na eksperimentalnu potvrdu Ajnãtajnove jednaåine.

Pri ovakvom mereçu koristi se metoda sfernog kondenzatora. Zbog poseb-
nosti kretaça elektrona u elektriånom poÿu ovakvog kondenzatora, gde jednu elek-
trodu åini mala metalna kuglica a drugu sferna metalna obloga, kriva zavisnosti
jaåine fotostruje od napona strmo se spuãta, pa se napon, potreban da zaustavi tok
emitovanih elektrona, moæe vrlo taåno odrediti. Na Slici 7.1.5. prikazana je ãema
eksperimentalnog ureœaja. Monohromatska svetlost, kroz kvarcni prozoråiñ, dos-
peva u evakuisani balon S, åija posrebrena unutraãça strana predstavÿa spoÿçu ob-
logu kondenzatora. Metalna kulgica M je od ispitivanog materijala (na primer, od
cinka) i sluæi kao unutraãça obloga. Potenciometrom R uspostavÿa se odreœeni na-
pon u kondenzatoru. Ovaj napon meri se voltmetrom V. Potencijal kuglice meri se
elektrometrom E. Kuglica se osvetÿava svetloãñu razliåitih talasnih duæina, a kao

Slika 7.1.3 Jaåina fotostruje u funkciji napona: a) zavisnost jaåine fotostruje od napona izmeœu
kolektora i emitera u hipotetiåkom sluåaju kad svi elektroni imaju istu energiju; b) zavisnost jaåine
fotostruje od napona izmeœu kolektora i emitera u stvarnom sluåaju.

I

Umin U Umin U

I
a) b)
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rezultati mereça dobijaju se krive date na Slici 7.1.6a i 7.1.6b. Da bi se spreåila
emisija elektrona sa kolektora (sferne metalne obloge), na çega se nanosi metal koji
ima daleko veñi izlazni rad, u ovom sluåaju srebro.

Pri odreœenoj potencijalnoj razlici krive poåiçu da opadaju i nezavisno od
upotrebÿene talasne duæine svetlosti. Ova potencijalna razlika upravo je jednaka
kontaktnoj razlici potencijala, koja se odreœuje bez posebnih mereça. Preseci krivih
I sa apscisom U odreœuju vrednosti:

Slika 7.1.4 Metali 1 i 2 razlikuju se u dubini potencijalne jame a samim tim i u broju energijskih
staça elektrona. Kad se metali spoje, nastaje izjednaåavaçe nivoa najviãe energije, a kontaktna raz-
lika potencijala jednaka je razlici izlaznih radova.
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Slika 7.1.5 Ãema eksperimentalnog ure-
œaja koji je koristio Miliken pri proveri Ajn-
ãtajnove jednaåine za fotoefekt. Optiåki deo
sastoji se i od izvora polihromatske svetlosti
I, blende Z i disperzionog elementa D. Svet-
lost izabrane talasne duæine pada na kuglicu
od ispitivanog materijala M, koja sa slojem K
åini obloge kondenzatora. Na obloge se do-
vodi napon koji moæe da se meça pomoñu
otpornika R1 i R2. Preklopnik P2 sluæi za
meçaçe polariteta. Struja koja protiåe kroz
kolo meri se kvadrant-elektrometrom E koji
je spojen u idiostatiåkom spoju (bez po-
moñnog izvora).
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U1min za frekvenciju svetlosti ν1

U2min za frekvenciju svetlosti ν2

gde je ν1< ν2.

Prema tome9:
eU1 = mυ1

2/2 za frekvenciju ν1

eU2 = mυ2
2/2 za frekvenciju ν2.

Rezultati mereça pokazuju da maksimalna kinetiåka energija elektrona raste s po-
rastom frekvencije. Kad se vrednosti minimalnih usporavajuñih napona pri kojima
se zaustavÿa tok emitovanih elektrona, predstave u zavisnosti od ν, dobija se prava
kao na Slici 7.1.7a. Iz nagiba prave moæe da se odredi vrednost Plankove konstante
(h = e tgα). Prava U = f(ν) seåe U-osu, a iz veliåine ovog odseåka moæe da se iz-
raåuna vrednost izlaznog rada za konkretni metal. Na Slici 7.1.7 b) prikazane su
prave koje predstavÿaju fotoelektriåni efekt sa dva razliåita metala, a na Slici 7.1.8
prikazane su vrednosti izlaznih radova u zavisnosti od rednog broja.

Izlazni rad elektrona iz metala maçi je od energije jonizacije slobodnih
atoma. To znaåi da su elektroni u metalima slabije vezani. Metali s maçim energi-
jama jonizacije imaju i maçi izlazni rad elektrona. Izlazni rad elektrona zavisi od
kristalne strukture metala. Dakle, metali koji kristaliãu u razliåitim kristalnim obli-
cima imaju i razliåite izlazne radove za svaki od ovih oblika. Hemijski postojani me-

9 Uz eU1 odnosno mυ2/2 izostavÿeni su indeksi min. odnosno max.

Slika 7.1.6 Zavisnost jaåine fo-
tostruje od napona izmeœu emitera
i kolektora: a) pri osvetÿavaçu
emitera svetloãñu razliåitih frek-
vencija; b) pri osvetÿavaçu emi-
tera svetloãñu iste frekvencije a
razlitiåih intenziteta.
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Slika 7.1.7 Zavisnost minimalnog usporavajuñeg napona, taånije, eU, izmeœu emitera i kolektora
(potrebnog da zaustavi tok emitovanih elektrona) od frekvencije upadne svetlosti: a) za jedan metal;
b) za dva razliåita metala. 
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tali, npr. platina, imaju veliki izlazni rad elektrona, oko 10 eV, dok alkalni metali
imaju najmaçe vrednosti izlaznih radova (od 3 do 4 eV-a).

7.2 X-ZRAÅENJE

Rendgensko ili x-zraåeçe otkrio je 1895. godine V. K. Rendgen (Wilhelm
Conrad Röntgen, 1845–1923, godine 1901. dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za
ovo otkriñe) ispitujuñi luminiscenciju pod uticajem katodnih zraka (brzih elektrona)
u cevima za praæçeçe. Rendgen je zapazio da novo, do tada nepoznato zraåeçe, ta-
koœe, izaziva jaku luminiscenciju nekih supstancija, kao ãto su cinksulfid, cinksili-
kat, barijum-platinocijanid. U ovim prvim eksperimentima rendgensko zraåeçe do-
lazilo je sa zidova cevi za praæçeçe kao posledica udara elektrona o çih. Meœutim,
joã jaåe zraåeçe nastaje kad se na put elektronskog mlaza postavi komad metala
(antikatoda) koji tada, pod dejstvom udara brzih elektrona, emituje zraåeçe.

Neka od vaænih svojstava rendgenskog zraåeça uoåio je sam Rendgen. Pored
luminiscencije, x-zraci izazivaju i jonizaciju sredine kroz koju prolaze i deluju na
fotoploåu. Odlikuju se velikom prodornoãñu a ne skreñu u elektriånom i magnetnom
poÿu, ãto je iskÿuåivalo moguñnost da je reå o naelektrisanim åesticama. Kako se o
prirodi tog zraåeça nije tada mnogo znalo sam Rendgen nazvao ga je x (nepoznato)
zraåeçe.

Danas se zna da rendgenski zraci nastaju usporavaçem snopa brzih elektrona,
odnosno elektrona velike energije. Nastaju u evakuisanim cevima (za praæçeçe)
kakve je otprilike koristio i Rendgen, a u kojima se naspram katode postavÿa me-
talna anoda (antikatoda). Zagrevaçem katode iz çe se emituju elektroni. Pod de-
jstvom visokog napona od nekoliko desetina, pa i stotina hiÿada volti koji se uspos-
tavÿa u cevi, ovi elektroni se ubrzavaju i usmeravaju na antikatodu, sa koje se
emituje rendgensko zraåeçe, Slika 7.2.1.

Slika 7.1.8 Zavisnost izlaznog rada od rednog broja.
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Po svojoj prirodi rendgenski zraci su elektromagnetni talasi åija je talasna
duæina mnogo maça od talasne duæine vidÿive svetlosti i kreñe se u opsegu od 10
nm do 0,01 nm. To odgovara energijama x-fotona od 1 keV do 100 keV. X-zraci po-
kazuju inferferenciona i difrakciona svojstva, karakteristiåna za sve talase. Spektar
x-zraåeça moæe da ima neprekidni (kontinualni, sliåno “beloj” svetlosti) ili linijski
(diskretni) spektar – tada se govori o karakteristiånom rendgenskom zraåeçu.

7.2.1 Difrakcija x-zraåenja na kristalnoj reãetki

Talasna priroda x-zraåeça nedvosmisleno je dokazana eksperimentima difrak-
cije na kristalnoj reãetki. Talasi pokazuju pojavu difrakcije pri prolasku kroz uzanu
pukotinu åije su dimenzije reda veliåine talasne duæine upotrebÿenog zraåeça.

Poåetkom 1912. godine, åuveni nemaåki nauånik Maks fon Laue (Max von
Laue, 1879–1960, dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1914. godine za otkriñe difrak-
cije x-zraåeça na kristalima), predloæio je da se x-zraåeçe propusti kroz kristal i
pokaæe difrakcija x-zraåeça na kristalima. Da bi se razumela genijalnost ove ideje
treba da znamo da 1912. godine talasna priroda rendgenskog zraåeça nije bila u
potpunosti dokazana, a çegova talasna duæina bila je samo pribliæno poznata.

Teorija o strukturi kristala bila je u to vreme samo hipoteza, mada je joã 1824.
godine L. A. Zeber (L. A. Seber), nemaåki fiziåar, pretpostavio da su atomi u krista-
lima poreœani u srediãçim taåkama odreœenih geometrijskih tela, dok je 1848. go-
dine francuski nauånik A. Brave (A. Bravais) dao predstavu o kristalnoj reãetki u
obliku koji je kasnije prihvañen.

Teorija kristala zasnovana je na predstavi kristalne reãetke. Zamisliñemo kris-
talnu reãetku kao skup taåaka pravilno rasporeœenih u prostoru. Mreæom pravih ove
taåke mogu da se poveæu, åime se zapremina kristalne reãetke deli na niz jediniånih
ñelija koje imaju oblik nekog geometrijskog tela. Ako svaku taåku kristalne reãetke
zamenimo identiånim atomom, jonom ili grupom atoma, dobijamo kristalnu struk-
turu. Naglaãavamo, dakle, da je reãetka mreæa taåaka, a u kristalnoj strukturi svaka
taåka reãetke zameçena je materijalnim jedinicama ili izgraœivaåkim åesticama
kristala.

Maks von Laue je pretpostavio da kristal moæe da deluje kao prirodna optiåka
reãetka. Materijalni centri kristala tada odgovaraju narezima, a çihova meœusobna
rastojaça pukotinama reãetke. Potreban uslov za difrakciju jeste da red veliåine
meœuatomskog rastojaça u kristalu odgovara redu veliåine talasne duæine x-zraåeça.
Fiziåari Volter Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) prihvatili
su da eksperimentalno ostvare Laueove zamisli. Sam Max von Laue pisao je o tome:
“Bilo je potrebno malo diplomatije da se Fidrih i Kniping oslobode sumçi u pog-

Slika 7.2.1 Laueova metoda za difrakciju x-zraåeça na kristalnoj
reãetki. Snop polihromatskog x-zraåeça sa antikatode A fokusira se
pomoñu debelog zaklona D, difraktuje na kristalu C i ostavÿa na fo-
toploåi F tragove rasutog x-zraåeça.
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ledu uspeha eksperimenta i izvedu ga, najpre sa sasvim jednostavnim sredstvima, po
mom planu. Kao kristal sluæio je bakarni sulfat, jer se od çega lako mogu dobiti po-
godni i pravilni komadi. Pravac propuãtaça zrakova prepustili smo sluåaju. Na fo-
tografskoj ploåi iza kristala, prvi put su se, pored traga primarnog zraka koji je do-
lazio neposredno od antikatode, pojavili tragovi skrenutih zrakova, dakle oåekivani
spektri reãetke... Teorija je zapravo veñ bila gotova prenoãeçem sa obiåne na re-
ciproånu reãetku i tako je Zomerfeld mogao 8. juna 1912. podneti Minhenskoj aka-
demiji zajedniåki rad Fridriha, Knipinga i moj o interferenciji rendgenskih zrakova
koji je osim teorije sadræavao i niz karakteristiånih snimaka.”

Fridrih i Kniping ozraåivali su x-zraåeçem prvo kristal plavog kamena, a za-
tim i druge kristale. Kako se mali deo upadnog zraåeça difraktuje, trebalo je da se
kristal ozraåuje viãe sati da bi se na fotoploåi dobili tragovi difraktovanog snopa. Re-
zultat tog eksperimenta bili su tzv. Laueovi dijagrami koje je kvantitativno prouåio
sam Laue. Na çima se vidi raspored åestica kristala sa kojih se rasejava zraåeçe
(slika reciproåne reãetke), pa je ovim eksperimentima ne samo dokazana talasna pri-
roda x-zraåeça veñ je i hipoteza o kristalnoj reãetki podignuta na nivo sigurne, eks-
perimentalno ispitane kristalografske teorije. Pomoñu Laueove interferencije poãlo
je za rukom engleskim nauånicima, ocu i sinu Henriju i Lorensu Bragu (Henry
Bragg, 1862–1942; Lawrence Bragg, 1890–1971; podelili Nobelovu nagradu za fi-
ziku 1915. za analizu kristalnih struktura pomoñu x-zraåeça) da odrede talasnu
duæinu rendgenskog zraåeça i dimenzije kristalne reãetke. Laueovo otkriåe imalo je
veliki znaåaj za nauku o atomu, jer su eksperimenti difrakcije x-zraåeça omoguñili
da se atomi “vide”.

Razmotrimo sada detaÿnije difrakciju x-zraåeça na kristalnoj reãetki i nasta-
jaçe odgovarajuñe difrakcione slike na zaklonu (fotoploåi), tzv. Laueovom meto-
dom, Slika 7.2.1.

Uzani snop x-zraka, dobijen prolaskom x-zraåeça iz rendgenske cevi kroz mali ot-
vor na debelom zaklonu, pada na kristal i zatim na fotoploåu. Na fotoploåi nastaje
difrakciona slika koja se sastoji iz srediãçe mrÿe, koju izaziva upadni snop x-zra-
åeça, i izvesnog broja mrÿa koje su simetriåno rasporeœene oko srediãçe mrÿe. Po-
reklo ovakve difrakcione slike najlakãe moæe da se shvati ako se pretpostavi da upot-
rebÿeni kristal ima kubnu strukturu. Izabrañemo pravougli koordinantni sistem sa
osama paralelnim osama kristala, Slika 7.2.2. Pretpostavimo da su izgraœivaåke åes-
tice kristala rasporeœene duæ zamiãÿenih linija, paralelnih koordinantnim osama.
Neka upadni snop x-zraåeça pada na kristal u smeru koji se poklapa s pozitivnim
smerom x-ose.

Slika 7.2.2 Kristal u koordinat-
nom sistemu.

Slika 7.2.3 Jednodimenziona
reãetka na kojoj se difraktuje
x-zraåeçe koje dolazi iz pravca
x-ose. 1 i 2 su upadni, a 1′ i 2′
difraktovani zraci.
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Da bismo razumeli nastajaçe difrakcione slike, posmatrajmo prvo meœude-
jstvo x-zraåeça s jednodimenzionom reãetkom åije su åestice rasporeœene duæ z-ose
na meœusobnom rastojaçu a, Slika 7.2.3. x-zraåeçe (zraci 1 i 2) pada na kristal pod
uglom γ0 = 90° a åestice kristala postaju centri rasejavaça. One rasejavaju zraåeçe
u svim pravcima, a rasejani talasi meœusobno interferiãu, pri åemu moæe da doœe do
çihovog poniãtavaça ili pojaåavaça. Prema zakonima optike, da bi se pojavio di-
frakcioni maksimum, svi pristigli talasi moraju da budu u fazi, pa do konstruktivne
interferencije dva talasa dolazi ako je çihova putna razlika jednaka celobrojnom
umnoãku talasnih duæina λ. Prema Slici 7.2.3, putna razlika δ difraktovanih zraka 1′
i 2′ je:

(7.2.1)

Slika 7.2.4 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki postavÿenoj u pravcu z-ose (levo):
x-zraci odreœene talasne duæine λ pri odreœenom redu difrakcije l, nastali difrakcijom polihromat-
skog x-zraåeça na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki åije taåke leæe duæ z-ose, prostiru se pod
odreœenim uglom u odnosu na z-osu. To znaåi da leæe na obvojnici konusa åija je osa paralelna z-osi;
(desno): difrakcione slike na zaklonu imaju oblik hiperbola (presek konusa sa ravni zaklona, koji je
postavÿen pararelno yz-ravni, je hiperbola).
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Slika 7.2.5 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki (levo): difraktovani zraci (za dato λ)
razliåitih redova difrakcije k, leæe po obvojnicama konusa; (desno): difrakcija x-zraåeça sa jednodi-
menzione reãetke postavÿene u pracu y-ose. 1 i 2 su upadni, a 1′ i 2′ su difraktovani zraci.
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gde je l = ..., -2, -1, 0, +1, +2, ...
Uslov (7.2.1) je uslov za konstruktivnu interferenciju i daje pravce difrak-

cionih maksimuma, odreœenog reda difrakcije, za odreœenu talasnu duæinu λ. Ove
prave leæe na obvojnicima konusa åija je osa paralelna z-osi, a ugao otvora 2γ. Za
razliåite vrednosti broja l (viãi redovi difrakcije) pri istoj talasnoj duæini λ, dobijaju
se konusi razliåitih otvora. Ako se na nekom rastojaçu od linijske reãetke postavi
fluorescentni ekran ili fotoploåa (npr. u ravni paralelnoj yz-ravni), tragovi interfe-
rencionih konusa na zaklonu imaju oblik hiperbola, Slika 7.2.4 (desno). Posmat-
rajmo sada interakciju zraåeça s jednodimenzionom kristalnom reãetkom åije su
taåke postavÿene u pravcu y-ose, Slika 7.2.5. Zraci 1 i 2 padaju na kristal pod uglom
β0 = 90° u odnosu na y-osu (iz x-pravca). Åestice kristala rasejavaju ih u svim prav-
cima ali samo zraci koji su rasejani pod uglom β zadovoÿavaju uslov za konstrukti-
vnu interferenciju. Putna razlika difraktovanih zrakova 1′ i 2′ data je sledeñom jed-
naåinom:

gde je a(=AB) konstanta reãetke. Uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:

(7.2.2)

gde je k ceo broj, a β ugao koji zaklapaju difraktovani zraci sa y-osom. Uslov (7.2.2)
zadovoÿavaju svi zraci rasporeœeni na konusima åije su ose paralelne y-osi sa otvo-
rima 2β za k = 1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). Tragovi ovih konusa na zaklonu po-
stavÿenom paralelno yz-ravni opet su hiperbole.

Posmatrajmo sada sluåaj kad zraåeçe iz pravca x-ose pada na dvodimenzionu
kristalnu reãetku åije su taåke rasporeœene duæ z-ose i y-ose. Tada se difrakcioni
maksimumi javÿaju u pravcima koji istovremeno zadovoÿavaju uslove (7.2.1) i
(7.2.2). Difrakciona slika na zaklonu postavÿenom paralelno yz-ravni sastoji se iz
mrÿa koje geometrijski odgovaraju mestima preseka veñ pomenutih hiperbola.
Svaka mrÿa na zaklonu odreœena je parom brojeva l i k za svako λ. Na ovaj naåin
ravanska reãetka razlaæe kontinualno zraåeçe u spektar. 

δ AC AB βcos= =

a βcos kλ=                  k  ..., -2, -1, 0, +1, +2, ...=( )

Slika 7.2.6 Difrakcija x-zraåeça na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki (desno): difrakcija x-zra-
åeça sa jednodimenzione reãetke postavÿene u pravcu x-ose. 1 je upadni zrak, a 1′ i 1′′ su difrakto-
vani zraci; (levo): difraktovani zraci (za dato λ) razliåitih redova difrakcije m, leæe po obvojnicama
konusa.
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Da bismo razmotrili difrakciju x-zraåeça na trodimenzionoj kristalnoj reãetki
posmatrañemo i interakciju x-zraåeça, Slika 7.2.6, koje opet dolazi iz pravca x-ose
(pa je ugao koji zaklapa upadni snop sa x-osom α0 = 0), s jednodimenzionom kristal-
nom reãetkom. Taåke leæe duæ x-ose a konstanta reãetke opet je a. Åestice kristala
rasejavaju zraåeçe u svim pravcima, ali samo zraci rasejani pod uglom α zado-
voÿavaju uslov konstruktivne interferencije. Putna razlika izmeœu difraktovanih
zrakova 1′ i 2′ je:

a uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:

(7.2.3)

Ovaj uslov zadovoÿavaju zraci rasporeœeni po obvojnici konusa åija je osa paralelna
x-osi, a otvor konusa je 2α za m = +1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). ili -1. Linije preseka
ovih konusa sa ravni zaklona, koji je postavÿen paralelno zy-ravni, su krugovi.

Kako sada izgleda difrakciona slika na zaklonu posle difrakcije na trodimenzi-
onoj kristalnoj reãetki? Uslovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) moraju da budu zadovoÿeni
istovremeno. To znaåi da se na zaklonu pojavÿuju difrakcione mrÿe u taåkama pre-
seka kruænica s hiperbolama, Slika 7.2.7, ãto je ispuçeno samo za odreœeno λ.
Naœimo ovu talasnu duæinu. Iz (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) dobija se:

(7.2.1′)

(7.2.2′)

(7.2.3′)

Uglovi α, β i γ povezani su jednaåinom:

(7.2.4)

Jednaåine (7.2.1′), (7.2.2′) i (7.2.3′) dignu se na kvadrat, saberu i iskoristi se uslov
(7.2.4):

ili:

(7.2.5)
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Znaåi, pri zadatom upadnom uglu zraåeça (u naãem sluåaju  i
) difrakcioni maksimum odreœenog reda u odreœenom pravcu (α, β, γ) ja-

vÿa se za talasnu duæinu koja je odreœena jednaåinom (7.2.5). Napomenimo da us-
lovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) zahtevaju da je λ<a. Meœutim, λ ne sme da bude mnogo
maçe od konstantne reãetke a jer su tada i uglovi, α, β i γ vrlo mali pa se difrakcija
teãko zapaæa. U Laueovoj metodi, kristali se ozraåuju polihromatskim x-zraåeçem,
u åijem se kontinualnom spektru uvek nalaze talasi s talasnom duæinom λ koja zado-
voÿava jednaåinu (7.2.5).

7.2.2 Bragov metod difrakcije x-zraåenja na kristalima

Fiziåari Henri i Lorens Brag, protumaåili su pojavu rasejavaça x-zraåeça na
kristalnoj reãetki kao refleksiju sa ravni kristala koje na zraåeçe deluju poput ogle-
dala. U skladu s ovom interpretacijom oni su postavili i odgovarajuñi uslov neopho-
dan za pojaåavaçe (konstruktivna interferencija) reflektovanog zraåeça. Radom H.
i L. Braga postavÿene su osnove analize strukture kristala rendgenskim zraåeçem.

Prema ovoj zamisli smatra se da taåke kristalne reãetke pripadaju sistemima
meœusobno paralelnih ravni koje, kada se projektuju na ravan slike, daju prave,
Slika 7.2.8. Te ravni mogu da budu razliåito usmerene u prostoru. Sistemi ravni raz-
likuju se u broju atoma pa jedinici povrãine a date ravni i po rastojaçu d (izmeœu
paralelnih ravni). Veliåina a/d je konstanta za odreœeni sistem paralelnih ravni i jed-
naka je broju atoma po jedinici zapremine kristala.

Izveãñemo sada Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju. Neka na kristal
pada snop monohromatskog x-zraåeça pod uglom  u odnosu na sistem paralelnih
ravni sa kojih se zraåeçe reflektuje. Ove ravni, u ravni slike ostavÿaju tragove u
vidu paralelnih pravih, a, b, c, Slika 7.2.9. Atomi (joni ili molekuli) koji åine kristal
rasejavaju zraåeçe u svim pravcima. Nas zanima pod kojim uglovima dolazi do
konstruktivne interferencije reflektovanog zraåeça, dakle do onog koje je rasejano
u pravcu . Ako posmatramo samo ravan a, Slika 7.2.9. vidi se da se za bilo koju ta-
lasnu duæinu λ upadnog zraåeça dobija konstruktivna interferencija rasejanog
zraåeça kad je ugao jednak uglu , jer su putne duæine za sve zrake meœusobno

Slika 7.2.7 Interferenciona slika na zak-
lonu kao rezultat difrakcije x-zraåeça na trodi-
menzionoj kristalnoj reãetki. Dva skupa hiper-
bola i familija krugova rezultat su preseka ko-
nusa, duæ kojih leæe rasejani zraci, sa ravni
ekrana (ravan paralelna yz-ravni). Interferen-
cione mrÿe nastaju samo u taåkama preseka
odgovarajuñih hiperbola i kruænica, saglasno
matematiåkom uslovu 7.2.5.
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jednake. Moæemo, prema tome, da smatramo da se snop reflektovao sa ravni a.
Meœutim, deo upadnog snopa prolazi daÿe kroz kristal, pa se reflektuje i sa ravni b,
c, itd. Zraci 1′ i 2′ reflektovani ovim ravnima meœusobno interferiãu. Pri tome, do-
lazi do pojaåavaça odnosno do konstruktivne interferencije samo onih zrakova åija
je razlika puteva jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina. Putna razlika zra-
kova 1′ i 2′ reflektovanih sa ravni a i b je:

pa je Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju dat jednaåinom:

(7.2.6)

gde je d rastojaçe izmeœu paralelnih ravni,  ugao izmeœu upadnog (i reflekto-
vanog) snopa i ravni kristala, a n je ceo broj. Bragov uslov daje pravac difrakcionog
maksimuma za odreœenu familiju paralelnih ravni i talasnu duænu λ i za dati red dif-
rakcije n, u Bragovoj ravni odreœenoj pravcem upadnog i reflektovanog zraka. I
Laueov i Bragov izraz za konstruktivnu interferenciju u osnovi su ekvivalentni.
Prema Laueovom tumaåeçu, zraåeçe pada na kristal pod uglom α0 i dolazi do dif-
rakcije, Slika 7.2.10. Difraktovani zraci 1′ i 2′ se pojaåavaju ako su u fazi, tj. ako je
çihova putna razlika jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina. Sa Slike
7.2.10 putna razlika δ je:

i kad je α0 = 90° sledi da je Laueov uslov za konstruktivnu interferenciju:

(7.2.7)

Prema Bragovom tumaåeçu, difrakciju shvatamo kao refleksiju sa odreœenog
sistema ravni, Slika 7.2.11.
Tako zrak 1, koji u odnosu na ravan a pada pod uglom α0 a difraktuje se pod uglom
α, zaklapa sa ravni b ugao  pod kojim se i reflektuje sa çe. Ravan b je jedna u nizu
pararelnih mreænih ravni na meœusobnom rastojaçu d. Iz malog trougla ABC sledi
da je:

(7.2.8)

Slika 7.2.8 Tragovi sistema paralelnih ravni. Slika 7.2.9 Uz izvoœeçe Bragovog uslova za 
konstruktivnu interferenciju.
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Veliåina a iz (7.2.8) zameni se u (7.2.7) i uzme se u obzir da je:

 ⇒ 

pa se dobija:

.

Bragov uslov pojaåavaça.
Ãema eksperimentalnog ureœaja za ispitivaçe strukture kristala Bragovom

metodom prikazna je na Slici 7.2.12. Paralelni snop monohromatskog zraåeça pada
na pÿosan kristala koja je paralelna seriji ravni sa kojih æelimo da dobijemo reflek-
siju. Difraktovano zraåeçe detektuje se pomoñu jonizacione komore ili fotoemul-
zije. I kristal i detektor nalaze se na obrtnom postoÿu. U eksperimentu, pri obrtaçu
kristala oko ose normalne na Bragovu ravan za ugao θ, detektor mora da se okrene
za ugao 2θ. Pri uglovima izmeœu pravca upadnog snopa i pÿosni kristala, koji zado-
voÿava Bragovu jednaåinu, dobija se zacrçeçe na filmu, odnosno porast struje u
jonizacionoj komori.

Slika 7.2.10 Difrakcija na 
jednodimenzionoj reãetki.

Slika 7.2.11 Zrak 1 se u odnosu na ravan a difraktuje 
dok se u odnosu na ravan b reflektuje.
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Slika 7.2.12 Ãema eksperimentalnog ure-
œaja po Bragu. Upadni snop x-zraåeça 1 pada
pod uglom θ definisanim Bragovim uslovom
na kristal C a difraktovani zraci 1’ se detektuju
pomoñu jonizacione komore JK.
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7.2.3 Metod kristalnog praha (Debaj-Ãererova metoda)

Iz Bragove jednaåine sledi da konstruktivna interferencija zraåeça reflekto-
vanog ravnima kristalne reãetke moæe da se ostvari na viãe naåina. Kristal moæe da
se uåvrsti, a da se upotrebi kontinualno rendgensko zraåeçe. Tada ñe ravni kristala
da “odaberu” onu komponentu zraåeça åija talasna duæina, za odreœeno rastojaçe
izmeœu ravni d i dati ugao θ izmeœu snopa i ravni, zadovoÿava uslov za konstrukti-
vnu interferenciju (Laueova metoda). U Bragovoj metodi, upotrebÿava se monohro-
matsko x-zraåeçe, a obrtaçem kristala traæe se uglovi koji za odreœenu talasnu
duæinu zadovoÿavaju Bragovu jednaåinu.

Treñu varijantu predstavÿa metoda kristalnog praha ili Debaj-Ãererova me-
toda (P. Debye, P. Scherrer). Umesto dobro razvijenih monokristala koristi se kri-
stalni prah. U kristalnom prahu kristaliñi su haotiåno usmereni, pa za svaku seriju
ravni mogu da se naœu kristaliñi koji su u odnosu na upadni snop usmereni tako da
zadovoÿavaju Bragov uslov pri odreœenoj talasnoj duæni λ. Prema tome, uzorak
fino spraãenog kristala stavÿa se na put uskog snopa monohromatskog x-zraåeça.
Za detekciju difraktovanog zraåeça koristi se film, cilindriåno omotan oko uzorka,
Slika 7.2.13. Ako je za odgovarajuñi tip ravni i za talasnu duæni λ, Bragov ugao θ,

tada difraktovani zrak gradi sa upadnim zrakom ugao 2θ. Kako su ravni ovog tipa (i
svih drugih tipova) haotiåno rasporeœene u prostoru, reflektovani zraci grade konus
sa uglom otvora 2θ, oko pravca upadnog snopa. Ovi konusi formiraju na filmu tra-
gove u obliku lukova (lukovi su delovi koncentriånih krugova åiji je centar trag koji
na filmu daje upadni nedifraktovani zrak), od kojih svaki odgovara odreœenom tipu
ravni odnosno redu refleksije n. Ako je R polupreånik cilindriåne komore, a r polu-
preånik kruga, tada vaæi:

Slika 7.2.13 Metoda praha: a) x-zraåeçe iz izvora pada na kristalni prah u ampuli C koja se nalazi
u centru cilindriåne komore polupreånika R unutar koje je film F. Difraktovano zraåeçe predstav-
ÿeno je familijom konusa koje presecaju cilindriåni film ostavÿajuñi na emulziji zacrçeça u vidu
krivih razliåitog polupreånika krivine r; b) geometrijska veza izmeœu polupreånika komore R i po-
lupreånika krivine r pri odreœenom uglu izmeœu upadnog i difraktovanog snopa, 2θ; c) slika razvije-
nog filma.
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Kad se na osnovu prethodne jednakosti, u Bragovoj jednaåini 2 sinθ zameni sa r/R
dobija se:

Tako, na osnovu poznate strukture kristala (d) moæe da se odredi talasna duæina
upotrebÿenog x-zraåeça pomoñu eksperimentalno odreœene vrednosti r i poznatog
polupreånika komore R. Obrnuto, kad je poznata talasna duæina x-zraåeça, moæe da
se ispituje struktura kristala i da se odredi veliåina d.

7.2.4 Kontinualno i karakteristiåno rendgensko zraåenje

Pomenuli smo ranije, da x-zraåeçe nastaje u rendgenskim cevima, pri interak-
ciji brzih elektrona sa atomima antikatode. Kad energija elektrona, kojima se bom-
barduje antikatoda, ne prelazi odreœenu vrednost, karakteristiånu za materijal anti-
katode, nastaje x-zraåeçe koje, sliåno “beloj” svetlosti, ima kontinualni spektar.
Ovo zraåeçe naziva se zakoåno rendgensko zraåeçe. Zavisnost intenziteta od ta-
lasne duæine zakoånog rendgenskog zraåeça predstavÿena je krivama na Slici
7.2.14, za antikatodu od volframa. Na slici su prikazana tri spektra nastala pri ener-
gijama elektrona od 30, 40 i 50 KeV, redom. Krive imaju maksimum i sa strane
veñih talasnih duæina asimptotski se pribliæavaju nuli. Sa strane niæih talasnih
duæina, pri nekoj odreœenoj talasnoj duæini λg, krive se strmo spuãtaju ka nultoj
vrednosti intenziteta. Sa slike se vidi da vrednost graniåne (najniæe) talasne duæine
kontinualnog rendgenskog spektra zavisi od energije elektrona pri åemu vaæi:

λ1g > λ2g > λ3g za E1 < Ε2 < E3 gde je λ1g, graniåna talasna duæina kontinualnog rend-
genskog spektra kad je energija elektrona E1, itd. Ova talasna duæina obiåno se zove
kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog spektra.

r

R
--- tg2θ 2θ 2 θ.sin∼sin∼=

d
r

R
--- nλ.=

Slika 7.2.14 Kontinualni rendgen-
ski spektar volframa. Krive 1, 2 i 3
odgovaraju energijama elektrona od
30, 40 i 50 KeV, redom. Preseci kri-
vih sa apscisom predstavÿaju gra-
niåne talasne duæine kontinualnog
spektra (λg).λ/pm
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Zakoåno (kontinualno) x-zraåeçe nastaje u interakciji brzih elektrona s ato-
mima mete (antikatode). Na upadne elektrone, kao na naelektrisane åestice, deluju
jezgra atoma mete, meçajuñi im brzinu i oblik putaçe, zbog åega dolazi do emisije
elektromagnetnih talasa (rendgenskog zraåeça). Frekvencija emitovanog zraåeça
zavisi od koliåine energije koju elektron izgubi pri takvoj interakciji. Energija E
emitovana u jednoj sekundi zbog koåeça elektrona u poÿu jezgra atoma antikatode,
prema klasiånoj (Maksvelovoj) elektromagnetnoj teoriji, moæe da se prikaæe jed-
naåinom (pogledati poglavÿe 9.3 i jednaåinu 9.3.8):

(7.2.9a)

pri åemu su e, naelektrisaçe, , radijus vektor a  brzina elektrona. c je brzina
svetlosti a ε0, dielektriåna konstanta vakuuma. Energija koja se emituje potpunim
zaustavÿaçem elektrona poåetne brzine υ0, za vreme ∆t i pri stalnom usporeçu

elektrona, :

 je:

(7.2.9b)

Jednaåina (7.2.9b) pokazuje da je emitovana energija veña ukoliko je usporenje
elektrona a veñe, odnosno poåetna brzina υ0 elektrona veña, a ∆t maçe. Elektroni s
veñom poåetnom brzinom potpuno se zaustavÿaju posle duæeg intervala ∆t (u od-
nosu na elektrone s maçom poåetnom brzinom). Zbog kvadratne zavisnosti energije
E od poåetne brzine elektrona υ0, a linearne zavisnosti od 1/∆t, emitovana energija E
veña je kod elektrona s veñom poåetnom brzinom iako se oni zaustavÿaju u veñem
intervalu vremena ∆t. Razvijaçem funkcije E u Furijeov integral (videti poglavÿe
8), dobija se kontinualni spektar s maksimumom energije åija se apscisa, s porastom
poåetne energije elektrona, pomera ka krañim talasnim duæinama u skladu s eksperi-
mentalno dobijenim spektrima rendgenskog zraåeça sa Slike 7.2.14. Pri razvijaçu
u Furijeov integral javÿaju se, meœutim, frekvencije proizvoÿnih veliåina, odakle
proizlazi zakÿuåak da spektar rendgenskog zraåeça ne sme da bude ograniåen ni sa
jedne strane, a on to jeste sa strane krañih talasnih duæina (veñ pomenuta kratkota-
lasna granica zakoånog rendgenskog zraåeça). Ovo ukazuje na ograniåenost pri-
mene klasiåne elektrodinamike na razmatraçe ove pojave.

Kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog zraåeça moæe da se objasni
teorijom o postojaçu kvanata energije ili fotona. Pri sudaru elektrona i jezgra mete

meça se impuls i energija elektrona a pojavÿuje se foton sa impulsom  i s frek-
vencijom ν odnosno sa energijom hν. Sa druge strane, jezgro atoma mete s masom

M, koje je do interekcije sa elektronom mirovalo, dobija impuls  i energiju En. Za
ovu interakciju napisañemo zakon o odræaçu impulsa i energije:

dE

dt
------- e2

6πε0c
3

---------------- d
2
r

dt
2

-------
2 e2

6πε0c
3

---------------- dυ

dt
------

2
= =

r υ

a

a dυ

dt
------= 

 

E
e

2

6πε0c
3

----------------a
2
∆t

e
2

6πε0c
3

---------------- υ0( )
2

∆t
------------ .= =

p

pn



7.2 X-ZRAÅENJE 261

E:\07.fm 7/1/04

(7.2.10)

(7.2.11)

gde su  i  impulsi elektrona pre i posle sudara; Ee i E′e su poåetna energija
elektrona i energija elektrona posle sudara. Na osnovu detaÿne analize ovako posta-
vÿenih jednaåina sledi, da se foton moæe emitovati u bilo kom pravcu i sa energijom
izmeœu nule i neke najveñe vrednosti. Najveña vrednost energije emitovanih fotona
jednaka je kinetiåkoj energiji T (T = Ee - m0c2) elektrona; m0 je masa mirovaça
elektrona. Prema tome:

(7.2.12)

Iz jednaåine (7.2.12), u kojoj je hv energija emitovanog fotona (h je Plankova kon-
stanta, e naelektrisaçe elektrona, a c brzina svetlosti), T kinetiåka energija koju su
elektroni stekli ubrzavaçem u elektriånom poÿu, pri åemu je napon izmeœu elek-
troda iznosio U, odreœuje se kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog
spektra λg . Ovako izraåunata vrednost kratkotalasne granice slaæe se sa onom koja
se dobija iz eksperimenta.

Na Slici 7.2.15 prikazana je kriva zavisnosti intenziteta rendgenskog zraåeça
od talasne duæine, za molibden, pri energiji elektrona od 35 keV. Na krivoj koja ima
kontinualan oblik zapaæaju se dva oãtra maksimuma, pri strogo definisanim talas-
nim duæinama λ1 i λ2. Oni odgovaraju spektralnim linijama karakteristiånog rend-
genskog zraåeça.

Karakteristiåno rendgensko zraåeçe je drugi vid x-zraåeça i ima diskretni ili
linijski spektar, koji je tipiåan (karakteristiåan) za odreœeni atom odnosno hemijski
element. Takav spektar odslikava strukturu unutraãçih energijskih nivoa atoma kao
ãto optiåki spektar odraæava energijski raspored spoÿaãnih nivoa atoma. Mehanizam
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Slika 7.2.15 Rendgenski spektri iridijuma (1),
molibdena (2) i volframa (3) pri energiji upadnih
elektrona od 35 keV. Na kontinualni spektar moli-
bdena superponirana su dva oãtra maksimuma na
talasnim duæinama λ1 i λ2 ãto odgovara spektralnim
linijama karakteristiånog rendgenskog zraåeça.
Energija upadnih elektrona nije bila dovoÿna za
pobuœivaçe rendgenskog karakteristiånog spektra
iridijuma i volframa. λ/pm
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emisije zraåeça iz atoma uvek je isti bilo da je reå o karakteristiånom rendgenskom
zraåeçu (energija fotona reda veliåine KeV-a) ili o zraåeçu mnogo maçe energije
(red veliåine eV-a), jer prema Borovom tumaåeçu atom emituje energiju pri prelazu
elektrona iz viãeg u niæe kvantno staçe. Kad se prelazi vrãe izmeœu kvantnih staça
spoÿaãçih elektrona (åija je energija veze reda veliåine nekoliko eV) nastaje optiåki
spektar. S druge strane, karakteristiåno x-zraåeçe javÿa se pri prelazu elektrona sa
viãih energijskih nivoa na K, L ili M nivo, dakle, na nivoe koji imaju najveñu ener-
giju veze elektrona. Ovi unutraãçi nivoi atoma su, za razliku od spoÿaãçih, pot-
puno ispuçeni elektronima: nivo K (n = 1) sa dva elektrona; nivo L (n = 2) sa osam
elektrona; nivo M (n = 3) sa 18 elektrona, itd., pa se pod normalnim uslovima pre-
lazi na ove nivoe i ne dogaœaju (sa n se oznaåava glavni kvantni broj). Na Slici
7.2.16a kao primer data je ãema energijskih nivoa bakra (Cu), koji u atomskom
omotaåu ima 29 elektrona. Prelaz elektrona na K, L ili M nivo postaje moguñ ako se
u ovim nivoima uprazni bar jedno elektronsko mesto. To se postiæe bombardo-
vaçem atoma elektronima (ili fotonima) velike energije, koji imaju energiju koja je
jednaka ili je veña od energije veze elektrona K, L ili M nivoa odgovarajuñeg atoma.

Vrednost ove energije moæemo da izraåunamo koriãñeçem Borove jednaåine za
energiju elektrona u nivou odreœenim kvantnim brojem n. Na primer, za bakar
(Z=29), na osnovu jednaåine: E = -hcR (Z-1)2, za elektron u K-nivou (n = 1) dobija
se vrednost od 10670 eV. U prethodnoj jednaåini, h je Plankova konstanta, c brzina
svetlosti a R Ridbergova konstanta, dok je konstata zaklaçaça 1. Ovi brzi elektroni
(odnosno fotoni) pobuœuju ili jonizuju atom, stvarajuñi pri tome prazninu u nekom
od unutraãçih nivoa atoma (K, L,...). Nastala praznina, na primer u K-nivou, posle
vrlo kratkog vremena (10-8s), popuçava se elektronom koji prelazi sa energijski
viãeg nivoa, ãto je prañeno emisijom x-kvanata energije hv koja odgovara razlici
energija nivoa izmeœu kojih se dogodio prelaz. Dakle, rendgenski karakteristiåni
spektri nastaju prelazom elektrona na K-nivo (sa L, M, N, ...); na L-nivo (sa nivoa M,
N); na M-nivo (sa nivoa N, ...). Spektralne linije koje nastaju prelazom elektrona na
K-nivo oznaåavaju se kao Kα, Kβ, Kγ u zavisnosti od toga da li elektron prelazi sa L

Slika 7.2.16 Ãema energijskih nivoa atoma bakra; a) nivoi energije; b) spektar rendgenskog
karakteristiånog zraåeça.
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(Kα), sa M (Kβ) ili N (Kγ) nivoa. Spektralne linije koje prate prelaz na L-nivo oznaåa-
vaju se kao Lα, Lβ, Lγ zavisno od toga da li se prelaz vrãi sa M, N nivoa. Pri prelazu
na M nivo, nastaje zraåeçe åije spektralne linije oznaåavamo sa Mα, Mβ, Slika
7.2.16b. Napomenimo da svaki prelaz elektrona na upraæçeno mesto u niæem ni-
vou, stvara novo prazno mesto, ãto za posledicu ima sukcesivne prelaze elektrona sa
viãih nivoa na doça upraæçena mesta, uz emisiju x-fotona odgovarajuñe energije.
Rendgenski spektri svih elemenata sastoje se od malog broja linija, koje su na sliåan
naåin rasporeœene a imaju jednu istu finu strukturu.

Emisija x-zraåeça ima i alternativni proces, a to je emisija Oæeovih elektrona.
Pojava je nazvana u åast nauånika Pjera Oæea (Pierre Victor Auger), koji ju je otkrio
1937. godine. Naime, ãupÿina nastala u K, L, nivou (zbog åega je atom u po-
buœenom staçu) popuçava se elektronom sa viãeg nivoa ali elektronski prelaz ne
prati emisija x-kvanta sa energijom koja bi odgovarala razlici energija nivoa izmeœu
kojih se prelaz dogodio. Na primer, kod prelaza elektrona sa L na K-nivo, ova raz-
lika energije iznosi EK - EL gde su EK i EL energija nivoa K i L i çen ekvivalent se,
kod Oæeovog efekta, troãi za izbijaçe elektrona iz nekog od viãih energijskih nivoa,
npr. M nivoa. U tom sluåaju, elektron sa M nivoa biva udaÿen iz atoma (atom se jo-
nizuje) s kinetiåkom energijom T, koja je jednaka T = (EK - EL) - EjM, gde je EjM ener-
gija veze elektrona u M-nivou (ili energija koja je potrebna da se elektron sa M-ni-
voa udaÿi iz atoma). Oæeov proces dovodi do nastanka dve ili viãe novih ãupÿina u
energijskim nivoima elektrona. Na Slici 7.2.17 ãematski su predstavÿeni radijacioni
(emisija fotona) i Oæeovi (neradijacioni) procesi. Kad se uzmu u obzir oba procesa,
radijacioni i Oæeov, jasno je da intenzitet emitovanog x-zraåeça zavisi od vero-
vatnoñe Oæeovog procesa.

Fluorescentni prinos w definiãe se kao odnos broja emitovanih fotona rend-
genskog zraåeça u datoj spektralnoj seriji prema ukupnom broju nastalih praznina,
N po jedinici vremena:

Slika 7.2.17 Tipovi prelaza: a) radijacioni; b) Oæeov.
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gde je nKα1, itd. broj x-fotona odgovarajuñe frekvencije. Oåigledno je to da je Oæeov
prinos jednak (1-w). Za datu spektralnu seriju w raste s rednim brojem elementa Z.
Oæeov prinos naroåito je veliki kod lakih atoma, Slika 7.2.18.

7.2.5 Fina struktura rendgenskih spektralnih linija

Rendgenski spektri po svojoj prirodi su jednoelektronski spektri. Ãema ener-
gijskih nivoa (termova) atoma s jednom prazninom, u inaåe popuçenoj elektronskoj
ÿusci, sliåna je onoj kod alkalnih atoma. Hajzenberg je joã 1931. godine pokazao da
je energijsko staçe atoma s jednom prazninom u odnosu na potpuno popuçeni
energijski nivo ekvivalentno staçu atoma s jednim elektronom u odreœenom nivou.
Kao i kod alkalnih atoma, svaki energijski nivo sastoji se od (2n-1) viãe ili maçe
bliskih podnivoa (n je glavni kvantni broj), Slika 7.2.19.

Na levoj strani slike oznaåeni su nivoi energije K, L, M (kojima odgovaraju
vrednosti glavnog kvantnog broja n = 1,2,3,... redom), a desno je uz svaki podnivo
napisana vrednost kvantnih brojeva l i j. Za prelaze vaæe pravila izbora: ∆l = +1 ili -
1, a za ∆j = 0, -1 ili +1. Sa slike se vidi da su Kα, Kβ, i Kγ dubleti. Dakle, moæemo da
zakÿuåimo da linije Kα, Kβ, Lα, Lβ, itd. imaju finu strukturu odnosno da se svaka od
çih sastoji od nekoliko vrlo bliskih linija razliåitog intenziteta.

Slika 7.2.18 Fluorescentni prinos w za K
i L rendgensku seriju u zavisnosti od rednog
broja Z.
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Slika 7.2.19 Fina struktura
rendgenskih spektralnih linija.
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7.2.6 Mozlijev zakon

Rendgenski spektri svih elemenata
imaju relativno mali broj spektralnih linija,
koje su na sliåan naåin rasporeœene jedna u
odnosu na drugu, a imaju istu finu struk-
turu. Pri poveñaçu rednog broja Z ele-
menta, rendgenski spektar pomera se u
kratkotalasnu oblast, ne meçajuñi svoju
strukturu. Ova zakonitost izraæena je za-
konom Mozlija (H. G. J. Moseley, 1885-
-1915), prema kome je kvadratni koren
frekvencije emitovanog rendgenskog zra-
åeça odreœene serije, linearna funkcija
rednog broja Z elementa, Slika 7.2.20.
Mozlijevi eksperimenti u vreme kada su iz-
vedeni imali su ogroman znaåaj za odreœi-
vaçe naelektrisaça jezgra atoma. Oni su i
pokazali da su osobine atoma (a takva oso-
bina je i frekvencija emitovanog x-zraåeça) funkcija rednog (atomskog) broja ele-
menta.

Na osnovu Borovog modela atoma ova empirijski otkrivena zakonitost (1913.
godine) moæe da se prikaæe jednaåinom:

U prethodnoj jednaåini R je Ridbergova konstanta, c brzina svetlosti, n i k su
prirodni brojevi (n < k), dok je a konstanta zaklaçaça (vodi raåuna o uticaju drugih
elektrona na efektivno naelektrisaçe kojim jezgro deluje na elektron koji vrãi pre-
laz). Za K seriju a = 1, za L seriju a = 7,5.

7.2.7 Rendgenski apsorpcioni spektri

Ako snop polihromatskog x-zraåeça propustimo kroz neki materijal, nastaje
rendgenski apsorpcioni spektar. Ovaj spektar nema linijsku strukturu, a nema ni
oãtre linije odreœene talasne duæine kao kod optiåkog spektra u apsorpciji. On se
sastoji iz traka s oãtrim ivicima sa strana veñih talasnih duæina. Kontinualnost rend-
genskog apsorpcionog spektra ukazuje na to da jedno od dve energije staça izmeœu
kojih se dogaœa apsorpcija nije kvantovano. Objasnimo ovo boÿe. Apsorbujuñi
energiju, elektron (npr. iz K-nivoa) moæe da preœe u neki od nezaposednutih opti-
åkih nivoa ili u oblast iznad granice serije (granice jonizacije), Slika 7.2.21a. Ako se
zna da su energijske razlike izmeœu optiåkih nivoa zanemarÿivo male u odnosu na
energijski razmak izmeœu nivoa odgovornih za rendgenske spektre (red veliåine eV
i MeV), zakÿuåujemo da se apsorbuje energija koja je jednaka granici serije ili je za
neki (bilo koji) iznos veña od çe. Ovo i uslovÿava izgled apsorpcionog spektra koji
je prikazan na Slici 7.2.21b. Oãtra ivica sa strane veñih talasnih duæina odgovara ap-

Slika 7.2.20 Mozlijev zakon.
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sorpciji granice K serije (apsorpciji energije koja je jednaka energiji jonizacije iz
K-nivoa), a kontinualni spektar s leve strane ivice pokazuje da su elektroni preãli iz
vezanog (kvantovanog) u slobodno (nekvantovano) staçe. Kod apsorpcije iz L-ni-
voa, javÿaju se, sa strane veñih talasnih duæina, tri oãtre ivice koje odgovaraju trima
talasnim duæinama (ili energijama). Ovo stoga ãto se L (n = 2) nivo sastoji iz tri pod-
nivoa, pa, praktiåno, postoje tri (ali dosta bliske) vrednosti energije za granicu L
serije. Napomenimo da postojaçe kontinuuma energije u apsorpciji ukazuje na to da
je nastalo upraæçeno mesto u nekom od unutraãçih slojeva atoma.

Primeri

Primer 7.2.1 Odrediti energije K, L i M-nivoa atoma (a zatim ih predstaviti ãe-
matski) ako je λKα = 2,75 Å, λKβ = 2,54 Å, a talasna duæina koja odgovara granici K-
serije iznosi λK= 2,49 Å. Kolika je talasna duæina Lα linije? O kojem elementu je
reå?

REÃENJE:

Izraåunañemo prvo energije koje odgovaraju Kα , Kβ kvantima, odnosno kvan-
tu granice K serije:

Na sliåan naåin dobija se za:
EKβ = 4,940 keV; EK = 4,980 keV,
Energija K-nivoa je EK = -4,980 keV,
EL - EK = Ekα = 4,515 keV; EL = -4,980 + 4,515 = -0,465 keV,
EM - EK = Ekβ = 4,940 keV; EM = -4,980 + 4,940 = -0,040 keV.
Izraåunajmo sada talasnu duæinu Lα , linije: 
ELα = EM - EL = -0,040 + 0,465 = 0,425 keV; λLα = hc/E = 29 Å.
Primeçujuñi izraz: v = R (Z - 1)2 (1/12 - 1/22) odrediñemo o kojem elementu je reå:

 (Ti)

Slika 7.2.21 Poreklo apsorpci-
onog spektra: a) ãema energijskih
nivoa; b) rendgenski apsorpcioni
spektar. Oãtre ivice sa definisanom
talasnom duæinom odgovaraju vre-
dnosti talasne duæine (energije) gra-
nice serije. Kod L serije granica je
trostruka (jer se L-nivo sastoji od tri
podnivoa), a u sluåaju M serije gra-
nica je petostruka jer se M-nivo sa-
stoji od pet podnivoa.
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Primer 7.2.2 Pri ozraåivaçu atoma kriptona monohromatskim rendgenskim zra-
åeçem talasne duæine λ, zapaæeno je da u nekim sluåajevima izleñu iz atoma dva
elektrona: fotoelektron osloboœen iz K-nivoa i elektron osloboœen Oæeovim efek-
tom iz L-nivoa. Energija veze K i L elektrona su 14,4 i 3,0 keV, redom. Odrediti ki-
netiåku energiju oba elektrona ako je talasna duæina upotrebÿenog rendgenskog
zraåeça 0,65 Å.

REÃENJE:

Odredimo najpre energiju kvanta x-zraåeça:

pa je kinetiåka energija elektrona izbijenog sa K-nivoa:
Tk = Eλ – EK = 19,1 keV – 14,4 keV = 4,7 keV a kinetiåka energija Oæeovog elekt-
rona je:
TOæe = (EK–EL) – EL = (14,4 – 2,0) –2,0 = 10,4 keV.

7.3 KOMPTONOV EFEKT

DODATAK 7.3

D-7.3.1 Relativistiåke jednaåine

Masa åestice koja se kreñe brzinom  je:

(D-7.3.1)

gde je  masa mirovaça åestice, a c brzina svetlosti u vakuumu. Mehaniåki impuls  (ko-
liåina kretaça) je:

. (D-7.3.2)

Ukupna energija slobodne åestice koja se kreñe brzinom  je:

. (D-7.3.3)

Iz (D-7.3.2) i (D-7.3.3) sledi:

. (D-7.3.4)
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Iz (D-7.3.4) sledi:

ãto smenom u (D-7.3.3) daje:

odakle se dizaçem na kvadrat cele jednaåine dobija:

a reãavaçem po E dobija se veza izmeœu ukupne energije relativistiåke åestice i çenog im-
pulsa:

(D-7.3.5)

Za slobodnu relativistiåku åesticu (potencijalna energija je jednaka nuli), ukupna energija E
predstavÿa zbir kinetiåke energije T i energije mase mirovaça:

odakle se zameçivaçem u (D-7.3.5) dobija veza izmeœu impulsa i kinetiåke energije åestice:

(D-7.3.6)

Za åestice åija je masa mirovaça jednaka nuli (foton, neutrino), iz (D-7.3.5) i (D-7.3.6) do-
bija se jednostavan odnos izmeœu energije i impulsa:

(D-7.3.7)

Kad se åvrsto telo izloæi dejstvu monohromatskog rendgenskog ili -zraåeça
dolazi do rasejavaça zaraåeça. U spektru rasejanog zraåeça zapaæa se, pod
odreœenim eksperimentalnim uslovima, pored zraåeça talasne duæine , koja odgo-
vara talasnoj duæini upadnog snopa i zraåeçe neãto veñe talasne duæine, ’. Po-
moñu zakona klasiåne fizike nije se moglo objasniti zaãto se u rasejanom snopu ja-
vÿa i zraåeçe veñe talasne duæine od talasne duæine upadnih talasa.
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Kompton (Artur Holly Compton,
1892–1962, Nobelova nagrada za fiziku
1927), izveo je niz eksperimenata tokom
1922/23. godine ispitujuñi (Bragovim)
spektrometrom sastav rasejanog rendgen-
skog zraåeça. Na Slici 7.3.1 prikazana je
ãema Komptonovog ogleda. Monohro-
matsko x-zraåeçe sa antikatode, posle pro-
laska kroz dijafragmu, pada na neko åvrsto
telo sa kojeg se rasejava. Rendgenska cev
moæe da se pomera, åime se meça ugao 
izmeœu pravca upadnog snopa i pravca ra-
sutog zraåeça, koje dolazi do kristala
rendgenskog spektrometra, pomoñu kojeg
se odreœuju çegova talasna duæina i inten-
zitet.

Spektri zraåeça rasutog sa grafita, pri razliåitim uglovima , prikazani su na
Slici 7.3.2 (levo). Spektar prikazan na slici (osim kada je ugao , sadræi dva
maksimuma i ukazuje na postojaçe komponente zraåeça s talasnom duæinom ,
koja odgovara talasnoj duæini upadnog zraåeça, i komponente zraåeça s pro-
meçenom talasnom duæinom ’. Razlika ovih dveju talasnih duæina ( ’– )
raste s porastom ugla rasejavaça . Na Slici 7.3.2 (desno) prikazani su spektri x-
-zraåeça rasuti razliåitim elementima ali u istom pravcu . Kod berilijuma koji je
najlakãi (A=9) intenzitet komponente zraåeça s promeçenom talasnom duæinom
veñi je od intenziteta komponente åija je talasna duæina ostala ista. S porastom
atomske mase intenzitet komponente s promeçenom talasnom duæinom opada i u
rasejanom zraåeçu preovladava komponenta åija se talasna duæina ne meça. Treba
uoåiti to da veliåina promene talasne duæine  ne zavisi od prirode supstancije,
veñ samo od ugla rasejavaça .

Kako je veñ reåeno, Komptonovi eksperimenti nisu mogli da se objasne zako-
nima klasiåne elektrodinamike prema kojima se zraåeçe uzima kao talasna pojava.
Teorijsko objaãçeçe efekta predloæio je sam Kompton polazeñi od pretpostavke da
zraåeçe ima åestiånu prirodu, odnosno da se sastoji od diskretnih kvanata – fotona.
Foton je åestica koja ima masu mirovaça jednaku nuli, odreœenu energiju hv ali i
impuls hv/c [jednaåina (D-7.3.7)], gde je h Plankova konstanta, v frekvencija, a c
brzina svetlosti.

Efekt sada lako moæe da se kvalitativno objasni. Foton se elastiåno sudara sa
slabo vezanim elektronom (uslov da je elektron slabo vezan, u stvari, znaåi da je
energija veze elektrona u atomu zanemarÿivo mala u odnosu na energiju koju elek-
tron primi sudarom i da moæe da se potpuno zanemari u razmatraçu pojave). Pri su-
daru elektron preuzima deo energije fotona pa je çegova energija posle rasejavaça
maça od energije pre rasejavaça. Poãto je talasna duæina obrnuto proporcionalna
energiji (E=hc/ ), rasejani foton ima veñu talasnu duæinu od talasne duæine upad-
nog fotona. Pri tome, elektron napuãta atom brzinom koja zavisi od iznosa primÿene
energije. Najveña energija koju elektron primi od fotona moæe da ga dovede do kre-
taça brzinom koja je bliska brzini svetlosti, pa za kvantitativno tumaåeçe pojave
treba da se uzmu u obzir relativistiåki efekti i da se koriste odgovarajuñe jednaåine
relativistiåke mehanike.

Slika 7.3.1 Ãema Komptonovog eksperi-
menta. X-zraåeçe, rasejano sa åvrstog tela pod
uglom β u odnosu na upadni snop, pada na kri-
stal spektrometra S pomoñu koga mu se odre-
œuju talasna duæina i intenzitet.
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Za kvantitativni opis pojave
sluæimo se jednostavnom sli-
kom. Foton sa energijom hv i

impulsom  sudara
se sa elektronom koji miruje,
Slika 7.3.3a. Posle sudara fo-
ton nastavÿa da se kreñe sa im-
pulsom  pod uglom  u od-
nosu na prvobitni pravac
kretaça, a elektron odlazi sa
impulsom  pod uglom .
Kako je u pitaçu elastiåni su-
dar, vaæe zakoni o odræaçu
energije i impulsa. To znaåi da
zbir energija (i impulsa) slo-
bodnog fotona i elektrona pre
interakcije mora da bude jed-
nak zbiru energija (i impulsa)
fotona i elektrona posle raseja-
vaça. Naã ciÿ je da na osnovu
ovih zakona i drugih opãtih
jednaåina (veze izmeœu im-
pulsa i energije) naœemo izraz
koji povezuje eksperimental-
nim putem merÿive veliåine.

To su talasna duæina rasejanog x-zraåeça  i ugao rasejaça . Poãto u zakone
odræaça ulaze impuls i energija elektrona koje neposredno ne merimo, oni treba da
se pogodnim raåunskim transformacijama uklone.

Napiãimo sada zakon o odræaçu energije:

(7.3.1)

hv je energija fotona pre sudara, a  energija koja moæe da se pripiãe elektronu u
staçu mirovaça (  je masa mirovaça elektrona). Posle interakcije foton odlazi u

Slika 7.3.2 Prikaz Komptonovog efekta (levo): spektar x-
-zraåenja rasutog na grafitu, pri raznim uglovima β; (desno):
spektar x-zraåenja rasutog na raznim metalima pri stalnom β.
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pravcu  sa energijom  dok elektron odlazi sa energijom . U jednaåini
(7.3.1) energiju elektrona zameçujemo ekvivalentnim izrazom (koji je funkcija im-
pulsa elektrona), a na osnovu jednaåine (D-7.3.5):

(7.3.2)

Zakon o odræaçu impulsa napisañemo u vektorskom obliku:

(7.3.3)

pri åemu intenzitet impulsa fotona pre i posle rasejavaça iznosi hv/c i , re-
dom. Neka nam vektori impulsa fotona i elektrona predstavÿaju stranice trougla
ABC na Slici 7.3.3b. Ako na ovaj trougao odnosno vektorski dijagram primenimo
kosinusnu teoremu dobijamo:

ãto posle sreœivaça daje:

(7.3. )

U jednaåini (7.3.2) prebacujemo  na levu stranu i tako transformisani izraz
diæemo na kvadrat:

(7.3. )

Oduzmimo jednaåinu (7.3. ) od jednaåine (7.3. ):

Podelimo gorçu jednaåinu sa  pa dobijamo izraz:

(7.3.4)

Kako je  (  je talasna duæina) iz (7.3.4) dobija se:

(7.3.5)

Veliåina  zove se Komptonova talasna duæina i predstavÿa kombina-
ciju tri univerzalne konstante: Plankove konstante h, mase mirovaça elektrona  i
brzine svetlosti u vakuumu c. Komptonova talasna duæina  iznosi 0,0242 .

Na osnovu jednaåine (7.3.5) sledi da promena talasne duæine rasejanog
zraåeça u odnosu na talasnu duæinu upadnog zraåeça zavisi samo od ugla  ali ne
i od talasne duæine upadnog zraåeça . Za  = 0 nema promene talasne duæine dok
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je za  razlika u talasnoj duæini taåno jednaka Komptonovoj talasnoj duæini
. Najzad, najveña promena talasne duæine dobija se za ugao , kad se foton

odbija nazad s talasnom duæinom  Kako promena talasne
duæine ne zavisi od talasne duæine upadnog zraåeça , sledi da je relativna pro-
mena talasne duæine veoma razliåita za upadno x-zraåeçe razliåitih talasnih duæina.

Tako za x-zraåeçe s talasnom duæinom od 100 , promena talasne duæine iznosi
najviãe 4% od upadne talasne duæine . Kod x-zraåeça sredçe tvrdoñe

) promena talasne duæine je oko 10% od upadne talasne duæine, a za
-zraåeçe, promena talasne duæine je reda veliåine same .

Teorijski izvedena jednaåina (7.3.5) taåno tumaåi rezultate dobijene eksperi-
mentom. Proraåunajmo sada vrednosti kinetiåke energije s kojom odlazi elektron
posle Komptonovog rasejaça. Kinetiåka energija T elektrona biñe jednaka razlici
energija fotona pre i posle interakcije:

(7.3.6)

Iz jednaåine (7.3.4) dobija se:

(7.3.7)

Primer Neka upadno x-zraåeçe ima talasnu duæinu od . Kad je ugao
rasejaça :

ãto znaåi da elektron preuzima relativno mali deo energije (1/11) upadnog fotona.
Izraåunajmo sada T/hv kad je talasna duæina upadnog x-zraåeça 0,0242  pri istom
uglu rasejaça:

U ovom sluåaju elektron dobija veñi deo energije (1/2) fotona.
Odredimo sada pravac emitovanih elektrona. Sa Slike 7.3.3 sledi:
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(7.3.8)

Vratimo se na jednaåinu (7.3.4) koju ñemo napisati u obliku:

(7.3.9)

Zamenimo  iz jednaåine (7.3.9) u (7.3.8):

(7.3.10)

Na Slici 7.3.4 predstavÿena je zavisnost ugla pod kojim odlazi elektron od
ugla pod kojim se rasejava foton, kao grafiåki prikaz jednaåine (7.3.10) za tri raz-
liåite vrednosti talasne duæine .

Na Slici 7.3.5 su u obliku polarnog dijagrama prikazani pravci (i energije) rase-
janog fotona i elektrona u Komptonovom efektu.

Slika 7.3.4 Povezanost uglova  i 
izraåunata na osnovu 7.3.10. Kriva 1 odnosi
se na upadno zraåeçe talasne duæine

 kriva 2 je izraåunata za

, a kriva 3 za .
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Slika 7.3.5 Polarni dijagram prikazuje
pravce (i energije) rasejanog fotona i elektrona
u Komptonovom efektu. Dijagram je nacrtan
za talasnu duæinu upadnog zraåeça

. Pravac strelice oznaåava pra-
vac u kojem se rasejava foton odnosno elekt-
ron, dok je çena duæina srazmerna delu ener-
gije koju sa sobom nosi rasejani foton odnosno
elektron. Odgovarajuñi par vektora oznaåen je
istim brojem. Grafik moæe da se nacrta na os-
novu jednaåine 7.3.7.
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Joã treba da rastumaåimo zaãto je kod teæih atoma intenzitet linije s nepro-
meçenom talasnom duæinom znatno veñi od one s promeçenom talasnom
duæinom. Kod teæih atoma velika je verovatnoña za sudar fotona i unutraãçih,
åvrsto vezanih elektrona. Tada iznete pretpostavke za elastiåno rasejavaçe viãe ne
vaæe i mora da se pretpostavi da u tom sluåaju foton izmeçuje impuls i energiju s
atamom u celini, pa se zbog velike mase atoma energija fotona praktiåno ne meça.

Vilhelm Konrad Rendgen (Wilhelm Konrad Röntgen, 1845–
1923). Studirao je na Maãinskom fakultetu u Cirihu a bavio se
eksperimentalnom fizikom kao asistent Avgusta Kunta (August
Kundt, po çemu Kuntova cev). Po zavrãetku studija postaje
profesor na univerzitetima u Strazburu i Gisenu, gde predaje
fiziku i teorijsku fiziku. Na univerzitetu u Vircburgu, åiji rektor
kasnije postaje, predaje eksperimentalnu fiziku. Na ovom
univerzitetu otkriva rendgensko zraåeçe, a 1901. godine za
ovo otkriñe dobija prvu Nobelovu nagradu za fiziku. Rendgen
1900. godine prelazi na univerzitet u Minhenu, na kome pre-
daje do kraja æivota.

Maks fon Laue (Max von Laue, 1879–1960), rodio se u Pfa-
fendorfu (kod Koblenca, Nemaåka). Bio je Plankov student i
profesor u Cirihu, Frankfurtu, Berlinu i od 1946. godine direk-
tor Instituta za fiziåku hemiju i elektrohemiju u Berlinu. Çe-
gov predlog da se kristali ozraåe x-zracima prihvatili su Valter
Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) 1912.
godine. Za objaãçeçe opaæene interferencione slike Laue je
1914. godine dobio Nobelovu nagradu za fiziku. Time je defini-
tivno utvrœena talasna priroda x-zraka i prostorno periodiåna
struktura kristala.

Ser Viliem Henri Brag (Sir William Henry Bragg, 1862–1942),
rodio se u Vestvardu, Velika Britanija. Studirao je matematiku na
Kembriõu a takoœe i fiziku u åuvenoj Kevendiã laboratoriji. Ka-
snije postaje profesor fizike u Adelaidi (Australija), na Lidsu i na
London koleõu, a hemiju predaje na Kraÿevskom institutu. Bavi
se istraæivaçima u razliåitim oblastima fizike a do velikog ot-
kriña dolazi 1913. i 1914. godine, kada, zajedno sa sinom Loren-
som, postavÿa temeÿe nove grane nauke, analize kristalne struk-
ture pomoñu x-zraåeça. Otac i sin Brag pronalaze da se x-zraåeçe
moæe koristiti za sistematsko izuåavaçe strukture kristala. Za ovo
otkriñe, Henri i Lorens Brag nagraœeni su 1915. godine Nobelo-
vom nagradom za fiziku.
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Ser Viliem Lorens Brag (Sir William Laureance Bragg, 1890–
1971), sin je åuvenog fiziåara H. Braga. Roœen je u Adelaidi. Godine
1919. postaje profesor u Manåesteru, a 1937. postaje direktor nacio-
nalne fiziåke laboratorije. Od 1938. je profesor u Kembriõu, a od
1953. na Kraÿevskom institutu u Londonu. Kao dvadesetpetogo-
diãçak, zajedno sa svojim ocem H. Bragom, otkriva jednostavan i
elegantan metod za odreœivaçe talasne duæine rendgenskog zraåeça
difrakcijom na kristalima a samim tim postavÿa i temeÿe metode za
ispitivaçe strukture kristala pomoñu rendgenskog zraåeça, rend-
genske spektroskopije. Za ovo otkriñe, zajedno s ocem H. Bragom,
dobija 1915. godine Nobelovu nagradu za fiziku.

Henri Mozli (Henry Moseley, 1887–1915) je britanski hemiåar.
Raderfordov je uåenik a briÿantno je primenio x-zraåeçe na ispiti-
vaçe atomske strukture. Odredio je, metodom difrakcije na krista-
lima, frekvencije rendgenskog zraåeça velikog broja hemijskih ele-
menata, od aluminijuma do zlata, i pokazao da su kvadratni koreni
frekvencija linearna funkcija jedne veliåine koju je oznaåio sa Q, “a
koja raste za konstantni iznos od jednog elementa do drugog”. Za-
kÿuåio je da ta koliåina moæe samo da bude naelektrisaçe atomskog
jezgra i da ona odgovara rednom broju mesta koje odreœeni hemijski
element zauzima u periodnom sistemu elemenata. Mozli je sa 28 go-
dina poginuo u bici na Galipoÿu u Prvom svetskom ratu.

Artur Holi Kompton (Artur Holly Compton, 1892–1962), rodio
se u Vusteru (Ohajo, SAD) i doktorirao na Prinstonskom univerzi-
tetu 1916. godine. Godine 1920. postaje profesor Waãington uni-
verziteta u Sent Luisu, a 1923. Univerziteta u Åikagu. Od 1942. do
1945. godine bio je direktor Plutonijumskog istraæivaåkog projekta
na Åikaãkom univerzitetu a od 1945. do 1953. godine bio je i rektor
Vaãington univerziteta u Sent Luisu. Godine 1923, pretpostavÿa-
juñi da foton poseduje odreœeni impuls, uspeo je da objasni pro-
menu talasne duæine rendgenskih zraka pri rasejaçu sa materije.
Takoœe, on je prvi nauånik koji je dokazao totalnu refleksiju x-
-zraka. Isto tako, detaÿno se bavio istraæivaçem kosmiåkih zraka.
Za pronalazak efekta koji nosi çegovo ime Kompton je 1927. go-
dine dobio Nobelovu nagradu za fiziku.
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8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

8.1 DE BROLJIJEVA JEDNAÅINA

U prethodnim poglavÿima razmatrali smo pojave u kojima se ispoÿavaju
kvantni uticaji i åestiåna svojstva elektromagnetnog zraåeça. Tako je Plank pojavu
zraåeça crnog tela razjasnio uvoœeçem pretpostavke da energije oscilatora, koji
emituju zraåeçe, moraju da budu diskretne, kvantovane. Te energije izraæavaju se
kao celobrojni umnoãci veliåine hv, gde je h nova osnovna konstanta kojom se oz-
naåava jedinica, ili kvant, dejstva. Tako je poåetkom 20. veka u fiziku uvedeno sh-
vataçe o “åestiånosti” energije uporedo sa starom idejom o åestiånosti materije. Po-
lazeñi od diskretnosti energije i od pojma kvanta dejstva, pored zraåeça crnog tela
razreãeni su i drugi krupni problemi u fizici. Na primer, objaãçeni su stabilnost
atoma i fotoelektriåni efekt. Usvajajuñi i uopãtavajuñi Plankovu ideju o diskretnosti
energije, Ajnãtajn je objasnio fotoelektriåni efekt tako ãto je pretpostavio da svetlost
predstavÿa mlaz diskretnih porcija energije, fotona. Sliåno, objaãçeçe Komptono-
vog efekta zasnovano je na pretpostavci da fotonima mogu da se pripiãu i “åestiåna”
svojstva. Na primer, impuls, fotona kao åestice, p, moæe da se izrazi preko talasnih
parametara, frekvencije, , talasne duæine, , i brzine talasa (svetlosti) c:

. (8.1.1)

Kao i pre, h je Plankova konstantna. Ovi primeri pokazuju to da elektromagnetni ta-
lasi ispoÿavaju dvojaku (dualnu) prirodu, åestiånu i talasnu.

Dvojstvo u smislu åestiånog i talasnog, veñ prihvañeno za fotone, tj. za
elektro-magnetne talase, Luj de Broÿi (Prince Louis-Victor de Broglie, 1892–1987,
za otkriñe talasne prirode elektrona dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. go-
dine), je 1924. godine uopãtio i primenio na materijalne åestice. On je, postulirajuñi

talase materije, svakoj åestici koja ima impuls , gde je m masa, a  brzina,
pridruæio talas åija je talasna duæina . Pri tome je veza izmeœu talasne duæine i im-
pulsa materijalne åestice, utvrœena istim izrazom kao i za fotone, jednaåina (8.1.1):
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p
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c
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λ
---= =

p mυ= υ
λ
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. (8.1.2)

Izraz (8.1.2) se naziva De Broÿijeva jednaåina i od suãtinskog je znaåaja u
kvantnoj mehanici. Ovom jednaåinom izraæava se dvojnost åestica – talas. Pri tome
se podrazumeva da se dvojnost javÿa kao opãte svojstvo svih pojava – onih koje kla-
siåna fizika zove talasima, kao i onih koji se smatraju åesticama. Sam De Broÿi
kaæe:

“Ukratko, teorija savremene atomske fizike poåiva na novim shvataçima åes-
tica i çima pridruæenih talasa. Ova nova shvataça postepeno su se nametnula ot-
kriñem dvostruke prirode svetlosti; primeçena zatim na materijalne åestice, ova lo-
gika, potpuno izmenivãi naãu predstavu o åesticama uvoœeçem u teoriju materije
svojstva dvojnosti (talas-åestica) otkrivenog najpre kod svetlosti, omoguñila nam je
da najzad saåinimo taåne teorije o atomskim pojavama”.

8.1.1 Eksperimentalna potvrda De Broljijeve hipoteze

De Broÿijeva jednaåina potvrœena je nizom eksperimenata. Prvi pokuãaji da
se De Broÿijeva jednaåina potvrdi bili su usmereni na eksperimente u kojima bi åes-
tice ispoÿile talasna svojstva, dakle, na opaæaçe interferencije i difrakcije materijal-
nih åestica. Na primer, mlaz elektrona koji pod dejstvom napona U stiåe kinetiåku
energiju T:

(m,  i e su masa, brzina i naelektrisaçe elektrona, redom) odnosno impuls :

po De Broÿijevoj hipotezi ima talasnu duæinu :

. (8.1.3)

Ako je De Broÿijeva hipoteza ispravna, mlaz treba da daje iste difrakcione slike
posle nailaska na odgovarajuñi difrakcioni element, kakve bi nastale difrakcijom
elektromagnetnih talasa iste talasne duæine. Talasi se primetno difraktuju samo onda
kada je pukotina kroz koju prolaze istog reda veliåine kao çihove talasne duæine.
Ispitañemo sada kolike mogu da budu talasne duæine elektronima pridruæenih talasa.
Kada se u jednaåini (8.1.3) zamene brojne vrednosti prirodnih konstanti m, e i h u SI
sistemu jedinica, dobija se jednaåina:

(8.1.4)
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pomoñu koje lako moæemo da izraåunamo talasnu duæinu elektrona (u nanomet-
rima, 1 nm=10-9 m), kada je u jednaåinu (8.1.4) uvrstimo vrednosti ubrzavajuñeg na-
pona u voltima. U sledeñoj tabeli prikazano je nekoliko vrednosti parova  i U:

Tabela 8.1.1 Talasne duæine pridruæene elektronima

Kao ãto se iz tabele vidi, pri naponima koji nisu suviãe veliki, elektroni stiåu takav
impuls kojem prema De Broÿijevoj jednaåini odgovara pridruæena talasna duæina

reda veliåine angstrema (1 nm = 10 ). Talasnu duæinu ovog reda veliåine imaju i
x-zraci. U narednom delu biñe reåi o eksperimentima rasejavaça elektrona na kris-
talnoj reãetki koji su izvedeni u uvereçu da bi “elektronski talasi” mogli da se dif-
raktuju na kristalnoj reãetki na isti naåin kako se to dogaœa sa x-zraåeçem.

8.1.2 Devison-Dæermerov eksperiment

K. Dæ. Devison i i L. H.
Dæermer su izveli 1927.
godine prvi eksperiment
kojim je potvrœena De
Broÿijeva hipoteza. Ideja
eksperimenta bila je da
se utvrdi da li se elekt-
roni na monokristalu ne-
kog elementa difraktuju
poput x-zraåeça, i da se
na osnovu toga proveri
De Broÿijeva hipoteza.
Eksperiment je izveden u
visokom vakuumu da bi
se izbegli sudari elektro-
na sa molekulima iz vaz-
duha. Usijana volframo-

va æica emituje elektrone koji se, ubrzani elektriånim
poÿem koje stvara ubrzavajuñi napon, usmeravaju na
povrãinu monokristala nikla. Kristal nikla ima strukturu
povrãinski centrirane kubne reãetke, a za potrebe ekspe-
rimenta sa jedne strane je zaseåen tako da snop elektro-
na pada normalno na ravni sa Milerovim indeksima (1,
1, 1). Raspored atoma nikla na povrãini kristala prikazan
je na Slici 8.1.1, a ãema eksperimentalnog ureœaja na
Slici 8.1.2. Mlaz elektrona vertikalno pada na ravan
kristala a rasejane elektrone detektuje jonizaciona ko-
mora (kolektor), koja rotacijom u ravni upadnog mlaza
moæe da meri intenzitet rasejanih elektrona pod razliåitim uglovima , merenim u
odnosu na pravac upadnog snopa, Slika 8.1.2.

U(V) 10 50 100 1000 2000 4000 8000 104

(nm) 0,39 0,17 0,12 0,039 0,027 0,019 0,014 0,0039.

λ

λ

A°

Slika 8.1.1 Kristal nikla -
raspored atoma.

S a

Slika 8.1.2 Ãema Devison-
-Õermerovog eksperimenta.

Pogled
odozgo

Pogled
sa
strane

ϕ
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Promenÿivi napon koji ubrzava elektrone je reda nekoliko desetina volti. Na-
roåito intenzivnu difrakciju Devison i Õermer su zapazili pri naponu od 54 V, pod
uglom od 50°. Zavisnost intenziteta difraktovanih elektrona od ugla , pri
konstantnom ubrzavajuñem naponu, prikazana je polarnim dijagramom na Slici
8.1.3a. Za uporeœeçe, na Slici 8.1.3b prikazana je zavisnost intenziteta rasejanih
elektrona od ugla , u pravouglom koordinatnom sistemu.

Intenzivna difrakcija (rasejavaçe) elektrona u odreœenom pravcu, moæe da se
shvati kao talasna pojava i da se protumaåi na taj naåin. U prvoj aproksimaciji smat-
rañemo da se elekronski talasi difraktuju samo sa povrãine kristala. Tada, po analo-
giji sa Bragovom jednaåinom, do konstruktivne interferencije (elektronskih) talasa,
rasejanih atomima nikla sa povrãine kristala u odreœenom pravcu dolazi kada je raz-
lika çihovih puteva, , jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina, n .
Sa Slike 8.1.4b se vidi da putna razlika iznosi , pa je, prema tome, uslov za
konstruktivnu interferenciju:

(8.1.5)

Veliåina D odgovara rastojaçu izmeœu ekvidistantnih linija koje spajaju ni-
zove atoma na povrãini kristala, dakle u ravni normalnoj na ravan upadnog i difrak-
tovanog snopa, Slika 8.1.4a. Sa Slike 8.1.4a sledi da je D visina ravnostranog

ϕ

ϕ

δ λ
D ϕsin

δ D ϕsin nλ.= =

Slika 8.1.3 Zavisnost
intenziteta rasejanih elek-
trona od ugla rasejavaça
: a) u polarnom koordi-

natnom sistemu; b) u pra-
vouglom koordinatnom si-
stemu.

ϕ

Slika 8.1.4 Rasejavaçe elektrona sa nikla: a) povrãina kristala; b) uslov za
konstruktivnu interferenciju.
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trougla åija je stranica s, . Prema Slici 8.1.1 s odgovara polovini male di-

jagonale elementarne ñelije nikla, . Za kristalnu reãetku nikla (ivica ele-
mentarne ñelije) a = 0,351 nm, pa je:

Zamenom dobijene vrednosti za D, i ugla  za koji se dobija intenzivna difrakcija
(  = 50°), u jednaåini (8.1.5), nalazimo talasnu duæinu rasejanih elektrona:

(8.1.6)

Za iste elektrone, ubrzane naponom od 54 V, prema De Broÿijevoj jednaåini, izraz
(8.1.4), nalazimo:

. (8.1.7)

Dobro slagaçe izmeœu vrednosti talasne duæine , dobijene iz De Broÿijeve jed-
naåina i , izraåunate iz uslova za konstruktivnu interferenciju talasa, potvrœuje
vaÿanost De Broÿijeve hipoteze.

Ovako pojednostavÿena teorija, koja razmatra rasejaçe samo sa atoma na
povrãini kristala, nije u staçu da potpuno objasni Devison-Õermerov eksperiment.
Kada bi se elektroni difraktovali samo sa povrãine kristala, tada bi do konstruktivne
interferencije dolazilo kada se ispuni uslov (8.1.5), bez obzira na veliåinu ubrzava-
juñeg napona. Meœutim, Devison i Õermer su utvrdili da je difrakcioni maksimum
vrlo slabo izraæen za napone razliåite od 54 V, Slika 8.1.5. Dakle, nije dovoÿno raz-
matrati rasejaçe sa povrãine kristala veñ treba uzeti u obzir, kao u sluåaju x-zraåeça,

D s 3 2⁄=

s a 2 2⁄=

D 3 51
2

2
-------×

3
2

-------×, 0 215 nm.,= =

ϕ
ϕ

λ1 0 215 50°sin, 0 215 0 766,×, 0 165  nm.,= = =

λ2
1 225,

U
------------- 1 225,

54
------------- 0 1667 nm,= = =

λ2

λ1

Slika 8.1.5 Polarni dijagram rasejanih elektrona sa nikla. Slike pokazuju zavisnost intenziteta
rasejanih elektrona od ubrzavajuñeg napona.
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i difrakciju sa atoma koji leæe u dubini kristala. Slika 8.1.6 pokazuje relativne odnose
izmeœu upadnih elektrona koji padaju normalno na povrãinu kristala, elektrona rase-
janih pod uglom , i zamiãÿenih slojnih ravni kristala sa kojih se upadni elektroni
reflektuju. Normalno, u kristalu postoje samo åvorovi (u kojima su, u ovom sluåaju,
smeãteni atomi nikla) a slojne ravni se konstruiãu prema potrebi i to tako da svaka ra-
van prolazi kroz izvestan broj åvorova. Raspored åvorova u svakoj ravni je identiåan
a rastojaçe meœu slojnim ravnima je dovoÿno malo da meœu çima nema slobodnih
åvorova kristalne reãetke. Dakle, difrakcija elektrona sa atoma u kristalnoj reãetki,
pod uglom , moæe se shvatiti kao refleksija elektrona sa slojnih ravni koje su
konstruisane pod uglom  u odnosu na povrãinu kristala. Zbog jednostavnosti, raz-
matramo refleksiju sa slojnih ravni koje su normalne na ravan crteæa tako da se na
crteæ projektuju kao niz kosih linija. S obzirom na to da su slojne ravni povuåene
tako da se upadni snop sa çih reflektuje, meœu uglovima  i  postoji oåigledna
veza, , Slika 8.1.6. Do pojave konstruktivne interferencije (jakog mlaza
difraktovanih elektrona) dolazi kada se ispuni Bragov uslov, jednaåina (5.2.6):

gde je d rastojaçe meœu slojnim ravnima sa kojih dolazi do refleksije a ugao  se
meri od slojne ravni do upadnog zraka, Slika 8.1.6. Rastojaçe d moæe da se izrazi
preko rastojaça meœu atomima na povrãini kristala, D, i ugla koji slojne ravni
zaklapaju sa povrãinom kristala, :

. (8.1.8)

S obzirom na to da su uglovi  i  komplementrani, , Bragov uslov
za konstruktivnu interferenciju moæemo da napiãemo u obliku:

. (8.1.9)

Zamenom d iz (8.1.8) u (8.1.9) nalazimo da je:

a imajuñi u vidu da je , Slika 8.1.6, sledi:

Posledça jednakost je ista kao i jednaåina (8.1.5), dakle, uslov za difrakciju je isti
bez obzira na to da li se razmatra rasejaçe samo sa povrãine kristala ili i po çegovoj
zapremini. Meœutim, postoji bitna razlika izmeœu dva sluåaja difrakcije. Za difrak-
ciju po zapremini kristala, pored uslova (8.1.9) treba da se ispuni joã i uslov da slo-
jne ravni konstruisane pod uglom  imaju dovoÿno veliku retikularnu gustinu10 da
se refleksija sa çih ispoÿi kao oåigledni maksimum. Ako ovakve ravni ne mogu da

10 Retikularnu gustinu definiãemo kao broj atoma po jedinici duæine.
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se povuku, tada se izraziti difrakcioni maksimum i ne pojavÿuje åak i kada je is-
puçen Bragov uslov. Prema tome, uslov za konstruktivnu interferenciju (8.1.5)
jeste potreban ali ne i dovoÿan za nastajaçe difrakcionog maksimuma. Dodatni us-
lov je da ravni pod uglom  u odnosu na povrãinu kristala (uvek je ) imaju
dovoÿno veliki broj atoma po jedinici povrãine. Dva uslova za konstruktivnu inter-
ferenciju mogu se izraziti na sledeñi naåin:

. (8.1.10)

Iz jednaåine (8.1.10) sledi da serija difrakcionih maksimuma moæe da se dobije ako
se intenzitet snopa rasejanog pod konstantnim uglom  meri u funkciji talasne
duæine upadnih elektrona. Svaki maksimum bi odgovarao jednoj vrednosti celobro-
jnog faktora n. Da bi proverili i ovaj aspekt izraza (8.1.10) Devison i Õermer su
merili zavisnost intenziteta rasejanih elektrona u funkciji çihove talasne duæine pri
konstantnom uglu rasejaça, Slika 8.1.7. Zaista, opaæena je serija difrakcionih mak-
simuma pri åemu svaki maksimum odgovara odreœenom redu difrakcije n. Time je
dodatno potvrœena talasna priroda rasejaça elektrona, tj. De Broÿijeva hipoteza da
se materijalnim åesticama mogu pripisati i talasna svojstva.

Slika 8.1.6 Refleksija elektron-
skih talasa sa pararelnih ravni koje
zaklapaju ugao  sa povrãinom
kristala.
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8.1.3 Difrakcija elektrona – Tomsonova metoda

Õ. P. Tomson je 1927. godine, skoro istovremeno kad i Devison i Õermer,
izveo seriju eksperimenata kojima je, takoœe, potvrœeno da åestice imaju talasna
svojstva. Tomson je struju brzih elektrona propuãtao kroz vrlo tanke metalne listiñe
a difraktovani elektronski snop registrovao na fotografskoj ploåi. Posle razvijaça,
na fotoploåi uoåavaju se serije koncentriånih krugova, Slika 8.1.8c, kakve bi proiz-
veli x-zraci iste talasne duæine, Slika 8.1.9b, ãto ukazuje na talasnu prirodu elektron-
skog mlaza. Difrakciona slika moæe da se poremeti pomoñu magneta, Slika 8.1.9c,
ãto potvrœuje da se zaista difraktuju elektroni, a ne moæda neko drugo, tokom ekspe-
rimenta, zaostalo zraåeçe.

Za razliku od Devison-Õermerovog, u Tomsonovom eksperimentu koriste se
elektroni velikih energija, 10 i viãe keV, a difrakcioni element nije monokristal veñ
polikristalni listiñ u kome je veliki broj kristaliña proizvoÿno orijentisan. Prema
tome, Tomsonova metoda je ekvivalentna Debaj-Ãererovoj metodi  kod  difrakcije
x-zraåeça. U jednoj varijanti Tomsonovog eksperimenta elektroni ubrzani naponom
od nekoliko hiÿada volti difraktuju se sa pÿosni haotiåno usmerenih kristaliña alu-
minijuma. Tada, za svaku energiju elektrona (i za odgovarajuñu De Broÿijevu ta-
lasnu duæinu elektrona) mogu da se naœu mikrokristali koji u prostoru zauzimaju
poloæaj takav da zadovoÿavaju Bragov uslov za neki niz reflektujuñih ravni. Kao re-
zultat ovakve difrakcije na zaklonu se dobija difrakciona slika koju åine prstenovi
razliåitih polupreånika, Slika 8.1.8b. Aluminijum ima strukturu povrãinske centri-
rane kubne reãetke, Slika 8.1.8a. Rastojaçe d meœu slojnim ravnima sa Milerovim
indeksima (h, k, l), za kubnu reãetku nalazimo iz relacije:

(8.1.11)

gde je a duæina ivice elementarne ñelije (poznata iz mereça x-zracima). Uveãñemo
brojeve nh = H, nk = K i nl = L, pomoñu kojih n-ti red refleksije od ravni (h, k, l)
moæemo da shvatimo kao refleksiju prvog reda od ravni sa Milerovim indeksima
(H, K, L). Sledi:

(8.1.12)

Slika 8.1.8 Ãematski prikaz difrakcije elektrona na aluminijumu: a) slojne ravni u kristalu;
b) geometrijski odnosi izmeœu snopa elektrona, mete i fotografske ploåe; c) difrakciona slika.
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Kombinovaçem izraza (8.1.12) i Bragove jednaåine za konstruktivnu interferenciju
(7.2.6), dobija se:

. (8.1.13)

Kao ãto smo veñ pomenuli, dobijeni sistem koncentriånih krugova, Slika 8.1.8c,
moæe da se shvati kao rezultat konstruktivne interferencije elektronskih talasa, koji
nastaju difrakcijom sa ravni sa razliåitim Milerovim indeksima. Primetimo da je
ugao izmeœu upadnog i difraktovanog elektronskog snopa jednak dvostrukom uglu
 (ugao izmeœu upadnog snopa i ravni kristala) iz Bragove jednaåine. Talasna

duæina difraktovanih talasa odreœuje se na osnovu poznate veze izmeœu veliåina
koje se eksperimentalno mere i parametara ureœaja. Tako sa Slike 8.1.8b sledi veza
izmeœu ugla 2 , rastojaça od mete (aluminijumska folija), do zaklona D i polupreå-
nika prstena r. Kada je ugao  mali, vaæi:

. (8.1.14)

Pod ovim uslovom jednaåina (8.1.13) postaje:

(8.1.15)

na osnovu åega moæemo da izraåunamo talasnu duæinu elektrona ako je poznata
ivica elementarne ñelije a. Na ovaj naåin odreœena talasna duæina elektrona moæe da
se uporedi sa talasnom duæinom elektrona koja je dobijena iz De Broÿijeve jed-
naåine.

Na Slici 8.1.9 prikazani su primeri rasejaça elektrona Tomsonovom metodom.
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Slika 8.1.9 Difrakcione slike rase-
jaça elektrona: a) Tomsonova slika ra-
sejaça elektrona sa tankog listiña zlata;
b) kombinovana slika rasejaça elektro-
na (dole) i x-zraka (gore) sliåne talasne
duæine sa listiña aluminijuma; c) difrak-
ciona slika dobijena rasejaçem elektro-
na energije 40 keV pri prolazu kroz prah
cink oksida. Izobliåeçe slike je prouzo-
kovano malim magnetom koji je stavÿen
izmeœu uzorka i fotogafske ploåe. Da sli-
ka potiåe od rasejaça x-zraka ne bi doãlo
do izobliåeça pod uticajem magnetnog
poÿa.

a) b)
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8.1.4 Difrakcija neutralnih atoma

Eksperimentom difrakcije atoma helijuma na kristalu litijum fluorida, LiF, Es-
terman i Ãtern dokazali su talasna svojstva atoma. Eksperiment je u osnovi iste vrste
kao onaj koji su izveli Devison i Õermer. Kako helijumovi atomi nisu mogli da se
ubrzaju do taåno odreœene energije, upotrebÿen je snop helijumovih atoma na sob-
noj temperaturi. O brzinama atoma helijuma moæe da se sudi na osnovu ravnoteæne
(Maksvelove) raspodele åestica po brzinama. Sredçoj brzini atoma helijuma
(prema Maksveloj raspodeli), na temperaturi od oko 20 °C, odgovarala bi kinetiåka
energija od oko 0,03 eV (4,8 x 10-21 J), pa bi na osnovu De Broÿijeve jednaåine, ta-

lasna duæina , pridruæena atomima He ove energije, iznosila oko 1  (taånije

0,8 ).

Ãema eksperimentalnog ureœaja prikazana je na Slici 8.1.10. Kolimisani snop
helijumovih atoma pada na povrãinu kristala pod uglom . Detektor, izvanredno
osetÿiv manometar, postavÿen je pod istim uglom , a moæe da se okreñe i oko ver-
tikalne ose za (azimutni) ugao  (ugao u ravni koja je normalna na ravan papira).
Pri uglu = 0°, upadni i reflektovani snop se nalazi u ravni papira.

λ  A°

 A°

Slika 8.1.10 Ãema ekspe-
rimentalnog ureœaja za dif-
rakciju atoma helijuma na
kristalu LiF, prema Ester-
manu i Ãternu.
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Slika 8.1.11 Eksperimentalni rezul-
tati. Srediãçi maksimum odgovara uglu
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Zavisnost intenziteta rasejanog snopa od ugla  (i pri stalnom uglu  =
18,5°), prikazana je na Slici 8.1.11. Prodiraçe atoma (helijuma) sa tzv. termalnom
energijom u unutraãçost kristala moæe da se smatra zanemarÿivim, pa u ovom
sluåaju (za razliku od Devison-Õermerovog ogleda) eksperiment moæe da se protu-
maåi rasejavaçem atoma helijuma sa dvodimenzione kristalne reãetke povrãine
kristala.

Na slikama 8.1.12 i 8.1.13 prikazana je difrakcija snopa helijumovih atoma na
povrãini kristala LiF. Upadni zraci 1 i 2 pod malim uglom  padaju na povrãinu
kristala i zbog rasejaça skreñu sa prvobitnog pravca pod uglom , Slika 8.1.13. Za
dovoÿno mali upadni ugao  trodimenzioni problem koji razmatramo
moæe se svesti na problem u ravni. Potraæimo pomoñu Slike 8.1.13b uslov za kon-
struktivnu interferenciju zrakova 1´ i 2´. Zrak 1´ nastaje posle difrakcije zraka 1 na
atomu A, a zrak 2´ posle difrakcije na atomu B. Da bi doãlo do konstruktivne interfe-
rencije razlika puteva zrakova 1´ i 2´ koja iznosi BC, treba da bude jednaka celobro-
jnom umnoãku talasnih duæina, . Iz trougla ABC sa Slike 8.1.13b neposredno do-
bijamo:

. (8.1.16)

Talasna duæina helijumovih atoma koja sledi iz jednaåine (8.1.16) moæe da se
uporedi s onom koja se dobija iz De Broÿijeve jednaåine ako se za kinetiåku ener-
giju helijumovih atoma uzme sredça energija koja sledi iz Maksvel-Bolcmanove
raspodele.

Difrakcioni maksimum prvog reda dobijen je za ugao  = 11°, pa se pri vred-
nosti D = 4,02  za talasnu duæinu  dobija, na osnovu jednaåine (8.1.16), vrednost
0,77 . Iz De Broÿijeve jednaåine, pri energiji helijumovih atoma od 0,03 eV
(sredça energija po Maksvel-Bolcmanovoj raspodeli), dobija se vrednost za

, ãto je sasvim uporedivo sa eksperimentalno dobijenom vrednoãñu.

ϕ θ

Slika 8.1.12 Upadni i difraktovani snop helijumovih 
atoma, pogled sa strane.
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Stern i saradnici uveli su kasnije finiju verziju istog eksperimenta, uvodeñi se-
lektora brzina, Slika 8.1.14a. To su bila dva toåkiña sa prorezima, postavÿena jedan
blizu drugog, a mogli su da se okreñu razliåitim brzinama. Pri odreœenoj brzini ok-
retaça ovog selektora brzina, u sistem su ulazili atomi odreœenih brzina. Na Slici
8.1.14b prikazani su rezultati eksperimenta. Pri veñoj brzini okretaça selektora
brzina, izdvajaju se atomi sa veñim brzinama i zapaæa se pomeraçe difrakcionog
maksimuma ka niæim uglovima ϕ (maçe λ) u saglasnosti sa De Broÿijevom jed-
naåinom.

8.1.5 Difrakcija molekula 

Pitaçe da li se moæe opaziti talasna priroda makroskopskih objekata dugo je
ostalo bez odgovora, uglavnom zbog velikih eksperimentalnih problema. Naime, ta-
lasna duæina åestice opada sa porastom çene mase pa je efekte difrakcije mnogo
teæe opaziti nego kod lakãih åestica. Zbog toga je trebalo saåekati skoro osamdeset
godina da se De Broÿijeva hipoteza i jednaåina eksperimentalno potvrde rasejaçem
molekula. Godine 1999. austrijski istraæivaå A. Zelinger (Anton Zellinger) sa sarad-
nicima uspeo je da opazi eksperimentalno difrakciju molekula fulerena, C60, Slika
8.1.15, na veãtaåkoj difrakcionoj reãetki.

Slika 8.1.14 Ãematski prikaz difrakcije atoma helijuma na L i F: a) biraå brzina; b) pri veñoj brzini
okretaça biraåa brzine, izdvajaju se atomi sa veñim brzinama i zapaæa se pomeraçe difrakcionog
maksimuma ka niæim uglovima-maçe λ-kao ãto predviœa De Broÿijeva jednaåina.

a) b)
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Slika 8.1.15 Molekul fulerena sastoji se od
60 ugÿenikovih atoma, C60: a) strukturna for-
mula; b) molekul fulerena izgleda poput fud-
balske lopte, bubamare. Atomi ugÿenika smeã-
teni su u rogÿevima gde se sreñu tri ãava. Mo-
lekul je dobio ime po Bakmister Fuleru, pozna-
tom arhitekti koji je pravio kupole sliåne
konstrukcije. Ponekad se naziva i fudbalen,
zbog sliånosti sa fudbalskom loptom.a) b)
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Zelingerova aparatura prikazana je na
Slici 8.1.16. Da bi se izbegli sudari snopa mo-
lekula fulerena sa molekulima iz vazduha, ceo
ureœaj je zatvoren u komoru koja moæe dobro
da se evakuiãe tako da sredçi slobodni put
molekula fulerena postaje pedeset puta duæi
od cele putaçe snopa (oko dva metra). Mole-
kulski izvor je peñ iz koje, nakon sublimacije
na 900 0C, molekuli fulerena izleñu kroz malu
pukotinu. Usmeravajuñi (kolimacioni) pro-
rezi suæavaju (kolimiãu) molekulski snop tako
da svi molekuli padaju na povrãinu reãetke u
vrlo uskom, paralelnom snopu. Difrakciona
reãetka od silicijum nitrida, SiNx, ima proreze
od 50 nm sa periodom od 100 nm. Iza reãetke
nalazi se fotojonizacioni element koji laser-
skim snopom jonizuje prispele molekule C60.
Laserski zrak je vrlo dobro fokusiran, tako da
se jonizuju samo molekuli u æiæi preånika 8
µm. Jonski detektor, na kraju ureœaja, svojim
negativnim potencijalom privlaåi C60

+ jone.
Joni u detektoru izbijaju elektrone koji se na
pogodan naåin broje. Dakle, broj detektovanih
elektrona proporcionalan je broju jona prispe-
lih u fokus laserskog snopa. S obzirom na to da poloæaj pokretnog foto jonizatora
moæe vrlo taåno da se odredi, to se difrakciona slika neposredno dobija iz zavisnosti
broja detektovanih elektrona od poloæaja fotojonizatora.

Molekuli fulerena izleñu iz peñi sredçom brzinom od 220 m/s i prolaskom
kroz kolimatore usmeravaju se u paralelnom snopu na difrakcionu reãetku. Reãetka
zadræava molekule koji pogode pregradu a propuãta samo one koji pogode neki od
proreza. Zbog talasne prirode, molekuli koji proœu kroz prorez skreñu sa prvobitnog
pravca ãto se registruje pokretnim fotojonizatorom. Laserski zrak jonizuje svaki

Slika 8.1.17 Difrakcija fulerena na dif-
rakcionoj reãetki slicijum nitrida: a) sa
reãetkom; b) bez reãetke.
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Slika 8.1.16 Aparatura za difrakciju molekula fulerena na difrakcionoj reãetki.
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molekul koji proœe kroz æiæu ãto se ispoÿava kao porast broja registrovanih elekt-
rona u detektoru, pri odreœenom poloæaju fotojonizatora. Rezultat eksperimenta, sa
reãetkom i bez çe, pokazan je na Slici 8.1.17. Bez reãetke, Slika 8.1.17b, nema
skretaça molekulskog snopa, ãto se vidi kao jasan maksimum na nultom poloæaju.
Sa reãetkom, dolazi do difrakcije i do pojave izraæenih maksimuma s obe strane nul-
tog poloæaja, Slika 8.1.17a. Pojava maksimuma prvog reda na ± 17µm jasno ukazuje
na difrakciju molekula fulerena. Iz poznate mase i brzine molekula nalazi se da je
talasna duæina De Broÿijevih talasa 2,5 pm (2,5 × 10−12m), ãto se u granicama eks-
perimentalne greãke slaæe sa talasnom duæinom izraåunatom na osnovu dobijenog
interferograma. (Jednostavna teorija difrakcije daje samo dobar red veliåine jer ne
uzima u obzir raspodelu molekula po brzinama, Van der Valsovu interakciju mole-
kula i reãetke, konaånu ãirinu snopa itd. Meœutim, kada se uzmu u obzir svi eksperi-
mentalni parametri, dobija se izvrsno slagaçe izmeœu De Broÿijeve jednaåine i eks-
perimenta.) Time je De Broÿijeva hipoteza eksperimentalno potvrœena i sa sloæe-
nijim åesticama (objektima koji imaju unutraãçu strukturu i unutraãçe stepene slo-
bode za razliåite oblike kretaça) dakle, i sa åesticama koje su po osobinama bliske
makroskopskim telima.

8.1.6 Tumaåenje Borovog kvantnog uslova pomoñu
De Broljijeve jednaåine

Pokaæimo sada da pomoñu De Broÿijeve ideje moæe da se objasni Borov
kvantni uslov. U Borovoj teoriji vodonikovog atoma koristi se sledeñi uslov za
odreœivaçe stacionarnih orbita:

(8.1.17)

gde je mυr moment impulsa elektrona (m je masa, υ je brzina elektrona, a r je po-
lupreånik orbite, vektori  i  normalni su jedan na drugi), n je ceo broj, a h Plan-
kova konstanta. Preureœivaçem jednaåine (8.1.17), dobija se:

(8.1.18)

Ako umesto h/(mυ) uvrstimo De Broÿijevu talasnu duæinu λ, nalazimo

. (8.1.19)

Dakle, obim stacionarne kruæne orbite jednak je celobrojnom umnoãku De Broÿi-
jeve talasne duæine, Slika 8.1.18a. Pri talasnim duæinama (impulsima) za koje uslov
(8.1.19) nije ispuçen, dolazi do destruktivne interferencije (talasni maksimumi i
minimumi se poniãtavaju) i takva orbitala postaje nestabilna.

8.1.7 Jednaåina De Broljijevih talasa

Polazeñi od jednaåine monohromatskog ravnog talasa, jednaåina (D-3.1.13),
izveãñemo izraz za De Broÿijeve talase koji predstavÿaju åesticu energije E i im-
pulsa p i koja se kreñe slobodno (van poÿa sila). Izmeœu “åestiånih” odlika E i p i

mυr n
h

2π
------=

υ r

2πr n
h

mυ
--------.=

2πr nλ=
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“talasnih” parametara, ugaone frekvencije ω (ili linearne frekvencije v = ω/2π) i ta-
lasnog vektora  postoje sledeñe veze:

(8.1.20)

gde smo uveli oznaku ñ = h/2π. Daÿe iz De Broÿijeve jednaåine i pomoñu (D-3.1.6)
sledi:

. (8.1.21)

Kada se ω iz (8.1.20) i  (8.1.21) zamene u jednaåini ravnog talasa (D-3.1.13) do-
bija se jednaåina De Broÿijevog talasa koji oznaåavamo sa ψ i kojim prikazujemo
åesticu koja se kreñe u pravcu x-ose:

(8.1.22)

U opãtem sluåaju, za kretaçe u anizotropnoj sredini duæ proizvoÿnog pravca koji sa
koordinatnim osama zaklapa uglove α, β i γ, jednaåina De Broÿijevog talasa glasi:

(8.1.23)

8.2 ÅESTICA KAO TALASNI PAKET

DODATAK 8.2

D-8.2.1 Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije

Kompleksni broj z sastoji se od realnog dela a i imaginarnog dela ib:

gde su a i b realni brojevi, a “i” imaginarna jedinica: i2 = -1.

Slika 8.1.18 Borov kvantni uslov i De Broÿijeva jednaåina: a) stacionarna kruæna orbita se obra-
zuje kada je ispuçen uslov (8.1.19); b) za talasne duæine koje ne ispuçavaju uslov orbita je nesta-
cionarna.
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Sliåno realnom broju koji moæe da se predstavi taåkom na brojnoj osi, kompleksni broj
moæe da se predstavi taåkom u ravni, Slika D-8.2.1a. Poãto taåki moæe da se pridruæi radijus
vektor, to i kompleksni broj moæe da se predstavi vektorom, Slika D-8.2.1b. Ako se umesto u
Dekartovim, kompleksni broj predstavi u polarnim koordinatama, Slika D-8.2.1c, onda u tri-
gonometrijskom obliku isti kompleksni broj moæe da se napiãe kao:

gde je ρ duæina radijus vektora koja se naziva joã i moduo, ili apsolutna vrednost vektora, ρ =
|a|. Ugao ϕ (u radijanima!) je argument kompleksnog broja. Veza izmeœu parametara a, b, ρ i
ϕ ista je kao i izmeœu Dekartovih i polarnih koordinata: a = ρ sin ϕ, b = ρ cos ϕ.

Koriãñeçem Ojlerove formule:

kompleksni broj z moæe da se predstavi i u eksponencijalnom obliku:

.

I koçugovano kompleksni brojevi mogu da se predstave odgovarajuñim oblicima:

.

Na primer, kompleksni broj 1 + i√3 moæe da se predstavi u sledeñim oblicima:

algebarski oblik 1 + i =

trigonometrijski oblik = 

ekponencijalni oblik  = .

Naåin na koji se kompleksni broj izraæava zavisi od problema koji se reãava. Na pri-
mer, eksponencijalni oblik najpogodniji je za nalaæeçe kvadrata modula kompleksnog broja
jer se u tom predstavÿaçu koçugovano kompleksni brojevi razlikuju samo po znaku argu-
menta:

z ρ ϕ i ϕsin+cos( )=

Slika D-8.2.1 Predstavÿaçe kompleksnih brojeva: a) u Dekartovim koordinatama; b) pomoñu ra-
dijus vektora; c) u polarnim koordinatama.
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.

Raåun s kompleksnim brojevima moæe da pojednostavi mnoge probleme i reãeça. Na
primer, kruænica, åija je jednaåina u Dekartovim koordinatama:

u kompleksnom obliku je: 

gde je z kompleksna funkcija, a t realna promenÿiva. Iz posledçe jednaåine i geometrijskog
tumaåeça kompleksnog broja vidimo da se kruænica dobija rotacijom radijus vektora åiji je
moduo jednak polupreåniku r, gde promenÿiva t predstavÿa ugao koji radijus vektor zaklapa
sa realnom osom. Za t = 0, ugao je nula i z = r, dakle, z je realan broj. Kada je t = π/2

z je imaginarni broj. Na sliåan naåin moæe da se naœe da je z = -r za t = π, odnosno z = -ir za
t = 3π/2. Dakle, mnoæeçe imaginarnom jedinicom “i” geometrijski predstavÿa rotaciju za
π/2 radijana.

D-8. 2. 2 Parnost funkcije

Parnost funkcije izraæava çenu simetriju u odnosu na koordinatni poåetak. Parna fun-
kcija je (ogledalski) simetriåna u odnosu na vertikalnu osu:

(D-8.2.1)

i zbog toga je çen integral u simetriånom podruåju (-a, + a) dvostruko veñi od integrala na
polovini tog podruåja (0, +a):

(D-8.2.2)

Parne funkcije su cos x, sin2x, x2, sinc x, itd.
Neparna funkcija je antisimetriåna, tj. çena leva polovina jednaka je desnoj sa pro-

meçenim znakom:

(D-8.2.3)

i zbog toga je çen integral u simetriånom podruåju jednak nuli:

. (D-8.2.4)

zz∗ ρe
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Oåigledno n(0) = 0, tj., neparna funkcija mora da prolazi kroz koordinatni poåetak, dok parna
funkcija moæe, ali ne mora. Neparne funkcije su sin x, tg x, x, x3, itd.

Funkcija koja nema simetriju, moæe da se predstavi kao kombinacija çene parne pf i
neparne nf komponente:

pri åemu je:

. (D-8.2.5)

Sliåno kao kod pozitivnih i negativnih brojeva vaæi:

(D-8.2.6)

.

Prepoznavaçe parnosti i razlagaçe funkcije na parni i neparni deo vrlo je pogodno pri integ-
raÿeçu u simetriånom podruåju jer za neparne funkcije integral moæe da se odredi i bez iz-
raåunavaça.

D-8.2.3 Periodiåne funkcije

Periodiåna funkcija ƒ(t) ponavÿa se sa periodom T0 (odnosno frekvencijom ω0 =
= 2π/Τ0 u radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2.

Sredçu vrednost funkcije (t) nalazimo integraÿeçem unutar jednog perioda:

. (D-8.2.7)
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Slika D-8.2.2 Periodiåna funkcija i çena sredça vrednost.
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Sredça vrednost geometrijski predstavÿa visinu pravougaonika åija je povrãina jednaka
povrãini krive u istom podruåju. Sredça vrednost neparne funkcije jednaka je nuli. Meœutim,
sredça vrednost harmonijskih funkcija (sin kx, cos kx, eikx, k = ±1, ±2,...) u celom broju peri-
oda jednaka je nuli bez obzira na parnost:

(D-8.2.8)

D-8.2.4 Nekoliko korisnih integrala

Jednaåine (D-8.2.8)  ne  vaæe  za  k = 0 jer  tada  funkcije nisu oscilatorne. Zapravo,
(D-8.2.8) uvek vaæi samo za sinusnu funkciju. Za kosinusnu i eksponencijalnu funkciju (koje
za k=0 imaju vrednost jednaku jedinici) integral se lako nalazi, recimo za k = m - n:

. (D-8.2.9)

Drugi korisni integral je:

(D-8.2.10)

m,n = ±1, ±2,...

Za m ≠ n integral je nula jer je podintegralna funkcija oscilatorna sa celim brojem oscilacija
unutar podruåja u kojem se integrali. Za m = n dobija se funkcija sin2x koja je uvek pozitivna,
dakle ima integral veñi od nule. Integral funkcije sin2x ne zavisi od frekvencije, veñ samo od
granica integraÿeça. Sliåno tome:

(D-8.2.11)

m,n = 0, ±1, ±2,...

S obzirom na to da je proizvod sinusa i kosinusa neparna funkcija (bez obzira na çi-
hove frekvencije), zakÿuåujemo da je:
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(D-8.2.12)

m,n = 0, ±1, ±2,...

D-8.2.5 Nekoliko korisnih funkcija

Pravougaona funkcija Pa(x), Slika D-8.2.3a, moæe da se definiãe na sledeñi naåin:

Koristi se za opisivaçe veliåina koje imaju vrednosti samo u ograniåenoj oblasti. Vaæna, oåi-
gledna, veza je:

(D-8.2.13)

Dirakova δ-funkcija, Slika D-8.2.3b, moæe grubo da se shvati kao funkcija koja je
svuda jednaka nuli osim za x = 0 kada ima beskonaånu vrednost, pri åemu vaæi:

(D-8.2.14)

Isto:

. (D-8.2.15)

Funkcija moæe da se opiãe kao graniåni sluåaj nekih uobiåajenih funkcija. Na primer, moæe da
se predstavi kao pravougaona funkcija sa beskonaåno malom ãirinom i beskonaåno velikom
amplitudom:

mω0t( )sin nω0t( )cos td

 π+ ω0⁄

 π+ ω0⁄

∫ 0=

 Pa x( )

0  za  ∞ x
a

2
---–< <–

  1  za  
a

2
---  x  

a

2
---+< <–

0  za 
a

2
---  x ∞.< <











=

 Pa x( )f x( ) xd

∞–

 ∞+

∫ f x( ) x.d

a 2⁄–

 a 2⁄+

∫=

δ x( )
0

∞

   za x 0≠

    za  x 0=



=

δ x( ) xd

∞–

 ∞+

∫ 1.=

δ x a–( )
0

∞

   za x a≠

    za  x a=



=

δ x a–( )f x( ) x f a( )=d

∞–

 ∞+

∫



8.2 ÅESTICA KAO TALASNI PAKET 297

E:\08.fm 7/2/04

(D-8.2.16a)

Sliåno:

(D-8.2.16b)

(D-8.2.16c)

(D-8.2.16d)

(D-8.2.16e)

(D-8.2.16f)

Izraz (D-8.2.16e) zasluæuje komentar. Mada vrednost funkcije teæi beskonaånosti za x = 0 i
, a çena povrãina ostaje konstantna i jednaka jedinici, nije sasvim taåno da je çena

vrednost jednaka nuli za . Meœutim, kada  vrednost funkcije duæ x-ose osciluje
sve bræe tako da sredça vrednost na proizvoÿno malom odseåku, koji ne ukÿuåuje nulu, teæi
nuli. U veñini sluåajeva to je dovoÿno za odgovarajuñi opis delta funkcije. Integral (D-8.2.16f)
isto je ãto i (D-8.2.16e). Meœutim, kao ãto ñe se ubrzo videti, on je pogodan za pojednostavÿi-
vaçe integrala. Delta funkcija je pogodna za opisivaçe pojava koje su ograniåene u prostoru
ili u vremenu, na primer, za opisivaçe åestice beskonaåno malih dimenzija.

Sink (sin x)/x, Slika D-8.2.3c, ima obvojnicu hiperbole i nule kao i sinusna funkcija:

(D-8.2.17)

Ponekad se definiãe i kao sin (πx)/(πx). Åesto se javÿa u fizici kod opisivaça pojava vezanih
za talasno kretaçe, na primer, difrakcije.

δ x( ) lim
a 0→

 Pa x( )
a

---------------- .=

Slika D-8.2.3 Tri korisne funkcije: a) pravougaona funkcija; b) Dirakova delta funkcija, i
c) sink funkcija.
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D-8.2.6 Furijeovi redovi

Svaka periodiåna funkcija F(t) sa periodom T0 (odnosno frekvencijom ω0 = 2π/T0 u
radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2, moæe da se predstavi beskonaånim zbirom
harmonijskih funkcija åija je frekvencija celobrojni umnoæak osnovne frekvencije ω0:

(D-8.2.18a)

. (D-8.2.18b)

Koeficijenti an, bn, gn predstavÿaju nepoznate amplitude. Glavni problem harmonijske analize
svodi se na pronalaæeçe ovih koeficijenata.

Koeficijenti se dobijaju pomoñu sledeñih jednaåina:

(D-8.2.19)

(D-8.2.20)

n = 0, 1, 2, ...

Vaæno je da uoåimo da se izrazima na levoj strani integrali unutar jednog perioda T0, a u izra-
zima na desnoj strani unutar polovine perioda. Izrazi na desnoj strani napisani su po ugledu na
(D-8.2.5), da bismo ukazali na vrlo vaænu åiçenicu da za neparnu funkciju koeficijenti an

iãåezavaju [jer je za neparnu funkciju f(t) + f(-t) = 0, (D-8.2.3)], a za parnu da iãåezavaju koe-
ficijenti bn [za parnu funkciju je f(t) – f(-t) = 0, (D-8.2.1)]. U eksponencijalnom obliku koefi-
cijenti se nalaze iz izraza:

(D-8.2.21)

n = 0, ± 1, ± 2, ...

pri åemu je veza izmeœu koeficijenata gn, an i bn:

(D-8.2.22)

n = 0, ± 1, ± 2, ...
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Veza (D-8.2.21) se lako proverava. Polazeñi od eksponencijalnog oblika Furijeovog reda,

mnoæeçem izraza (D-8.2.18b) sa i integraÿeçem, unutar jednog perioda (T0 = 2π/ω0):

a zatim zamenom redosleda integraÿeça i sabiraça:

uzimajuñi u obzir jednaåinu (D-8.2.9) (koja pokazuje da integrali za  iãåezavaju), nala-
zimo:

odakle se preureœivaçem dobija izraz (D-8.2.21). Sliåno ovome, za Furijeov red izraæen
preko sinusnih i kosinusnih ålanova, mnoæeçem izraza (D-8.2.18a) sa cos mωot i integ-
raÿeçem unutar jednog perioda, nalazimo:

(D-8.2.23)

.

Prvi ålan s desne strane predstavÿa sredçu vrednost kosinusne funkcije koja je jednaka nuli
za svako m osim za m = 0, kada iznosi a0π/2, jednaåina (D-8.2.7). Treñi ålan iãåezava prema
(D-8.2.4), jer je podintegralna funkcija neparna, jednaåina (D-8.2.6). Najzad, drugi ålan ima
vrednost razliåitu od nule samo za m = n, a0π/2, prema (D-8.2.11). Dakle (D-8.2.23) se svodi
na sledeñi izraz:

m = 0, 1, 2, ...

e
mω0t

f t( )e
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∞
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iz kojeg prostim preureœivaçem nalazimo (D-8.2.19). Sliåno tome, za sinusne ålanove, pola-
zeñi od (D-8.2.18a) imamo:

.

Prva dva izraza jednaka su nuli prema (D-8.2.4) (podintegralne funkcije neparne), dok iz pos-
ledçeg izraza, saglasno jednaåini (D-8.2.10), preostaje samo ålan za m = n, kada integral iz-
nosi π/ω. Najzad, preureœivaçem dobijamo izraz (D-8.2.20).

Da bi izvedene jednaåine vaæile, funkcija f(t) mora:
da se proteæe od do 
da bude periodiåno sa periodom T0;
da bude jednoznaåna;
i da bude konaåna u celom intervalu definisanosti.

Pri tome, funkcija moæe da bude kompleksna, a sme da ima i taåke prekida. Dakle, svaka pe-
riodiåna funkcija koja ispuçava pomenute uslove, moæe da se izrazi preko beskonaånog zbira
harmonijskih funkcija sa frekvencijama koje su celobrojni umnoãci osnovne frekvencije ω0,
Slika D-8.2.4. Poãto izmeœu prvobitne funkcije f(t) i çenih Furijeovih koeficijenata postoji
jednoznaåna veza, jednaåine (D-8.2.18), za potpuni opis sasvim je svejedno da li je poznata
funkcija ili çeni Furijeovi koeficijenti. U koeficijentima su sadræani svi podaci o prvobitnoj
funkciji, samo ãto su upakovani na malo drukåiji naåin, Slika D-8.2.4b. Na primer, ako se fun-
kcijom f(t) izraæava promena amplitude tokom vremena, tada Furijeovi koeficijenti daju in-
tenzitete oscilacija na odgovarajuñim frekvencijama. Izbor domena u kome se pojava pos-
matra [u vremenskom domenu preko funkcije f(t) ili u frekventnom domenu preko Furijeovih
koeficijenata] zavisi samo od pogodnosti.

f t( ) mω0t( )sin  td   a+ m mω0t( )sin  td  

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫=

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫

 an mω0t( ) nω0t( )cossin

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫ dt

n 1=

∞

∑+

 bn mω0t( ) nω0t( )sinsin

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫ dt

n 1=

∞

∑+

t ∞–= t  ∞;+=

Slika D-8.2.4 Periodiåna pojava sa periodom T0, na ekvivalentan naåin moæe da se opiãe: a) preko
promene amplitude oscilacija sa vremenom; ili b) preko amplituda na razliåitim frekvencijama. Pri
tome se veza izmeœu amplitude f(t) i koeficijenata gn, dobija iz razvoja funkcije u Furijeov red.

f(t)
a)

Furijeov
red

gn

b)

T0

t

T0 = 
ω0

2π

n = 
ω0

ω

ω0

0 2 4 6 8
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Primer: Posmatrajmo periodiåni niz pravougaonih pulseva, Slika D-8.2.5, koji moæe da se
predstavi izrazom:

. (D-8.2.24)

Ako uoåimo da je funkcija parna, nema potrebe da raåunamo koeficijente bn poãto su svi jed-
naki nuli.

Potraæimo li koeficijente an, prema izrazu (D-8.2.19), uz zamenu granice integraÿeça prema
izrazu (D-8.2.13), imamo:

odakle neposrednim integraÿeçem nalazimo:

(D-8.2.25)

n = 0, 1, 2, ...
Dakle:

(D-8.2.26)

f t( )

A za t k
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---± 
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--- k 1+( )
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=

Slika D-8.2.5 Periodiåni
niz pravougaonih impulsa
prema (D-8.2.24).
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.

Saglasno izrazu (D-8.2.22):

ãto zamenom prema (D-8.2.18b) daje:

.

Slika D-8.2.6 pokazuje funkciju f(t) prema izrazu (D-8.2.24) i çeno razvijaçe u Furijeov red
prema (D-8.2.26). Oåigledno je da se Furijeov red pribliæava funkciji sa porastom broja åla-
nova.

Drugi, åesto mnogo pogodniji naåin da se ista pojava opiãe, jeste da se umesto funkcije pos-
matraju çeni Furijeovi koeficijenti. Za odreœeni primer Furijeovi koeficijenti su dati sink
funkcijom:

(D-8.2.24)

f t( )  
A

2
--- 2A

π
------- ω0t

3ω0tcos
3

--------------------–
5ω0tcos
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--------------------  …–+cos+=
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2
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  e
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∑=

Slika D-8.2.6 Periodiåna funkcija i çeno razvi-
jaçe u Furijeov red. Brojevi s desne strane pokazuju
broj ålanova Furijeovog reda.
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Slika D-8.2.7 pokazuje vezu izmeœu prvobitne funkcije (D-8.2.24) i çenih Furijeovih koefi-
cijenata (D-8.2.25). Kao ãto u vremenskom domenu t, pojavu opisuje amplituda oscilovaça
f(t), tako i Furijeovi koeficijent an opisuju istu pojavu u frekventnom domenu ω preko intenzi-
teta na pojedinim harmonicima, nω0. Drugim reåima, Furijeovi koeficijenti predstavÿaju
spektar periodiåne funkcije.

Treba da se uoåi da izmeœu osnovnih jedinica u vremenskom domenu T0 i u frekventnom do-
menu ω0, postoji veza ω0T0 = 2π. 

D-8.2.7 Furijeova transformacija

Na potpuno ekvivalentan naåin kao kod razvijaça periodiåne funkcije u Furijeov red,
Furijeova transformacija moæe da se smatra razvijaçem aperiodiåne funkcije u çen spektar.
Jedina, ali vrlo bitna, razlika jeste u tome ãto periodiåna funkcija ima diskretan spektar, dok je
spektar aperiodiåne funkcije neprekidan. To je jasno iz definicije perioda i frekvencije. Perio-
diåna funkcija sa periodom T0 ima osnovnu frekvenciju ω0 (ω0 = 2π/T0) i harmonike u Furi-
jeovom razvoju sa frekvencijama nω, dok kod aperiodiåne funkcije period neograniåeno

raste, , i zbog toga osnovna frekvencija teæi nuli. ! Isto tako i razmak iz-
meœu harmonika teæi nuli, dakle, spektar postaje neprekidan. Izmeœu Furijeovih redova i Fu-
rijeove transformacije postoji potpuna ekvivalencija:

Periodiåna funkcija Furijeov red Diskretni spektar

f(t) = f(t + T0) ⇒ nω0,

an

Aperiodiåna funkcija Furijeova transformacija Neprekidni spektar

⇒

Slika D-8.2.7 Periodiåna funkcija i çen spektar: a) prema jednaåini (D-8.2.24);
b) prema jednaåini (D-8.2.25).

a) b)
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.

Furijeova transformacija lako moæe da se izvede preko Furijeovih redova. Kao ãto kod perio-
diåne funkcije koeficijenti an, bn ili gn predstavÿaju amplitude oscilacija na diskretnim frek-
vencijama nω0, tako funkcije A(ω), B(ω) ili G(ω) kod aperiodiåne funkcije predstavÿaju amp-
litude oscilacije na frekvencijama ω iz neprekidnog spektra. Taånije, funkcije A(ω), B(ω) ili
G(ω), predstavÿaju amplitude oscilacija u jediniånom frekventnom opsegu u okolini frekven-
cije ω. Sliåno tome, koeficijenti an, bn ili gn predstavÿaju amplitude oscilovaça po jediniånom
frekventnom opsegu u okolini frekvencije nω0. Poãto je u diskretnom spektru jediniåni opseg
jednak osnovnoj frekvenciji, to vaæi:

odnosno:

. (D-8.2.27)

Polazeñi od Furijeovih koeficijenata (D-8.2.19), a koristeñi zamenu:

i:

nalazimo:

.

Na sliåan naåin:
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.

Dakle, Furijeov red periodiåne funkcije f(t):

(D-8.2.18a)

kada funkcija postaje aperiodiåna, prelazi u Furijeovu transformaciju:

(D-8.2.28)

Veliåina predstavÿena u vremenskom domenu funkcijom f(t) moæe da se ekvivalentno pred-
stavi u frekventnom domenu koeficijentima A(ω) i B(ω); f(t) i koeficijenti A(ω) i B(ω) pove-
zani su Furijeovom transformacijom, kao ãto su povezane periodiåne funkcije i çihovi Furi-
jeovi koeficijenti.

Sliåno Furijeovim redovima, Furijeova transformacija moæe da se izrazi na nekoliko
razliåitih (ekvivalentnih) naåina:

(D-8.2.29)

(D-8.2.30)

(D-8.2.31)

(D-8.2.32)

gde su funkcije A(ω), B(ω), E(ω), F(ω), G(ω/2π) meœusobno povezane relacijama:

(D-8.2.33)

(D-8.2.34)
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(D-8.2.35)

(D-8.2.36)

.

Na potpuno isti naåin kao kod Furijeovih redova, izraz na desnoj strani jednaåina (D-8.2.33) i
(D-8.2.34) pokazuju da je za neparnu funkciju A(ω) = 0, a za parnu funkciju B(ω) = 0.

Ako uporedimo izraz (D-8.2.29) i (D-8.2.35), moæemo da uoåimo vrlo vaænu simetriju:

(D-8.2.37a)

. (D-8.2.37b)

Funkcije f(t) i E(ω) slede jedna iz druge na vrlo sliåan naåin, pa moæe da se kaæe da ako je f(t)
Furijeova transformacija od E(ω), tada je E(ω) inverzna Furijeova transformacija funkcije
f(t). Ukratko, f(t) i E(ω) formiraju Furijeov transformacioni par. Jedina razlika u izrazima
(D-8.2.37) ogleda se u promeni znaka u eksponencijalnom ålanu. Pri tome, sasvim je sve-
jedno koji se od izraza smatra neposrednom transformacijom, pa joã konciznije moæe da se
napiãe:

.

Veze (D-8.2.37) lako moæemo da dokaæemo:

(D-8.2.38a)

(D-8.2.38b)

. (D-8.2.38c)

Izraz (D-8.2.38a) smo dobili mnoæeçem obe strane jednaåine (D-8.2.37a) sa  i
integraÿeçem po t; izraz u uglastoj zagradi na desnoj strani (D-8.2.38a) predstavÿa integralni
oblik delta funkcije (D-8.2.16f), åijom zamenom dobijamo (D-8.2.38b). Na kraju, integra-
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ÿeçem, prema (D-8.2.15), nalazimo (D-8.2.38c). Zamenom promenÿivih, , nala-
zimo da smo, polazeñi od (D-8.2.38a), poznatim transformacijama stigli do (D-8.2.38b),
dakle, dva izraza su ekvivalentna.
Primer: Potraæimo Furijeovu tranformaciju pravougaone impulsne funkcije, Slika D-8.2.8: 

(D-8.2.39)

Poãto je funkcija parna , a , zamenom u izrazu (D-8.2.33) nalazimo: 

odakle neposredno dobijamo: 

(D-8.2.40a)

ili s obzirom na (8.2.36):

(D-8.2.40b)

Dakle, Furijeova transformacija pravougaone impulsne funkcije je sink funkcija, kao ãto je
ãematski prikazano na Slici D-8.2.8:

.

Na Slici D-8.2.9 prikazana je Furijeova transformacija na primeru pravougaone i sink funkcije.
Furijeova transformacija funkcije moæe da se shvati kao zbir (predstavÿen integralom) oscila-
cija (koje su predstavÿene sinusnim, kosinusnim ili eksponencijalnim delom podintegralne
funkcije) s odgovarajuñim teæinama (koje su predstavÿene funkcijom koja se transformiãe).
Dakle, za kosinusnu transformaciju funkcije , serija kosinusnih ålanova cos  sa raz-
liåitim frekvencijama  mnoæi se odgovarajuñim koeficijentima  i sa-
bira se (integrali), ãto daje funkciju f(t), jednaåina (D-8.2.37a). Ako je , Slika
D-8.2.9a, tada zbir oscilacija P  cos  daje funkciju sinc (t), Slika D-8.2.9a (gore).
Vaæi i obrnuto, ako je = sinc  Slika D-8.2.9c, tada zbir oscilacija sinc

 daje funkciju P (t), Slika D-8.2.9c (gore). 
Najvaænija osobina Furijeove transformacije jeste da fiziåku pojavu opisanu u jednom

skupu koordinata r (vreme, prostor, energija, impuls, itd.) moæe da opiãe na odgovarajñi naåin
u drugom skupu koordinata s, pri åemu su kordinate r i s povezane jednaåinom:
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. (D-8.2.41)

gde su indeksom nula oznaåeni odgovarajuñi jediniåni vektori. Na primer, ako se oscilovaçe
sistema u vremenskom domenu t predstavÿa funkcijom f(t), tada se iste oscilacije u frekvent-
nom domenu , opisuju funkcijom , pri åemu izmeœu funkcija vaæe veze (D-8.2.37), a
izmeœu koordinata:

(D-8.2.42)

gde je  jediniåna frekvencija, a  jediniåni period.
Ako uzmemo u obzir Plankovu jednaåinu za energiju oscilatora =ñ

mnoæeçem izraza (D8.2.42) Plankovom konstantom ñ nalazimo da je: 

. (D-8.2.43)

Kao ãto se za opis oscilatornog kretaça koriste vreme i fekvencija, tako se za prostiraçe ta-
lasa u prostoru koriste talasna duæina  i talasni vektor k. Talasne duæine mere se i izraæavaju
u jedinicama duæine, dok se talasni vektor izraæava u reciproånim jedinicama duæine. Talasna
duæina je parametar stvarnog prostora, a talasni vektor reciproånog prostora. Prelaz iz opisa
preko talasne duæine (stvarnog prostora) u opis preko talasnih vektora (reciproåni prostor) iz-
vodi se Furijeovom transformacijom. Na potpuno isti naåin kao kod jednaåine (D-8.2.42),
imamo:

(D-8.2.44)

odnosno, s obzirom na to da je k= :

(D-8.2.45)

Imajuñi na umu De Broÿijevu jednaåinu koja povezuje impuls åestice p sa çenom talasnom
duæinom, , mnoæeçem izraza (D-8.2.45) Plankovom konstantom nalazimo:

Slika D-8.2.8 Pravougaona impulsna funkcija (D-8.2.39) i çena Furijeova transformacija
(D-8.2.40). Zbog reverzibilnosti, moæe da se smatra i obrnuto, da je pravougaona impulsna funkcija
Furijeova transformacija sink funkcije. Zapravo, pravougaona ipmulsna funkcija i sink funkcija
obrazuju Furijeov transformacioni par. Treba da se uoåi to da je proizvod iz ãirina (ma kako one bile
definisane) transformacionog para konstanta, u ovom sluåaju . Dakle, ako se jedna
funkcija ãiri, druga se suæava.
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. (D-8.2.46)

Nije stvar matematike da jediniånim vektorima  daje fiziåko znaåeçe, ali treba
uoåiti da se u izrazima (D-8.2.43) i (D-8.2.46) krije Hajzenbergova relacija neodreœenosti.
Dakle Hajzenbergova relacija neodreœenosti odnosi se na fiziåke veliåine koje se izraæavaju u
koordinatama åiji odnos moæe matematiåki da se izrazi Furijeovom transformacijom.

Kao ãto smo videli u prethodnom odeÿku, kretaçe åestice moæe da se izrazi
ravanskim talasom koji nije prostorno organiåen. Meœutim, u najveñem broju eks-
perimenata elektroni, protoni, jezgra atoma, itd. mogu da se otkriju u odreœenom
delu prostora. Zbog toga, opisivaçe åestice ravnim talasom tipa (8.1.23) nije odgo-
varajuñe. Poput åestice, i talasna funkcija koja åesticu opisuje, treba da bude lokali-
zovana. Lokalizovani talas se konstruiãe superpozicijom velikog broja talasa åije se
talasne duæine prostiru u izvesnom intervalu u okolini De Broÿijeve talasne duæine.
Dakle, umesto jednog talasa, åesticu predstavÿamo skupom talasa – talasnim pake-
tom. Talasni paket formiramo takvim slagaçem De Broÿijevih talasa da amplituda
rezultujuñeg talasa bude zanemarÿivo mala svuda osim u delu prostora koji odgo-
vara dimenzijama åestice. Pokazañemo kako se dobija jednodimenzioni talasni pa-
ket. Sabirañemo talase jednakih amplituda, a sa talasnim vektorima koji se meçaju
u uskom opsegu k - , Slika 8.2.1. 

Slika D-8.2.9 Furijeova transformacija moæe da se shvati kao razlagaçe neperiodiåne funkcije na
çen (neprekidan) spektar. U jednaåini (D-8.2.37a) integralom je predstavÿeno sabiraçe kompo-
nenata funkcije  po neprekidno rastuñim ferkvencijama . Eksponencijalni ålan (sinusni ili
kosinusni, svejedno je) koji se joã naziva i jezgro transformacije, predstavÿa oscilacije na datoj
ferkvenciji, a funkcija ispred çega predstavÿa çihovu amplitudu. Sabiraçem oscilacija na svim
frekvencijama s odgovarajuñim amplitudama (integraÿeçem), dobija se funkcija åiji je spektar

: a) sabiraçem kosinusnih talasa iste amplitude sa neprekidno rastuñom frekvencijom u ogra-
niåenom opsegu , dakle  dobija se sinc funkcija (gore), dakle f(t) = sinc
(t); (b) parcijalne sume kosinusnih funkcija. Sa porastom broja ålanova raste ãirina P– funkcije zbog
åega opada ãirina sinc funkcije; c) kao pod a), s tim ãto su amplitude oscilacija modulisane
(pomnoæene) sinc funkcijom, dakle, = sinc . Zbir oscilacija (gore) konvergira ka P – fun-
kciji, dakle f(t) – P(t); d) parcijalne sume funkcija sa slike c). Sa porastom broja ålanova suma se
pribliæava P-funkciji. Dakle, spektar P – funkcije je sinc funkcija i obrnuto. 
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Ako su talasni brojevi (intenziteti talasnih vektora) komponentnih talasa vrlo
bliski, rezultujuñi talas umesto zbirom moæemo da predstavimo integralom: 

(8.2.1)

Pretpostavÿajuñi da su amplitude pojedinih talasa jednake,  moæemo kao
konstantu da izviåemo ispred integrala. Ugaonu fekvenciju , koja je funkcija in-
tenziteta talasnog vektora, razviñemo u Tejlorov red oko vrednosti  i zad-
ræañemo samo prvi ålan razvoja. To je dovoÿno dobra aproksimacija ako se uzme u
obzir da se talasni vektor meça samo u uskom intervalu oko :

(8.2.2a)

gde je  prvi izvod frekvencije po vremenu:

. (8.2.2b)

Zamenom u (8.2.1) sledi: 

(8.2.3)

a uvoœeçem smene 

(8.2.4)

gde smo sa A(x,t) oznaåili promenÿivu amplitudu talasnog paketa: 

Slika 8.2.1 Åestica predstav-
ÿena kao talasni paket.
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. (8.2.5)

Podintegralna funkcija, prema Ojlerovoj formuli, moæe da se razloæi na sinusnu i
kosinusnu komponentu: 

Poãto je sinusna funkcija neparna, çen integral u simetriånom intervalu iãåezava
(D-8.2.4), pa je dovoÿno integraliti realni (kosinusni) deo: 

Daÿe, ako pomnoæimo i brojilac i imenilac dobijenog izraza sa , dobijamo: 

(8.2.6)

Uvoœeçem smene: 

(8.2.7)

izraz (8.2.6) postaje:

. (8.2.8)

Ovu funkciju smo veñ analizirali u odeÿku D-8.2.4. Iako, strogo uzevãi, nije pot-
puno lokalizovana, sink funkcija je dobra aproksimacija talasnog paketa jer se 95%
talasnog paketa nalazi unutar opsega definisanog prvim nulama, -π≤η≤+π, Slika
8.2.2.

Dakle, talasni paket moæe da se predstavi amplitudno modulisanim harmonij-
skim talasom (8.2.4), åiji je realni deo:

(8.2.9)

a kvadrat:

. (8.2.9a)

U jednaåini (8.2.9) moæemo da prepoznamo dve komponente talasnog paketa,
kosinusnu koja predstavÿa noseñi talas i sinc komponentu koja pokazuje çegovu
modulaciju, Slika 8.2.2a. Kada se kompleksna  funkcija digne na kvadrat, brzo os-
cilujuñi kosinusni deo se gubi i funkcija postaje jednaka kvadratu ampitude, Slika
8.2.2b. 
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Pri prostiraçu talasnog paketa nije obavezno da se obvojnica kreñe istom
brzinom kao i sam noseñi talas i stoga je potrebno definisati çihove brzine. Fazna
brzina se dobija iz jednaåine (8.2.9) izjednaåavaçem argumenta kosinusne funkcije
sa konstantom. Time je definisana taåka na talasu koja ima konstantnu fazu. Brzina
kojom se taåka sa proizvoÿno odabranom fazom kreñe u prostoru predstavÿa faznu
brzinu. Ako za vrednost konstante izaberemo nulu, tada je cos 0=1 i tada posmat-
ramo brzinu kojom se kreñe neki od maksimuma noseñeg talasa:

(8.2.10)

Iz dobijenog izraza, brzinu pomeraça ekvifazne ravni, odnosno faznu brzinu 
nalazimo preko prvog izvoda koordinate po vremenu: 

. (8.2.11)

Dakle, fazna brzina jednaka je odnosu frekvencije i talasnog broja, kako smo naãli i
za ravanski talas (D-8.1.2b). 

Brzina kojom se kreñe obvojnica talasnog paketa naziva se grupna brzina. Do-
bijamo je iz jednaåine (8.2.6), ili (8.2.10) tako ãto argument obvojnice, sink funk-
cije, izjednaåimo sa nulom, åime definiãemo maksimum talasnog paketa: 

Slika 8.2.2 Talasni paket: a) realni deo
talasne funkcije , (8.2.9). Deo koji
brzo osciluje  potiåe  od komponente
cos (kx-ωt) na konstantnom vremenu t. Ob-
vojnica predstavÿa amplitudu A (8.2.6) uz
∆k=1. Deo koji brzo osciluje nosi podatke
samo o fazi talasa i stoga se prostire faznom
brzinom, . Obvojnica nosi podatke o po-
loæaju åestice i kreñe se grupnom brzinom,

; b) kvadrat talasnog paketa, 
(8.2.9a) jednak je kvadratu obvojnice i opi-
suje verovatnoñu da se åestica naœe na koor-
dinati x. U intervalu  nalazi se
preko 95% povrãine krive. 
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Grupnu brzinu nalazimo iz prvog izvoda puta po vremenu:

(8.2.12a)

a imajuñi na umu da je  prvi izvod frekvencije po talasnom broju (8.2.2b):

(8.2.12)

U sredini u kojoj nema disperzije, odnosno kada fazna brzina ne zavisi od k (ili λ),
fazna i grupna brzina su meœusobno jednake. Zaista, ako u izrazu za grupnu brzinu

,  zamenimo sa , kao ãto sledi iz jednaåine (8.2.11), nalazimo da je grupna
brzina : 

(8.2.13)

jer je konstanta. U sluåaju kada fazna brzina zavisi od k,  = f(k), moæe da se iz-
vede veza izmeœu fazne i grupne brzine: 

(8.2.14)

ili kada se uzme u obzir jednaåina (D-8.1.6): 

(8.2.15)

Dakle, faznom brzinom se opisuje kretaçe noseñeg talasa, a grupnom çegove amp-
litudne modulacije. Kretaçe åestice opisuje se grupnom brzinom . 

Predstavÿaçe åestice talasnim paketom izgleda vrlo privlaåno jer omoguñava
tumaåeçe kako çenih “åestiånih” tako, i “talasnih” svojstava. Pokazuje se, meœu-
tim, da talasni paket dobro predstavÿa svojstva åestice samo u prvoj aproksimaciji.
Ako se izvede taåniji raåun i u razvoju  u Tejlorov red po k zadræi i ålan drugog
reda, pokazuje se da u sredini u kojoj postoji disperzija, talasni paket ne zadræava
svoj oblik, veñ se raspliçava, ãto ne odgovara ponaãaçu åestica. 

8.2.1 Talasni paket i Furijeova analiza

Upravo smo videli da se åestica predstavÿena talasnom jednaåinom lokalizuje
u prostoru, tako ãto se umesto jednim talasom predstavÿa skupom talasa koji obra-
zuju talasni paket. Talasi koji åine talasni paket, moraju da imaju neprekidnu raspo-
delu talasnih duæina (frekvencija, energija) u okolini De Broÿijeve talasne duæine,
jer se samo tada postiæe æeÿena lokalizacija talasa/åestice. Ovo lako moæe da se sh-
vati iz ugla Furijeove analize, dodatak D-8.2, iz koje sledi da svaka periodiåna funk-
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cija moæe da se opiãe Furijeovim redom (D-8.2.18), åije komponente imaju diskre-
tnu raspodelu frekvencija. To znaåi da talas, koji je periodiåna funkcija u prostoru i
vremenu, ima diskretnu raspodelu talasnih vektora, talasnih duæina, frekvencija i
energija. Zbog jednostavnosti, posmatrañemo posebno osobine u vremenskom, t, i u
prostornom x, domenu:

(8.2.16a)

(8.2.16b)

Harmonijske (pravilne sinusne ili kosinusne) oscilacije imaju samo osnovnu
komponentu, n=1, dok sloæeniji oblici oscilovaça imaju veñi broj komponenata,
n>1. Na Slici D-8.2.6 prikazano je razvijaçe beskonaånog pravougaonog talasa u
Furijeov red, prema relacijama (8.2.16), za razliåite vrednosti n. Dakle, razvojem po
(8.2.16) periodiåna funkcija (talas) proizvoÿnog oblika, opisuje se preko zbira har-
monijskih oscilacija, pri åemu koeficijenti, gn, koji mogu da se izraåunaju po jed-
naåini (D-8.2.21), zavise od oblika talasa. 

Talas lokalizovan u prostoru ili vremenu nije beskonaåno perodiåan, dakle,
moæe da se opiãe samo aperiodiånom funkcijom. Za opis aperiodiåne funkcije preko
zbira osnovnih trigonometrijskih funkcija, raspodela frekvencija mora biti nepre-
kidna i tako umesto sume po diskretnim frekvencijama dolazimo do integrala (D-
8.2.29). Drugim reåima, talasni paket (aperiodiånu funkciju) moæemo da predsta-
vimo slagaçem velikog broja talasa (osnovnih trigonometrijskih funkcija) sa nepre-
kidnom raspodelom talasnih brojeva (“za paket” u prostoru) ili frekvencija (za “pa-
ket” u vremenu). Po ugledu na (D-8.2.29) nalazimo:

(8.2.17a)

(8.2.17b)

Dakle, obvojnicu talasnog paketa, f(x), nalazimo Furijeovom transformacijom funk-
cije raspodele talasnih brojeva, F(k). U sluåaju koji smo ispitivali u ovom odeÿku,
naãli smo izraz za obvojnicu talasnog paketa pri uniformnoj raspodeli talasnih bro-
jeva u intervalu :

(8.2.5)  
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Ako raspodelu talasnih brojeva, F(k-k0)=F( ξ), predstavimo odgovarajuñom funkci-
jom:

izraz (8.2.5) moæemo da napiãemo u obliku Furijeove transformacije:

(8.2.18)

i da naœemo reãeçe bilo iz tabela Furijeovih transformacija bilo neopsrednim inte-
graÿeçem. Recimo, iz jednaåine (D-8.2.40), zamenom promenÿivih, 
nalazimo:

(8.2.19)

Posledçi izraz se od (8.2.6) razlikuje za faktor (1/π) ãto je posledica razliåitog iz-
bora oblika Furijeove transformacije, a ãto na ovom mestu nije znaåajno. Najvaænije
je da uoåimo da izmeœu oblika talasnog paketa i raspodele talasnih brojeva postoji
jednoznaåna veza, tj., obvojnica talasnog paketa i raspodela talasnih brojeva pred-
stavÿaju Furijeov transformacioni par,  Na primer, ako åesticu/
talas æelimo da ograniåimo u prostornom intervalu , s uni-
formnom raspodelom, , tada je Dakle, pomoñu
Furijeove transformacije moæemo da odredimo oblik talasnog paketa za proizvo-
dçu raspodelu talasnih brojeva, i obrnuto, da naœemo oblik talasnog paketa za za-
datu raspodelu talasnih brojeva. 

Primeri

Primer 8.2.1 Izraåunati talasnu duæinu De Broÿijevih talasa pridruæenih atomima
helijuma na temperaturu od T=293K i pri pritisku od 1 atm. Uporediti talasnu
duæinu helijumovih atoma sa sredçim slobodnim putem. Da li kvantni uticaji ovde
igraju neku ulogu? 

REÃENJE:

Na osnovu Maksvelove raspodele brzina, sredça brzina  molekula je: 

gde je k Bolcmanova konstanta, T, temperatura, a m masa atoma helijuma. Za-
menom ovih vrednosti u prethodnoj jednaåini dobijamo:

.

F ξ( ) P2∆k ξ( )=

A x t,( ) ψ0 P2∆k ξ( )e
i x ω' t–( )ξ ξ d

∞–

 ∞

∫=

ω x→ ω't–

A
2ψ0∆k

π
---------------- x ω't–( )∆k[ ]sin

x ω't–( )∆k
---------------------------------------- .=

A x( )  FT F k( ).⇒⇐
x0 ∆x x0 ∆x+,–( )

A x( ) P∝ 2∆x x( ) F k( )  sinc k( ) .∝

υsr

υsr

8kT

πm
---------=

υsr

8 1 381 10 23– J/K ) 293(×× K ),(×

3 14270 4 1 661 10 27– kg×,××,
---------------------------------------------------------------------------------- 1 25 103
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Talasna duæina De Broÿijevog talasa pridruæenog helijumovom atomu je:

.

Sredçi slobodni put δ je:

πδ2 je efikasni presek i u ovom sluåaju iznosi 1,3 × 10-19m2, p je pritisak. Zamenimo
sada brojne vrednosti da bismo odredili δ:

.

Kao i kod rasejavaça sa nepokretnih objekata, kvantne (talasne) osobine åes-
tica ispoÿavaju se samo ako je talasna duæina åestice istog reda veliåine kao i rasto-
jaçe meœu objektima. Poãto je sredçi slobodni put δ daleko veñi od De Broÿijeve
talasne duæine pridruæene helijumovom atomu, δ ≥λ, kvantni efekti se ne
ispoÿavaju.

Primer 8.2.2 Izvesti izraz za faznu brzinu De Broÿijevih talasa (koji predstavÿaju
slobodnu åesticu) u: a) klasiånom, b) relativistiåkom sluåaju.

REÃENJE:

Iz jednaåine 8.2.11 sledi:

.

Kako je reå o slobodnoj åestici sa kinetiåkom energijom T = mυ2/2:

.

Treba, meœutim, napomenuti da posledçi rezultat (υf > c) nije u protivreånosti sa
teorijom relativnosti jer fazna brzina De Broÿijevih talasa ne predstavÿa veliåinu
pridruæenu nekom stvarnom fiziåkom procesu, koji bi moæda mogao da se potvrdi
eksperimentalno.

Primer 8.2.3 Pokazati da je u: a) klasiånom, i b) relativistiåkom sluåaju, grupna
brzina jednaka brzini kretaça åestice.

REÃENJE:

Iz jednaåine (8.2.13) sledi:

λ
h

mυ
-------- 6 626 10 34– J×,( )

4 1 661 10 27– kg 1 25 103m/s×,××,×( )
---------------------------------------------------------------------------------------------- 0 798 10 10– m×,= = =

δ
kT

2πσ2
p

--------------------=

δ
1 381 10 23– J/K×,( ) 293K( )×
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--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 2 88 10 7– m×,= =
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k
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jer je E = T = mυ2/2, a p = mυ;

.

Primer 8.2.4 Izraåunati De Broÿijevu talasnu duæinu elektrona koji u akceleratoru
stiåu energiju od 10 MeV-a.

REÃENJE:

Impuls elektrona  izraåunañemo  koristeñi  jednaåinu  relativistiåke  mehanike
(D-7.4.6), jer åestica tako velike energije (10 MeV-a) ima relativistiåku brzinu:

u kojoj je p impuls, T kinetiåka energija, a m0 masa mirovaça elektrona, dok je c
brzina svetlosti. De Broÿijeva talasna duæina je tada:

Primer 8.2.5 Koliku kinetiåku energiju elektron treba da ima pa da çegova De
Broÿijeva talasna duæina bude jednaka Komptonovoj.

REÃENJE:

Izjednaåiñemo izraze za De Broÿijevu (8.1.1) i Komptonovu talasnu duæinu, a im-
puls ñemo zameniti koristeñi izraz (D-7.4.6) iz relativistiåke mehanike:

.
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8.3 PRINCIP NEODREŒENOSTI

U makrosvetu (koji opisuje klasiåna mehanika) staçe sistema definisano je
poloæajem i brzinom (odnosno impulsom) svake çegove åestice u odreœenom tre-
nutku. Podrazumeva se da ovi parametri mogu da se dobiju mereçem, kao i da pro-
ces mereça ostavÿa sistem u istom staçu u kojem je bio pre mereça. Dakle,
uzajmno dejstvo sistema i mernog ureœaja smatra se zanemarÿivim. Ako je poznato
poåetno staçe sistema, i sile koje deluju na åestice sistema, tada reãavaçem Çutno-
vih jednaåina kretaça moæe da se predvidi staçe sistema u bilo kojem buduñem
momentu. Takoœe, podela na talase i åestice se podrazumeva.

Meœutim, u mikrosvetu podela na åestice i talase nije moguña. Isti objekat, na
primer, elektron, ispoÿava åestiåna odnosno talasna svojstva, zavisno od uslova pod
kojima se posmatra. Na primer, u maglenoj komori elektron ostavÿa trag kao åes-
tica, dok se sa kristalne reãetke rasejava kao talas. Mereçe koje ne predstavÿa nika-
kav pojmovni problem u klasiånoj mehanici, u opisu mikrosveta ima centralnu
ulogu. Nemoguñe je åak i zamisliti proces mereça koji ne bi uticao na staçe pos-
matranog mikroobjekta. Drugim reåima, pri preciznom mereçu jedne veliåine,
neka druga veliåina se nepredvidivo meça. Skup podataka koji mogu da se dobiju o
makroobjektu razlikuje se od onih koji se dobijaju za mikroåesticu. Osnovni postu-
lat kvantne mehanike, discipline koje se bavi opisom pojava u mikrosvetu, sadræan
je u iskazu da svi podaci o sistemu mogu da se dobiju ako je poznata çegova talasna
funkcija.11 Meœutim, moæe da se pokaæe da poznavaçe talasne funkcije ne omo-
guñuje izraåunavaçe svih veliåina za koje bi se, sliåno kao kod makroåestica, oåeki-
valo da ih mikroobjekt ima. Relativne odnose meœu fiziåkim parametrima mikroob-
jekata pri çihovom mereçu prvi je formulisao Verner Hajzenberg 1927. godine kao
princip neodreœenosti. Princip neodreœenosti izraæava se relacijama neodreœenosti.
Na jednom predavaçu o ovoj temi Hajzenberg je rekao: “Bliæe ispitivaçe forma-
lizma pokazuje da izmeœu taånosti sa kojom moæe da se utvrdi mesto åestice i
taånosti sa kojom istovremeno moæe da se sazna çen impuls, postoji relacija po ko-
joj je proizvod verovatnih greãaka u mereçu mesta i impulsa bar onoliki kolika je
Plankova konstanta podeÿena sa 4π. Ove relacije neodreœenosti za rezultate me-
reça klasiånih promenÿivih daju potrebne uslove da rezultati mereça budu izraæeni
u formalizmu kvantne teorije. Bor je pokazao kako poremeñaj, nuæno vezan sa sva-
kim posmatraçem (mereçem) prouzrokuje da ne moæe da se ide ispod granice
taånosti koju postavÿaju relacije neodreœenosti. On tvrdi da je u konaånom rezultatu
neodreœenost, uvedena pomoñu pojma mereça i sama odgovorna za deo pore-
meñaja koji u osnovi ostaje nepoznat... Vizuelni opis atomskih pojava moguñ je
samo u izvesnim granicama taånosti – ali u tim granicama zakoni klasiåne fizike joã
se primeçuju. Ãtaviãe, zbog ovih granica taånosti koje su definisane relacijama
neodreœenosti, vizuelna slika atoma nije osloboœena viãeznaånosti. Naprotiv, poj-
movi åestice i talasa podjednako sluæe kao osnova za vizuelno tumaåeçe.

Zakoni kvantne mehanike u osnovi su statistiåki. Iako su parametri nekog
atomskog sistema odreœeni u svojoj ukupnosti eksperimentom, rezultat buduñeg
opaæaça sistema ne moæe uopãte da se taåno predvidi. Ali u svakom kasnijem tre-
nutku ima opaæaça iz kojih proizlaze oåekivani rezultati. Za druga opaæaça mogu
da se daju samo verovatnoñe za pojedine ishode eksperimenta. Stepen izvesnosti koji
je joã vezan uz zakone kvantne mehanike odraz je åiçenice da su principi o odræaçu

11 Talasna funkcija dobija se reãavaçem Ãredingerove jednaåine koja u mikrosvetu igra onu ulogu koju
Çutnove jednaåine imaju u klasiånoj mehanici.
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energije, impulsa i momenta impulsa joã uvek striktno na snazi. Oni mogu biti pro-
vereni sa svakom æeÿenom taånoãñu i tada ñe vredeti sa taånoãñu sa kojom su prove-
reni.”

Prikazañemo sada Hajzenbergove relacije neodreœenosti. Ako sa ∆x (∆y, ∆z)
oznaåimo neodreœenost (greãku sa kojom moæemo da izvrãimo mereçe) poloæaja
duæ x- (y,z) ose neke mikroåestice, tada je neodreœenost ∆px(∆py, ∆pz) impulsa px (py,
pz) ograniåena relacijama:

; ; ≥ (8.3.1)

koje se nazivaju Hajzenbergove relacije neodreœenosti (h je Plankova konstanta) i
izraæavaju kvantnomehaniåki princip neodreœenosti. Relacije (8.3.1) pokazuju da je
proizvod neodreœenosti koordinate i impulsa duæ te iste koordinate u najboÿem
sluåaju reda veliåine Plankove konstante h odnosno da postoji granica taånosti ko-
jom se istovremeno mogu odrediti mereçem poloæaj åestice i çen impuls duæ iste
koordinate. Pod neodreœenoãñu impulsa odnosno koordinate podrazumeva se çi-
hovo sredçe kvadratno odstupaçe od odgovarajuñe sredçe vrednosti (impulsa ili
koordinate), a relacije smo eksplicitno izveli kao zadatak 9.2.1 u poglavÿu 9.2 ko-
riãñeçem kvantnomehaniåkih postulata. Princip neodreœenosti je opãti princip i nije
ograniåen samo na pojave u mikrosvetu ali se u makrosvetu çegove posledice prak-
tiåno ne pokazuju jer su neodreœenosti koje nastaju iz drugih razloga (netaånost me-
reça, itd.) mnogo redova veliåine veñe. Pokaæimo ovo na primerima.

Primeri

Primer 8.3.1 Izraåunati neodreœenost brzine tela koje ima masu 1 g ako je
neodreœenost çegovog poloæaja ∆x = 10-4 cm.
Iz relacije neodreœenosti (8.3.1) sledi minimalna neodreœenost brzine:

tj. neodreœenost brzine leæi daleko izvan granice moguñnosti mereça. Ako istu rela-
ciju primenimo na mikroåesticu, dobiñemo sasvim drukåiji rezultat.

Primer 8.3.2 Izraåunati neodreœenost brzine elektrona u atomu.
Neodreœenost brzine υx zavisi od taånosti odreœivaça poloæaja elektrona ∆x. Neka
se elektron nalazi u atomu – tada taånost odreœivaça çegovog poloæaja treba da
bude bar 10-11 m jer su dimenzije atoma 10-10 m. Kako je masa elektrona 9,1×10-31 kg,
pomoñu (8.3.1) se dobija:

.

Ako se zna da energiji od 10 eV (ãto je red veliåine energije elektrona u atomskom
omotaåu) odgovara brzina od 1,87 × 106 ms-1, vidimo da je neodreœenost brzine is-
tog reda veliåine kao i sama brzina.

∆x ∆px⋅
h

4π
------≥ ∆y ∆py⋅

h

4π
------≥ z pz∆⋅∆

h

4π
------

∆υx

∆px

m
-------- h

4πm∆x
------------------ 6 6 10 34–

Js×,( )
4π 10 3–

kg( ) 10 6–
m( )

----------------------------------------------- 5 2 10 26–
ms

1–×,= = = =
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Znaåeçe i mesto relacija neodreœenosti u odnosu na makro i mikrosvet moæe
da se uporedi s ulogom brzine svetlosti u odnosu klasiåne (Çutnove) i relativistiåke
(Ajnãtajnove) fizike. U klasiånoj fizici posmatraju se objekti koji se kreñu brzinama
koje su znatno maçe od brzine svetlosti i sve dok je tako, Çutnove jednaåine daju
potpuno taåne rezultate. Ali, kada brzina åestice postane uporediva sa brzinom svet-
losti javÿaju se kvalitativno nova svojstva koja zahtevaju nove pojmove. Ulogu koju
brzina svetlosti ima pri prelasku iz klasiåne u relativistiåku fiziku, pri prelasku iz
oblasti vaæeça klasiåne u kvantnu mehaniku, igra Plankova konstanta.

Sledeña, vaæna relacija neodreœenosti glasi:

(8.3.2)

gde je ∆E neodreœenost energije, a ∆t neodreœenost (opsega) vremena. Zajedniåko
za relacije neodreœenosti (8.3.1) i (8.3.2) je da su meœusobno povezane veliåine åiji
proizvod ima dimenzije dejstva (energija ⋅ vreme). Taånije poznavaçe jedne od para
veliåina ima za posledicu veñu neodreœenost druge. Postoji, meœutim, bitna razlika
u tumaåeçu relacija neodreœenosti (8.3.1) u odnosu na relaciju (8.3.2). U relacijama
neodreœenosti koje povezuju koordinatu i impuls duæ iste koordinate podrazumeva
se da obe veliåine mogu da se mere u istom trenutku t. Statistiåka raspodela rezul-
tata mereça kao i odstupaça ∆x ⋅∆px (∆y⋅∆py; ∆z⋅∆pz) biñe odreœeni talasnom funk-
cijom sistema u odreœenom trenutku. U relaciji neodreœenosti (8.3.2) povezani su
neodreœenost energije datog staça sa vremenom evolucije (promene) energije tog
staça, pa energija sistema koji se u vremenu ∆t odræava u odreœenom energijskom
staçu, moæe da se odredi sa taånoãñu ∆E ≥ ñ/ (2⋅∆t). Sa druge strane, relaciju
neodreœenosti (8.3.2) moæemo dovesti u vezu i sa naåinom na koji se odreœuje ener-
gija. Taånost odreœivaça energije povezuje se tada sa vremenom ∆t, koje je pot-
rebno da se mereçe obavi. Tako, energija pobuœenog staça atoma moæe da se
odredi u eksperimentu u kome se ispitivani atomi bombarduju snopom monoenergi-
jskih elektrona, a meri se energija koju elektroni u neelastiånim sudarima sa ato-
mima gube. Vreme mereça ovde ima red veliåine vremena sudara, dok neodreœe-
nost energije odgovara neodreœenosti energije primeçenih elektrona.

Postojaçe prirodne ãirine spektralnih linija predstavÿa posledicu vaæeça re-
lacije neodreœenosti. Prema relaciji neodreœenosti (8.3.2) proizvod sredçeg vre-
mena æivota i neodreœenosti energije pobuœenog staça sistema atoma, jezgara, itd.
uvek je veñi ili jednak ñ/2. O ovome ñemo detaÿnije govoriti kasnije.

8.3.1 Talasni paket i relacije neodreœenosti

Relacija neodreœenosti za impuls i koordinatu

Posmatrajmo slobodnu åesticu predstavÿenu De Broÿijevim talasom,
(8.1.23). Zbog jednostavnosti, razmatramo jednodimenzioni sluåaj i to u proizvo-
ÿnom vremenu, t=t0. Time se izraz za talasnu jednaåinu pojednostavÿuje, pa iz
(8.1.22) dobijamo:

(8.3.3)

∆E ∆t
h

4π
------≥⋅

ψ x t0,( ) ψ0 t0( )e

i

ñ
----p0 x, x

=
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pri åemu smo konstantni fazni faktor, iE0t0/ñ ukÿuåili u konstantu ψ0(t0). Jednaåina
(8.3.3) predstavÿa talas slobodne åestice koja se s impulsom p0,x kreñe duæ x-ose a
koju posmatramo “zamrznutu” u momentu t0. Åestica ima dobro odreœen impuls,
p0,x, ali je çena koordinata potpuno neodreœena poãto se ravanski talas kojim je åes-
tica opisana prostire duæ x-ose bez ograniåeça. Da bismo åesticu lokalizovali treba
da saberemo seriju talasa sa neprekidnom raspodelom talasnih brojeva u intervalu ±
∆k u okolini talasnog broja noseñeg talasa, k0. S obzirom na vezu izmeœu talasnog
broja i impulsa åestice, px = ñ k, raspodelu talasnih brojeva moæemo da izrazimo
preko raspodele impulsa u intervalu (p0,x - b, p0,x +b) gde je p0,x impuls åestice. Sliåno
kao kod jednaåine (8.2.1), iz (8.3.3) dobijamo izraz za talasni paket (TP):

(8.3.4)

ili, po ugledu na (8.2.18):

. (8.3.5)

Posledçi izraz predstavÿa Furijeovu transformaciju pravougaone impulsne funk-
cije. Mada se integral (8.3.5) moæe nañi u tabelama Furijeovih transformacija, a iz-
raåunali smo ga i u odeÿku D-8.2, veæbe radi, ovde ñemo ponovo da ga izraåunamo.
Polazeñi od (8.3.4), proãireçem diferencijala nalazimo:

(8.3.6)

odakle integraÿeçem, nakon zamene promenÿive i granice integrala, ipxx/ñ → ξ,
ix/ñ, nalazimo:

. (8.3.7)

Zamenom granica dobijamo:

(8.3.8)
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a ako uoåimo da je izraz u uglastoj zagradi 2i sin (bx/ñ) lako nalazimo:

. (8.3.9)

Dobijeno reãeçe je isto kao (8.2.8) (uz bx/ñ = η) ili (D-8.2.40b) (pri px,0 = 0). Veza
izmeœu ograniåeça impulsa åestice i çene koordinate, prema (8.3.9), prikazana je
na Slici 8.3.1.

Impuls åestice je ograniåen proizvoÿno izabranim intervalom ±b u okolini impulsa
noseñeg talasa, p0,x, dok je çen poloæaj definisan sink funkcijom. Poãto obvojnica
sink funkcije (1/x) opada sa rastojaçem od çenog centra teæeñi asimptotski nuli,
åestica nije lokalizovana u jasno definisanom intervalu. Definicija intervala je pri-
liåno proizvoÿna jer zavisi od odabranog kriterijuma. Na primer, u spektroskopiji,
kao osnovni interval uzima se ãirina krive raspodele na polovini çene visine. Drugi
podjednako dobar kriterijum, uobiåajen u statistici, je da se interval definiãe tako da
integral u granicama intervala bude jednak polovini ukupnog integrala funkcije ras-
podele. Zbog jednostavnosti, kao osnovni interval za sink funkciju, ∆x, biramo ras-
tojaçe od maksimuma do prve nule. Prva nula se javÿa kada je argument funkcije π,
pa iz jednaåine (8.3.9) nalazimo da je granica intervala u kome pretpostavÿamo da
je åestica lokalizovana:

a zamenom ∆px = 2b [neodreœenost impulsa jednaka je ãirini odabranog intervala
(p0x - b, p0x + b)] nalazimo vezu izmeœu intervala u kome se åestica najverovatnije
nalazi, ∆x, i intervala u kome se nalazi impuls åestice, ∆px:

.

ψTP x t0,( ) 2bψ0 t0( )e

i

ñ
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x 0, x

c
bx

ñ
------
 
 sin=

Slika 8.3.1 Relacija neodreœenosti za impuls i koordinatu. Ako neodreœenost impulsa leæi u in-
tervalu 2b, tada je neodreœenost koordinate h/2b. Suæavaçem intervala 2b smaçuje se neodreœenost
impulsa ali raste neodreœenost koordinate, pri åemu vaæi (8.3.8). Funkcija raspodele impulsa i funk-
cija raspodele koordinate obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo realni de-
lovi funkcija.
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Poãto postoji konaåna verovatnoña da se åestica naœe i van intervala ∆x, dakle, mo-
guñe je da je neodreœenost çenog poloæaja veña od odabranog intervala, ispravnije
je da piãemo:

. (8.3.10)

Ova relacija kvalitativno izraæava Hajzenbergov princip neodreœenosti. Iz optike je
poznato da se talas ograniåen u prostoru ne moæe smatrati monohromatskim
(odreœene talasne duæine), pa kod çemu odgovarajuñeg talasnog paketa [videti i re-
laciju (D-8.2.43)] vaæi ∆k ⋅ ∆x ∼ 2π. Kada se umesto ravnog talasa posmatraju De
Broÿijevi talasi ili talasi materije ograniåeni u prostoru a onda predstave talasnim
paketom, dobija se relacija (8.3.10). Podsetimo se na to da je funkcija (jednaåina)
De Broÿijevog talasa dobijena iz jednaåine ravnog ugraœivaçem uslova o

kvantovanosti energije  iz De Broÿijeve relacije.

Iz relacije (8.3.10) sledi da koordinata i impuls åestice/talasa, u principu, ne
mogu istovremeno da se odrede sa proizvoÿnom taånoãñu. Poveñaçe taånosti pri
odreœivaçu jedne veliåine neminovno vodi poveñaçu neodreœenosti za drugu. U
konkretnom sluåaju kada taåno znamo impuls åestice/talasa niãta ne znamo o po-
loæaju. Kada åesticu/talas lokalizujemo u izvesnom intervalu, ∆x, tada i impuls pos-
taje neodreœen u intervalu ∆px, pri åemu je veza izmeœu neodreœenosti impulsa i
koordinate, data relacijom neodreœenosti (8.3.10).

Relacija neodreœenosti za energiju i vreme

U potpunoj analogiji sa vezom izmeœu neodreœenosti impulsa i koordinate
moæemo da izvedemo vezu za neodreœenost energije i vremena. Ovog puta, umesto
åestice, posmatramo elektromagnetni talas u proizvoÿno izabranoj taåki prostora,

. Time talasnu funkciju (8.1.23) dobijamo u jednostavnijem obliku:

(8.3.11)

u kome smo konstantan fazni faktor koji zavisi od koordinate i impulsa ukÿuåili u
konstantu, ψ0(r0). Talas je monohromatski, dakle, ima dobro definisanu energiju, E0,
ali se ãiri beskrajno u vremenu.

Posmatrajmo sada ãta se deãava ako se umesto u kontinualnom snopu talas
emituje u kratkom pulsu, ∆t. Ovo je sluåaj koji se åesto sreñe kako kod elementarnih
procesa (stimulisana emisija), tako i kod brojnih primena (radio-telegrafija, pulsna
spektroskopija, optoelektronika, itd.). Dakle, puls elektromagnetnog talasa lako se
realizuje a naã ciÿ je da takvu situaciju teorijski opiãemo. Ovakav oscilatorni proces
ograniåenog vremena trajaça smatra se kvazimonohromatskim i ubraja u neperio-
diåne procese koji se razlaæu u spektar pomoñu Furijeove transformacije. U potpu-
noj analogiji sa lokalizacijom u prostoru, lokalizaciju u vremenu postiæemo super-
pozicijom velikog broja talasa sa promenÿivom amplitudom i kontinualnom
promenom energije (talasne duæine):
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(8.3.12)

Ovaj sluåaj se neznatno razlikuje od prethodnog jer raspodelu u vremenu [oblik ta-
lasnog paketa (TP)] veñ znamo:

(8.3.13)

a traæimo raspodelu energija superponiranih talasa, ψ(r0, E). Treba da uoåimo to da
je ψTP(r0, t) u izrazu (8.3.12) (inverzna) Furijeova transformacija funkcije ψTP(r0, E).
Transformacijama tipa (D-8.2.38) ili iz poznatog odnosa direktne i inverzne Furi-
jeove transformacije, (D-8.2.37), lako nalazimo da je:

(8.3.14)

Konstantu f1, koja zavisi od naåina predstavÿaça Furijeove transformacije, nema
potrebe da preciziramo. Zamenom izraza (8.3.13) u (8.3.14) dobijamo funkciju ras-
podele energija talasa åiji zbir formira pravougaoni talasni puls, ãirine 2b:

(8.3.15)

Nova konstanta pred integralom, ψ' ukÿuåuje sve prethodne i neñemo je bliæe
odreœivati. Istim postupkom kao u prethodnom odeÿku nalazimo:

(8.3.16)

i koristeñi  iste  kriterijume  za definisaçe osnovog intervala, ∆E, i iste argumente
(∆t = 2b) nalazimo da je: 

(8.3.17)

Dakle, kod pravougaonog pulsa monohromatskog elektromagnetnog zraåeça ener-
gija je raspodeÿena u okolini prvobitne energije, , u intervalu, , koji je obrnuto
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proporcionalan ãirini pulsa. Veza izmeœu neodreœenosti energije i neodreœenosti vre-
mena za ovaj sluåaj, prikazana je na Slici 8.3.2.

Za lokalizaciju talasa i raspodelu çegove energije vaæne su samo obvojnice funk-
cija. Brze oscilacije funkcije u vremenskom domenu predstavÿaju oscilovaçe elekt-
riånog ili magnetnog vektora elektromagnetnog talasa. Brze oscilacije u energijs-
kom domenu fiziåki nisu znaåajne jer se pri izraåunavaçu proizvoda *
(mnoæeçu koçugovano kompleksnih brojeva) gube.

8.3.2 Prirodna ãirina spektralnih linija

Prirodna ãirina spektralnih linija je direktna posledica principa neodreœenosti.
Posmatrajmo sistem u kome je u trenutku, , pobuœeno  atoma. Iz po-
buœenog staça atomi spontano prelaze u osnovno, emitovaçem kvanta energije ili
predajom energije u sudarima sa drugim atomima. Proces je statistiåke prirode, pa
ne moæe da se predvidi kada ñe odreœeni atom preñi iz pobuœenog u osnovno staçe.
Meœutim, moæe da se predvidi koji ñe deo od ukupnog broja atoma, u intervalu 
(izmeœu t i t + ) ostati u pobuœenom (ekscitovanom) staçu. U kratkom vremens-
kom intervalu, , brzina kojom se atomi vrañaju iz pobuœenog u osnovno staçe,

 proporcionalna je broju pobuœenih atoma, N(t):

. (8.3.18)

Negativni znak pokazuje to da broj pobuœenih atoma opada sa vremenom. Kons-
tanta brzine,  (zeta), predstavÿa relativno smaçeçe broja pobuœenih atoma (u od-
nosu na çihov trenutni broj) u jedinici vremena. Za dovoÿno kratko  sa konaå-
nih razlika moæemo da preœemo na diferencijale:

(8.3.19)

Slika 8.3.2 Relacija neodreœenosti za energiju i vreme. Ako je talas lokalizovan u vremenskom
intervalu 2b tada je neodreœenost çegove energije h/2b. Funkcija raspodele talasa u vremenu i fun-
kcija raspodele çegove energije obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo
realni delovi funkcija.
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Integraÿeçem, uz poåetni uslov N(0) = , nalazimo da broj pobuœenih atoma eks-
ponencijalno pada sa vremenom:

(8.3.20)

Mada ne moæemo da predvidimo osobine pojedinih atoma, pomoñu jednaåine
(8.3.20) moæemo da izraåunamo broj pobuœenih atoma u svakom trenutku. Sliåno,
moæemo da definiãemo sredçe vreme æivota atoma, , kao zajedniåku osobinu sis-
tema kao celine, iako ne znamo stvarna vremena æivota pobuœenog staça za poje-
dinaåne atome. Sredçe vreme æivota raåunamo tako ãto ukupno vreme æivota svih
atoma u pobuœenom staçu (uvæ) podelimo sa ukupnim brojem pobuœenih atoma:

. (8.3.21a)

Ukupan broj pobuœenih atoma, , znamo iz poåetnog uslova. Ukupno vreme æi-
vota svih pobuœenih atoma odreœujemo na sledeñi naåin. Prvo, za svako vreme,

, naœemo broj atoma koji su se vratili u osnovno staçe u intervalu (t, t +
dt). Taj broj jednak je broju atoma åije je vreme æivota t. Oni koji su se u osnovno
staçe vratili ranije, æiveli su krañe od t a oni koji su joã u pobuœenom staçu æiveñe
duæe. Iz jednaåine (8.3.19) nalazimo da je broj atoma koji se vrati u osnovno staçe
u intervalu (t, t + dt), dN(t)/dt, jednak . Pri tome negativni znak ignoriãemo jer
nas ne zanima da li broj N raste ili opada. Dakle, broj atoma koji su u pobuœenom
staçu proveli vreme t je  a çihovo ukupno vreme æivota je . Ukupno vreme
æivota svih pobuœenih atoma nalazimo sabiraçem vremena æivota atoma iz svih in-
tervala dt, dakle integraÿeçem proizvoda  po vremenu:

gde smo izraz na desnoj strani dobili zamenom N iz (8.3.20). Tada, prema (8.3.21a)
nalazimo:

. (8.3.21b)

Integral u posledçem izrazu lako se nalazi parcijalnim integraÿeçem. Dakle,
sredçe vreme pobuœenog staça, , jednako je reciproånoj vrednosti konstante
brzine . Poãto je fiziåki smisao sredçeg vremena oåigledniji, åesto je izraz (8.3.20)
pogodnije pisati u ekvivalentnom obliku:

. (8.3.22)

Sa stanoviãta principa neodreœenosti, ograniåeno vreme æivota pobuœenog staça
moæe se smatrati kao lokalizacija u vremenu. Tada, prema relaciji (8.3.17) nala-
zimo:
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(8.3.23)

dakle, ograniåen vek pobuœenog staça dovodi do pojave neodreœenosti energije po-
buœenog staça. Za razliku od pobuœenog staça, u osnovnom staçu atom boravi
proizvoÿno dugo vremena, pa moæe da se uzme da je za osnovno staçe neodreœe-
nost vremena beskonaåna. Tada iz relacije neodreœenosti sledi da je energija atoma
u osnovnom staçu potpuno taåno odreœena (odnosno da je neodreœenost nula).
Prema tome, pri prelazu atoma iz pobuœenog u osnovno staçe, prirodna ãirina
spektralne linije posledica je neodreœenosti energije pobuœenog staça, Slika 8.3.3.

Relativno ãireçe linije, , lako nalazimo iz jednaåine (8.3.23) deÿeçem celog
izraza sa hv:

(8.3.24a)

Slika 8.3.3 Vreme æivota pobuœenog sta-
ça i raspodela energija emitovanog zraåe-
ça. Zbog ograniåenog vremena æivota po-
buœenog staça (lokalizacije u vremenu) do-
lazi do pojave neodreœenosti energije po-
buœenog staça i do raspodele frekvencija
emitovanog zraåeça. To se eksperimentalno
ispoÿava kao ãireçe spektralne linije emito-
vane pri prelazu elektrona iz  u .E2 E1
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Slika 8.3.4 Prirodna ãirina spektralne linije  je direktna posledica konaånog vremena æivota
pobuœenog staça, . Prema jednaåini (8.3.31) poluãirina na poluvisini linije obrnuto je proporcio-
nalna vremenu æivota pobuœenog staça. Obvojnica spektralne linije i kriva raspada pobuœenog staça
obrazuju Furijeov transformacioni par. Pokazane funkcije su normalizovane prema sopstvenim mak-
simalnim vrednostima.
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a s obzirom na vezu , sledi  odnosno:

. (8.3.24b)

Treba uoåiti to da je proizvod  jednak broju oscilacija elektriånog (ili magnetnog)
vektora u talasnom paketu koji se obrazuje za vreme elementarnog akta emisije. Isto
tako, koliånik  predstavÿa broj talasnih duæina elektromagnetnog talasa unu-
tar emitovanog talasnog paketa. Dakle, relativno ãireçe spektralne linije moæe se
shvatiti i kao neodreœenost broja oscilacija ili broja talasnih duæina u talasnom pa-
ketu koji se emituje u vremenu æivota pobuœenog staça. Na primer, za spektralnu li-
niju natrijuma åija je talasna duæina 589 nm, a vreme æivota pobuœenog staça 10-8 s
iz odnosa (8.3.24b) nalazimo:

(8.3.24c)

ili mnoæeñi izraz sa  nm. Ovako malo ãireçe linije u vidÿivom delu
spektra teãko je eksperimentalno opaziti jer drugi uzroci (na primer, Doplerov efekt)
ãire liniju mnogo viãe. Meœutim, u drugim spektralnim podruåjima vreme æivota po-
buœenog staça åesto je glavni uzrok za ãireçe spektralnih linija te se preko ãirine li-
nije vreme æivota najjednostavnije i odreœuje.

Ãireçe spektralne linije zbog ograniåenog vremena æivota pobuœenog staça
joã elegantnije moæemo da analiziramo koristeñi Furijeovu transformaciju. Posmat-
rajmo isti sistem u kome je promena broja pobuœenih atoma tokom vremena
odreœena jednaåinom (8.3.22). Povratkom u osnovno staçe pobuœeni atomi emituju
elektromagnetne talase frekvencije . Amplituda talasa emito-
vanog u intervalu (t, t + dt) proporcionalna je broju atoma koji se u tom intervalu
vrañaju u osnovno staçe, dN(t)/dt, a prema izrazu (8.3.19) proporcionalna je broju
pobuœenih atoma, N(t). Dakle, emitovano zaraåeçe opisujemo ravanskim talasom
prema jednaåini (D-3.1.13):

(8.3.25)

åija se amplituda, A(t), meça tokom vremena prema jednaåini (8.3.22). Zamenom
promenÿive amplitude iz (8.3.22) nalazimo jednaåinu emitovanog talasa:

(8.3.26)

Konstanta  zavisi od poåetnih uslova i neñemo je bliæe odreœivati. Amplitudu
emitovanog zraåeça koja se meça tokom vremena moæemo da predstavimo sla-
gaçem velikog broja talasa sa neprekidnom raspodelom frekvencija, åija amplituda
zavisi od frekvencije. Meœutim, u ovom sluåaju kao i u prethodnom, zavisnost amp-
litude od vremena znamo a traæimo zavisnost amplitude od frekvencije. Kako smo
pokazali u prethodnom odeÿku, jednaåina (8.3.14), zavisnost amplitude od frekven-
cije,  nalazimo Furijeovom transformacijom zavisnosti amplitude u vremenu,
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. (8.3.27)

Zamenom jednaåine talasa  u posledçem izrazu iz (8.3.26) nalazimo:

(8.3.28)

pri åemu smo sve konstante spojili u novu konstantu . Promenili smo i doçu
granicu integraÿeça s obzirom na poåetni uslov . Ovim uslovom iz-
raæavamo åiçenicu da se sistem pre pobude (dakle za ) nalazi u osnovnom
staçu i ne emituje zraåeçe. Posledçi integral moæe da se naœe u tablicama Furijeo-
vih transformacija a moæe lako i da se izraåuna.

Mnoæeçem podintegralnih funkcija nalazimo:

(8.3.29a)

a smenama:

 

(posledçom smenom meça se gorça granica integraÿeça jer je izraz u uglastoj zagradi 
negativan)

.

(8.3.29b)

Proãirivaçem razlomka sa  i sreœivaçem konaåno dobijamo:

(8.3.29c)

Raspodela amplitude zraåeça u funkciji frekvencije predstavÿa spektar zraåeça.
Dakle, naãli smo da je spektar zraåeça kompleksna funkcija. Ovde nas zanima samo
realni (apsorpcioni) deo spektra,  pa ñemo imaginarni (disperzioni) deo ispus-
titi iz analize:

(8.3.30)
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Ovaj oblik raspodele åesto se sreñe u spektroskopiji i naziva se Lorencova linija,
Slika 8.3.4. Lorencova linija ima maksimum kada je . Poluãi-
rinu linije na poluvisini, , nalazimo iz uslova  ãto zamenom u
(8.3.30) daje:

(8.3.31)

znaåi, poluãirina linije na çenoj poluvisni obrnuto je proporcionalna vremenu æi-
vota pobuœenog staça iz koga se linija emituje; skrañeçe æivota pobuœenog staça
dovodi do ãireça spektralne linije.

U vezi sa relacijom neodreœenosti, ãirina spektralne linije u direktnoj je vezi
sa neodreœenoãñu energije pobuœenog staça. Dakle, skrañeçe æivota pobuœenog
staça dovodi do porasta neodreœenosti çegove energije. Zaista, mnoæeçem izraza
(8.3.31) Plankovom konstantom nalazimo:

(8.3.32a)

gde je  poluãirina na poluvisini raspodele energija u pobuœenom staçu. Koris-
teñi iste argumente kao i pre (moguña su odstupaça energije i veña od ) dobi-
jamo relaciju neodreœenosti za energiju i vreme:

(8.3.32b)

Ovaj rezultat se neãto razlikuje od ranije dobijenih relacija (8.3.17) i (8.3.23) ãto je
posledica proizvoÿnosti pri definisaçu intervala u kome se lokalizuje odreœeni pa-
rametar. Na primer, da smo umesto poluãirine na poluvisini, kao osnovni interval
koristili punu ãirinu linije na çenoj poluvisini pojavio bi se joã i faktor 2,

. Dakle, proizvoÿnost u izboru osnovnog intervala daje razliåite rezul-
tate koji su, meœutim, u saglasnosti sa strogo izvedenom relacijom neodreœenosti

.
Dakle, prirodna ãirina spektralne linije odreœena je vremenom æivota po-

buœenog staça ãto je u punoj saglasnosti sa relacijom neodreœenosti.

8.3.3 Difrakcija elektrona i relacija neodreœenosti

Svi eksperimenti, zamiãÿeni ili stvarni, u kojima se ispoÿava dvojna priroda
materije moraju biti saglasni sa principom neodreœenosti. To moæda nije uvek oåi-
gledno ali detaÿnijom analizom svakog takvog eksperimenta dolazi se do jednog od
oblika relacije neodreœenosti.

Pokazañemo sada kako do relacije neodreœenosti (8.3.1) moæe da se doœe ana-
lizom rasejavaça elektrona na jednom prorezu, Slika 8.3.5. Elektroni padaju u
smeru y-ose na zaklon Z sa prorezom ãirine . Prolaz elektrona kroz prorez re-
gistruje se bÿeskom (scintilacijom) koji elektron izaziva pri udaru u fluorescentni
ekran, E. Rasejavaçem na prorezu elektroni stvaraju difrakcionu sliku, kao ãto je
veñ opisano u odeÿku 8.1.3. Prema klasiånom talasnom tumaåeçu, rasejavaçem
jednog talasa dobija se cela difrakciona slika. Novi talasi samo pojaåavaju sliku koja
je od poåetka dobijena u celini. Meœutim, kada se elektroni puãtaju jedan po jedan
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vide se pojedinaåni bÿeskovi na ekranu, dakle, elektroni na ekran stiæu kao åestice.
Meœutim, ako se kroz prorez propusti dovoÿno veliki broj elektrona dobija se ista
difrakciona slika koju bi dali i x-zraci iste talasne duæine. To znaåi da se difrakciona
slika dobija kao zbirni rezultat velikog broja prispelih elektrona. Mada je “putaça”
pojedinog elektrona nepredvidiva, oblik difrakcione slike moæe se izraåunati na os-
novu poznatih parametara De Broÿijevog talasa pridruæenog elektronu i geometrije
eksperimentalnog ureœaja.

Izaberimo dve taåke u prorezu na meœusobnom rastojaçu , i naœimo us-
lov za destruktivnu interferenciju za talase koji prolaze kroz çih, Slika 8.3.5b. Do
uzajamnog gaãeça talasa koji skreñu pod uglom , dolazi kada je putna razlika
meœu çima, , polubrojni umnoæak talasnih duæina, , gde je n
ceo broj a  talasna duæina. Sa Slike 8.3.5b nalazimo vezu izmeœu putne razlike, 
i ugla skretaça, : , odakle nalazimo uslov za pojavu prvog mi-
nimuma (n=1) na difrakcionoj slici:

(8.3.33a)

odnosno:
. (8.3.33b)

Svakoj taåki u gorçoj polovini proreza moæemo da pridruæimo po jednu taåku u
doçoj polovini, na rastojaçu , pa se, prema uslovu (8.3.33b) svi zraci koji
prolaze kroz prorez i skreñu pod uglom , meœusobno poniãtavaju. Dakle, poloæaj
prvog minimuma na difrakcionoj slici odreœen je jednaåinom (8.3.33b).

Neodreœenost x-koordinate mlaza elektrona koji prolazi kroz prorez jednaka
je ãirini proreza, . Suæavaçem proreza poloæaj mlaza elektrona odreœujemo sa
sve veñom taånoãñu. Meœutim, pri konstantnoj talasnoj duæini elektrona, suæavaçe
proreza dovodi do porasta ugla pod kojim se nalazi prvi difrakcioni minimum, jed-
naåina (8.3.33b). Sa åestiåne taåke glediãta, pojavu difrakcije elektrona moæemo da

Slika 8.3.5 Difrakcija elektrona pri prolazu kroz jedan prorez:
a) ãematski prikaz eksperimenta. Z je neprozirni zaklon sa prorezom
ãirine . Elektroni koji proœu kroz prorez na fluorescentnom
ekranu D obrazuju difrakcionu sliku; b) geometrija rasejavaça
elektrona.
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shvatimo kao meœudejstvo elektrona sa ivicima proreza, u kojem elektron stiåe
komponentu impulsa px u pravcu x-ose, usled åega i skreñe za mali ugao . Poãto
elektroni padaju normalno na prorez (pravac x-ose) to je prvobitna komponenta im-
pulsa duæ x ose jednaka nuli. Nakon rasejaça, elektroni koji skreñu dobijaju kompo-
nentu impulsa koja je proporcionalna uglu skretaça, Slika 8.3.5a:

. (8.3.34)

Prema slici na fluorescentnom ekranu, na kojem preovlaœuje ãiroka srediãça svetla
mrÿa, moæe da se zakÿuåi da najveñi broj elektrona prolazi kroz prorez bez skre-
taça ( =0), ali da ima i elektrona koji skreñu pod uglom koji je izmeœu nula (px=0)
i , a koji odgovara poloæaju prvog minimuma (px). Neodreœenost x-komponente
impulsa  elektrona je, prema tome:

. (8.3.35)

Kombinujuñi talasnu jednaåinu za difrakciju (8.3.33b) sa jednaåinom za impuls
skrenute åestice (8.3.34) nalazimo:

(8.3.36)

odnosno:

. (8.3.37)

Zamenom proizvoda  iz De Broÿijeve jednaåine (8.1.1) nalazimo da je:

. (8.3.38)

Uslov (8.3.38) vaæi samo za elektrone koji sa prvobitnog pravca skreñu u prvi di-
frakcioni minimum. Poãto se elektroni rasejavaju i pod veñim uglovima obrazujuñi
seriju maksimuma i minimuma, joã opãtiji uslov je i:

. (8.3.39)

Dakle, pri rasejaçu elektrona na jednom prorezu, nemoguñe je jednovremeno izme-
riti koordinatu i komponentu impulsa elektrona duæ iste koordinate.

Sada ñemo isti eksperiment razmotriti malo detaÿnije i, pored relacije
neodreœenosti, pronañi difrakcionu sliku koja nastaje rasejavaçem elektrona na
jednom prorezu. Opet posmatramo De Broÿijev talas koji na prorez ãirine  (cent-
riran oko koordinatnog poåetka, ) pada u pozitivnom smeru y-ose, Slika
8.3.5a. Duæina proreza je mnogo veña od çegove ãirine pa je merÿivo skretaçe ta-
lasa samo u pravcu x-ose. Stoga je dovoÿno da posmatramo dvodimenzioni De
Broÿijev talas. Tada jednaåina talasa (8.1.23) postaje:

. (8.3.40a)
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Upadni talas se kreñe u pravcu y-ose pa je za çega  a . U taåku K
na ekranu stiæe deo talasa koji nakon prolaska kroz prorez skreñe pod uglom . Po
ugledu na (8.3.40a) jednaåina takvog talasa je:

(8.3.40b)

gde je energija talasa ista kao pre skretaça, E0, a zbog skretaça meçaju se kompo-
nente impulsa. Dakle, zrak meça pravac ali ne meça energiju (frekvenciju). Nove
komponente impulsa nalazimo projektovaçem impulsa na odgovarajuñe ose. Sa
Slike 8.3.5 a nalazimo, i:

(8.3.41):

gde je d rastojaçe izmeœu taåke K i koordinatnog poåetka (poloæaja u koji pada nes-
krenuti zrak) a D rastojaçe izmeœu proreza i ekrana. Pri tome smo uzeli da je ugao
 dovoÿno mali  da moæemo da zanemarimo promenu y-komponente

impulsa. Zamenom impulsa iz (8.3.41) u (8.3.40b) dobijamo, i:

. (8.3.42)

Rezultujuñi talas u taåki K dobijamo sabiraçem svih talasa po x-dimenziji proreza:

. (8.3.43a)

Ovaj integral moæemo svesti na poznati oblik ako konstantne ålanove izvuåemo
pred integral i ako uvedemo pravougaonu funkciju koja nam omoguñuje da prome-
nimo granice integraÿeça:

. (8.3.43b)

Prepoznajemo da je integral Furijeova transformacija pravougaone funkcije i po ug-
ledu na jednaåine (8.3.5) i (8.3.15) nalazimo:

. (8.3.43c)

Zbog jednostavnosti sve konstante koje se javÿaju pri izraåunavaçu Furijeove
transformacije ubacili smo u novi ålan . Dobijeni izraz predstavÿa talas koji se
kreñe duæ y-ose sa nepromeçenom energijom, , a åija amplituda je modulisana
sink funkcijom. Dakle, rasejani De Broÿijev talas elektrona, na fluorescentnom
ekranu dañe difrakcionu sliku åiji profil je kvadrat sink funkcije iz (8.3.43c):
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(8.3.44a)

ili izraæavajuñi rastojaçe d preko x-komponente impulsa prema jednaåini (8.3.41):

. (8.3.44b)

Veñ smo ranije videli da ova funkcija ima prvi par nula za vrednost argumenta ,
pa uzimajuñi kao i pre da je osnovni interval neodreœenosti jednak rastojaçu prve
nule od centra,  nalazimo:

(8.3.45)

odnosno:

. (8.3.46)

Dakle, detaÿnom analizom nalazimo istu relaciju izmeœu neodreœenosti impulsa i
neodreœenosti koordinate za elektrone koji se rasejavaju na uskom prorezu, ali smo
naãli i da difrakciona slika predstavÿa Furijeovu transformaciju difrakcionog ele-
menta, u ovom sluåaju proreza. Kao i pre, sledi da je relacija neodreœenosti posle-
dica dvojne prirode materije.

8.3.4 Relacija neodreœenosti i mereçe poloæaja elektrona 

Nemoguñnost istovremenog eksperimentalnog odreœivaça poloæaja i impulsa
mikroobjekta (elektrona) sa proizvoÿnom taånoãñu prikazañemo zamiãÿenim pri-
merom detektovaça elektrona mikroskopom. Proces detektovaça sastoji se u tome
da elektron obasjavamo svetloãñu odreœene talasne duæine  i da detektujemo odbi-
jeno zraåeçe. Biñe detektovani samo oni fotoni koje elektron raseje u prostorni
ugao u odreœen geometrijom delova ureœaja, Slika 8.3.6. Taånost odreœivaça po-
loæaja elektrona ograniåna je veliåinom koja se zove moñ razlagaça mikroskopa.
Ona predstavÿa najmaçe rastojaçe  na kojem mogu da se nalaze dve taåke, a da
se mikroskopom uoåavaju kao razdvojene. Po jednaåini iz optike, ovo rastojaçe
dato je kao: 

. (8.3.47)

Neodreœenost poloæaja elektrona ∆h, biñe maça ako je maça talasna duæina svet-
losti λ. Fotoni svetlosti maçe talasne duæine nose, meœutim, veñu energiju i u su-
daru sa elektronom mogu da mu znaåajno promene impuls (Komptonov efekt). Pre-
dajuñi elektronu impuls p, foton skreñe sa svog prvobitnog pravca kretaça kreñuñi
se pod odreœenim uglom β u odnosu na osu mikroskopa. Opaæaçe rasejanog fotona
mikroskopom znaåi istovremeno i detektovaçe elektrona. U ovom eksperimentu
ugao β pod kojim foton skreñe moæe da se odredi samo pribliæno i u sluåaju detekto-
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vaça elektrona sigurno ima vrednost izmeœu vrednosti 0 i u. Zbog toga je x-kompo-
nenta impulsa fotona neodreœena do vrednosti (hv/c) sin u, gde je v frekvencija
upadnog znaåeça, a c brzina svetlosti. Kako je ovaj iznos impulsa elektron primio
sudarom sa fotonom, izraz (hv/c) sin u predstavÿa ujedno i neodreœenost çegovog
impulsa duæ h-ose. Kombinovaçem ovog izraza sa (8.3.47) dobija se: 

Dakle, u procesu mereça poloæaja elektrona doãlo je do neizbeæne promene çego-
vog impulsa, koja je utoliko veña ukoliko je mereçe poloæaja bilo taånije. 

Iz ovih primera vidimo da Hajzenbergov princip neodreœenosti ima univer-
zalni karakter. Sve pojave u prirodi ispuçavaju ograniåeça nametnuta relacijom
neodreœenosti, samo ãto znaåaj tog ograniåeça zavisno od uslova, moæe da se pro-
teæe od izuzetno velikog do zanemarÿivog. Osnovni kriterijum je veliåina posmat-
ranog dejstva (dejstvo = energija vreme) u odnosu na Plankovu konstantu. Ako je
dejstvo istog reda veliåine onda se uticaj relacije neodreœenosti neposredno ispo-
ÿava. Ako je pak dejstvo veliko u odnosu na Plankovu konstantu, tada se i relacija
neodreœenosti moæe zanemariti. 

Primeri 

Primer 8.3.1 Polazeñi od relacije neodreœenosti oceniti energiju veze elektrona u
osnovnom staçu atoma vodonika kao i odgovarajuñe rastojaçe elektrona od jezgra. 

REÃENJE:

Ukupna energija atoma vodonika, E je zbir potencijalne, U (4.2.6) i kinetiåke, T,
energije: 

Slika 8.3.6 Poãto je ugao  maçi od aperturnog
ugla u soåiva, S, dolazi do detektovaça elektrona u
poloæaju e-: meœutim, usled meœudejstva sa fotonom
elektron je promenio poloæaj te se stvarno nalazi u
taåki prostora e-1.
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Kinetiåku energiju raåunamo po poznatom obrascu T=( )/2 a brzinu pro-
ceçujemo iz Hajzenbergove relacije neodreœenosti (8.3.10): 

(P-8.3.1)

Pri pisaçu Hajzenbergove relacije pretpostavili smo da je  kao i 
(ãto smo i dokazali ranije ali ove pretpostavke ukazuju na to da rezultate koje dobi-
jemo treba shvatiti kvalitativno-zato u zadatku i piãe “oceniti”) kao i uvek kada po-
moñu opãtevaæeñeg Hajzenbergovog principa neodreœenosti pokuãamo da izraåu-
namo neku konkretnu veliåinu. Hajzenbergova relacija neodreœenosti pimeçena na
atom vodonika veoma liåi na Borov kvantni uslov (razlika je u faktoru 1/2). 

Sada moæemo napisati izraz za ukupnu energiju u koju ñemo uvrstiti kinetiåku
energiju iz (P-8.3.1) i potraæiti prvi izvod ukupne energije E po r koordinati. Izjed-
naåavaçem prvog izvoda sa nulom odrediñemo vrednost r za koju energija E ima
ekstremnu (minimalnu vrednost). Ovo se moæe dokazati ispitivaçem drugog izvoda
izraza E: 

(P-8.3.2)

Zameniñemo sada u jednaåini (P.8.3.2) brojne vrednosti za Plankovu konstantu h, masu i
naelektrisaçe elektrona m i e kao i elektriånu propustÿivost vakuuma  i izraåunati r: 

Energiju veze osnovnog staça (staça sa najniæom energijom) dobiñemo kada r za-
menimo u izraz za ukupnu energiju:

Rezultati koje smo dobili identiåni su onima koje daje Borov atomski model. Upore-
diti a relacijama (4.2.12) i (4.2.14). 

Primer 8.3.2 U Milikenovom eksperimentu za odreœivaçe elementarnog naelektri-
saça meri se vreme za koje (naelektrisane) uÿane kapi preœu odreœeni put. Neka je

kap mase  kg preãla put od  podeoka za 10 sekundi (50 podeoka
je 5 mm). Taånost odreœivaça vremena . Odrediti eksperimentalnu vred-
nost proizvoda neodreœenosti (greãaka) impulsa i poloæaja åestice  i uporediti
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je sa minimalnim proizvodom neodreœenosti koji sledi iz Hajzenbergove relacije
neodreœenosti. 

REÃENJE:

Neka je brzina åestice : 

Prema teoriji greãaka d  moæemo napisati kao :

a zatim izraåunati proizvod  uzimajuñi da je  podeoka = -5 m:

Dakle, proizvod neodreœenosti poloæaja i impulsa,  u ovom eksperimentu
mnogo je veñi od minimalne vrednosti odreœene Hajzenbergovom relacijom. 

8.4 ÃREDINGEROVA JEDNAÅINA 

DODATAK 8.4

D-8.4.1 Operatori 

Glavnu ulogu u matematiåkoj strukturi kvantne mehanike imaju operatori. Operator je
simbol za primenu odreœene matematiåke operacije na nekoj funkciji. Kada operator Â (sim-
bolom ˆ oznaåavamo da je A operator) primenimo na funkciju f dobija se nova funkcija : 

(D-8.4.1)

U kvantnoj mehanici najåeãñe se koriste multiplikativni (specijalni sluåaj je mnoæeçe
konstantom) i diferencijalni operatori. Multiplikativnim operatorom x funkcija f (x) prosto se
mnoæi sa x a diferencijalnim d/dx se diferencira. Kada funkcija nije diferencijabilna operator
ne moæe delovati na çu, ãto znaåi da odreœeni operator ne moæe delovati na svaku funkciju.
Zato se definiãe skup funkcija na koje odreœeni operator deluje a takav skup se naziva oblaãñu
definisanosti operatora. 

Primer: Odrediti funkciju  koja se dobija dejstvom diferencijalnog operatora d/dx na funk-
ciju sin x: 
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Operatori mogu imati i vektorski oblik. Takav je operator (nabla): 

(D-8.4.2)

Od bitnog znaåaja u tekstu koji sledi biñe Laplasov operator: 

. (D-8.4.3)

U okviru algebre operatora uvode se odreœene relacije izmeœu çih: 
a) Operatori su meœusobno jednaki ako imaju istu oblast definisanosti i ako delujuñi na istu
funkciju daju isti rezulat;
b) Operator C je suma operatora A i B kada je:

c) Proizvod operatora A i B, C definiãe se kao: 

Na funkciju prvo deluje bliæi operator (B) pa se na rezultat primeni daÿi. U opãtem sluåaju je: 

tj. operacija mnoæeça operatora nije komutativna. Razlika:

naziva se komutator operatora A i B. Kada je  operatori komutiraju i zovu se ko-
mutirajuñi. 

Primer: Odrediti komutator operatora x i d/dx: 

 

U kvantnoj mehanici nas gotovo iskÿuåivo interesuju linearni operatori. Operator je linearan
ako delujuñi na proizvoÿne funkcije c1f i c2f2 (c1 i c2 su konstante) vaæi: 
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Svojstveni problem operatora 

Ako se dejstvom operatora  na funkciju f dobije ista ta funkcija pomnoæena nekom
konstantom a (brojem): 

(D-8.4.4)

funkcija f naziva se svojstvena funkcija a konstanta a svojstvena vrednost operatora . 

Primer: Ispitati da li se dejstvom operatora -i(d/dx) ( i je imaginarna jedinica) na funkciju

 dobija jednaåina tipa (D-8.4.4): 

 

Dakle, funkcija  je svojstvena funkcija operatora -i(d/dx) dok je svojstvena vrednost
realni broj k. Odreœeni operator moæe imati jednu, nekoliko ili beskonaåno mnogo svojstve-
nih vrednosti. Skup svojstvenih vrednosti operatora naziva se spektrom (svojstvenih vred-
nosti). U prvom sluåaju svojstvene vrednosti åine diskretan skup brojeva, u drugom one
mogu imati bilo koju vrednost iz nekog kontinualnog intervala. Spektri mnogih operatora
imaju kako diskretan, tako i kontinualan deo. Ako jednoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija, svojstvena vrednost se naziva nedegenerisana. Ako istoj svo-
jstvenoj vrednosti odgovara viãe od jedne svojstvene funkcije:

svojstvena vrednost a je degenerisana. Pri tome se pod razliåitim svojstvenim funkcijama
podrazumevaju meœusobno linearno nezavisne funkcije. Maksimalan broj linearno nezavis-
nih funkcija koje odgovaraju jednoj svojstvenoj vrednosti odreœuje strepen degeneracije date
svojstvene vrednosti. Postoji teorema koja kaæe da bilo koja linearna kombinacija svojstvenih
funkcija koje odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti operatora je, takoœe, svojstvena funkcija
koja odgovara istoj svojstvenoj vrednosti operatera. 

Ermitski operatori 

Naroåit znaåaj imaju u kvantnoj mehanici ermitski operatori jer su çihove svojstvene
vrednosti realne. Operator je ermitski kada vaæi: 

. (D-8.4.5)

Sa f1 i f2 oznaåili smo funkcije a sa  operator. 
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D-8.4.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoñe i matematiåke statistike

Pojave nastale kao rezultat sloæenog uzroånog lanca dogaœaja koji se u svim detaÿima
ne moæe poznavati nazivamo sluåajnim dogaœajima. Veliåina koja odreœuje stepen mo-
guñnosti deãavaça jednog dogaœaja pod odreœenim uslovima naziva se verovatnoña. Vero-
vatnoña nekog dogaœaja proceçuje se na osnovu niza eksperimenata pri kojima taj dogaœaj
moæe da se realizuje (izuzetno, u izvesnim idealizovanim sluåajevima moæe se unapred znati
verovatnoña pojavÿivaça nekog dogaœaja). Neka se u nizu realizacija dogaœaj A javi n puta;
tada se broj n naziva frekvencija pojavÿivaça dogaœaja A. Odnos frekvencije n i ukupnog
broja eksperimenata N je relativna frekvencija dogaœaja A, f (A):

. (D-8.4.6)

Verovatnoña pojavÿivaça dogaœaja A definiãe se kao graniåna vrednost kojoj teæi relativna
frekvencija, pri beskonaånom ponavÿaçu eksperimenata: 

. (D-8.4.7)

Za potpun sistem dogaœaja (A,B,....L) (skup dogaœaja od kojih se u jednom eksperimentu
mora dogoditi jedan i samo jedan) je: 

. (D-8.4.8)

Ako su verovatnoñe nesaglasnih dogaœaja A,B,.... (pojava jednog iskÿuåuje pojavu drugog)
p(A), p(B),... respektivno, tada je verovatnoña da nastupi bar jedan od çih p (A+B+.): 

(D-8.4.9)

Verovatnoña zajedniåkog nastupaça meœusobno nezavisnih dogaœaja A, B... jednaka je proiz-
vodu verovatnoña svakog od tih dogaœaja:

(D-8.4.10)

Sluåajnom veliåinom nazivamo veliåinu koja u jednoj realizaciji eksperimenata moæe imati
samo jednu, unapred nepoznatu vrednost - to je u stvari, sluåajan dogaœaj koji ima i kvantita-
tivan izraz (brojnu vrednost). Sluåajne veliåine mogu uzimati diskretne vrednosti ili bilo koju
vrednost iz nekog (konaånog ili beskonaånog) intervala. Zakon raspodele sluåajne veliåine je
zavisnost izmeœu vrednosti koje sluåajna veliåina moæe da ima i verovatnoñe çihovog poja-
vÿivaça. 

Funkcija raspodele 

Neka je H sluåajna veliåina, a h proizvoÿan realan broj. Definiãemo funkciju raspo-
dele F(h) kao verovatnoñu da u jednom eksperimentu H uzme vrednost maçu od h;

(D-8.4.11)

Neke osobine F(x): 
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U sluåaju kontinualne sluåajne veliåine X postoji nenegativna funkcija F(x) takva da je: 

(D-8.4.12)

f(x) je funkcija gustine (raspodele) verovatnoñe. F(x) dx predstavÿa verovatnoñu da sluåajna
veliåina uzme vrednost iz intervala izmeœu x i x+dx. Osobine funkcije f(x): 

. (D-8.4.13)

Brojne karakteristike sluåajne veliåine 

Ako u nizu od n eksperimenata sluåajna veliåina X uzme diskretne verednosti 

puta ,  puta,...  puta, definiãemo sredçu vrednost neke funkcije :

(D-8.4.14)

Ako je X kontinualna sluåajna veliåina sredça vrednost funkcije  je: 

. (D-8.4.15)

Kada je , jednaåina (D-8.4.14) definiãe aritmetiåku sredinu (sredçu vrednost):

. (D-8.4.16)

Kada broj eksperimenata   (verovatnoñi), a: 

. (D-8.4.17)

Veliåina M(x) naziva se matematiåkim oåekivaçem. Za kontinualnu sluåajnu veliåinu:
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. (D-8.4.18)

Rasturaçe eksperimentalnih podataka oko sredçe vrednosti (aritmetiåke sredine) karakteriãe
se disperzijom D. Za diskretnu sluåajnu veliåinu:

. (D-8.4.19)

Kada 

. (D-8.4.20)

Za kontinualnu sluåajnu veliåinu: 

. (D-8.4.21)

Disperzija se åesto izraåunava na osnovu sledeñe relacije:

. (D-8.4.22)

Veliåina: 

(D-8.4.23)

naziva se neodreœenoãñu ili sredçom kvadratnom greãkom.
Do sada smo posmatrali slobodne mikroåestice i pokazali da çihovo kretaçe

moæe da se opiãe De Broÿijevim ravnim talasom. Sada æelimo da naœemo mo-
guñnost za prouåavaçe kretaça åestica u poÿima razliåitih sila. Polazeñi od prirode
i osobina koje poseduju mikroåestice i talasi a koje smo prouåili u prethodnim pog-
lavÿima, formulisañemo diferencijalnu jednaåinu koja predstavÿa osnovnu jed-
naåinu za opisivaçe pojava u mikrosvetu a koju je 1926. godine predloæio Ervin
Ãredinger [Ervin Schrödinger (1887–1961), 1933. dobio Nobelovu nagradu za fi-
ziku]. Ãredingerova jednaåina ima u kvantnoj mehanici ulogu analognu Çutnovim
jednaåinama u klasiånoj mehanici.
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Zavisno promenÿiva Ãredingerove diferencijalne jednaåine naziva se talasna
funkcija i ona se tradicionalno obeleæava sa Ψ. Talasna funkcija je u opãtem sluåaju
funkcija koordinata, prostornih i spinskih, i åesto i vremena, i çome se predstavÿa
staçe sistema. Kada se sistem nalazi u stacionarnom staçu, talasna funkcija ne za-
visi od vremena.

Talasna funkcija, koja je reãeçe Ãredingerove jednaåine, sadræi sve podatke o
sistemu. Kada je poznat oblik talasne funkcije, tada mogu da se izraåunaju sve
vaæne veliåine za dati sistem, odnosno sve veliåine koje u principu mogu da se mere.
Ako se zna oblik talasne funkcije u poåetnom trenutku i poÿe sila, reãavaçem vre-
menski zavisne Ãredingerove jednaåine moæe da se odredi talasna funkcija, odnosno
staçe sistema u svakom trenutku. Talasna funkcija je kompleksna funkcija te sama
nema fiziåko znaåeçe. Meœutim, proizvod funkcije Ψ i çoj koçugovano komp-
leksne funkcije Ψ* realna je veliåina kojoj se pridruæuje odreœeni fiziåki smisao
(gustina verovatnoñe).

Kao i druge osnovne jednaåine fizike (Çutnove, Maksvelove) Ãredingerova
jednaåina se ne izvodi, veñ se postulira. Ãredingerova jednaåina je nerelativistiåka
jednaåina i moæe se primeniti samo na åestice koje se kreñu brzinama koje su mnogo
maçe od brzina svetlosti. Ona, takoœe, ne uzima u obzir spin.

Posmatrajmo slobodnu åesticu mase m koja se kreñe brzinom zanemarÿivo
malom u odnosu na brzinu svetlosti. Kinetiåka energija i impuls åestice povezani su
tada jednaåinom:

. (8.4.1)

Potencijalna energija slobodne åestice, U, jednaka je nuli, pa je ukupna energija jed-
naka çenoj kinetiåkoj energiji.

Prema De Broÿijevoj ideji, åestici moæemo da pridruæimo odgovarajuñi talas.
Uzimajuñi u obzir izraz (D-3.1.6), lako nalazimo veze izmeœu åestiånih (energija E,
impuls ) i talasnih (frekvencija ω, talasni vektor ) svojstava:

, , , , . (8.4.2)

Zamenom komponenti impulsa iz (8.4.2), u (8.4.1) nalazimo vezu izmeœu frekven-
cije i talasnog broja De Broÿijevog talasa:

. (8.4.3)

Meœutim, ova jednaåina nam niãta ne govori o obliku De Broÿijevog talasa odnosno
o promeni talasa kada na åesticu deluje neka sila. Da bismo naãli tu vezu, i jed-
naåinu De Broÿijevog ravnog talasa (8.1.23):

(8.4.4)

izraæavamo preko talasnog broja i frekvencije:
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. (8.4.5)

Sada traæimo zavisnost talasne funkcije od vremena i prostornih koordinata
kada se åestica naœe u poÿu neke spoÿaãçe sile. Diferenciraçem funkcije (8.4.5)
jednom po vremenu:

, (8.4.6)

i dva puta po koordinatama:

,

dobijamo:

, , . (8.4.7)

Uvrãtavaçem izraza za ω iz (8.4.6) i kx
2, ky

2 i kz
2 iz (8.4.7) u jednaåinu (8.4.3) dobi-

jamo vremenski zavisnu Ãredingerovu jednaåinu za slobodnu åesticu:

. (8.4.8)

Ovo je parcijalna diferencijalna jednaåina prvog reda po vremenu i drugog
reda po koordinatama. Ovakve jednaåine se najlakãe reãavaju metodom razdvajaça
promenÿivih. Reãeçe traæimo u obliku proizvoda dve funkcije od kojih jedna zavisi
samo od vremena, a druga samo od koordinata:

. (8.4.9)

Tada su izvodi po vremenu i koordinatama:

 

, , . (8.4.10)

Zamenom dobijenih diferencijala u jednaåinu (8.4.8), dobijamo:
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Podelimo jednaåinu (8.4.11) sa ψf:

. (8.4.12)

Leva strana (8.4.12) sadræi funkciju f koja zavisi samo od vremena, a desna funkciju
ψ zavisnu od prostornih koordinata. Kako su vreme i prostorne koordinate meœu-
sobno nezavisne promenÿive, jednakost leve i desne strane biñe zadovoÿena samo
ako su one jednake nekoj konstanti koju ñemo obeleæiti sa E:

(8.4.13)

odnosno:

. (8.4.14)

Jednaåina (8.4.14) moæe lako da se integrali:

odnosno:

(8.4.15)

gde je C konstanta integraÿeça. Dobili smo, naravno, istu zavisnost talasne funkcije
od vremena kao u (8.4.5) jer se na poåetku i zahtevalo da reãeçe Ãredingerove dife-
rencijalne jednaåine bude funkcija De Broÿijevog talasa. Uporeœivaçem (8.4.15) i
(8.4.5) vidimo da je konstanta razdvajaça koju smo (ne sluåajno) oznaåili sa E,
zaista jednaka energiji åestice.

Izjednaåavaçem desnog dela jednaåine (8.4.12) sa konstantom E dobijamo:

a mnoæeçem jednaåine sa ψ i uvoœeçem Laplasovog operatora:

dobijamo:

. (8.4.16)

Jednaåina (8.4.16) predstavÿa stacionarnu Ãredingerovu jednaåinu za slobodnu åes-
ticu. Kako je u ovom sluåaju potencijalna energija åestice U jednaka nuli, E predsta-
vÿa istovremeno i kinetiåku i ukupnu energiju åestice.
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Stacionarnu Ãredingerovu jednaåinu (8.4.16) uopãtiñemo za sluåaj kada se
åestica kreñe u poÿu sile. Åestica ukupne energije E, koja je prema uslovu (8.4.13)
konstantna, u poÿu spoÿaãçe sile stiåe potencijalnu energiju, U. Tada je çena ki-
netiåka energija jednaka razlici ukupne i potencijalne, E – U, ãto zamenom u jed-
naåinu (8.4.16) daje:

. (8.4.17)

Time smo dobili opãti oblik stacionarne Ãredingerove jednaåine. Kada potencijalna
energija U ne zavisi eksplicitno od vremena, ãto je sluåaj koji ñe nas iskÿuåivo inte-
resovati, vremenska zavisnost talasne funkcije je i za åesticu u potencijalnom poÿu
data jednaåinom (8.4.15), pri åemu E kao i pre predstavÿa ukupnu energiju.

Vremenski zavisna Ãredingerova jednaåina za åesticu åija je potencijalna ener-
gija U je:

. (8.4.18)

U poreœeçu s izrazom (8.4.8) posledça jednaåina ima dodatni ålan kojim se opisuje
uticaj spoÿaãçih sila na kretaçe åestice. Meœutim, zbir ålanova na desnoj strani
predstavÿa ukupnu energiju åestice jer ålan sa Laplasovim operatorom odgovara ki-
netiåkoj energiji.

Ãredingerova jednaåina je po svojoj matematiåkoj strukturi parcijalna diferen-
cijalna jednaåina u kojoj se javÿaju prvi parcijalni izvod funkcije Ψ po vremenu i
drugi izvodi funkcije Ψ po prostornim koordinatama. Ãredingerova jednaåina se
åesto naziva i talasna jednaåina iako çena formalna sliånost sa talasnom diferenci-
jalnom jednaåinom  (D-3.1.14),  åije  je  jedno  reãeçe  jednaåina  ravnog talasa
(D-3.1.13) nije potpuna. Naime, Ãredingerova jednaåina je parcijalna diferencijalna
jednaåina prvog reda po vremenu i drugog po koordinatama dok je talasna diferen-
cijalna jednaåina drugog reda i po vremenu i po koordinatama. Zato je u formalnom
pogledu Ãredingerova jednaåina sliånija npr., diferencijalnoj jednaåini iz klasiåne fi-
zike koja opisuje difuziju åestica u prostoru i vremenu. Sa druge strane, stacionarna
Ãredingerova jednaåina (8.4.16) ima oblik jednaåine stojeñih talasa. Prema tome, u
svim sluåajevima kada nas interesuje prostorna zavisnost talasne funkcije, naziv ta-
lasna je sasvim odgovarajuñi. Inaåe, izraz talasna funkcija za funkcije koje su
reãeça Ãredingerove jednaåine je svuda u ãirokoj upotrebi.

U opãtem sluåaju, talasna funkcija Ψ je kompleksna funkcija, pa joj zbog toga
nije moguñe pripisati fiziåki smisao. Meœutim, proizvod funkcije Ψ i çoj koçugo-
vano kompleksne funkcije Ψ* je realna funkcija:

(8.4.19)

kojoj se moæe dati fiziåki smisao.
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8.4.1 Bornovo tumaåeçe talasne funkcije

Statistiåko tumaåeçe talasne funkcije Ψ predloæio je Maks Born (Max Born,
1882–1970, za istraæivaça u kvantnoj mehanici a naroåito za çenu intepretaciju do-
bija 1954. godine Nobelovu nagradu za fiziku). Potrebno je, meœutim, istañi bitnu
razliku izmeœu statistiåkog koncepta u klasiånoj i kvantnoj mehanici. U klasiånoj fi-
zici statistiåki pristup se koristi iz praktiånih razloga – za sisteme s ogromnim bro-
jem åestica nemoguñe je poznavati poåetne koordinate i impulse svih åestica. U
kvantnoj mehanici mora se pribeñi statistiåkim predstavama jer postoji ograniåeçe
moguñnosti poznavaça poåetnih koordinata i momenata koje je sadræano u relaciji
neodreœenosti. Kvantna mehanika je suãtinski statistiåka disciplina – ona u principu
daje iskaze o verovatnoñama i kada je reå o sistemima sa malim brojem åestica.

Originalno Ãredingerovo tumaåeçe talasne funkcije, Ψ, zasniva se na pret-
postavci o stvarnosti postojaça talasa materije. Åestica, na primer, elektron, “raz-
mazana” je u prostoru, a funkcija Ψ (x, y, z, t) je povezana sa gustinom “elektron-
skog oblaka” u taåki sa koordinatama (x, y, z) i u trenutku t. Sama talasna funkcija,
poãto je najåeãñe kompleksna, nije pogodna za opisivaçe funkcije gustine (koja
mora biti realna). Umesto talasne funkcije gustini se pridruæuje proizvod ΨΨ* koji
je realna funkcija. Meœutim, ovakvo tumaåeçe talasne funkcije, nailazi na teãkoñe
pri opisivaçu viãeåestiånih sistema. Na primer, talasna funkcija za dve åestice
odreœena je u ãestodimenzionom prostoru i nemoguñe joj je pridruæiti stvarne talase
materije u smislu originalne Ãredingerove ideje.

Born je 1926. godine predloæio da se proizvod ΨΨ* proglasi funkcijom gus-
tine verovatnoñe i ovakvo tumaåeçe talasne funkcjie predstavÿa jedan od postu-
lata kvantne mehanike. Tako je u jednodimenzionom sluåaju, Slika 8.4.1, verovat-
noña nalaæeça åestice u intervalu (x, x + dx), u trenutku t odreœena je proizvodom:

Ψ*(x,t) Ψ (x,t)dx.

Sliåno, u trodimenzionom sluåaju, verovatnoña nalaæeça åestice u elementu zapre-
mine dx dy dz data je proizvodom: 

Slika 8.4.1 Bornovo tumaåeçe talasne
funkcije u jednoj dimenziji. Proizvod Ψ* Ψdx
predstavÿa verovatnoñu da se åestica naœe u
intervalu dx u okolini taåke sa koordinatom x.

Ψ*Ψ

Ψ*Ψ dx

x x+dx x
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Ψ*(x,y,z) Ψ (x,y,z) dx dy dz. (8.4.20)

Proizvod Ψ*Ψ oznaåava verovatnoñu po jediniånoj zapremini (u jednodimen-
zionom sluåaju po jediniånoj duæini), dakle, predstavÿa gustinu verovatnoñe; ima
dimenzije reciproåne zapremine (duæine). Verovatnoña nalaæeça åestice u elementu
zapremine dx dy dz dobija se kada se Ψ*Ψ pomnoæi zapreminom elementa. U
konåanoj zapremini, V, verovatnoñu nalaæeça åestice nalazimo sabiraçem verovat-
noña za elemenarne zapremine, tj., integraÿeçem izraza (8.4.20) po celoj zapremini
V:

(8.4.21a)

gde je N konstanta normiraça. Problem normiraça se javÿa otuda ãto je NΨ jed-
nako dobro reãeçe Ãredingerove jednaåine kao i samo Ψ. Meœutim, konstantu nor-
miraça lako izraåunavamo na osnovu toga ãto znamo da nalaæeçu åestice bilo gde
u prostoru, odgovara siguran dogaœaj, koji po definiciji ima jediniånu verovatnoñu:

(8.4.21b)

odakle reãavaçem po N nalazimo:

. (8.4.21c)

Jednaåina (8.4.21b) oznaåava uslov normiraça talasne funkcije.
Bornovim tumaåeçem koje je izraæeno jednaåinom (8.4.21a) posredno se

postavÿaju zahtevi o matematiåkoj prirodi talasne funkcije. Talasna funkcija mora
da bude jednoznaåna, jer jedna åestica ne moæe da ima razliåite verovatnoñe
nalaæeça u istoj taåki prostora, Slika 8.4.2a. Iz uslova normiraça sledi da talasna
funkcija mora da bude konaåna u konaånom delu prostora jer integral (8.4.21a)
mora da bude konaåan u svim delovima prostora, Slika 8.4.2b i 8.4.2c. Meœutim, ta-
lasna funkcija moæe da liåi na Dirkovu δ-funkciju, tj., da ima jako veliku vrednost u
veoma malom delu prostora a da pri tome vrednost integrala Ψ*Ψ po tom vrlo ma-
lom delu prostora bude konaåna, Slika 8.4.2d. Ovakva talasna funkcija odgovara
åestici koja ima taåno odreœen poloæaj u prostoru.

Kako je Ãredingerova jednaåina diferencijalna jednaåina drugog reda po
koordinatama, to talasna funkcija Ψ i çen prvi izvod moraju da budu neprekidni da
bi drugi izvod uopãte postojao, Slika 8.4.2f. U izvesnim sluåajevima uslov da prvi
izvod talasne funkcije mora da je, takoœe, neprekidna funkcija nije matematiåki
strogo ispuçen. Na primer, na granici dve oblasti koordinata potencijal, a time i ta-
lasna funkcija, mogu da imaju skokovitu promenu. Ovo je sluåaj kod åestice u pra-
vougaonoj jami, o åemu ñe u sledeñim poglavÿima biti viãe reåi.
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8.4.2 Svojstvene funkcije i svojstvene vrednosti

Vratimo se sada stacionarnoj Ãredingerovoj jednaåini (8.4.17):

.

Levu stranu ove jednaåine moæemo da shvatimo kao niz instrukcija za izvrãeçe
odreœenih matematiåkih operacija nad talasnom funkcijom Ψ. Treba, dakle, da se
odrede drugi izvodi funkcije Ψ po koordinatama (Laplasov operator) i da se po-
mnoæe sa -ñ2/(2m), a ovaj rezultat treba sabrati sa proizvodom talasne funkcije i po-
tencijalne energije U. Desna strana Ãredingerove jednaåine je jednostavno proizvod
talasne funkcije Ψ i nekog odreœenog broja (vrednosti energije E). Niz instrukcija s
leve strane Ãredingerove jednaåine predstavÿa kvantnomehaniåki operator ukupune
energije i obiåno se obeleæava sa :

. (8.4.22)

 je oznaka operatora potencijalne energije. Koristeñi prethodnu jednaåinu, vre-
menski nezavisnu Ãredingerovu jednaåinu napisañemo na sledeñi naåin:

(8.4.23)

dok vremenski zavisna Ãredingerova jednaåina ima oblik:

(8.4.24)

Slika 8.4.2 Primeri razliåitih funkcija: a) viãeznaåna; b) neograniåena; c) neograniåena u
odreœenom opsegu; d) neograniåena u jednoj taåki; e) funkcija sa prelomom; f) neprekidna funkcija.
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Ĥ
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Reãavaçe jednaåine (8.4.23) odnosno (8.4.24) sastoji se u nalaæeçu partiku-
larnih reãeça Ψn koja zadovoÿavju odreœene graniåne uslove. Takve funkcije Ψn

nazivaju se svojstvene funkcije operatora H, a energija E naziva se svojstvena
vrednost operatora energije. Sama Ãredingerova jednaåina predstavÿa, dakle, u ma-
tematiåkom smislu svojstveni problem operatora energije.

Skup svojstvenih vrednosti naziva se spektar svojstvenih vrednosti. On moæe
da bude diskretan i kontinualan. Ako odreœenoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija (pri tome treba da se ima na umu da se svojstvene
funkcije koje se razlikuju samo za stalni åinilac smatraju identiånim), ta svojstvena
vrednost naziva se nedegenerisanom. Svojstvena vrednost, kojoj odgovaraju dve ili
viãe linearno nezavisnih svojstvenih funkcija, je degenerisana.

Ako se sistem moæe nalaziti u staçima koje opisujemo funkcijama ψ1, ψ2....ψn

koje su svojstvene funkcije istog operatora (pri istoj svojstvenoj vrednosti), onda se
staçe sistema moæe opisati i funkcijom ψ=c1ψ1+c2ψ2+... koje je linearna kombina-
cija funkcija ψ1, ψ2. Takva funkcija, takoœe, je svojstvena funkcija istog operatora.
Linearnom kombinacijom talasnih funkcija izraæavamo princip superpozicije.

Prema postulatu kvantne mehanike, dinamiåkim promenÿivim kao ãto su
koordinata, impuls, moment impulsa, energija, pridruæuju se, tako da uzajamno za-
dovoÿavaju odreœene komutacione jednaåine, kvantnomehaniåki operatori. Za
svaki od ovih operatora mogu da se napiãu jednaåine svojstvenih vrednosti sliåne iz-
razu (8.4.23):

(8.4.25)

gde su ψ svojstvene funkcije operatora , a ω çegove svojstvene vrednosti. Kako
su dinamiåke promenÿive veliåine koje, uopãte uzevãi, mogu da se mere, svojstvene
vrednosti ω moraju da budu realne. Kvantnomehaniåke operatore prikazujemo (kao
i u sluåaju operatora energije) u tzv. koordinatnom predstavÿaçu (postoje i drukåija
predstavÿaça, npr. impulsno). U ovom predstavÿaçu koordinatama poloæaja x, y i z
pridruæuju se operatori poloæaja x, y i z koje jednostavno tumaåimo kao “pomnoæiti
sa x”. Komponentama impulsa px, py, pz pridruæuju se operatori:

, , . (8.4.26)

Operator impulsa moæemo formalno da odredimo pomoñu poznatog operatora ener-
gije , jednaåina (8.4.22). Kada je potencijalna energija U jednaka nuli, energija E
je samo kinetiåka (T):

.

Od dve moguñe vrednosti za  uzima se ona sa pozitivnim znakom.
Kvantnomehaniåki operatori drugih vaænih dinamiåkih promenÿivih dobijaju

se tako ãto se ove veliåine izraze preko koordinata i impulsa, koji se zatim zamene
odgovarajuñim operatorima.

Tako se, momentu impulsa  pridruæuje operator momenta impulsa :

Ω̂ψ ωψ=

Ω̂

p̂x

ñ

i
--- ∂

∂x
-----→ p̂y

ñ

i
--- ∂

∂y
-----→ p̂z

ñ

i
--- ∂

∂z
-----→

Ĥ

px

2 2mE   p̂x

2; 2m T̂( ) 2m
ñ

2

2m
------- d

2

dx
2

-------– p̂x⇒
ñ

i
--- d

dx
------±= = = =

p̂x

l lop



8.4 ÃREDINGEROVA JEDNAÅINA 351

E:\08.fm 7/2/04

(8.4.27)

a komponentama momenta impulsa lx, ly i lz pridruæuju se operatori:

(8.4.28)

.

Postulatom kvantne mehanike definiãe se sredça vrednost ili oåekivana vred-
nost operatora [videti relacije (D-8.4.15) i (D-8.4.18)], kao i disperzija rezultata me-
reça neke dinamiåke promenÿive sistema, koju ñemo oznaåiti sa Ω kada se çeno
mereçe ponovi mnogo puta. Pomnoæimo prvo (8.4.25) funkcijom ψ* (koja je koçu-
govano kompleksna funkciji ψ) i integralimo po åitavom prostoru:

. (8.4.29)

Prema jednaåini (8.4.29) se kao rezultat preciznog mereça dinamiåke promenÿive
 kada je  svojstvena funkcija operatora  dobija vrednost . Kada je, meœu-

tim, sistem u staçu , pri åemu je  dobijena npr. reãavaçem svojstvenog prob-

lema (8.4.23) ali nije svojstvena funkcija operatora , kvantnomehaniåkim postula-
tom se definiãe oåekivana vrednost operatora (ili sredça vrednost) :

(8.4.30)

Kada je npr. operator  jednak operatoru impulsa tada se izraåunavaçem desne

strane jednaåine (8.4.30) dobija sredça vrednost impulsa åestice za staçe  Dis-
perzija rezultata mereça [videti i (D-8.4.21)] dobija se iz relacije:

l r p×
i j k

x y z

px py pz

lop→
ñ

i
---

i j k

x y z

∂

∂x
----- ∂

∂y
----- ∂

∂z
-----

= = =

lx ypz zpy l̂x→–
ñ

i
--- y

∂

∂z
----- z

∂

∂y
-----– 

 = =

ly zpx xpz–= l̂y→
ñ

i
--- z

∂

∂x
----- x

∂

∂z
-----– 

 =

lz xpy ypx–= l̂z→
ñ

i
--- x

∂

∂y
----- y

∂

∂x
-----– 

 =

ω
ψ

 ∗
Ω̂ψ Vd∫

ψ
 ∗

ψ Vd∫
--------------------------=

Ω ψ Ω ω

ψ ψ

Ω

Ω〈 〉

Ω〈 〉
ψ

 ∗
Ω̂ψ Vd∫

ψ
 ∗

ψ Vd∫
-------------------------- .=

Ω

ψ.



352 8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

E:\08.fm 7/2/04

(8.4.31)

8.4.3 Struja gustine verovatnoñe
DODATAK 8.4

D-8.4.3 Jednaåina kontinuiteta

Pokazañemo u tekstu koji sledi da funkcija gustine
verovatnoñe zadovoÿava neku vrstu jednaåine
kontinuiteta koja nam je poznata iz mehanike
fluida. Podsetiñemo se sada u pojednostavÿenom
vidu o åemu je tu reå.
Uzmimo zapreminu u obliku kocke. Neka su ivice
kocke postavÿene duæ koordinantih osa, x, y i z,
Slika D-8.4.1 Pustimo da u ovu zapreminu utiåe
teånost i to paralelno x-osi. Gustinu struje (fluksa)
teånosti oznaåiñemo sa:

.

Ako je kocka dovoÿno mala, tada  moæe da se smatra stalnim duæ cele stranice
kocke. Koliåina teånosti koja utiåe kroz levu stranu kocke, u jedinici vremena je:

. (D-8.4.24)

Koliåina teånosti koja istiåe kroz desnu stranu kocke je:

(D-8.4.25)

ili pribliæno:

(D-8.4.25a)

Promena koliåine teånosti unutar zapremine jednaka je algebarskom zbiru izraza (D-8.4.24) i
(D-8.4.25a):

 (D-8.4.26)

Ako bismo posmatrali proticaçe teånosti u pravcu y-ose [  od-

nosno z-ose ] promena koliåine teånosti iznosila bi:

 dx dy dz, odnosno , dx dy dz, saglasno izrazu (D-8.4.26). U
opãtem sluåaju gustinu struje teånosti koja protiåe u proizvoÿnom pravcu prikazañemo vekto-
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Slika D-8.4.1 Uz fluks gustine verovatnoñe. 
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rom: , pa bi u tom sluåaju promena

koliåine teånosti unutar zapremine iznosila , gde je  vektorski operator:

Ako se ukupna koliåina teånosti odræava (a to je sluåaj kada unutar zapremine nema ni izvora
ni ponora), promena koliåine teånosti koja nastaje, jednaåina (D-8.4.26) mora da se nadok-
nadi promenom gustine :

(D-8.4.27)

ãto ñemo napisati na sledeñi naåin:

(D-8.4.28)

za sluåaj prostiraça fluida u pravu x-ose i:

(D-8.4.28a)

u opãtem sluåaju. Jednaåine (D-8.4.28) i (D-8.4.28a) predstavÿaju jednaåine kontinuiteta.

Pomoñu funkcije gustine verovatnoñe  moæe da se odredi verovatnoña
nalaæeça åestice u nekoj zapremini V. Nekada nas, meœutim, zanima broj åestica
koje prolaze kroz neku povrãinu u jedinici vremena ili fluks åestica. Nasluñujemo
da bi odreœena kombinacija funkcija gustine verovatnoñe mogla da se poveæe i sa
fluksom åestica. U proraåunu koji je izveo Maks Born moæe da se pokaæe da funk-
cija  ostaje stalna i da eventualni viãak  koji nastaje u nekom trenutku i

na nekom mestu mora da se nadoknadi maçkom  na nekom drugom mestu.
Pokazañemo sada da funkcija gustine verovatnoñe zadovoÿava jednaåinu po obliku
analognu jednaåini kontinuiteta [videti jednaåinu (D-8.4.28) i (D-8.4.28a)] koja nam
je poznata iz mehanike fluida.

Izveãñemo sada ovu jednaåinu. Napisañemo prvo vremenski zavisnu Ãredin-
gerovu jednaåinu (8.4.18):

 (8.4.32)

i çoj odgovarajuñu jednaåinu åije je reãeçe koçugovano kompleksna funkcija :

(8.4.33)
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Prvu jednaåinu (8.4.32) ñemo pomnoæiti sa , a drugu (8.4.33) sa , a zatim ih
sabrati:

ili u jednodimenzionom sluåaju:

Prethodni izraz moæemo da napiãemo i u obliku:

(8.4.34)

Sada  moæemo  da  uporedimo jednaåinu (8.4.34)  sa jednaåinom  kontinuiteta
(D-8.4.28). Jednaåina (8.4.34) ima istu strukturu kao hidrodinamiåka jednaåina, s
tim ãto ulogu gustine  ima funkcija  dok izraz:

(8.4.35)

predstavÿa struju gustine verovatnoñe. Ovom veliåinom oznaåavamo verovatnoñu
da åestica u jednoj sekundi proœe kroz povrãinu u smeru pozitivne normale na tu
povrãinu. U opãtijem, trodimenzionom sluåaju, jednaåina odræaça (8.4.34) moæe da
se napiãe i u sledeñem obliku:

(8.4.36)

pri åemu bi sada  predstavÿao vektor struje gustine verovatnoñe:

(8.4.37)

Ako se izraz (8.4.36) integrali po nekoj zapremini V, dobija se:

(8.4.38)

gde je  povrãinski element koji je jednak veliåini povrãine dA, a usmeren je isto

kao i pozitivna normala na tu povrãinu. Dakle, integral vektora  po povrãini A daje
verovatnoñu prolaska åestice kroz tu povrãinu u jedinici vremena. Desni deo jed-
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naåine (8.4.38) dobijen je primenom Stoksove (George Stokes, 1819-1903, engleski
fiziåar i matematiåar) jednaåine pomoñu koje trostruki integral po zapremini V moæe
da se zameni povrãinskim integralom po zatvorenoj povrãini koja obavija zapre-
minu V.

Integral jednaåine (8.4.34) izmeœu koordinata x1 i x2, glasi:

(8.4.39)

Kako smo formalno pokazali ranije, jednaåina (8.1.29), kretaçe åestice u pra-
vcu x-ose sa impulsom p (takoœe u pravcu x-ose) i amplitudom , moæe da se pri-
kaæe De Broÿijevim talasom: 

.

Napiãimo sada koçugovano kompleksnu funkciju ovoj funkciji:

Izraåunajmo zatim struju gustine verovatnoñe:

(8.4.40)

Jednaåinom (8.4.40) pokazali smo to da struja gustine verovatnoñe ili verovatnoña
da åestica proœe kroz neku povrãinu zavisi i od brzine kretaça åestice, ãto se moglo
i oåekivati. U sledeñem poglavÿu, pri odreœivaçu koeficijenata propustÿivosti raz-
liåitih barijera vratiñemo se ponovo na izraz (8.4.39) odnosno na struju funkcije gus-
tine verovatnoñe.

8.5 STACIONARNA ÃREDINGEROVA JEDNAÅINA

DODATAK 8.5

D-8.5.1 Dirakova delta funkcija

 (delta) funkciju (Dodatak D-8.2), uveo je P. Dirak (Paul Adrien Maurice Dirac,
1902-1984, bitno doprineo razvoju kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike, podelio sa
E. Ãredingerom Nobelovu nagradu za fiziku 1933). Delta  funkcija definiãe se kao:
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(D-8.5.1)

i:

(D-8.5.2)

Jedno od najvaænijih svojstava  funkcije, koje, naravno, matematiåki moæe da se dokaæe, je:

(D-8.5.3)

Prethodni izraz moæe da se napiãe u obliku:

(D-8.5.4)

Podsetimo se na to da se svaka funkcija  moæe razviti u Furijeov red:

(D-8.5.5)

dok se koeficijenti razvoja dobijaju iz jednaåine:

(D-8.5.6)

δ-funkcija, takoœe, moæe da se razvije u Furijeov red:

(D-8.5.7)

a koeficijent a(k) je:

(D-8.5.8)
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8.5.1 Mlaz elektrona

Posmatrajmo mlaz elektrona åija je kinetiåka energija E i koji se kreñe

brzinom  u pravcu ose x. U ovom sluåaju potencijalna energija U åes-
tice (elektrona) jednaka je nuli, pa stacionarna Ãredingerova jednaåina glasi:

(8.5.1)

Jednaåina (8.5.1) je standardna diferencijalna jednaåina drugog reda åije reãeçe

traæimo u obliku . Zameçivaçem pretpostavÿenog reãeça i çegovog dru-
gog izvoda u (8.5.1), dobija se karakteristiåna kvadratna jednaåina:

koja ima dva kompleksna korena:

Poãto se elektron slobodno kreñe, sa impulsom  u pravcu x-ose, çegova energija
je kinetiåka, pa vaæi:

Impuls elektrona p u navedenoj jednaåini zamenili smo (prema De Broÿijevoj jed-
naåini) koliånikom  gde je  De Broÿijeva talasna duæina pridruæena elektronu
koji se kreñe brzinom . Sada reãeça karakteristiåne jednaåine dobijaju oblik:

pa diferencijalna jednaåina (8.5.1) ima dva reãeça, 1 i 2:

.

(8.5.2)

A i B su konstante normiraça. Funkcije 1 i 2 su neprekidne i konaåne u celom
opsegu za bilo koju, pozitivnu vrednost energije E. U ovom sluåaju spektar svo-
jstvenih vrednosti energije je kontinualan. Kako postoje dva reãeça Ãredingerove
jednaåine za istu vrednost energije, staçe moæe da se smatra i dvostruko degenerisa-
nim. 
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Da bismo razumeli poreklo ove degeneracije, napisañemo operator impulsa,
jednaåina (8.4.26) i odrediñemo rezultat çegovog delovaça na funkcije 1 i 2:

(8.5.3)

U jednaåinama koje slede umesto  pisañemo samo p, podrazumevajuñi da je reå o
impulsu åestice koja se kreñe u pravcu x-ose. Primenimo prvo operator impulsa na
funkciju 1:

(8.5.4)

a zatim na talas 2:

(8.5.5)

Vidimo da jednaåine (8.5.4) i (8.5.5) imaju oblik jednaåine svojstvenih vrednosti jer
se dejstvom operatora na funkciju dobija ista ta funkcija pomnoæena nekom kons-
tantom. Moæemo, takoœe, da zakÿuåimo da su svojstvene funkcije operatora ener-
gije istovremeno i svojstvene funkcije operatora impulsa, ali tako da svojstvenoj
funkciji odgovara svojstvena vrednost +p, a svojstvenoj funkciji 2 odgovara
svojstvena vrednost -p. To znaåi da dve talasne funkcije 1 i 2 odgovaraju
staçima åestice istog intenziteta impulsa ali suprotnog smera kretaça, Slika 8.5.1.
To daÿe znaåi da se pomoñu znaka u eksponentu talasne funkcije odreœuje smer kre-
taça åestice duæ odreœene ose. 

Posmatrajmo sada funkciju  koja je linearna kombinacija funkcija 1 i

2:

(8.5.6)

sa ciÿem da utvrdimo da li je i funkcija  svojstvena funkcija operatora impulsa.

Reãeçe (x), jednaåina (8.5.6.) uz pomoñ Ojlerove formule:

moæe da se napiãe u trigonometrijskom obliku:

 (8.5.7)
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pri åemu su konsantne C i D povezane sa A i B iz jednaåine (8.5.1) sledeñim ve-
zama:

 

Neka je D u jednaåini (8.5.8) jednako 0, ãto znaåi da je . Ispitañemo
sada dejstvo operatora impulsa na ovu funkciju:

(8.5.8)

Posledça jednaåina nema oblik jednaåine svojstvenih vrednosti jer se dejstvom
operatora ne dobija ista ta funkcija (pomnoæena nekim åiniocem), pa ovakva funk-
cija nije svojstvena funkcija operatora impulsa, te, prema tome, ne predstavÿa
odreœeno staçe åestice sa odreœenim impulsom p. Pokuãajmo da rastumaåimo i
zaãto. Napisañemo funkciju cos kx kao zbir dva ålana:

. (8.5.9)

Funkcija  izraæena jednaåinom (8.5.9) predstavÿa kombinaciju ili boÿe reåeno
slagaçe (superpoziciju) dva staça. Jedno staçe odgovara kretaçu åestice udesno, a
drugo predstavÿa kretaçe åestice ulevo.

Podvucimo da se kod funkcija sa kontinualnim spektrom svojstvenih vred-
nosti kao u ovom sluåaju dobija:

(8.5.10)

zbog åega talasna funkcija mora da se normira na poseban naåin. U ovakvim sluåa-
jevima obiåno se vrãi normiraçe na tzv. -funkciju. Moæe da se zapazi da integral
proizvoda talasnih funkcija ima oblik -funkcije razvijene u Furijeov red:

. (8.5.11)
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Razvoj  funkcije razvijene u Furijeov red ima oblik:

(8.5.12)

pa se uporeœivaçem jednaåina (8.5.11) i (8.5.12) dolazi do vrednosti konstante nor-
miraça A:

(8.5.13)

a talasna funkcija (odnosno svojstvena funkcija operatora impulsa)  konaåno ima
oblik:

. (8.5.14)

Na Slici 8.5.2 prikazana je zavisnost realnog dela funkcije  od koordinate x, jed-
naåina (8.5.2). Period ove oscilatorne funkcije jednak je De Broÿijevoj talasnoj duæini koja je
pridruæena elektronu, λ = (h/p). Na Slici 8.5.2 prikazana su dva sluåaja: u prvom, elektroni se
kreñu sa impulsom p, a u drugom sluåaju çihov impuls je pet puta veñi u odnosu na pret-
hodni.

8.5.2 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru: energija åestice E je 
veña od potencijalne energije barijere U, E > U

Posmatrajmo åesticu, na primer, elektron koji, kreñuñi se u pozitivnom smeru
x-ose kroz oblast I, nailazi u taåki x = 0 na oblast II, Slika 8.5.3. U oblasti I (x ≤ 0)
potencijalna energija U åestice jednaka je nuli, pa je ukupna energija E åestice jed-
naka çenoj kinetiåkoj energiji. U okolini taåke x = 0, pod dejstvom poÿa sile, po-
tencijalna energija (ili potencijal) åestice se meça skokovito do neke stalne vred-
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nosti U za x ≥0. Slikovito reåeno, oblast II predstavÿa potencijalnu barijeru
(prepreku) za åesticu. Kako ukupna energija mora da se odræava (a ona je zbir ki-
netiåke i potencijalne energije), sledi da u oblasti II åestica ima kinetiåku energiju T
= E – U. Izraåunañemo sada verovatnoñu da åestica koja dolazi s leve strane (U = 0)
proœe kroz potencijalnu barijeru, odnosno da se odbije od çe i da se vrati nazad.
Napisañemo stacionarne Ãredingerove jednaåine za oblasti I i II:

I:  ; (8.5.15)

II:  ;  (8.5.16)

Kao i u prethodnom primeru za svaku od diferencijalnih jednaåina (8.5.15) i
(8.5.16) dobijamo po dva reãeça. Kao reãeçe uzimamo, meœutim, çihovu linearnu
kombinaciju koja je, saglasno svojstvu slagaça (superpozicije) koje ove diferenci-
jalne jednaåine imaju, takoœe reãeçe:

I: ;  (8.5.17)

II: ;  (8.5.18)

U jednaåinama (8.5.17) i (8.5.18) A1, B1, A2 i B2 su konstante a i imaginarna jedinica. Iz-
raz:

predstavÿa tzv. upadni talas  ili talas koji se kreñe u pozitivnom smeru x-ose u
oblasti I, pre nailaska na barijeru. Talas reflektovan barijerom  kreñe se u nega-
tivnom smeru x-ose, pa çemu odgovara drugi ålan jednaåine (8.5.17):

Izraz:

predstavÿa talas koji se kreñe u pozitivnom smeru x-ose u oblasti II i to je talas koji
je proãao kroz barijeru. Talas koji bi se u oblasti II kretao zdesna nalevo prikazali
bismo jednaåinom:

Ovaj talas nema fiziåkog smisla i zato je konstanta B2 = 0. Prema tome, talasna fun-
kcija  iz (8.5.18) postaje:
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(8.5.19)

Koristeñi sliånost iz optike moæemo da kaæemo da se upadni talas pri nailasku na
granicu dveju sredina deli na reflektovani i propuãteni talas. Izraåunañemo sada
koeficijente propustÿivosti T i refleksije R. Koeficijent propustÿivosti predstavÿa
deo ukupnog broja åestica koji prolazi u oblast II, dok koeficijent refleksije predsta-
vÿa deo åestica koje barijera odbija unazad. Zbir koeficijenta propustÿivosti i ref-
leksije mora da bude jednak jedinici. U jednom stacionarnom staçu, struja gustine
verovatnoñe mora da bude stalna jednaåina (8.4.35). Zato, logiåno, i sledi da struja
gustine verovatnoñe u sredini I, SI, mora da bude jednaka struji gustine verovatnoñe
u sredini II, SII. Izraåunañemo sada, na osnovu jednaåine (8.4.35), struju gustine ve-
rovatnoñe u sredini I i u sredini II.

(8.5.20)

Uzimajuñi u obzir da je funkcija odreœena jednaåinom (8.5.17), a da je çoj
koçugovana funkcija:

dobija se za struju gustine verovatnoñe u svakoj taåki x sredine, I, izraz:

(8.5.21)

Kako je funkcija  data izrazom (8.5.19), a çoj koçugovana funkcija je:

struja gustine verovatnoñe u svakoj taåki sredine II iznosi:

(8.5.22)

U stacionarnom staçu je S1 = SII, pa se dobija:

(8.5.23)

υ1 i υ2 su brzine kretaça åestica u sredinama I i II. Kada jednaåinu (8.5.23) pode-
limo proizvodom υ1A2

1 koji oznaåava upadnu struju gustine verovatnoñe, dobijamo:

; (8.5.24)
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Kako i sledi iz jednaåine (8.5.24) koeficijent propustÿivosti zavisi od odnosa brzina
åestice u dvema sredinama kroz koje se prostiru upadni i propuãteni talas. Upadni i
reflektovani talas prostiru se samo kroz sredinu I, pa u koeficijentu refleksije zavis-
nost od brzine ne postoji. Prema tome, da bismo izraåunali udeo propuãtenih od-
nosno reflektovanih åestica, treba da odredimo koliånik konstanti B1 i A1 odnosno A2

i A1. Ove konstante odrediñemo iz uslova neprekidnosti talasne funkcije i çenih iz-
voda na granicama intervala:

; (8.5.25)

Iz (8.5.17) i (8.5.19) odmah dobijamo:

Da bismo iskoristili drugi deo uslova (8.5.25) treba da odredimo izvode talasnih
funkcija:

Na granici oblasti I i II:

Uslovi (8.5.25) dobijaju sada svoj posebni oblik:

(8.5.26)

(8.5.27)

Eliminiãuñi A2 iz (8.5.26) i (8.5.27), nalazimo vezu izmeœu koeficijenata B1 i A1:

Kako smo ranije istakli, odnos koeficijenata B1 i A1 dignut na kvadrat daje udeo åes-
tica koje barijera reflektuje, ãto je koeficijent refleksije. Kako se vidi (B1/A1)2, jed-
nako je odnosu kvadrata modula reflektovanog i upadnog talasa:

(8.5.28)
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R se naziva koeficijent refleksije. Koeficijent propustÿivosti T koji daje udeo åestica
koje prolaze kroz barijeru je:

(8.5.29)

Na osnovu jednaåine (8.5.28) i (8.5.29) moæemo da izaåunamo udeo åestica sa ener-
gijom E koje bivaju reflektovane barijerom, odnosno åestica koje prolaze kroz bari-
jeru energije U. Za razliåite vrednosti odnosa U/E izraåunati su koeficijenti reflek-
sije R i koeficijenti propustÿivosti T, a ovi rezultati prikazani su u Tabeli 8.5.1.

Tabela 8.5.1. Koeficijent refleksije i propustÿivosti za razliåite vrednosti E/U, gde je E energija
åestice, a U potencijalna energija barijere.

Rezultati koji slede iz (8.5.28) i (8.5.29) bitno se razlikuju od onih koje oåeku-
jemo na osnovu zakona klasiåne fizike. Klasiåna åestica koja ima energiju veñu od
visine barijere, sigurno bi proãla u oblast II, ãto oznaåavamo sa T = 1 i R = 0. Iz pret-
hodnih jednaåina, meœutim, vidimo da uvek postoji odreœena verovatnoña da se åes-
tica reflektuje – osim u sluåaju da visina barijere U → 0 ili kada bi åestica imala
beskonaåno veliku energiju, E → ∞, R → 0 odnosno T → 1.

Na Slici 8.5.3 prikazan je realni deo funkcije ψ(x) koja je dobijena kao reãeçe
Ãredingerovih jednaåina (8.5.15) i (8.5.16). Kao ãto se vidi, barijera ne utiåe na
amplitudu funkcije. Kako åestica u sredinama I i II ima razliåite kinetiåke energije E
i E – U, redom, to se i De Broÿijeve talasne duæine åestice u sredinama I i II razli-
kuju. Tako je: λΙ < λΙΙ jer je pI > pII poãto iz De Broÿijeve jednaåine sledi da je λΙ

= h/pI = h/  a λΙΙ = h/

8.5.3 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru: energija åestice E 
manja je od potencijalne energije barijere U, E < U

Posmatrajmo kretaçe åestice (elektrona) u pozitivnom smeru x-ose, pri åemu
åestica iz oblasti I nailazi u taåki x = 0 na oblast II, Slika 8.5.4. U oblasti I (x ≤ 0)
potencijalna energija åestice jednaka je nuli, pa je energija E åestice po svom obliku
kinetiåka. U oblasti II (x ≥ 0) potencijalna energija åestice meça se skokovito do
neke stalne vrednosti U, pri åemu je sada U > E. Klasiåna mehanika ne predviœa
moguñnost da åestica prodre u oblast II sleva nadesno. Naime, jednakost ukupnih

U/E R T

0,1 0,0007 0,9993

4 0,0161 0,9839

6 0,0507 0,9493

0,8 0,1459 0,8541

0,9 0,2700 0,7300

0,95 0,4026 0,5974

0,99 0,8182 0,1818

T 1 R– 4
k1k2

k1 k2+( )
2

---------------------- 4
1 U E⁄–

1 1 U E⁄–+( )
2

----------------------------------------- .= = =

2mE 2m E U–( ) .
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energija åestice u oblasti I i u oblasti II mogla bi u ovom sluåaju da bude zadovo-
ÿena samo kada bi bile moguñe negativne vrednosti kinetiåkih energija [E = U +
(–TII)]. Kako je ovo nemoguñe, nemoguñe je i da åestica prodre kroz potencijalnu
barijeru. Ispitañemo sada ãta predviœa kvantna mehanika u ovom sluåaju.

Napisañemo Ãredingerove jednaåine koje se odnose na staçe åestice u oblasti
I i II:

I:  ; (8.5.30)

Slika 8.5.3 Prolaz åestice kroz potencijalnu
barijeru – ukupna energija åestice E veña je od
visine barijere U, E  U. Poãto se impuls åes-
tice smaçio usled prolaska kroz barijeru,
smaçila se uåestanost odnosno poveñao se pe-
riod talasne funkcije, pri åemu je amplituda y
ostala ista.

>
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Slika 8.5.4 Prolaz åestice kroz
potencijalnu barijeru; energija åe-
stice E maça je od potencijalne
energije barijere U. Barijera “pri-
guãuje” talas, pa se amplituda ta-
lasa y asimptotski pribliæava nuli.
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II:  ;  (8.5.31)

Reãeça ovih jednaåina su:

I:  ;  ,  (8.5.32)

II: ;  (8.5.33)

Kao i u prethodnom poglavÿu sa  oznaåiñemo upadni talas, a sa

 reflektovani talas. Priroda reãeça u oblasti II sada je drukåija – kako je
U > E, talasna funkcija za x > 0 nema oscilatorni veñ eksponencijalni oblik. Da bi
funkcija  bila konaåna za sve vrednosti x-koordinate, moramo da izaberemo
A2 = 0 (inaåe bi  → ∞ kada x → ∞). Prema tome, u oblasti II talasna funkcija ima
eksponencijalno opadajuñi oblik:

(8.5.34)

Koeficijente refleksije R i propustÿivosti T nalazimo kao u sluåaju kad je U< E:

Izvodi funkcija  i  su:

; 

; 

Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i çenih izvoda na granici oblasti I i II glase:

Uklaçaçem B2 iz ovih jednaåina nalazimo:

Koeficijent refleksije odrediñemo, kao i ranije, iz jednaåine:
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(8.5.35)

Koeficijent propustÿivosti T=1 – R=0. Ovakav rezultat mogao je odmah da se do-
bije i proraåunom vrednosti struje gustine verovatnoñe u sredini II pomoñu jed-
naåine (8.4.35). S obzirom na oblik funkcije , jednaåine (8.5.34), ovaj fluks mora
da bude jednak nuli. Dobili smo rezultat koji se na prvi pogled uopãte ne razlikuje
od klasiånog: åestica koja ima energiju E maçu od visine potencijalne barijere, pot-
puno se reflektuje pri nailasku na barijeru. Pa ipak, postoji jedna bitna razlika. Gus-
tina verovatnoñe nalaæeça åestice u oblasti II nije jednaka nuli, ãto znaåi da åestica
moæe da se naœe i unutar oblasti koja je za çu, prema klasiånoj mehanici, nedos-
tupna. Ako naœemo kvadrat modula funkcije :

(8.5.36)

koji odreœuje verovatnoñu nalaæeça åestice na rastojaçu x od granice oblasti I i II,
vidimo da postoji odreœena, konaåna verovatnoña da se åestica naœe i s desne strane
barijere. Brzina opadaça funkcije gustine verovatnoñe, jednaåina (8.5.36) zavisi od
mase åestice koja prodire kroz barijeru, kao i od razlike visine barijere i ukupne
energije åestice. Obiåno se kao dubina prodiraça uzima rastojaçe od granice ob-
lasti I i II do taåke x na kojoj talasna funkcija  [jednaåina (8.5.34)] opadne na 1/e-
ti deo çene vrednosti u taåki x = 0. Rezultat (8.5.36) nije u suprotnosti sa rezultatom
(8.5.35) – åestica se potpuno reflektuje (T = 0), ali ne obavezno na samoj granici ob-
lasti I i II.

Na Slici 8.5.4 prikazan je realni deo talasne funkcije , koja je reãeçe
Ãredingerove jednaåine (8.5.30) i (8.5.31). U oblasti I talasna funkcija ima oscila-
tornu prirodu, dok u oblasti II eksponencijalno opada. Kaæemo da barijera priguãuje
talas.

8.5.4 Prolaz åestice sa energijom E kroz pravougaonu 
jednodimenzionu potencijalnu barijeru U konaåne ãirine a, E < U

Neka na åesticu u okolini taåke x = 0 deluje poÿe sile koje prouzrokuje pro-
menu potencijala od vrednosti nula do neke konstantne vrednosti U. U okolini taåke
a dolazi, opet zbog dejstva sile, do promene potencijala od vrednosti U do nule.
Ograniåno podruåje konstantnog pozitivnog potencijala, oblasti II (0 ≤ x ≤ a), Slika
8.5.5, naziva se potencijalna prepreka (barijera) konaåne ãirine. U skladu sa tim,
åestica koja se kreñe sa energijom E u pozitivnom smeru x-ose, ima u oblastima I (x
≤ 0) i III (x ≥ a) potencijalnu energiju nula, a u oblasti II (0 ≤ x ≤ a), çena potenci-
jalna energija je U pri åemu je U > E. Ãredingerove jednaåine za oblast I, II i III
glase:

I: (8.5.37)
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II: (8.5.38)

III: (8.5.39)

Reãeça prethodnih jednaåina su:

I: (8.5.40

II: (8.5.41)

III: (8.5.42)

Ålan , koji bi odgovarao kretaçu åestice u oblasti III zdesna nalevo u
(8.5.42) je izostavÿen. Uslovi neprekidnosti funkcije i çenih izvoda na granicama
intervala su:

Iz ovih uslova sledi:

(8.5.43)

(8.5.44)

(8.5.45)

Slika 8.5.5 Prolaz åestice koja ima
energiju E kroz barijeru åija su potenci-
jalna energija U i ãirina a, na osnovu
reãeça (8.5.40) – (8.5.42). Amplituda
talasne funkcije smaçuje se unutar ba-
rijere (priguãeçe talasa), ali to ne utiåe
na period (frekvenciju) talasne funkcije
u prostoru iza barijere.
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. (8.5.46)

Koeficijent propustÿivosti, odnosno deo ukupnog broja åestica koji proœe kroz bari-
jeru, jednak je odnosu kvadrata amplituda funkcije  i dela funkcije  koji
opisuje kretaçe sleva nadesno. Napomenimo da otpada zavisnost koeficijenta pro-
pustÿivosti od brzine åestice jer su brzine åestica u sredinama I i III jednake:

. (8.5.47)

Pomoñu (8.5.43) – (8.5.46) izraåunañemo koliånik . Uvedimo sledeñe smene:

.

Sada sistem jednaåina (8.5.43) – (8.5.46) ima oblik:

(8.5.48)

(8.5.49)

(8.5.50)

. (8.5.51)

Ako jednaåinu (8.5.48) pomnoæimo sa  pa saberemo sa (8.5.49), dobijamo:

. (8.5.52)

Kada jednaåinu (8.5.50) pomnoæimo sa  i oduzmemo od (8.5.51) dobija se:

. (8.5.53)

Uklaçaçem nepoznate t iz jednaåina (8.5.52) i (8.5.53), dobijamo y:

. (8.5.54)

Sada i iz jednaåina (8.5.50) i (8.5.51) uklonimo t da bismo dobili w u zavisnosti od y.
S tim ciÿem (8.5.50) mnoæimo sa  i dobijeni proizvod oduzimamo od (8.5.51):

.

Ako sada u gorçu jednaåinu uvrstimo izraz za y iz (8.5.54), dobijamo:
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.

Uvodeñi funkcije sinus hiperboliåki i kosinus hiperboliåki, definisane jednaåinama:

moæemo w da predstavimo u obliku:

. (8.5.55)

Izraz koçugovan ovome je:

. (8.5.56)

Koeficijent propustÿivosti jednak je proizvodu jednaåina (8.5.55) i (8.5.56):

.

Kako je:

konaåno se dobija:

. (8.5.57)

Ovaz izraz je dosta sloæen i nepogodan za analizu. Moæemo da ga znatno uprostimo
ako se koristimo åiçenicom da je u najveñem broju sluåajeva:

.

Pokaæimo ovo na jednom tipiånom primeru. Neka je åestica koju posmatramo

elektron, , dok je m (0,1 nm). Tada je:
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.

Ako sada sh  zamenimo sa /2, dobijamo:

.

Kako su konstante  i  istog reda veliåine, a broj 4 moæe da se zanemari u real-
nim sluåajevima u odnosu na exp , izraz za T moæe da se napiãe u pribliænom
obliku:

. (8.5.58)

Prema tome, propustÿivost barijere, koja ima konaånu ãirinu a, i u sluåaju kada je
energija åestice E maça od potencijalne energije U, razliåita je od nule i moæe da se
u najveñem broju sluåajeva izraåuna iz jednaåine (8.5.58). U Tabeli 8.5.2 date su
vrednosti za propustÿivost barijere T, pri razliåitim ãirinama barijere a, i za stalnu

vrednost razlike U-E. Kao ãto vidimo, za barijeru ãirine  propustÿivost je pri-
liåno velika (10%), ali sa poveñaçem ãirine barijere propustÿivost eksponencijalno
opada. Naglasimo da je prema zakonima klasiåne fizike, propustÿivost barijere, u
svim sluåajevima kada je , jednaka nuli.

Tabela 8.5.2 Koeficijent propustÿivosti barijere izraåunat po formuli (8.5.58) za raz-
liåite debÿine barijere pri U-E=5 eV

8.5.5 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru:
trodimenzioni sluåaj sa sfernom simetrijom

Trodimenziona Ãredingerova jednaåina u pravouglom koordinatnom sistemu,
jednaåina (8.4.17) ima oblik:

. (8.5.59)

U jednaåini smo naznaåili da potencijalna energija U zavisi samo od koordinate r,
odnosno da je ona sferno simetriåna. Ovo je åest sluåaj u atomskoj fizici, jer Kulo-
nova sila, koja je preovlaœujuña u atomskoj fizici, ima sferno simetriåni potencijal.
Funkcija , u opãtem sluåaju zavisi od svih koordinatnih x, y i z ili, ako bismo
preãli na sferne koordinate, zavisi od sfernih koordinata r,  i . [O svemu ovome

a (nm) 0.10 0.13 0.15 0.18 0.20 0.50 1.00

T 0,100 0,051 0,032 0,016 0,010 1,04x10-6 1,07x10-10
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biñe reåi detaÿnije u poglavÿu 9; videti jednaåine (9.1.22)]. Postoje, meœutim,
sluåajevi, kada je i talasna funkcija sferno simetriåna i ne pokazuje zavisnost od ug-
lova  i  ili nas u prvoj aproksimaciji zanima samo zavisnost talasne funkcije od r
koordinate.

Sada ñemo jednaåinu (8.5.59) da prevedemo u sferne koordinate ali ñemo se
ograniåiti na sferno simetriåni sluåaj. To znaåi da ñemo u izrazu za Laplasov opera-
tor, jednaåina (9.1.28), da zanemarimo izvode talasne funkcije  po uglovima i za-
dræañemo se na izrazu:

. (9.5.60)

Zameçivaçem (8.5.60) u (8.5.59) dobija se:

. (8.5.61)

Uvoœeçem smene:

(8.5.62)

jednaåina (8.5.61) konaåno dobija oblik:

. (8.5.63)

Kako je koordinata r definisana od nule do beskonaånosti , a zbog zah-
teva da funkcija  bude konaåna za sve vrednosti r, funkcija u mora da ima vred-
nost 0 za r = 0 (jer je =u/r). Jednaåina (8.5.63) je po obliku identiåna jednodimen-
zionoj Ãredingerovoj jednaåini.

Izraåunañemo sada struju gustine verovatnoñe S(r), (8.4.35):

θ ϕ

ψ

ψ∆
1
r
--- d

2

dr
2

------- rψ( )=

ñ
2

2m
-------1

r
---d

2
rψ( )

dr
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rψ r( ) u r( )=

ñ
2

2m
-------d

2
u

dr
2

-------- E U r( ) ]u–[+ 0=

Slika 8.5.6 Prolazak åestice kroz
potencijalnu barijeru – sferno sime-
triåni sluåaj.
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ili:

. (8.5.64)

Ukupna struja gustine verovatnoñe kroz sferu polupreånika r je:

. (8.5.65)

Odredimo sada integral gustine verovatnoñe P unutar zapremine sfere polupreå-
nika :

(8.5.66)

dok bi prema jednaåini (8.4.39), promena ove verovatnoñe u vremenu, u granicama
od r = 0 do r = , iznosila:

(8.5.67)

Istaknimo da u ovom sluåaju  mora da bude nula jer bi inaåe postojao “izvor”
åestica u taåki r = 0. Kada je  ipak razliåito od nule, tada mora da bude raz-
liåita od nule promena integrala gustine verovatnoñe u vremenu, a izmeœu r = 0 i r =
. Ove zakÿuåke iskoristiñemo da izraåunamo verovatnoñu da åestica preœe iz sre-

dine I u sredinu III, vrãeñi u oblasti II tunel efekt, Slika 8.5.6. U oblasti I i III poten-
cijalna energija åestice niæa je od ukupne energije, dok je u oblasti II potencijalna
energija åestice veña od çene ukupne energije. U skladu sa prethodnim razmat-
raçem, zanima nas verovatnoña da åestica napusti sferu polupreånika  (npr. sluåaj
emisije  åestice iz jezgra). Napisañemo Ãredingerove jednaåine za ovaj sluåaj:

(8.5.68)

(8.5.69)
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. (8.5.70)

Reãeça ovih jednaåina su:

(8.5.71)

. (8.5.72)

Reãeçe Ãredingerove jednaåine u oblasti II nam za sada nije potrebno, mada nam je
poznato odranije (videti poglavÿe 8.5.4) da reãeçe mora biti ekponencijalno opada-
juña funkcija. Treba, takoœe imati na umu da U1 ima negativnu vrednost. Smat-
rañemo da je verovatnoña prolaska åestice iz oblasti I u III izuzetno mala, ãto znaåi
da upadni i reflektovani talas imaju iste koeficijente , pa jednaåina (8.5.71) do-
bija oblik:

(8.5.71a) .

Izraåunañemo sada ukupnu verovatnoñu nalaæeça åestice unutar sfere polupreånika
, pomoñu jednaåine (8.5.66) i (8.5.71a), uzimajuñi u obzir da zbog konaånosti

funkcije  mora da bude ispuçeno i u(0) = 0 zbog åega se funkcija U1(r) svodi
na sinusni deo:

. (8.5.73)

Pomoñu izraza za ukupan fluks kroz sferu odreœenog polupreånika, jednaåina
(8.5.65) i izraza za propuãteni talas , jednaåina (8.5.72), moæe da se izraåuna struja
gustine verovatnoñe izvan barijere, u oblasti III:

(8.5.74)

gde je  brzina åestice u oblasti III. Uzimajuñi u obzir uslov odræaça,
jednaåine (8.4.34) i (8.5.67), sledi:

ili:

. (8.5.75)
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Deÿeçem obe strane jednaåine (8.5.75) sa  i prebacivaçem dt na desnu stranu
dobija se:

.

Kako je verovatnoña nalaæeça åestice unutar sfere polupreånika  upravo

srazmerna sa , to leva strana prethodne jednaåine pokazuje kako se ova verova-
tnoña (P) meça se vremenom:

(8.5.76)

ili:

pri åemu je konstanta :

. (8.5.77)

Potraæimo sada vezu izmeœu koeficijenta  i koeficijenta propustÿivosti barijere T.

Kako je potencijalna energija åestice sleve i s desne strane barijere razliåita,  i

, prema (8.5.24) koeficijent propustÿivosti T zavisi od odnosa amplituda odgova-
rajuñih talasa ali i od odnosa brzina åestica:

(8.5.78)

pa iz (8.5.77) i (8.5.78) moæe da se naœe veza izmeœu koeficijenta  i koeficijenta
propustÿivosti T:

. (8.5.79)

Koliånik  pokazuje i koliko puta u jednoj sekundi åestica udari o “zid” po-
tencijalne barijere pokuãavajuñi da proœe napoÿe. Koeficijent propustÿivosti T je
åisto kvantnomehaniåki pojam koji govori o moguñnosti tunel efekta. Na jednaåinu
(8.5.79) vratiñemo se kada u poglavÿu o radioaktivnosti bude govora o  raspadu.
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Primeri

Primer 8.5.1 Koliki je koeficijent propustÿivosti barijere ãirne a ako je visina bari-
jere  a energija åestice pre nailaska na barijeru je . Ãirina barijere je:

a) , b)  gde je  De Broÿijeva talasna duæina pridruæena åestici

energije .

REÃENJE:

Upotrebiñemo jednaåinu (8.5.57):

;

.

Primer 8.5.2 Uporediti koeficijente propustÿivosti deuterijuma i vodonika, energije
5 eV, koji prolaze kroz potencijalnu barijeru visine 10 eV i ãirine 0,01 nm.

REÃENJE:

Deuterijum ima (oko) dva puta veñu masu od protona i zbog toga ima maçi koefici-
jent propustÿivosti relacije (8.5.58):

8.6 POTENCIJALNE JAME

8.6.1 Åestica u jednodimenzionoj jami sa beskonaåno
visokim zidovima

Potencijalna jama je oblast u kojoj je potencijalna energija åestice ili nula ili je
predstavÿamo negativnim vrednostima. Izvan jame potencijalna energija åestice je
beskonaåno velika. Promena potencijalne energije åestice dogaœa se pod dejstvom
neke sile u okolini taåaka x=0 i x=a (mada je promena potencijala na slici prikazana
vertikalnom linijom) i ove taåke predstavÿaju poloæaj “zidova” jame. Dakle, unutar
jame, , oblast II, potencijalna energija åestice U jednaka je 0. Izvan jame,

, i , oblasti I i III, potencijalna energija je beskonaåno velika,
Slika 8.6.1.

Napisañemo sada Ãredingerove jednaåine za oblast I, II i III:
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I: (8.6.1)

II: (8.6.2)

III: . (8.6.3)

Po istom postupku kao ranije, nalazimo reãeça Ãredingerovih jednaåina za oblast I,
II i III. Ona glase:

I: (8.6.4)

II: (8.6.5)

III: . (8.6.6)

Reãeça u oblasti I i III su eksponencijalne funkcije, dok je u oblasti II funk-
cija kompleksna (ima oscilatorni karakter). Pokazañemo sada da je vrednost talasne
funkcije izvan potencijalne jame jednaka nuli. Konstante A1...B3, koje se javÿaju u
izrazima za talasne funkcije, odrediñemo iz uslova da funkcija ψ mora da bude ko-
naåna i neprekidna za sve vrednosti x-koordinate. Da bi funkcija u oblasti I bila
uvek konaåna, mora da bude B1=0 (inaåe bi za ). Zbog toga treba
da bude A3=0 (inaåe ). Dakle, levo od potencijalne jame, izraz za
talasnu funkciju svodi se na:

(8.6.7)

a desno od jame:

. (8.6.8)

Kako je u ovim oblastima potencijalna energija beskonaåno visoka, tada i ,
pa su oba izraza (8.6.7) i (8.6.8) jednaka nuli. Prema tome, izvan jame vrednost ta-
lasne funkcije ψ jednaka je nuli, ãto znaåi da u oblastima I i III ne moæe da se naœe
åestica.

Slika 8.6.1 Potencijalna jama sa beskonaåno visokim zidovima.
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Analizirajmo sada talasnu funkciju ψ2(x) koja je reãeçe Ãredingerove jed-
naåine za oblast II. Reãeçe (8.6.5) moæe da se napiãe u trigonometrijskom obliku.
Koristeñi Ojlerov obrazac:

(8.6.9)

jednaåina (8.6.5) dobija sada oblik:

(8.6.10)

pri åemu je:

.

Konstante C2 i D2 koje odreœuju oblik talasne funkcije unutar jame, odrediñemo iz
uslova neprekidnosti talasne funkcije na mestima promene potencijala, x=0 i x=a i
iz zahteva da åestica mora da bude negde unutar jame (uslov normiraça). Poãto je
izvan jame ψ(x)=0, sledi da talasna funkcija (8.6.10) mora da zadovoÿava graniåne
uslove ψ2(0)=0 i ψ2(a)=0, odnosno uslov neprekidnosti. Prvi od çih daje:

ãto znaåi da se talasna funkcija (u jami) svodi na oblik:

. (8.6.11)

Drugi uslov neprekidnosti glasi:

ãto je zadovoÿeno za:

(8.6.12)

Zameçivaçem izraza za k2 (jednaåina 8.6.5) u (8.6.12), dobija se:

. (8.6.13)

Energiju åestice E, jednaåina (8.6.5), napisali smo sada sa indeksom n, oznaåivãi sa
En energiju koju åestica ima u staçu opisanom brojem n, dakle u kvantnom staçu n.
Jednaåina (8.6.13) pokazuje da åestica ne moæe da ima bilo koje (kontinualne) vred-
nosti, veñ samo odreœene, diskretne vrednosti energije. Konstantu C2 odreœujemo iz
uslova normiraça:

(8.6.14)
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Ovaj integral lako se izraåunava:

Izjednaåavaçem ovog rezultata sa 1 dobija se:

(8.6.15)

Konaåan oblik talasne funkcije, prema tome je:

. (8.6.16)

Na Slici 8.6.2 su prikazani
energijski nivoi En i çima odgova-
rajuñe talasne funkcije ψn(x), kao i
kvadrati ovih talasnih funkcija

 koji odreœuju gustinu vero-
vatnoñe nalaæeça åestice. Kao ãto
se sa slike vidi, u kvantnom nivou
n=1, sa najveñom verovatnoñom
åesticu moæemo da naœeno u sre-
dini jame, dok je verovatnoña
nalaæeça åestice na zidovima jed-
naka nuli. Ovaj rezultat razlikuje se
od onog koji bi dala klasiåna fizika.
“Klasiånu” åesticu moæemo, sa
podjednakom verovatnoñom, da
naœemo bilo gde u jami. Slika daÿe
pokazuje da sa porastom energije (i
kvantnog broja n) maksimumi kri-
vih leæe sve bliæe jedan drugom,
tako da bi se pri vrlo velikom broju
n dobio rezultat kao za “klasiånu”
åesticu. I ovo moæe da se smatra do-
kazom ispuçenosti principa korespondencije.

8.6.2 Åestica u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima

Neka se åestica nalazi u trodimenzionoj jami, Slika 8.6.3. Ponovo ñemo ener-
giju da raåunamo u odnosu na dno potencijalne jame. Tada je potencijalna energija:

 u svim ostalim sluåajevima. Iz-
van potencijalne jame, talasna funkcija ψ jednaka je nuli (videti 8.6.1). Unutar jame
Ãredingerova jednaåina ima oblik:

C2
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∫ 0
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2
a
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ψ
n x( )

2
a
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nπ

a
------x 
 sin=

Slika 8.6.2 Energijski nivoi, talasne funkcije i funkcije
gustine verovatnoñe nalaæeça åestice u potencijalnoj
jami sa beskonaåno visokim zidovima.

E
Ψ Ψ2
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x( )
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. (8.6.17)

Reãeçe jednaåine potraæiñemo uobiåajenim metodom razdvajaça promenÿivih.
Dakle, pretpostaviñemo da funkcija ψ koja je reãeçe naãe jednaåine (i koje zavisi
od tri promenÿive) moæe da se napiãe kao proizvod tri funkcije od kojih svaka zavisi
samo od jedne promenÿive:

. (8.6.18)

Na ovaj naåin pokuãavamo da parcijalnu diferencijalnu jednaåinu (8.6.17) rasta-
vimo na tri obiåne diferencijalne jednaåine. Potraæimo najpre izvode funkcije
(8.6.18):

(8.6.19)

Uvrãtavaçem funkcije ψ, jednaåina (8.6.18), i çenih izvoda, jednaåina (8.6.19), u
jednaåinu (8.6.17) dobija se:

. (8.6.20)

Jednaåinu (8.6.20) podeliñemo sa . Dobiñemo:

. (8.6.21)

Prvi ålan u jednaåini (8.6.21) zavisi samo od x, drugi od y, a treñi od z, dok je çihov
zbir jednak konstanti. Ovo je moguñe samo u sluåaju kada je i svaki od ta tri sabirka
stalan. Ukupnu energiju E napisañemo sada kao zbir tri konstante E1, E2 i E3:

. (8.6.22)

Slika 8.6.3 Åestica u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima.
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Uz ovu smenu jednaåina (8.6.21) rastavÿa se na tri jednaåine:

odnosno:

. (8.6.23)

Svaka od ovih jednaåina identiåna je Ãredingerovoj jednaåini za åesticu u jednodi-
menzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima. Funkcije X, Y i Z zadovoÿavaju
sledeñe graniåne uslove: X(a)=X(0)=0; Y(b)=Y(0)=0; Z(c)=Z(0)=0 (uslove neprekid-
nosti) i uslove normiraça:

pa su reãeça jednaåina (8.6.23):

. (8.6.24)

Za enegije E1, E2 i E3 dobija se:

. (8.6.25)

Prema tome, talasna funkcija za åesticu u trodimenzionoj jami sa beskonaåno viso-
kim zidovima ima oblik:

. (8.6.26)
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Diskretne vrednosti energije koje åestica moæe da ima su:

(8.6.27)

8.6.3 Prolaz åestice kroz pravougaonu potencijalnu jamu; 
Ramzauerov efekt

Posmatrañemo sada kretaçe
mlaza åestica sa ukupnom energijom
E (u odnosu na nultu vrednost poten-
cijalne energije U) koji prolazi kroz
oblasti I, II i III, kao na Slici 8.6.4. U
oblasti I i III potencijalna energija
åestice U jednaka je nuli, dok se u
oblasti II potencijalna energija åes-
tice skokovito meça od 0 od -U0.
Kaæemo da åestica nailazi na poten-
cijalnu, pravougaonu jamu dubine
U0 i ãirine a. Pretpostaviñemo da
mlaz åestica delimiåno prolazi kroz
jamu, a delimiåno se reflektuje na
ivicama jame. Da bismo odredili
koeficijente transparencije, napi-
sañemo, kao i u prethodnim sluåaje-
vima, Ãredingerove jednaåine za ob-

lasti I, II i III:

I: (8.6.28)

II: (8.6.29)

III: (8.6.30)

i na isti naåin kao ranije, nañi ñemo reãeçe Ãredingerovih jednaåina za oblasti I, II i III. 
Ona glase:

I: (8.6.31)

II: (8.6.32)
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Slika 8.6.4 Prolazak åestice kroz pravougaonu 
potencijalnu jamu.
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III: (8.6.33)

i sve imaju oscilatorni karakter. Postaviñemo uslove neprekidnosti funkcija i çiho-
vih izvoda na granicama intervala:

pa se primenom uslova neprekidnosti na funkcije odreœene izrazima (8.6.31),
(8.6.32) i (8.6.33), dobija:

(8.6.34)

.

Nameravamo sada da pomoñu jednaåina (8.6.34) odredimo koeficijent propustÿi-
vosti T potencijalne jame, odnosno udeo åestica koji iz oblasti I prelazi u oblast III.
Kao i u prethodnim sliånim sluåajevima, koeficijent propustÿivosti jednak je

. Iz jednaåine (8.6.34) lako se dobija:

.

(8.6.35)

.

Posmatrañemo neke graniåne sluåajeve:
1) . Tada dobijamo:

(8.6.36)

dakle, propustÿivost barijere raste linearno sa energijom åestice. Ako su istovre-
meno ispuçeni uslovi da  i  (ovaj sluåaj opisañemo kasnije) dobija
se da koeficijent transparencije teæi jedinici.

2) U sluåaju kada je  ili  dobijamo:
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(8.6.37)

ãto znaåi da åestice ne “oseña” prisustvo potencijalne jame i nesmetano prolazi kroz
çu.

3) Kada je  (rezonantni sluåaj), sledi:

(8.6.38)

gde je  talasna duæina De Broÿijevog talasa koji je pridruæen åestici. I zaista,
kako je kinetiåka energija åestice u jami T, jednaka E + U0 sledi:

(8.6.39)

Jednaåina (8.3.39) dobija se kada se uzme u obzir veza izmeœu impulsa åestice p2 u
jami i talasne duæine pridruæene åestici , koja je data De Broÿijevom jednaåinom.
Za  je:

za n parno i:

za n neparno. Daÿe, na osnovu relacije (8.6.35) se dobija:

(8.6.40)

Posledçom jednaåinom pokazano je da je jama potpuno prozraåna za åestice s ener-
gijama koje ispuçavaju uslov . Istovremeno, ovaj uslov znaåi da je ãirina
jame a jednaka celobrojnom umnoãku polovina talasnih duæina De Broÿijevog ta-
lasa koji je pridruæen åestici u jami, jednaåina (8.6.38). Ovakva pojava moæe se upo-
rediti sa selektivnim propuãtaçem svetlosti kroz uzane slojeve stakla i dielektrika
(filtri). Paæÿivim izborom debÿine filtra postiæe se koeficijent propustÿivosti 
u uskom opsegu talasne duæine .

Sluåaj koji je opisan jednaåinom (8.6.38) sreñe se u eksperimentima pod nazi-
vom Ramzauerov efekt ili taånije Ramzauer-Taunsendov efekt, nazvan po istraæi-
vaåima koji su ga, nezavisno jedan od drugog, otkrili. U ovim eksperimentima ispi-
tivano je rasejavaçe elektrona na odreœenim atomima i zapaæeno je da efikasni
presek (videti poglavÿe 10.1) za zahvataçe elektrona metom odreœene vrste ima
najmaçu vrednost pri odreœenoj energiji elektrona, Slika 8.6.5. To, praktiåno, znaåi
da elektroni sa takvom energijom u potpunosti prolaze kroz metu. U skladu sa
teorijskim proraåunom koji smo razmatrali, u ovom sluåaju atom polupreånika R
smatrañemo pravougaonom potencijalnom jamom, ãto znaåi da je a = 2R, pa naã us-
lov, prema (8.6.38), glasi:
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λ2 = 4R  ili ãto odgovara,  na
osnovu De Broÿijeve jedna-
åine, kinetiåkoj energiji elekt-
rona unutar jame:

;

pa se za R = 1 Å dobija za ki-
netiåku energiju elektrona unu-
tar jame vrednost od 10 eV.
Prema Slici 8.6.5 minimum
krive, koja pokazuje zavisnost
efikasnog preseka za zahva-
taçe elektrona od energije
upadnih elektrona, leæi na oko
1 eV, ukazujuñi na to da dubina potencijalne jame iznosi oko 10 eV (taånije 9 eV jer
je U0 = E - T = 1-10 = -9 eV).

Kao ãto smo ranije pomenuli, ovakvo ponaãaçe elektrona sliåno je pojavi se-
lektivnog propuãtaça svetlosti odreœene talasne duæine, kroz tanke slojeve stakla ili
nekih durgih dielektrika. Paæÿivim podeãavaçem debÿine ploåice postiæe se da
ploåica propusti svetlost odreœene talasne duæine, pri åemu je smaçeçe intenziteta
daleko maçe nego kod obiånih obojenih filtera.

Primeri

Primer 8.6.1 Izvesti opãti oblik izraza za koeficijent transparencije T kod prolaska
åestice kroz potencijalnu jamu. Nacrtati zavisnost koeficijenta transparencije T od
E/U0, gde je E poåetna energija elektrona, a U0 dubina potencijalne jame. Uzeti da je
dubina jame 10 KeV, a ãirina 1 Å.

REÃENJE:

Na osnovu jednaåine (8.6.35) dobija se:

. (8.6.41)

Sreœivaçem jednaåine (8.6.41), dobija se:

. (8.6.42)

Zameçivaçem izraza za k1 i k2, jednaåine (8.6.31) i (8.6.32) i uvoœeçem smena:

Slika 8.6.5 Ramzauerov efekt. Minimum efikasnog pre-
seka kod rasejavaça elektrona ksenonom javÿa se pri
poåetnoj energiji elektrona od 1 eV.
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; ;

dobija se izraz pogodan za izraåunavaçe i grafiåko predstavÿaçe:

. (8.6.43)

Pri vrednosti U0 = 10 KeV (β = 16,3π) i za E/U0 u rasponu od 0,01 do 0,5 dobija se
kriva kao na Slici 8.6.6.

Primer 8.6.2 Napiãite talasnu funkciju elektrona  koji se ubrzan naponom od a)
10 V, b) 1000 V, kreñe u pozitivnom smeru x-ose. Kolike su De Broÿijeve talasne
duæine elektrona u oba sluåaja?

REÃENJE:

a) 

;

b) ; .

Primer 8.6.3 Elektron se nalazi u jami sa beskonaåno visokim zidovima. Kolika ãi-
rina jame treba da bude pa da energija elektrona u osnovnom staçu bude jednaka
çegovoj energiji mirovaça, E1 = m0c2?

REÃENJE:

.

λC je Komptonova talasna duæina.
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Slika 8.6.6 Zavisnost koefici-
jenta transparencije od energije
elektrona. Dubina potencijalne

jame iznosi 10 keV 
 Potpuna, sto-

procentna propustÿivost dobija se
pri odreœenim vrednostima ener-
gije elektrona.
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Primer 8.6.4 Jezgro atoma moæemo shvatiti kao potencijalnu jamu u kojoj su smeã-
teni nukleoni sa diskretnim vrednostima energije. Ako je ãirina potencijalne jame 2r
gde je r polupreånik jezgra, npr. deuterijuma (2r=3⋅10-15m), odrediti energiju po-
buœivaça ovog jezgra iz osnovnog u prvo pobuœeno. Masa protona je 1,673⋅10-27kg.

REÃENJE:

Primer 8.6.5 Kolika je degeneracija energijskog staça En=14h2/(8ma2) ako se åes-
tica mase m nalazi u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima?

REÃENJE:

U skladu sa relacijom (8.6.27), energija åestice je:

.

Degenerisana staça su staça iste energije koja se mogu, meœutim, realizovati na
razliåite naåine. U naãem sluåaju to znaåi kombinovaçem kvantnih brojeva nx, ny, nz,
pri åemu svaki od ovih brojeva moæe imati vrednosti 1 ili 2 ili 3. Takvih kombinacija
ima ãest:

pa je stepen degeneracije staça En=14h2/(8ma2) 6.

Princ Luj – Viktor de Broÿi (Prince Louis – Victor de Brog-
lie, 1892–1987), rodio se u Dijepu (Francuska). U doktoratu
koji je odbranio na Sorboni 1924. godine, postavio je åuvenu
relaciju izmeœu impulsa åestice i talasne duæine, koju je E. Ãre-
dinger iskoristio u formulaciji talasne mehanike. Bio je preda-
vaå na Sorboni a kasnije profesor teorijske fizike i direktor In-
stituta Anri Poenkare. Za otkriñe talasne prirode elektrona
dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. godine.
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Ervin Ãredinger (Erwin Schrödinger, 1887–1961), rodio se u
Beåu, gde je i studirao fiziku. Dok je bio profesor u Cirihu ba-
vio se statistiåkom termodinamikom, opãtom teorijom rela-
tivnosti i teorijom opaæaça boja. Godine 1926. postavio je åu-
venu jednaåinu i iste godine dokazao ekvivalentnost talasnog i
matriånog kvantnomehaniåkog formalizma. Bio je profesor
Berlinskog univerziteta posle Maksa Planka, 1927–1933, ali je,
kao poznati liberal, morao da emigrira iz Nemaåke. Iste godine
(1933), dodeÿena mu je, zajedno sa Dirakom, Nobelova
nagrada za fiziku, za istraæivaça u oblasti atomske strukture.
Godine 1936. vratio se u Grac ali je opet morao da emigrira
kada je Austrija pripojena Nemaåkoj. Od 1940. do 1955. go-
dine bio je profesor u Institutu za fundamentalna istraæivaça u
Dablinu. Çegovi radovi odigrali su kÿuånu ulogu u izgradçi
kvantne teorije i predstavÿaju osnovu na kojoj se zasniva sav-
remena atomska fizika.

Verner Hajzenberg (Werner Heisenberg, 1901–1976), rodio
se u Vircburgu (Nemaåka) a doktorirao na Minhenskom univer-
zitetu kod Arnolda Zomerfelda, koji je bio profesor i mentor.
Tri godine je proveo u Kopenhagenu kod Nilsa Bora a u peri-
odu 1927–1941. bio je profesor teorijske fizike u Lajpcigu i
Berlinu. Godine 1941. postaje profesor i direktor Instituta za fi-
ziku “Maks Plank” prvo u Berlinu, a zatim u Getingenu i naj-
zad, od 1955, u Minhenu. Godine 1927. formulisao je princip
neodreœenosti na kome se zasniva “Kopenhagenska interpreta-
cija” kvantne mehanike. Za stvaraçe kvantne mehanike u mat-
riånoj formi, 1932. godine dobio je Nobelovu nagradu za fi-
ziku.

Ser Õorõ Paõet Tomson (Sir George Paget Thomson,
1892–1975), je, kao i çegov otac Õ. Õ. Tomson, pohaœao
Triniti koleõ u Kembriõu, gde je u Kevendiãkoj laboratoriji
neko vreme proveo kao postdiplomac. Radio je u Kembriõu,
Univerzitetu u Aberdinu i Imperijalnom koleõu u Londonu.
Izuåavao je rasejaçe elektrona na celuloidu i tako uoåio çe-
govu talasnu prirodu. Za taj rad, zajedno sa Devisonom, pode-
lio je Nobelovu nagradu za fiziku 1937. godine. Neko je prime-
tio da je Õ. Õ. Tomson (otac) dobio Nobelovu nagradu zato
ãto je pokazao da je elektron åestica a Õ. P. Tomson (sin) zato
ãto je pokazao da on to nije.
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Klinton Õozef Dejvison (Clinton Joseph Davisson, 1881–
1958), rodio se u Blumingtonu (Ilinois, SAD). Od 1917. do
1946. bio je istraæivaå u Belovim laboratorijama, u periodu
1946–1954, profesor na Virõinija univerzitetu u Ãarlotsvilu.
Zajedno sa Õermerom 1927. godine eksperimentalno je do-
kazao difrakciju elektrona na kristalima, ãto je predstavÿalo od-
luåujuñu potvrdu talasne prirode materije. Nobelovu nagradu
za fiziku dobio je sa Õ. P. Tomsonom 1937. godine za eksperi-
mentalni pronalazak difrakcije elektrona na kristalima. 

Maks Born (Max Born, 1882–1970) se rodio u Breslau u Ne-
maåkoj (danaãçem Vroclavu u Poÿskoj). Çegov otac, Gustav
Born, bio je poznati anatom i embriolog. Majka Margareta po-
ticala je iz bogate porodice industrijalaca. Born se 1901. godine
upisao na studije i to na Univerzitet u Breslauu ali je studirao i
na drugim univerzitetima. Tako je 1902. godinu proveo na uni-
verzitetu u Hajdelbergu, a 1903. u Cirihu. Zatim odlazi na åu-
veni univerzitet u Getingenu, gde pohaœa predavaça velikih
matematiåara Hilberta (David Hilbert), Minkovskog (Herman
Minkowski), Klajna (Felix Klein), Rungea (Carl Runge). Kas-
nije ñe, posle poloæenog doktorata, kratko boraviti i u Kem-
briõu, gde ñe eksperimentalnu fiziku izuåavati kod Larmora i
Tomsona. Born zatim poåiçe istraæivaça iz teorije relativnosti
(o relativistiåkom elektronu), posle åega dobija mesto u Getin-
genu. Daÿe se bavi vibracijama atoma u kristalnoj reãetki i o

tome izdaje i kçigu Dinamika kristalne reãetke, 1915. godine. Poåetkom Prvog svetskog rata
(1914), postaje profesor na Univerzitetu u Berlinu, gde ñe mu kolege biti Plank, Nernst, Ajn-
ãtajn, koji ñe mu postati i prijateÿ (zajedno ñe svirati, Ajnãtajn violinu a Born klavir). Born
napuãta Berlin 1919. kada prelazi u Frankfurt na Majni, gde se zadræava samo dve godine, a
1921. prelazi u Getingen kao profesor ali i direktor Instituta za fiziku. U Getingenu provodi
sledeñih dvanaest godina. Radi zajedno sa Hajzenbergom i Jordanom na formulisaçu prin-
cipa matriåne, kvantne mehanike. Po uspostavÿaçu Ãredingerove talasne mehanike povezuje
talasnu funkciju sa gustinom verovatnoñe i tako postavÿa statistiåku interpretaciju kvantne
mehanike. Za istraæivaça u kvantnoj mehanici a naroåito za çenu interpretaciju dobija,
1954. godine, Nobelovu nagradu za fiziku.

Nakon dolaska nacionalsocijalista na vlast 1933. godine, Max Born napuãta Nemaåku.
Krañe vreme provodi u Kembriõu i Indiji, gde radi sa C. V. Ramanom. Konaåno se zadræava
u Edinburgu u Ãkotskoj, kao profesor teorijske fizike. U nauånom radu ponovo se vraña
prouåavaçu dinamike kristalne reãetke.

Godine 1953. vraña se u Nemaåku i nastaçuje blizu Getingena u Bad Pirmontu. Umro
je 1970. godine. Na nadgrobnom spomeniku na Getingenskom grobÿu, gde je sahraçen, stoji
uklesana relacija i(pq-qp)=ñ/2π.





9. ATOM – KVANTNOMEHANIÅKA SLIKA

9.1 ATOM VODONIKA

9.1.1 Transformacija koordinata

Ãredingerova (diferencijalna) jednaåina analitiåki moæe da se reãi samo za
jednoelektronske sisteme kao ãto su atom vodonika, jonizovani atomi i molekuli
(H2

+) koji u svom omotaåu imaju samo jedan elektron. Sam Ãredinger je na primeru
atoma vodonika ispitivao vaÿanost jednaåine opãteg tipa koju je predloæio. O ovom
svom radu Ãredinger kaæe: “U ovom prilogu æeleo bih da prvo na najprostijem pri-
meru, primeru vodonikovog atoma, pokaæem da uobiåajeni kvantni uslovi nastaju iz
drukåijih potreba i zahteva u kojima nema unapred reåi o ’celim brojevima’. Ce-
lobrojnost se javÿa kao prirodna posledica odreœenih zahteva sliåno ’celobrojnosti’
åvornih taåaka æice koja osciluje.”

Prouåavaçe strukture vodonikovog atoma od najveñeg je znaåaja za razvoj fi-
ziåkih teorija atoma i molekula. Prva jednaåina kojom je mogao da se proraåuna ta-
lasni broj spektralne serije, bila je tzv. Balmerova formula primeçena na zraåeçe
vodonikovog atoma. Stara kvantna teorija poåiçe Borovim atomskim modelom, åiji
je najveñi uspeh bio baã primena na vodonikov atom. Reãavaçem Ãredingerove jed-
naåine vodonikovog atoma, odnosno odreœivaçem energije i talasnih funkcija do-
kazano je to da je Ãredingerova jednaåina taåna jednaåina, åime je stvorena osnova i
za odreœivaçe strukture viãelektronskih sistema (atoma, molekula), kvantnome-
haniåkim putem, primenom metoda razvijenih u matematici za pribliæno reãavaçe
diferencijalnih jednaåina.

Sada ñemo razmotriti reãavaçe Ãredingerove jednaåine atoma vodonika.
Atom vodonika sastoji se iz dve åestice, elektrona i protona (jezgra), izmeœu kojih
je rastojaçe r. Koordinate elektrona u pravouglom koordinatnom sistemu oznaåa-
vaju se sa (x, y, z), a koordinate jezgra sa (X, Y, Z). Potencijalna energija U je Kulo-
nova i iznosi:

(9.1.1)U
1

4πε0

-----------–=
Ze

2

x X–( )2
y Y–( )2

z Z–( )2+ +
------------------------------------------------------------------------- .
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Ze2 u brojiocu ukazuje na to da je razmatraçe proãireno na sve jednoelektronske
atome (jone). Izraz u imeniocu jednaåine (9.1.1) jednak je rastojaçu elektrona od
jezgra r. Ãredingerova jednaåina za ovaj sistem glasi:

(9.1.2)

 

U jednaåini (9.1.2) m oznaåava masu elektrona, a M je masa jezgra, dok je E ukupna ener-

gija sistema. Talasna funkcija  je funkcija svih ãest koordinata jezgra i elektrona. Dife-
rencijalne jednaåine ovog tipa reãavaju se metodom razdvajaça promenÿivih [videti
odeÿak (8.6.2)], ãto dovodi do “rastavÿaça” diferencijalne jednaåine, u kojoj funkcije i
çeni izvodi zavise od viãe promenÿivih, na viãe jednodimenzionih problema. Moæe se
pokazati to da metoda razdvajaça promenÿivih primeçena na jednaåinu (9.1.2), zbog ko-
rena u imeniocu, ne uproãñava jednaåinu. Zbog toga moramo prethodno transformisati
koordinate tako ãto ñemo koordinate jezgra (X, Y, Z) i koordinate elektrona (x, y, z) pre-
vesti u relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro (xr, yr, zr,) i koordinate centra
mase (x0, y0, z0,). Pri tome koristimo odranije poznate jednaåine koje daju vezu izmeœu
koordinata centra mase i koordinata jezgra i elektrona (videti poglavÿe 4):

(9.1.3)

kao i jednaåine kojima su definisane relativne koordinate elektrona u odnosu na
jezgro:

Odrediñemo sada potrebne diferencijalne operatore:

;

(9.1.4)
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Prethodna jednaåina dobijena je uzimajuñi u obzir da je:

Takoœe, vaæi:

pa jednaåine analogne izrazu (9.1.4) glase:

(9.1.5)

(9.1.6)

Na isti naåin izraåunato je:

;

(9.1.7)

Odgovarajuñi izrazi za ostale koordinate glase:

(9.1.8)

(9.1.9)

Jednaåine (9.1.7), (9.1.8) i (9.1.9) dobijene su uzimajuñi da je:
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Diferencijalni operatori predstavÿeni jednaåinama od (9.1.4) do (9.1.9) uvrste se u
Ãredingerovu jednaåinu (9.1.2), koja posle ove zamene dobija oblik:

Posle sreœivaça prethodne jednaåine dobija se jednostavniji oblik:

(9.1.10)

gde je  redukovana masa (videti poglavÿe 4.2).
Funkcija  koja se pojavÿuje u jednaåini (9.1.10), funkcija je koordinata

centra mase (x0, y0, z0) i relativnih koordinata elektrona u odnosu na jezgro (xr, yr, zr).
Da bi se jednaåina (9.1.10) uprostila (rastavila na jednostavnije åinioce), primeçuje
se metoda razdvajaça promenÿivih. Funkcija  koja zavisi od ãest promenÿivih,
napiãe se sada kao proizvod dve funkcije od kojih svaka zavisi samo od tri prome-
nÿive:

(9.1.11)

Kada se izraz (9.1.11) zameni u (9.1.10) dobija se:

(9.1.12)

Jednaåinu (9.1.12) ñemo podeliti sa  posle åega se dobija:
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(9.1.13)

Prvi ålan jednaåine (9.1.13) zavisi od koordinata (x0, y0, z0), drugi i treñi ålan zavise
od (xr, yr, zr), a çihov zbir jednak je konstanti. Ovo je moguñe samo ako je svaki sa-
birak stalan. Zbog toga se ukupna energije E predstavÿa kao zbir dve konstante E1 i
E2:

(9.1.14)

Uz ovu smenu jednaåina (9.1.13) rastavÿa se na dve. Prva jednaåina glasi:

. (9.1.15)

Druga jednaåina je:

(9.1.16)

Jednaåinom (9.1.15) opisuje se slobodno (translatorno) kretaçe åestice mase
(M+m). Ova jednaåina moæe da se, metodom razdvajaça promenÿivih, rastavi na
tri jednaåine i to uvoœeçem smene:

(9.1.17)

gde smo zvezdicom oznaåili neke nove funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne
promenÿive (zvezdicom obiåno obeleæavamo funkciju koçugovano kompleksnu
funkciji ). Zamenom (9.1.17) u (9.1.15) uz uslov:

(9.1.18)

dobija se sistem od tri diferencijalne jednaåine, sa po jednom nezavisno promenÿi-
vom:

(9.1.19)
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Reãeça ovih jednaåina poznata su odranije – to su funkcije De Broÿijevih talasa ob-
lika npr. za :

. (9.1.20).

Reãeça  i  analognog su oblika kao (9.1.20), a ukupno reãeçe jednako je
proizvodu ,  i . Joã jednom istaknimo da je energija E1 iz jednaåine
(9.1.18) doprinos energiji atoma vodonika zbog slobodnog (translatornog) pome-
raça atoma. U skladu s tim, vrednost energije E1 nije kvantovana. Struktura energi-
jskih nivoa vodonika, oåigledno, biñe odreœena Kulonovim potencijalom. Odgovori
na pitaça koja su energijska staça atoma vodonika i kakve su talasne funkcije, do-
bijaju se reãavaçem Ãredingerove jednaåine (9.1.16).

9.1.2 Transformacija pravouglih (Dekartovih) u sferne koordinate

Jednaåinu (9.1.16), koja predstavÿa Ãredingerovu jednaåinu u Dekartovim
koordinatama za vodonikov atom, napisañemo izostavÿaçem indeksa 2 uz funkciju

, u obliku:

pri åemu je u izrazu za Kolunov potenicjal, vrednost kvadratnog korena zameçena
relativnom koordinatnom r – rastojaça elektrona od jezgra:

. (9.1.21)

Radi jednostavnosti pisaça, izostavÿena je oznaka r u indeksu koordinata. Moæe se
pokazati da promenÿive u diferencijalnoj jednaåini (9.1.16) zbog faktora (9.1.21) ne
mogu da se razdvoje. Poãto se Kulonov potencijal odlikuje sfernom simetrijom,
problem se reãava prevoœeçem jednaåine (9.1.16) u sferne koordinate.

ψ1∗

ψ1∗ C1exp
i

ñ
--- 2 M m+( )Ex0

 
 
 

C2exp
i–
ñ
---- 2 M m+( )Ex0

 
 
 

+=

ψ2∗ ψ3∗
ψ1∗ ψ2∗ ψ3∗

ψ

ñ
2

2µ
------ ∂2

∂x
2

------- ∂2

∂y
2

------- ∂2

∂z
2

-------+ + 
 ψ–

1
4πε0

-----------Ze
2

r
--------ψ– Eψ=

r x
2

y
2

z
2+ +=

Slika 9.1.1 Veza izmeœu Dekartovog i sfer-
nog koordinatnog sistema.x

z

y
rx

ry

rz

r

θ

ϕ



9.1 ATOM VODONIKA 397

E:\09.fm 7/1/04

Veza izmeœu sfernih koordinata r,  i  i Dekartovih koordinata x, y i z, Slika
(9.1.1) je sledeña:

;

; (9.1.22)

 

Sada treba da odredimo operator  u sfernim koordi-
natama. Ovu transformaciju vrãimo na sledeñi naåin – uzmimo npr. :

(9.1.23)

Potrebno je, dakle, da se odrede izvodi sfernih koordinata po Dekartovim koordi-
natama:

;

;

.

Na sliåan naåin izvode se i ostale jednaåine, pa se dobija:

(9.1.24)

Koristeñi jednaåine (9.1.24), nalazi se da je:

θ ϕ

x r θ ϕ        rcossin x
2

y
2

z
2+ +       0 r ∞≤ ≤= =

y r θ ϕ       ϕsinsin arc tg
y

x
--
 
        0 ϕ 2π≤ ≤= =

z r θ      θcos arc  tg
x
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y
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z
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∂2 ∂x
2⁄ ∂2 ∂y
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ϕsin
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(9.1.25)

.

Drugi izvodi po Dekartovim koordinatama transformiãu se u druge izvode po sfer-
nim koordinatama na sledeñi naåin:

.

Sliånim izraåunavaçem nalaze se i izrazi za x2 i z2 , pa je:

(9.1.26)

Kako je:

sledi:

. (9.1.27)

∂ψ
∂y
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∂ψ
∂r
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r
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Drugi pogodan oblik dobija se ako se uoåi da je:

(9.1.28)

9.1.3 Razdvajanje promenljivih u Ãredingerovoj jednaåini za 
vodonikov atom i za sisteme sliåne vodoniku

Ãredingerova jednaåina u sfernim koordinatama za jednoelektronski sistem
glasi:

(9.1.29)

Metod razdvajaça promenÿivih, koji smo koristili i do sada, upotrebiñemo za reãa-
vaçe jednaåine (9.1.29) u kojoj funkcija zavisi sada od tri promenÿive, r, θ i ϕ.
Reãeçe jednaåine (funkcija ψ) predstaviñemo u obliku proizvoda tri funkcije od
kojih svaka zavisi samo od jedne promenÿive. Nameravamo da ovim postupkom
jednaåinu (9.1.29) rastavimo na tri prostije diferencijalne jednaåine u kojima odgo-
varajuñe funkcije zavise samo od jedne promenÿive. Za poåetak uvode se dve funk-
cije R(r) i S(θ,ϕ):

(9.1.30)

Tada je:

Uvrãtavajuñi (9.1.30), kao i izraåunate izvode, u (9.1.29) i mnoæeñi dobijenu jed-
naåinu sa r2/(RS) dobija se:

(9.1.31)

Leva strana jednaåine (9.1.31) sastoji se iz dva ålana od kojih je jedan funkcija samo
r koordinate, a drugi je funkcija samo koordinata θ i ϕ. Poãto je çihov zbir jednak
nuli, mogu da se izjednaåe sa konstantama iste apsolutne vrednosti, ali suprotnog
znaka. Ovu konstantu obeleæiñemo sa f. Tada se jednaåina (9.1.31) rastavÿa na dve:
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(9.1.32)

(9.1.33)

Zatim se na jednaåinu (9.1.33) ponovo primeni metod razdvajaça promenÿivih.
Funkciju S(θ,ϕ) prikazañemo kao proizvod dve nove funkcije, Θ(θ) i Φ(ϕ) od kojih
svaka zavisi samo od jedne promenÿive:

(9.1.34)

Uzimajuñi u obzir da je:

a zatim uvrãtavaçem izvoda (9.1.34) u (9.1.33), dobija se, posle mnoæeça sa sin2θ:

(9.1.35)

Prvi ålan jednaåine (9.1.35) zavisi samo od ϕ, a drugi i treñi zavise od θ. Izjednaåa-
vaçem prvog ålana jednaåine (9.1.35) sa konstantom -m2, a zbira drugog i treñeg
mora biti +m2, tako da je ukupan zbir sva tri ålana nula dobijaju se dve diferenci-
jalne jednaåine:

(9.1.36)

odnosno:

(9.1.37)

Prema tome, problem reãavaça Ãredingerove jednaåine za atom vodonika svodi se
na reãavaçe tri obiåne diferencijalne jednaåine, jedne radijalne (9.1.32) i dve uga-
one, po ϕ (9.1.36) i po θ (9.1.37).

9.1.4 Reãavanje ugaone Ãredingerove jednaåine (po ϕ)

Reãeçe jednaåine (9.1.36):

1
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dθ
------ θ

dΘ
dθ
-------sin 

  f
m

2

2θsin
----------------– 

 Θ+ 0.=

d
2
F

dϕ2
---------- m

2
F+ 0=



9.1 ATOM VODONIKA 401

E:\09.fm 7/1/04

potraæiñemo u obliku:

(N je konstanta normiraça). Tada je:

pa se uvrãtavaçem u (9.1.36) dobija karakteristiåna (kvadratna) jednaåina:

pri åemu je dozvoÿeno da m ima i pozitivne i negativne vrednosti. Dakle, reãeçe
jednaåine (9.1.36) je:

Kako talasna funkcija mora da bude jednoznaåna (ãto u ovom sluåaju znaåi da çena
vrednost za uglove ϕ i ϕ + 2kπ mora da bude ista), mora da bude ispuçen i uslov:

odakle sledi:

ãto je ispuçeno samo kada je m ceo broj. Dakle:

Vrednost konstante normiraça N nalazimo iz uslova:

ili posle integraÿeça:

Prema tome, reãeçe Ãredingerove jednaåine (9.1.36) je kompleksna funkcija:

(9.1.38)
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9.1.5 Reãavanje ugaone Ãredingerove jednaåine (po θ)

Jednaåina (9.1.37):

uvoœeçem smene: x = cos θ svodi se na oblik:

(9.1.39)

jer je:

Reãeçe diferencijalne jednaåine (9.1.39) traæimo u obliku:

(9.1.40)

pri åemu funkciju u(x) treba odrediti. Potraæiñemo dΘ/dx i zajedno sa Θ zameniti u
(9.1.39). Posle sreœivaça i skrañivaça sa (1 – x2)m/2 dobija se jednaåina koju treba
da zadovoÿava funkcija u(x):

(9.1.41)

Diferencijalnu jednaåinu (9.1.41) neñemo direktno reãavati nego ñemo pokazati
kako se polazeñi od odreœene funkcije, çenim diferenciraçem, dobija diferenci-
jalna jednaåina po obliku identiåna naãoj åije reãeçe traæimo. Uvodimo prvo funk-
ciju:

(9.1.42)

pri åemu je l ceo, pozitivan broj. Logaritmovaçem i diferenciraçem po x dobija se
iz (9.1.42):

Ako se ova jednaåina (k + 1) puta diferencira po x i ako se uvede oznaka:

(9.1.43)

1
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dobija12 se nova (diferencijalna) jednaåina koja glasi:

(9.1.44)

i koja je identiåna sa jednaåinom (9.1.41), kada je:

(9.1.45)

gde c’ moæe da bude neka proizvoÿna konstanta. Iz (9.1.45) sledi:

(9.1.46)

Uzimajuñi u obzir (9.1.45) i (9.1.46) konaåno dobijamo funkciju u(x):

(9.1.47)

Uvrãtavaçem (9.1.47) u (9.1.40) dobija se reãeçe ugaone Ãredingerove jednaåine
po θ:

(9.1.48)

U matematici se funkcije tipa (9.1.48) nazivaju pridruæeni Leæanrovi (Legendre) po-
linomi, pa reãeçe ugaone Ãredingerove jednaåine moæe da se napiãe i u obliku:

(9.1.48a)

pri åemu su sa  oznaåeni pridruæeni Leæanrovi polinomi, dok je N konstanta normi-
raça u koju je ukÿuåena konstanta c’. Pridruæeni Leæanrovi polinomi definiãu se kao:

gde su sa Pl(x) oznaåeni Leæanrovi polinomi:

12 Pri tom se koristi binomni obrazac: d
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Naglasimo da l moæe da ima samo celobrojne vrednosti i da je - kada bi l bilo
maçe od |m|, izraz (9.1.48) bi postao nula. Za dato l postoji (l + 1) reãeça koja od-
govaraju sledeñim vrednostima |m|:

(9.1.49)

Vrednost konstante normiraça moæe se odrediti iz uslova:

i ona iznosi:

pa je Θ(θ) konaåno:

(9.1.48b)

9.1.6 Reãavanje radijalne Ãredingerove jednaåine

Preureœivaçem, mnoæeçem sa R/r2 i uvrãtavaçem f = l(l +1), radijalna jed-
naåina dobija oblik:

(9.1.50)

pri åemu uvodimo oznake:

(9.1.51)

Odrediñemo prvo reãeçe asimptotskog oblika jednaåine (9.1.50) i to u sluåaju kada
r →∞. Tada ålanovi koji sadræe 1/r i 1/r2 postaju jednaki nuli, pa se jednaåina
(9.1.50) svodi na znatno prostiju diferencijalnu jednaåinu:

(9.1.52)

Reãeça diferencijalne jednaåine (9.1.52) lako se nalaze i ona su oblika:

(9.1.53)
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gde su C1 i C2 proizvoÿne  konstante. U eksponentu jednaåine (9.1.53) javÿa se
√- Ar. Znak “-” uz A potreban je da bi kvadratni koren bio realan broj, jer je kons-
tanta A, proporcionalna energiji, pa ima negativnu vrednost. Imajuñi na umu da ta-
lasna funkcija mora da bude konaåna za sve vrednosti r, pa i za r →∞, izab-
rañemo C1 = 0. Stavÿajuñi da je C2 = C, dobija se:

(9.1.53a)

Opãte  reãeçe  jednaåine (9.1.50) dobija se koriãñeçem izraza (9.1.53a) ako se C
shvati kao funkcija r. Uvodimo sada novu promenÿivu:

Uzimajuñi u obzir da je:

jednaåinu (9.1.50) transformiãemo i izraæavamo po novoj promenÿivoj ρ:

(9.1.50a)

Zatim reãeçe predstavÿamo u obliku: 

(9.1.54)

pa se zamenom (9.1.54) i odgovarajuñih izvoda u (9.1.50a), dobija jednaåina koju mora
da zadovÿava funkcija : 

(9.1.55)

Reãeçe ove jednaåine traæimo u obliku reda13

(9.1.56)

Iz (9.1.56) sledi: 

13 U jednaåini (9.1.55) javÿaju se singulariteti  Zato se funkcija C(p) predsta-

vÿa potencijalnim redom koji poåiçe ålanom , pri åemu ñe broj  biti odreœen zahtevom da talasna fun-

kcija bude konaåna kada 
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.

(9.1.57)

Uvrãtavajuñi (9.1.56) i (9.1.57) u (9.1.55) dobija se: 

(9.1.58)

Da bi bila zadovoÿena jednakost (9.1.58), koeficijenti uz sve stepene uz  moraju
da budu jednaki nuli. Iz uslova da je koeficijent uz najniæi stepen od  jednak
je nuli, dobija se: 

odnosno: 

Samo prva od dve moguñnosti (s=l) daje pozitivne vrednosti za s, pa, prema tome,
obezbeœuje konaånost talasne funkcije za r=0. Zato ñemo na svakom mestu u
(9.1.58) s zameniti sa l. Izjednaåavaçem koeficijenata uz stepene  s nulom,
dobija se:

odakle sledi: 

(9.1.59)

Jednaåina (9.1.59) predstavÿa rekurentnu formulu – ona omoguñava da se svi koefi-
cijenti reda (9.1.56) izraze preko jednog – npr.  Prema tome, funkcija  se do
na konstantan faktor moæe predstaviti u obliku: 

(9.1.60)
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Usled zahteva da funkcija  bude konaåna funkcija, polinom  mora da se
prekine posle k-tog ålana. Pokazañemo i zaãto. Na osnovu jednaåine (9.1.59) sledi: 

(9.1.61)

Analizirajmo sada funkciju  koja je beskonaåna kada  Kada funkciju 
razvijemo u Mak Lorenov red i izraåunamo koliånik sukcesivnih ålanova reda dobi-
jamo:

Uporeœivaçem koliånika sukcesivnih ålanova Mak Lorenovog razvoja funkcije  i 

naãeg reda , (9.1.61), zakÿuåujemo da bi beskonaåna suma reda  teæila 

baã funkciji . U tom sluåaju je: 

dakle, funkcija  bi imala beskonaånu vrednost, ãto nije dozvoÿeno. Zbog toga

suma  mora da se prekine posle k-tog ålana. To istovremeno znaåi da koefi-
cijent uz (k+1)-vi ålan reda,  mora da bude jednak nuli. Ako se ovaj uslov unese
u rekurentnu formulu (9.1.59) dobija se sledeña jednakost: 

(9.1.62)

Kada se zbir pozitivnih, celih brojeva (k+l+1) oznaåi sa n, pri åemu n moæe da ima
vrednosti l+1, l+2, itd. (jer je k+l najmaçe nula), dobija se: 

ili ako se zamene ranije uvedene oznake za A i B dobija se: 

(9.1.63)

Jednaåina (9.1.63) ista je kao i Borova jednaåina za energiju vodonikovog atoma
(4.2.13). I prema ovoj jednaåini vrednosti energije su kvantovane (brojem n) . Broj
n javÿa se u postupku matematiåkog reãavaça diferencijalne jednaåine kojom opi-
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sujemo vodonikov atom, odnosno kao posledica zahteva da talasna funkcija bude
konaåna. Prema tome, energija vodonikovog atoma moæe da ima samo diskretne
vrednosti, odreœene jednaåinom (9.1.63). Kako sledi iz jednaåine (9.1.63), energija
zavisi samo od tzv. glavnog kvantnog broja n, a ne od kvantnih brojeva l ili m. 

Svakoj energijskoj vrednosti odgovara niz svojstvenih funkcija  koje odgo-
varaju razliåitim vrednostima brojeva l i m. Kako za odreœeno n, broj l moæe da ima
vrednosti n-1, n-2,..., 0, a za svako l broj moæe da bude -l, -l+1, -l+2,..., +l, dakle,
ukupno (2l+1) vrednosti, degeneracija energijskog nivoa koji ima glavni kvantni
broj n je: 

U skladu sa svim onim ãto je reåeno, radijalna funkcija R(r), jednaåina (9.1.60) je
oblika: 

(9.1.64)

k je posledçi ålan reda, k=n-l-1. N je konstanta normiraça. Polinom:

blisko je povezan sa tzv. pridruæenim Lagerovim (Laguerre) polinomima stepena r-s
i reda s, koji se definiãu kao: 

gde je , Lagerov polinom stepena r: 

Moæe se pokazati da je: 

pa reãeçe radijalne jednaåine moæe da se napiãe u obliku: 

(9.1.65)

gde je konstanta normiraça. 
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Znajuñi definiciju Lagerovih odnosno pridruæenih Lagerovih polinoma, poka-
zañemo kako se odreœuje radijalna talasna funkcija u sluåaju kada je n=1, l=0, m=0. 

Znaåi, treba odrediti :

Radijalna funkcija za n=1 i l=0, ima, dakle, oblik: 

Konstanta normiraça  odreœuje se iz uslova: 

(deo elementa zapremine po r je  dr). Daÿe: 

pa se posle parcijalnog integraÿeça dobija: 

Posle zamene granica i vrañajuñi se na definiciju A, jednaåina (9.1.51) u kojoj se za-
meçuje izraz za energiju vodonikovog atoma, jednaåina (9.1.63), dobija se: 

gde je: 

. (9.1.66)
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Kod vodonikoidnih jona velikog rednog broja Z, kada se moæe smatrati da je redu-
kovana masa  jednaka masi elektrona  odgovara taåno Borovom polupre-
åniku (duæina od 0,529 Å). Kada se u jednaåini: 

zameni vrednost za A odnosno za energiju E prema jednaåini (9.1.63) i uzme u obzir
jednaåina (9.1.66) za Borov polupreånik, dobija se: 

(9.1.67)

pa radijalna talasna funkcija za sluåaj n=1 i l=0 konaåno dobija oblik: 

(9.1.68)

Radijalne funkcije  nose u svom indeksu brojeve n i l, åime je naznaåeno da
oblik Lagerovog polinoma zavisi od izbora n i l. Naglasimo joã jednom, da pri zada-
tom n, broj l moæe da uzima vrednosti odreœenom jednaåinom .

9.1.7 Atomske orbitale 

Talasne funkcije koje se dobijaju reãavaçem Ãredingerove jednaåine za vodo-
nikov atom imaju oblik: 

(9.1.69)

pri åemu je: 

(9.1.70)

(9.1.71)

, itd.

(9.1.72)

(9.1.73)

Izraz za  definisan je jednaåinom (9.1.66), a funkcionalne veze izmeœu  i r, od-
nosno konstante A i energije E, definisane su jednaåinama (9.1.60) i (9.1.51). Funk-
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cije su normirane na jedinicu tako da koeficijenti ispred pojedinih funkcija oznaåa-
vaju faktore normiraça. 

Ispitivaçe zavisnosti talasne funkcije od koordinata daje predstavu o verovat-
noñi nalaæeça elektrona u nekoj taåki prostora. Tako, za odreœeni pravac  i ,
moæemo ispitati raspodelu verovatnoñe duæ radijus vektora povuåenog iz jezgra.
Samu verovatnoñu nalaæeça elektrona odreœuje proizvod kvadrata talasne funkcije

 i elemenata zapremine dV ili u opãtem sluåaju dV 

Talasne funkcije pojedinaånih elektrona atoma i molekula nazivaju se orbi-
tale. U zavisnosti od vrednosti broja l, orbitale mogu da budu s-tipa (l=0), p-tipa
(l=1), d-tipa (l=2), f-tipa (l=3), itd. Ali, pre nego ãto preœemo na analizu orbitala
moramo preciznije utvrditi znaåeçe brojeva n, l i m kojima je odreœen oblik talasne
funkcije .

Kvantni brojevi 

Pri reãavaçu Ãredingerove jednaåine za vodonikov atom, javÿaju se brojevi
n, l i m koji su odgovarajuña zamena za kvantne brojeve uvedene u okviru Bor-So-
merfeldove teorije. Poznato je, meœutim, da su kvantni brojevi u okviru Bor-Somer-
feldove teorije, bili uvedeni ad hoc (unapred), dok se pri reãavaçu Ãredingerove
jednaåine oni javÿaju prirodno, kao posledica zahteva da talasna funkcija zadovo-
ÿava oåigledne fiziåke graniåne uslove. 

Na jeziku kvantne mehanike kvantni brojevi su povezani sa svojstvenim vred-
nostima odgovarajuñih operatora. Tako moæe da se pokaæe da broj l zadovoÿava jed-
naåinu:

a broj m jednaåinu: 

pri åemu su  i  operatori koji se pomoñu pravila kvantne mehanike pridruæuju
momentu impulsa (ugaonom momentu) i projekciji momenta impulsa na neku
izbranu osu z. Navedene jednaåine prouåiñemo podrobnije u odeÿku 9.1.8.

s orbitale

Sve orbitale koje imaju nulti orbitni ugaoni moment (l=0) nazivaju se s orbi-
tale. Kod s orbitala podrazumeva se da je i vrednost broja m takoœe nula. Uzmimo
sada 1s orbitalu. Broj (u ovom sluåaju 1) ispred oznake s pokazuje vrednost glavnog
kvantnog broja n. 1s orbitala odgovara atomu vodonika u çegovom osnovnom
staçu – u staçu najniæe energije (tada je glavni kvantni broj n=1). Ugaoni deo (po

 talasne funkcije 1s (kao i ostalih s funkcija, 2s, 3s, itd.) jednak je samo fakto-
rima normiraça: 

videti jednaåinu (9.1.37), dok je: 
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jer je: 

Treba pomenuti to da je deo elementa zapremine po  jednak  . Prema jed-
naåini (9.1.69) 1s orbitala vodonika je: 

(9.1.74)

pri åemu je za  uzet izraz prema jednaåini (9.1.68). 
Na osnovu poznatih izraza za radijalnu funkciju, odnosno za Lagerove i prid-

ruæene Lagerove polinome mogu da se izraåunaju i druge s orbitale: 

(9.1.75)

(9.1.76)

U Tabeli 9.1.1 navedeni su analitiåki oblici radijalnih funkcija vodonikovog atoma, i
to: 1s, 2s, 3s, 4s, 2p, 3p, 4p, 3d i 4f dok su na Slici 9.1.2 ove funkcije (odnosno çi-
hovi kvadrati) prikazani grafiåki. 

Sve s orbitale sferno su simetriåne – ne pokazuju zavisnost od uglova 
ãto se eksplicitno vidi iz relacija od (9.1.74) do (9.1.76). Orbitala osnovnog staça
(1s) eksponencijalno opada sa rastojaçem od jezgra, Slika 9.1.2. Ovo upuñuje na
zakÿuåak da je najveña gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u jezgru. Orbitala
se prostire, meœutim, priliåno daleko od jezgra pokazujuñi to da postoji stvarna ve-
rovatnoña nalaæeça elektrona i na ovim rastojaçima od jezgra. Talasne funkcije 2s
i 3s sliåno se ponaãaju, s tim ãto kvadrat talasne funkcije 2s ima, pored maksimalne
vrednosti pri r=0, joã jedan maksimum na udaÿenosti od  od jezgra. Kvadrat ta-
lasne funkcije 3s ima dva takva maksimuma pri odreœenim vrednostima r. Ovo uka-
zuje na to da je na takvim mestima verovatnije nañi elektron. 

p orbitale

Kod p orbitala je orbitni14 kvantni broj l=1, ãto znaåi da elektron ima ugaoni

moment intenziteta . Ako se razmotri radijalni deo p orbitale  lako moæe da
se pokaæe da je analitiåki oblik  orbitale: 

14 Zadræavamo naziv “orbitni” kvantni broj, mada na prvi pogled izraz “orbitalni” izgleda primerenije jer
Ãredingerov formalizam ne koristi pojam “orbite”. S druge strane, naziv “orbitalni” kvantni broj kao broj koji
definiãe tip orbitale nije dovoÿno precizan jer moæe da se odnosi i na glavni i na magnetni kvantni broj, koji, ta-
koœe, odreœuju tip orbitale. Stoga koristimo naziv “orbitni” kvantni broj kao broj koji kvantuje ugaoni moment
atoma (elektrona).
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(9.1.77)

Oblik polinoma po  odreœujemo na osnovu jednaåine (9.1.65) i definicije prid-
ruæenog Lagerovog i Lagerovog polinoma. Neka je reå o 2p orbitali – u tom sluåaju
je n=2, l=1. Treba, prema tome, odrediti pridruæeni Lagerov polinom L3 kao i Lage-
rov polinom L3. Oblik polinoma, odnosno koeficijenti uz stepene polinoma mogu da
se odrede i pomoñu rekurentne jednaåine (9.1.59), uz uslov da polinom: 
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3
2
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1

2 6
----------
 
 ρe

ρ
2
---–

   ;    ρ
Zr
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Slika 9.1.2 Radijalne funkcije vodonikovog atoma. 
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mora da se prekine kod k-tog ålana. Tako se za 2p orbitalu nalazi: 

pri åemu se uzima da je v=0, l=1 i n=2. Iz prethodnog izraza sledi da je a1 polinoma
nula, ãto znaåi da polinom ima samo ålan a0. Dakle: 

Na isti naåin odreœuje se polinom po  za  orbitalu: 

Dakle, polinom, u sluåaju  orbitale, ima oblik: 

Radijalna funkcija  orbitale, zajedno sa konstantom normiraça moæe da se na-
piãe kao: 

(9.1.78)
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Slika 9.1.3 Kada je l=0, potenci-
jalna energija je iskljuåivo Kulonova
i sila je privlaåna, kriva a. Ako elek-
tron ima orbitni moment, kriva po-
tencijalne energije ima drukåiji oblik
od Kulonove – naroåito u blizini jez-
gra i sila je tada odbojna, kriva c.
Ovakav oblik potencijalne energije
utiåe na vrednost talasne funkcije u
blizini jezgra. Kriva b pokazuje od-

bojni potencijal, U 1 r
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Za razliku od s orbitala, kod p orbitala (ali i kod ostalih orbitala kod kojih je )
vrednost talasne funkcije, pa i gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona, u taåki r=0
je nula. Na “klasiåan” naåin ovo bi moglo da se rastumaåi postojaçem sile koja u
blizini jezgra na elektron deluje odbojno. I zaista, ako se pogleda jednaåina (9.1.50),
napisana u neãto izmeçenom obliku: 

Tabela 9.1.1 Normirane radijalne talasne funkcije za Z = 1. d=r/a0 i predsta-
vÿa rastojaçe u atomskim jedinicama. Za vodonikoidne atome, u opãtem sluåaju,
funkciju treba pomnoæiti sa (Z/a)03/2 a promenÿivu d u eksponentu zameniti sa Zr/a0:

R1s(d) = 2e-d

tada izraz u sredçoj zagradi daje veliåinu efektivne potencijalne energije Uef elektro-
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.

Kada je l = 0, potencijalna  energija je åisto Kulonovog  tipa, Slika 9.1.3. Za l ≠ 0,
oblik  krive potencijalne energije u blizini  jezgra je drukåiji od Kulonove – sila je
odbojna zbog doprinosa ålana u kojem se javÿa orbitni moment, Slika 9.1.3.

Radijalna distribuciona funkcija

Do sada je, na osnovu zavisnosti kvadrata talasne funkcije od rastojaça r,
mogla da se odredi verovatnoña nalaæeça elektrona na nekom rastojaçu r od jez-
gra, ali u odreœenom pravcu θ i ϕ. Sada nas, meœutim, interesuje verovatnoña
nalaæeça elektrona na nekom rastojaçu r od jezgra, bez obzira na pravac, odnosno
verovatnoña sa kojom se elektron moæe nañi u bilo kojoj taåki sferne ÿuske debÿine
dr, na rastojaçu r od jezgra. Zapremina sferne ÿuske je:

dok je verovatnoña nalaæeça elektrona u sfernoj ÿusci debÿine dr, na rastojaçu r od
jezgra, proizvod funkcije gustine verovatnoñe i zapremine ÿuske:

.
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Slika 9.1.4 Radijalna distribuciona funkcija [D(r) = 4πr2R2(r)], kao funkcija rastojaça r,
za razliåite orbitale.
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Funkcija D(r) naziva se radijalna distribuciona funkcija. Na Slici 9.1.4 prikazane su
radijalne distribucione funkcije za 1s, 2s, 3s, 2p, 3p, itd. orbitale. Sa dijagrama, iz-
meœu ostalog, sledi da je verovatnoña nalaæeça elektrona u osnovnom staçu vodo-
nika najveña pri vrednosti r=0,529 Å – ãto odgovara polupreåniku prve Borove orbi-
tale. Meœutim, za razliku od Borovog modela, prema kojem se oåekuje da se elektron
kreñe po orbitama odreœenog polupreånika (za odreœeno energijsko staçe elekt-
rona), talasna mehanika predviœa da elektron moæe da se naœe, sa izvesnom verovat-
noñom, na bilo kom rastojaçu r od jezgra. Za razliku od s orbitala i çihovih kvad-
rata, koje pokazuju da je najveña gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u jezgru,
radijalna distribuciona funkcija ima vrednost nula za r = 0.

Prostorna zavisnost orbitala

Do sada smo prouåavali zavisnost talasne funkcije od polupreånika r. Bitno je,
takoœe, prouåiti i usmerenost orbitala u prostoru, dakle zavisnost talasne funkcije,
odnosno kvadrata talasne funkcije, od uglova θ i ϕ. Prostorni izgled orbitala
odreœen je proizvodom funkcija Θl,m (θ) i Φm(ϕ), koji se zove sferni harmonik
Ylm(θ,ϕ):

. (9.1.79)

Sferni harmonici su funkcije uglova θ i ϕ kod svih orbitala sa orbitnim kvantnim bro-
jem l razliåitim od nule. Kod s orbitala kod kojih je l = 0, sferni harmonici svode se
na konstante normiraça funkcija Θl,m (θ) i Φm(ϕ), pa su zato s orbitale sferno simet-
riåne. Pri odreœenom kvantnom broju l postoji (2l+1) orbitala sa razliåitim kvantnim
brojem m kojim se kvantuje vrednost projekcije orbitnog ugaonog momenta na pra-
vac z-ose. Problem je, meœutim, u tome ãto je funkcija Φm(ϕ) za m≠0 kompleksna pa
je proizvod Θl,m(θ) ⋅ Φm(ϕ) neprikladan za vizuelno predstavÿaçe orbitala. Zato se pri
vizuelnom predstavÿaçu sfernih harmonika, umesto funkcija Φm(ϕ) za m ≠ 0, koriste
linearne kombinacije funkcija Φm(ϕ) i Φ-m(ϕ): 

(9.1.80)

(9.1.81)

a ovo smemo da uradimo jer su nove talasne funkcije (koje predstavÿaju linearne
kombinacije poåetnih) takoœe, reãeça Ãredingerove jednaåine za vodonikov atom,
åija energija u odsustvu spoÿaãçeg (magnetnog) poÿa zavisi samo od glavnog kvant-
nog broja n. Ovakve linearne kombinacije originalnih funkcija nisu, meœutim, svo-
jstvene funkcije operatora projekcije orbitnog ugaonog momenta lz jer ne odgovaraju
jednoj vrednosti m. Kada se atom vodonika nalazi u magnetnom poÿu, kombinovaçe
talasnih funkcija s istom apsolutnom vrednoãñu za m, a s razliåitim znakom, nema
smisla jer energija vodonikovog atoma u magnetnom poÿu zavisi od usmereça vek-

tora  u magnetnom poÿu. Faktor normiraça Nϕ iznosi u sluåajevima kada je m ≠ 0,

, ãto lako moæe da se izraåuna pomoñu jednaåine (9.1.80), a kada je m = 0,

, ãto znamo odranije (poglavÿe 9.1.4). Dakle, sferni harmonici imaju oblik:

Yl m, θ ϕ,( ) Θl m, θ( ) Φm ϕ( )⋅=

Φm ϕ( ) Φ m– ϕ( )+ Nϕ mϕcos=

Φm ϕ( ) Φ m– ϕ( )– Nϕ mϕsin=

l

1 π⁄

1 2π( )⁄
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(9.1.82)

. (9.1.83)

U drugom sfernom harmoniku izostavÿena je imaginarna jedinica i jer se ona javÿa
kao multiplikativni faktor, pa kao takva moæe da se izostavi, jer i onako fiziåki smisao
ima samo proizvod ψψ* ili (YY*) u kome se imaginarna jedinica gubi. U sluåaju
kada je m = 0, pri nekom l:

. (9.1.84)

Odrediñemo sada tri sferna harmonika 2p orbitale (l = 1, m = ±1 i 0). Pomoñu for-
mule (9.1.48) nalazimo prvo funkciju Θ1,1, l = 1, |m| = 1: 

pa je: Θ1,1(θ) = const. ⋅ sinθ. Lako se dobija da je Θ1,0(θ) = const. ⋅ cosθ (za l = 1 i m =
0). Pozitivna linearna kombinacija funkcija Φ1(ϕ) i Φ-1(ϕ) je cosϕ, a negativna sinϕ,
pa uzimajuñi u obzir vrednosti konstanti normiraça dobijaju se, konaåno, izrazi za
ova tri sferna harmonika:

(9.1.85)

(9.1.86)

. (9.1.87)

Znajuñi kako ugaoni tako i radijalni deo talasne funkcije za l = 1 i n = 2, jednaåina
(9.1.77), moæemo napisati ukupnu talasnu funkciju, ψ2p ili 2p (broj 2 ispred p oz-
naåava vrednost glavnog kvantnog broja) orbitalu:

(9.1.88)

(9.1.89)

(9.1.90)

2px, 2py i 2pz orbitale definisane su jednakostima (9.1.88), (9.1.89) i (9.1.90). Indeksi
x, y i z uz 2p potiåu od toga ãto su ove funkcije proporcionalne x, y i z koordinatama,
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izraæenim u sfernom koordinatnom sistemu [videti (9.1.22)]. Time je i oznaåena us-
merenost orbitale duæ odreœene ose. I zaista, prema (9.1.88) najveña vrednost 2px or-
bitale je za cosϕ = 1 i pri ϕ = 0 i π (pri prikazivaçu orbitala uzimaju se apsolutne
vrednosti funkcija sinϕ, cosϕ, sinθ, itd.), a to je u xy ravni (tada je θ = π/2) pravac x-
-ose. Takoœe, najveña vrednost 2py orbitale je za ϕ = π/2 i ϕ = 3π/2, a to je pravac y-
ose kada je θ = π/2. Najveña vrednost 2pz orbitale je za cosθ = 1. Dakle, za θ = 0 i π,
ãto je pravac z-ose. 2px talasna funkcija jednaka je nuli za x = 0 ili u yz-ravni, 2py je
nula za y = 0 ili u xz-ravni dok je 2pz nula za z = 0 ili u xy-ravni.

Na Slici 9.1.5 prikazani su polarni dijagrami funkcije ψnl gde je ψnl = Rnl (r) ⋅
|Yl,m (θ,ϕ)|. Polarni dijagrami su predstavÿeni u ravnima ϕ = const., takvim da je
Φ(ϕ) = 1, za odreœeno rastojaçe r, pri åemu je tada radijalni deo jednak nekoj kons-
tanti. To, praktiåno, znaåi da su na slici prikazani polarni dijagrami funkcije Θl,m(θ).
Ovaj polarni dijagram dobija se povlaåeçem radijus vektora, pod odreœenim uglom
θ, pri åemu uglu θ = 0 odgovara poloæaj z-ose, a vrednost ugla θ meça se od 0 do 2π
(iako je u sfernom koordinatnom sistemu ugao θ definisan izmeœu 0 i π, uobiåajeno
je da se funkcija Θl,m(θ) prikazuje u celom podruåju 2π). Duæine radijus vektora
srazmerne su apsolutnoj vrednosti funkcije Y(θ, ϕ), odnosno Θ(θ). Ovakvi dijag-

Slika 9.1.5 Polarni dijagram funkcije ψn,l = R |Yl,m (θ,ϕ)|, kod R=1 i ϕ=const. Konture se dobijaju
povlaåeçem radijus vektora pod odreœenim uglovima θ. Duæine radijus vektora srazmerne su ap-
solutnoj vrednosti funkcije Θ(θ). Pravac vertikalne ose je pravac z-ose, a θ je ugao u odnosu na z-osu.
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rami mogu da se crtaju za razliåito r, s tim ãto se najveñom verovatnoñom nalaæeça
elektrona odlikuju orbitale sa onim r, pri kojem je radijalna talasna funkcija najveña.
Sa ove  slike  oåigledna je usmerenost Θ1,0 (θ) (pz) duæ z-ose, odnosno Θ1,1 (θ) duæ
x-ose (px) ili duæ y-ose (py).

Ugaoni delovi (po ϕ) 2px i 2py orbitala odgovaraju
pozitivnoj i negativnoj linearnoj kombinaciji funkcija
Φ+1(ϕ) i Φ-1(ϕ), pri åemu su u indeksu funkcija Φ(ϕ) naz-
naåene vrednosti magnetnog kvantnog broja (m = 1 ili m =
-1). One ne mogu da se upotrebe za analizu ponaãaça
atoma vodonika u magnetnom poÿu. Kod treñe 2p orbitale,
2pz, odreœene funkcijom Θ(θ) i Φ(ϕ) pri vrednosti
magnetnog  kvantnog broja m = 0, projekcija orbitnog uga-
onog momenta na z-osu je nula, dok je funkcija gustine ve-
rovatnoñe nalaæeça elektrona ∼ f(r)⋅cos2θ, videti jednaåine
(9.1.87) i (9.1.90), i prema tome najveña duæ z-ose (θ = 0 i
θ = π).

Postoji izvesna korespondencija izmeœu poloæaja Bo-
rovih orbita i 2px, 2py i 2pz orbitala. Pri kretaçu elektrona
po kruænoj  orbiti  u xy-ravni, ugaoni moment ima pravac
z-ose. Kod 2px i 2py orbitale najveña je verovatnoña
nalaæeça elektrona baã u ravnima koje su normalne na z-
-osu (u kojoj se nalazi Borova orbita), mada postoje i druge
ravni u kojima je ova verovatnoña razliåita od nule. Sliåno
moæe da se kaæe  i  za  2pz  orbitalu  i Borovu orbitu posta-
vÿenu u xz-ravni kada je projekcija momenta impulsa na z-
osu jednaka nuli. Gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona
kod 2pz orbitale najveña je u pravcu z-ose, dakle u ravni
Borove orbite. Na Slici 9.1.6 prikazani su polarni dijagrami
funkcija Θl,m(θ) za m = ± l.

Kod d orbitale, kod koje je vrednost orbitnog kvant-
nog broja l = 2, pomoñu jednaåine (9.1.71) izraåunavaju se
odgovarajuñe funkcije Θ2,m(θ). Zatim se, pomoñu jednaåina
(9.1.82) i (9.1.83), odreœuju i odgovarajuñi sferni harmo-
nici:

(9.1.91)

(9.1.92)

(9.1.93)

(9.1.94)

Slika 9.1.6 Polarni dija-
grami funkcija Θl,m(θ) za
m = ± l.
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. (9.1.95)

Indeks uz sferni harmonik Y oznaåava da je analitiåki oblik date funkcije srazmeran
odgovarajuñoj kombinaciji koordinata. Prostorni izgled d orbitala, zajedno sa çiho-
vim polarnim dijagramima, prikazan je na Slici 9.1.7.

Na Slici 9.1.8 prikazani su kvadrati modula nekoliko ugaonih funkcija
|Yl,m(θ,ϕ)|2: 

.

Y2 0,
1
4
--- 5

π
--- 3 θ 1–

2
cos( )= Y

z
2( )

Slika 9.1.7 Prostorni prikaz i polarni dijagram d orbitala.
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Ovoga puta funkcije Φm(ϕ) su originalne funkcije koje odgovaraju odreœenom kvan-
tnom broju m. Mnoæeçem takve funkcije sa çoj koçugovano kompleksnom funkci-
jom, sferni harmonici pretvaraju se u realne funkcije koje mogu da se nacrtaju, ali se
s druge  strane  gubi zavisnost od ϕ. Takve orbitale su osno simetriåne (u odnosu na
z-osu) i predstavÿaju, prema Bornovom tumaåeçu, funkciju gustine verovatnoñe.

Slika 9.1.8 Prostorni prikaz ugaone funkcije prvih nekoliko orbitala. 
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9.1.8 Orbitni ugaoni moment

Komponente orbitnog ugaonog momenta duæ koordinatnih osa

Vrednosti dinamiåkih promenÿivih, kao ãto su energija, impulsi, momenti im-
pulsa (ugaoni momenti) i çihove projekcije na koordinatne ose, predstavÿaju se u
kvantnoj mehanici svojstvenim vrednostima odgovarajuñih operatora. Odreœuju se
reãavaçem diferencijalne jednaåine tipa Ãredingerove jednaåine kojom se definiãe

ovaj svojstveni problem. Tako se svojstvene vrednosti operatora  (ili , gde se
velikim slovom L oznaåavaju orbitni ugaoni moment, odnosno çegov operator jed-
nog viãeelektronskog atoma) odreœuju iz jednaåine:

. (9.1.96)

Operator  izraåunava se, najpre, u sfernim koordinatama koriãñeçem jednaåine
(8.4.28) kojom je definisan i jednaåine (9.1.25) kojom su predstavÿeni odgovarajuñi
parcijalni diferencijali u sfernim koordinatama:

(9.1.97)

.

Zameçivaçem izraza za , prema (9.1.97), dolazi se do diferencijalne jednaåine:

. (9.1.98)

Reãeçe ove diferencijalne jednaåine traæi se u obliku funkcije ψ=erϕ. Poãto se dife-
rencijal funkcije ψ (po ϕ) i sama funkcija zamene u (9.1.98), dobija se:

dok je sama funkcija ψ:

.
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Kako funkcija mora da ima iste vrednosti za uglove ϕ i ϕ+2π (videti deo 9.1.4), sledi:

(9.1.99)

Iz jednaåine (9.1.99) moæe da se zakÿuåi da su svojstvene vrednosti operatora  jed-
nake proizvodu broja ml i veliåine ñ [h/(2π)]. To, takoœe, znaåi da su moguñe vred-
nosti dinamiåke promenÿive lz (ili, drugim reåima, projekcije vektora orbitnog mo-
menta na izabrani pravac, a obiåno se uzima pravac z-ose) kvantovane i izraæavaju se
kao proizvod (magnetnog) kvantnog broja ml i veliåine ñ. Indeks l kod broja m poka-
zuje da je reå o orbitnom ugaonom momentu.

Veliåina orbitnog ugaonog momenta

Da bi se odredile moguñe vrednosti orbitnog ugaonog momenta, treba da se
reãi problem i odrede svojstvene vrednosti operatora kvadrata ugaonog momenta

:

. (9.1.100)

Prethodno treba izraåunati ovaj operator. Operator kvadrata ugaonog momenta jed-
nak je:

. (9.1.101)

Zatim se odreœuju operatori  i  [operator  veñ je odreœen, jednaåina (9.1.97)].
Koriãñeçem jednaåine (8.4.28) kojom su definisani ovi operatori i (9.1.25) koja sa-
dræi potrebne izvode u sfernim koordinatama, dobija se:

.

. (9.1.102)
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Istim postupkom moæe da se izraåuna :

. (9.1.103)

Kako je  poznato odranije, sada moæe da se odredi  koristeñi (9.1.101):

.

Posle sreœivaça jednaåine dobija se:

.

. (9.1.104)

Ako se ovaj operator primeni na talasnu funkciju  predstavÿenu u obliku proiz-
voda tri funkcije R(r),  i F  [videti jednaåine (9.1.30), (9.1.34) i (9.1.69)] i
zatim dobijeni izraz predstavi u skladu sa svojstvenim problemom (9.1.100), sledi:

.

(9.1.105)
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Obe strane jednaåine (9.1.105) podele se sa  i preostali deo s desne strane
 prebaci se na levu stranu jednaåine, koja ñe se sada izjednaåiti sa nulom:

. (9.1.106)

Jednaåina (9.1.106) ista je kao ugaona Ãredingerova jednaåina za vodonikov atom
(po ) (9.1.37) za:

. (9.1.107)

Kako je prema jednaåini (9.1.46):

gde je l orbitni kvantni broj, iz (9.1.107) sledi da su svojstvene vrednosti operatora

 ili, drugim reåima, moguñe vrednosti kvadrata orbitnog ugaonog momenta:

(9.1.108)

.

Treba podsetiti na to da je, u okviru vektorskog modela atoma jednaåina (9.1.108)
uvedena i koriãñena. Ovde smo pokazali samo kako ona moæe i da se izvede.

Primeri

Primer 9.1.1 Izraåunati najverovatnije rastojaçe od jezgra elektrona vodonikovog
atoma i He+ jona u 1s orbitali.

REÃENJE:

Najverovatnije rastojaçe definiãe se kao rastojaçe r za koje funkcija gustine
verovatnoñe ima najveñu vrednost. Odreœuje se diferenciraçem radijalne distri-
bucione funkcije D(r) (bitno je samo rastojaçe bez obzira na pravac u prostoru) po
polupreåniku r i izjednaåavaçem ovog izraza sa nulom. Prema (9.1.74):

.

Kod vodonikovog atoma, 1s elektron najverovatnije ñe se nañi na rastojaçu , a to

je rastojaçe koje odgovara prvom Borovom polupreåniku (0.529 ). Kod heliju-
movog jona ovo rastojaçe je dva puta maçe, jer je naelektrisaçe helijumovog jona
dva puta veñe od naelektrisaça vodonikovog atoma.

Primer 9.1.2 Odrediti rastojaça r pri kojima radijalna funkcija gustine verovatnoñe
 vodonikovog atoma ima vrednost nula.
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REÃENJE:

Iz Tabele 9.1.1 nalazi se funkcija  i odreœuju se nule ove funkcije:

Ove taåke nazivaju se åvorne taåke, a to su one taåke u kojima funkcija prolazi kroz
nulu (ima nultu vrednost).

Primer 9.1.3 Izraåunati sredçu vrednost radijusa  orbitale vodonikovog atoma.

REÃENJE:

Kako prema Bornovom tumaåeçu talasne funkcije kvadrat talasne funkcije
(ili kvadrat modula kada je ona kompleksna) predstavÿa gustinu verovatnoñe,
sredça vrednost polupreånika r izraåunava se na osnovu definicije sredçe vred-
nosti iz teorije verovatnoñe (videti dodatak uz poglavÿe 8.4).

.

Posle trostrukog parcijalnog integraÿeça dobija se:

9.2 ATOMI SA VIÃE ELEKTRONA

9.2.1 Ãredingerova jednaåina atoma sa N elektrona

Ãredingerova jednaåina za atom sa N elektrona u laboratorijskom koordina-
tnom sistemu ima oblik:
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(9.2.1)

.

Prvi sabirak na levoj strani jednaåine predstavÿa kinetiåku energiju jezgra mase M,
a drugi ålan (jednostruka suma po elektronima) oznaåava kinetiåku energiju elek-
trona mase m. Treñi sabirak predstavÿa elektrostatiåko (Kulonovo) privlaåeçe elek-
trona i jezgra sa naelektrisaçem Ze, a posledçi sabirak prikazuje meœusobnu inter-
akciju elektrona. Treba uoåiti da indeksi k i l, u dvostrukoj sumi koja opisuje
Kulonovo odbijaçe elektrona, moraju da se razlikuju jedan od drugog (elektron ne
interaguje sa samim sobom) i da je uveden åinilac 1/2 da bi se dobio pravilan broj
parnih interakcija (u dvostrukoj sumi svaka interakcija javÿa se dva puta – za elekt-
rone 1 i 2, npr. jednom kao k = 1 i l = 2, drugi put kao k = 2, l = 1).

Broj promenÿivih u Ãredingerovoj jednaåini (9.2.1) je 3 (N + 1). Kao i kod
vodonikovog atoma, prelaskom na sistem centra mase, problem moæe da se svede
na translatorno kretaçe atoma u celini i na kretaçe N elektrona pri nepokretnom
jezgru.

Uveãñemo sada koordinate centra mase: x0, y0 i z0:

(9.2.2)

i relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro:

(9.2.3)

k = 1, 2,.... sa namerom da koordinate (X, Y, Z, x1, y1, z1,..,xN,yN,zN) u jednaåini (9.2.1)
pretvorimo u koordinate (x0, y0, z0, x1r, y1r, z1r,...,xNr,yNr,zNr). Kako se u jednaåinama
(9.2.1) – (9.2.3), x, y i z koordinate javÿaju uvek odvojeno jedna od druge, postupak
moæe da se pojednostavi razmatraçem samo jednog skupa koordinata (npr. x).
Transformisañemo prvo izraz za kinetiåku energiju atoma (sadræi parcijalne izvode )
pomoñu poznatih jednaåina kojima se parcijalni izvodi po koordinatama Q1,
Q2,...,Qn prevode u parcijalne izvode po drugom skupu koordinata q1, q2,...,qn:
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.

U posebnom sluåaju:

.

Koriãñeçem prethodnih jednaåina dobija se:

(9.2.4)

. (9.2.5)

Koristeñi (9.2.4) i (9.2.5) dobija se:

. (9.2.6)

Na isti naåin dobijaju se odgovarajuñi izrazi i za y i z koordinate. Zameçujuñi stare
koordinate novim i u izrazu za potencijalnu energiju, dobija se izraz za Ãredinge-
rovu jednaåinu (9.2.1) u koordinatama centra mase i u relativnim koordinatama:

(9.2.7)

.

.

U prvom sabirku (i samo u çemu) na levoj strani jednaåine (9.2.7) javÿaju se izvodi
koordinata centra mase x0, y0, z0 a M + Nm je masa celog atoma. Ovaj ålan predsta-
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vÿa, dakle, translaciju atoma u celini i on, kao i kod vodonikovog atoma, predstavÿa-
çem talasne funkcije  u obliku proizvoda dve funkcije  i :

(9.2.8)

moæe da se odvoji od ostalog dela Ãredingerove jednaåine. Ostali ålanovi u jednaåini
(9.2.7) zavise samo od koordinata x1r, y1r, z1r,...xNr,yNr, zNr i opisuju kretaçe elektrona
u sistemu centra mase. Treñi sabirak [na levoj strani jednaåine (9.2.7)] koji ukÿuåuje
meãovite izvode po koordinatama para elektrona i naziva se polarizacioni ålan, ima
koeficijent . On je za nekoliko redova veliåine maçi od koeficijenta u
drugom sabirku, , pa moæe da se zanemari. Redukovanu
masu oznaåiñemo sa  i izostaviti ubuduñe indeks r u oznakama
koordinata, tj. pisañemo xk umesto xkr, imajuñi na umu da je sada reå o relativnim
koordinatama elektrona u odnosu na jezgro, dakle, razliåitim od onih u jednaåini

(9.2.1). Suma parcijalnih izvoda po Dekartovim koordinatama  

 oznaåava se sa  rastojaçe k-tog elektrona od jezgra, ,

sa rk, rastojaçe izmeœu k-tog i l-tog elektrona 
sa rkl. Tada Ãredingerova jednaåina, koja opisuje staçe atoma sa N elektrona, dobija
oblik:

(9.2.9)

odnosno:

. (9.2.9a)

Pri åemu je H, Hamiltonov operator:

.

Treba napomenuti to da je u posledçim dvema jednaåinama funkcija  iz jed-
naåine (9.2.8) obeleæena sa .

Jednaåina (9.2.9) je parcijalna diferencijalna jednaåina sa 3N Dekartovih pro-
menÿivih. Uobiåajeni pokuãaj razdvajaça promenÿivih predstavÿaçem funkcije

 u obliku proizvoda viãe funkcija:

(9.2.10)

ne vodi do uspeha, zbog sprege koordinata razliåitih elektrona preko ålanova

. Ãredingerova jednaåina za sve ato-
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me koji imaju viãe od jednog elektrona predstavÿaju tzv. viãeåestiåni problem koji ne
moæe da se reãi u analitiåkom obliku. Dakle, u svim ovim sluåajevima, koriste se prib-
liæne metode reãavaça. U sledeñem poglavÿu, na primeru atoma helijuma, najjed-
nostavnijeg atoma posle vodonikovog, prikazañemo neke osnovne ideje koje se ko-
riste pri pribliænom reãavaçu odgovarajuñe Ãredingerove jednaåine. Zatim ñemo
skicirati opãti naåin reãavaça stacionarne Ãredingerove jednaåine za viãeelektronske
sisteme, tzv. metoda samousaglaãenog poÿa (Hartri–Fokov metod).

9.2.2 Atom helijuma

Helijumov atom ima dva elektrona, pa Ãredingerova jednaåina kojom se on
opisuje glasi:

.

(9.2.11)

Uvoœeçem oznaka:

(9.2.11a)

(9.2.11) dobija oblik:

(9.2.12)

h1 ukÿuåuje koordinate i izvode po koordinatama samo prvog elektrona, h2 samo
drugog elektrona.

U ålanu spregnute su
koordinate oba elektrona. Kao ãto je veñ reåeno, ovaj ålan onemoguñuje razdvajaçe
promenÿivih dva elektrona, odnosno rastavÿaçe ãestodimenzione Ãredingerove
jednaåine (9.2.11) na dve trodimenzione (po koordinatama x1, y1, z1 odnosno x2, y2,
z2) jednaåine.

Jedan od moguñih naåina za pribliæno reãavaçe Ãredingerove jednaåine za He
atom sastoji se u zanemarivaçu ålana , ãto bi odgovaralo fiziåkoj situ-
aciji u kojoj elektroni ne oseñaju prisustvo jedan drugog (model “nezavisnih elek-
trona”). Predstavÿajuñi tada talasnu funkciju He atoma u obliku:

(9.2.13)

i uvrãtavajuñi je u Ãredingerovu jednaåinu (9.2.12) u kojoj je izostavÿen ålan h12 do-
bija se:

(9.2.14)

odnosno uvrãtavajuñi izraze za h1 i h2 iz (9.2.11a):
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(9.2.15)

.

Deÿeçem leve i desne strane jednaåine (9.2.15) sa dobija se:

(9.2.16)

.

Leva strana jednaåine (9.2.16) predstavÿa zbir dva izraza, od kojih prvi izraz zavisi
od promenÿive , a drugi od . Kako su ove prome-
nÿive meœusobno nezavisne, a zbir oba ålana jednak je stalnoj veliåini E, sledi da
svaki od ova dva ålana mora da bude neka konstanta. Ako te konstante oznaåimo sa
E1 i E2, uz uslov E = E1 + E2, iz jednaåine (9.2.16) dobija se:

(9.2.17a)

. (9.2.17b)

Mnoæeçem jednaåine (9.2.17a) sa , a jednaåine (9.2.17b) sa , dobija
se:

(9.2.18a)

. (9.2.18b)

Jednaåine (9.2,18a) i (9.2.18b) identiåne su Ãredingerovoj jednaåini za vodonikov
atom (9.1.16). Kako smo Ãredingerovu jednaåinu za vodonikov atom veñ reãili,
moæemo odmah dobiti i reãeçe za helijumov atom u okviru aproksimacije nezavis-
nih elektrona. Osnovno staçe (staçe najniæe energije) He atoma opisano je ta-
lasnom funkcijom (9.2.13). Kada se uzme da odgovaraju 1s orbitalama vo-
donikovog atoma za Z = 2 (He+ jona), dobija se za :

(9.2.19)
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a odgovarajuña energija je:

. (9.2.20)

Dobijeni rezultat  nije u saglasnosti sa  eksperimentalnom vrednoãñu koja iznosi
-78,6 eV. Ovakvo neslagaçe moglo je i da se oåekuje s obzirom na to da zanemari-
vaçe meœusobnog delovaça elektrona nije bilo motivisano fiziåkim razlozima, veñ
jedino teæçom da se pojednostavi reãavaçe Ãredingerove jednaåine. Pokazañemo,
meœutim, da neki rezultati ovog grubog proraåuna ipak mogu da se iskoriste kao po-
lazna osnova pri primeni finijih postupaka. S tim ciÿem izloæiñemo varijacionu me-
todu.

Varijaciona metoda

Primenom tzv. varijacione metode moæe da se izvrãi uopãtavaçe Ãredinge-
rove jednaåine, koje ukazuje na put za traæeçe pribliænih reãeça. Pomnoæimo obe
strane jednaåine (9.2.9a) sa  i dobijeni izraz integralimo po celom
prostoru:

. (9.2.21)

Iz (9.2.21) sledi:

. (9.2.22)

Ako je, ãto je uobiåajeno, talasna funkcija  normirana, imenilac izraza na desnoj
strani jednaåine (9.2.22) jednak je jedinici. Izraz (9.2.22) je, dakle, ekvivalentan
Ãredingerovoj jednaåini. Pretpostaviñemo sada da se na desnoj strani jednaåine
(9.2.22), umesto taåne talasne funkcije sistema koji se posmatra, javÿa neka prib-
liæna talasna funkcija F. U tom sluåaju veliåina s leve strane jednaåine (9.2.22)
predstavÿa oåekivanu vrednost energije :

. (9.2.23)

Razlika izmeœu izraza (9.2.22) i (9.2.23) moæe matematiåki (na jeziku funkcionalne
analize) da se iskaæe na sledeñi naåin: taåno reãeçe Ãredingerove jednaåine, talasna
funkcija , definisana je, u opãtem sluåaju, u prostoru beskonaånih dimenzija F
(Hilbertov prostor), a pribliæna talasna funkcija F u nekom potprostoru  konaånih
dimenzija. Na osnovu varijacione teoreme, zadovoÿavaçe uslova , pri
åemu  oznaåava varijaciju, ekvivalentno je reãavaçu Ãredingerove jednaåine u
tom potprostoru . Drugim reåima, nalaæeçem varijacije izraza za oåekivanu
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vrednost energije , uz izjednaåavaçe ove varijacije s nulom, dobijaju se us-
lovi koje zadovoÿava najboÿa pribliæna funkcija F iz potprostora .

U praksi se obiåno postupa na jedan od sledeña dva naåina:
a) pretpostavi se da funkcija F zavisi od izvesnog broja parametara a, b,... pa

se iz uslova odreœuju najboÿe vrednosti para-
metara a, b, itd.,

b) funkcija F predstavi se u obliku linearne kombinacije konaånog broja izab-

ranih funkcija (to su tzv. bazisne funkcije) , pri åemu se

najboÿe vrednosti koeficijenata razvoja c1, c2,...cn dobijaju reãavaçem sistema line-
arnih jednaåina koje slede iz uslova  Ako bi broj
bazisnih funkcija bio beskonaåan, optimalna funkcija F bila bi identiåna taånom
reãeçu Ãredingerove jednaåine, . Poãto u praksi mora da se radi s bazisima
konaånih (i ãto je moguñe maçih) dimenzija, vaæno je da se odabere pogodni bazis,
tako da linearna kombinacija relativno malog broja takvih funkcija bude dobra
aproksimacija taånoj talasnoj funkciji.

Moæe da se pokaæe da je energija osnovnog staça bilo kog atoma izraåunata
pomoñu varijacione metode uvek gorça granica taåne energije. Ovo daje mo-
guñnost za oceçivaçe relativne taånosti razliåitih proraåuna. Od dva proraåuna (s
razliåitim funkcijama F) taåniji je onaj koji daje niæu energiju. Meœutim, veliåina
apsolutne greãke ne moæe da se proceni. Moæe, takoœe, da se pokaæe da je oåekivana
vrednost energije bliæa taånoj vrednosti E nego pribliæna talasna funkcija F
taånom reãeçu Ãredingerove jednaåine, .

9.2.3 Primena varijacione metode na He atom

Potraæiñemo sada pribliæno reãeçe Ãredingerove jednaåine za He atom pri-
menom varijacione metode. Na samom poåetku izraåunañemo izraz za oåekivanu
vrednost energije (9.2.23), pri åemu ñemo koristiti egzaktan (nerelativistiåki) Ha-
miltonov operator [jednaåina (9.2.11)], a kao pribliænu talasnu fun-
kciju F uzeñemo funkciju  (9.2.19), koja odgovara modelu nezavisnih elektrona.
Kako je pribliæna funkcija unapred zadata (ne zavisi ni od kakvih parametara pod-
loænih meçaçu) ovde nije reå o uobiåajenom sluåaju kod varijacionog raåuna. Na-
mera nam je da pokaæemo da pomoñu izraza (9.2.23), s priliåno proizvoÿnom ta-
lasnom funkcijom, mogu da se dobiju dosta dobre vrednosti energije (pogledati
posledçu reåenicu prethodnog poglavÿa).

Postupak izvoœeça izraza za pokazañemo u kratkim crtama. Kao i u
sluåaju vodonikovog atoma, pogodno je da sa Dekartovih preœe na sferne koordi-
nate:

.

Element zapremine za integraÿeçe u izrazu (9.2.23) postaje;

.
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Kao pribliæna talasna funkcija uzima se talasna funkcija (9.2.19) koja je i normirana,
a zatim se izraåunava integral:

.

(9.2.24)

pri åemu su Laplasovi operatori sada izraæeni u sfernim koordinatama [iz-
razi sliåni jednaåini (9.1.28) za H-atom], a r12 treba da se izrazi preko promenÿivih

. Kao rezultat takvog izraåunavaça dobija se:

. (9.2.25)

Prvi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.25) potiåe od izraza za kinetiåku energiju,

u Hamiltonovom operatoru. Drugi ålan odgovara interakciji elektrona i jezgra:

.

Ova dva ålana predstavÿaju Hamiltonov operator atoma helijuma u modelu nezavis-
nih elektrona i zbir çihovih doprinosa oåekivanoj vrednosti energije je stvarno:

,

kao i u jednaåini (9.2.20). Treñi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.25) predstavÿa
doprinos energiji zbog uzajamnog odbijaça elektrona. Uvrãtavaçem vrednosti za e,
a0 i Z (=2) u izrazu (9.2.25) dobija se kao oåekivana vrednost energije -74,82 eV.
Ovaj rezultat znatno je bliæi eksperimentalnoj vrednosti od -78,6 eV i jasno poka-
zuje to da je neophodno da se uraåuna meœusobno odbijaçe elektrona.

Sada ñemo uraditi jedan pravi varijacioni raåun s pribliænom talasnom funkci-
jom za koju je pretpostavÿen oblik:

. (9.2.26)

Izraz (9.2.26) razlikuje se od reãeça koje odgovara modelu nezavisnih elektrona po
tome ãto je broj Z (=2) (naelektrisaçe jezgra atoma helijuma) zameçen paramet-
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rom  åija se vrednost odreœuje u skladu s varijacionim principom. Uoåimo da ova
popravka talasne funkcije ima i fiziåko opravdaçe. Prema modelu nezavisnih åes-
tica svaki elektron “oseña” delovaçe celokupnog naelektrisaça jezgra, dakle Ze.
Meœutim, zbog prisustva drugog elektrona, naelektrisaçe jezgra delimiåno je “zak-
loçeno” i treba oåekivati da svaki elektron “oseña” efektivni potencijal , pri åemu
bi  trebalo da bude izmeœu 1 (dejstvo jezgra maksimalno zakloçeno) i 2 (interak-
cija sa jezgrom neometana drugim elektronom).

Potpuno istim postupkom kao i u prethodnom raåunu, za oåekivanu vrednost
energije dobija se funkcijom (9.2.26):

. (9.2.27)

Saglasno s varijacionim principom, najboÿa vrednost parametra  nalazi se iz us-
lova:

(9.2.28)

na osnovu åega sledi:

. (9.2.29)

Najboÿa vrednost , jeste, kao ãto smo i oåekivali, broj koji ima vrednost iz-
meœu 1 i 2. Odgovarajuña energija dobija se uvrãtavaçem izraza za  (9.2.29) u
(9.2.27):

(9.2.30)

åime se pribliæava eksperimentalnoj vrednosti (-78,6 eV) toliko da je relativna
greãka reda veliåine 1%. Ovde treba naglasiti da su obe oåekivane vrednosti ener-
gije [s pribliænom funkcijom (9.2.19) i (9.2.26)], dobijene koriãñeçem egzaktnog
Hamiltonovog operatora, iznad eksperimentalne (taåne) vrednosti, pri åemu boÿa
(fleksibilnija) pribliæna talasna funkcija (9.2.26) vodi do reãeça koje je u boÿoj sa-
glasnosti sa eksperimentom.

Slagaçe rezultata za oåekivanu vrednost energije koji su dobijeni u ovim jed-
nostavnim raåunima, sa odgovarajuñom eksperimentalnom vrednoãñu, u stvari, i
nije tako dobro kako bi se, na osnovu srazmerno male relativne greãke ( %),
moglo zakÿuåiti. Pri tome, treba imati u vidu da se u (spektroskopskim) eksperi-
mentima ne mere neposredno apsolutne energije, veñ da se mere razlike izmeœu
energija razliåitih staça, a ove su same obiåno reda veliåine 1% od ukupne energije.
To znaåi da je za taåno opisivaçe viãeelektronskih atomskih sistema potrebno pri-
meniti finije postupke od ovih upravo prikazanih. O çima ñe biti reåi u jednom od
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sledeñih poglavÿa. Sada ñemo se posvetiti razmatraçu uticaja spina elektrona na
reãeça Ãredingerove jednaåine. Pokazañemo, takoœe, da je pri reãavaçu Ãredinge-
rove jednaåine za atome s viãe elektrona, neophodno uzeti u obzir da su elektroni
identiåne åestice.

9.2.4 Uticaj spina na energiju i talasne funkcije atoma (He)

U prethodnom poglavÿu uspeli smo da dosta taåno izraåunamo energiju os-
novnog staça atoma helijuma. Da bi se, meœutim, objasnili neki drugi eksperimen-
talni rezultati koji ukazuju na:

– postojaçe singuletnih i tripletnih elektronskih staça, pri åemu, u opãtem
sluåaju, jednom singuletnom odgovara tripletno staçe niæe energije,

– osnovno staçe He atoma je singuletno, bez odgovarajuñeg energijski bli-
skog tripleta,

– zabranu spektralnih prelaza izmeœu singuleta i tripleta,
morañemo pri reãavaçu Ãredingerove jednaåine ukÿuåiti spin. Kao ãto je u pogla-
vÿima 5, 6 i 9.1 reåeno, kvantni broj spina pojedinaånog elektrona je 1/2, a projek-
cija spina na bilo koju izabranu osu (po dogovoru to je z-osa) moæe da ima vrednost
1/2 ñ ili – 1/2 ñ. Svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj vrednosti projekcije
na z-osu sz =+1/2 oznaåava se sa α, a svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj
vrednosti projekcije sz =–1/2 sa β. Kao ãto je ranije pomenuto, zbog spinorbitnog
meœudejstva (interakcije) nastaje dodatna energija:

(9.2.31)

pri åemu je  funkcija poloæaja elektrona. Egzaktni Hamiltonov operator atoma
trebalo bi da ukÿuåuje ålan prikazan jednaåinom (9.2.31). Ovo bi znaåilo ukÿuåi-
vaçe i N spinskih (u sluåaju N elektrona), pored 3 N prostornih koordinata, zbog
åega bi se pokazalo kao nemoguñe rastavÿaçe Ãredingerove jednaåine na jednu
jednaåinu koja zavisi samo od prostornih koordinata i drugu koja zavisi od spinskih
promenÿivih. S druge strane, ukÿuåivaçe popravke (9.2.31) u Hamiltonov operator,
dovelo bi do neznatne promene u energiji sistema, pa se zbog navedenih razloga,
ålan (9.2.31) ne unosi u Hamiltonov operator.

Spin elektrona se ipak uzima u obzir i to kroz oblik talasne funkcije. Pretpo-
stavÿa se da ukupna talasna funkcija zavisi kako od prostornih tako i od spinskih
koordinata i predstavÿa se u obliku proizvoda dve funkcije. Jedna od tih funkcija
zavisi samo od spinskih, a druga samo od prostornih koordinata:

(9.2.32)

(  predstavÿa skup svih prostornih, a  skup svih spinskih koordinata). Ciÿ je da se
na ovaj naåin reãavaçe ukupne Ãredingerove jednaåine svede na reãavaçe çenog
prostornog dela (9.2.9).

Razmotriñemo sada kakav konkretni oblik funkcija (9.2.32) dvoelektronskog
sistema, kao ãto je He atom, treba da ima. Sa (1, 2) oznaåiñemo talasnu funkciju
koja odgovara staçu kada se jedan elektron nalazi na jednom mestu, koordinata 1, a
drugi elektron na nekom drugom mestu, koordinata 2. Staçe nastalo zamenom
mesta dva elektrona opisuje se talasnom funkcijom . Poãto u fiziåkim me-

∆E f r( )l s⋅=

f r( )

Ψ r s,( )  ψ r( ) Θ s( )⋅=

r s

Ψ

Ψ 2 1,( )
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reçima elektroni ne mogu da se razlikuju (oni su “identiåne åestice”)15, staça opi-
sana funkcijama  i  odgovaraju istoj fiziåkoj situaciji. Daÿe, fiziåki
smisao ima kvadrat talasne funkcije (predstavÿa gustinu verovatnoñe nalaæeça si-
stema u odreœenom staçu), tako da je:

(9.2.33)

na osnovu åega slede dve moguñnosti:

. (9.2.34)

Indeksi 1 i 2 odnose se na sve, kako prostorne tako i spinske koordinate elektrona
oznaåenih indeksima 1 i 2. Jednaåine (9.2.33) i (9.2.34) su matematiåke formulacije
principa (zakona prirode): ako neka fiziåki merÿiva veliåina zavisi od koordinata
identiånih åestica, tada rezultat mereça mora da bude nezavisan od permutacije tih
koordinata. Sve åestice u prirodi mogu da se podele na fermione koji imaju antisi-
metriånu talasnu funkciju u odnosu na permutaciju koordinata:

i bozone, kojima odgovara simetriåna talasna funkcija:

.

Fermioni imaju polubrojni spin, a bozoni celobrojni. Elektroni, protoni, neutroni
kao i sve sloæene åestice (npr. atomi) koji sadræe neparan broj fermiona su fermioni.

Posledica antisimetrije talasne funkcije kod fermiona je Paulijev princip is-
kÿuåeça, po kojem dva elektrona u atomu ne mogu da imaju ista sva åetiri kvantna
broja.

Talasnu funkciju [videti (9.2.32)] atoma s dva elektrona, predstaviñemo u ob-
liku:

. (9.2.35)

Oåekivana vrednost energije s nerelativistiåkim Hamiltonovim operatorom je tada:

. (9.2.36)

U jednaåinama (9.2.36) koriãñena je skrañena oznaka za integraÿeçe po prostornim
promenÿivim:

15 Problem identiånih åestica postoji, u principu, i u makrosvetu, ali tu ima mnogo maçu ulogu nego na
atomskom nivou. Razlog je u tome ãto se makrotela odlikuju velikim brojem osobina, pa je teãko da se naœu dva
identiåna makroobjekta, osim u idealizovanim modelima. Suprotno ovome, mikroåestice imaju ograniåeni broj
osobina (masa, naelektrisaçe, spin) i problemi povezani sa nemoguñnoãñu çihovog razlikovaça sasvim su
realni.

Ψ 1 2,( ) Ψ 2 1,( )

Ψ2 1 2,( ) Ψ2 2 1,( )=

Ψ 1 2,( )  Ψ 2 1,( )±=

Ψ 1 2,( ) Ψ– 2 1,( )=

Ψ 1 2,( ) Ψ+ 2 1,( )=

Ψ r1 s1 r2 s2,;,( )  Ψ r1 r2,( ) Θ s1 s2,( )⋅=

E〈 〉  Ψ∗ r1 s1 r2 s2,;,( )HΨ r1 s1 r2 s2,;,( ) r1d s1d r2d s2   =d∫∫∫∫=

ψ∗ r1 r2,( )Hψ r1 r2,( ) r1 r2 Θ∗ s1 s2,( )Θ s1 s2,( ) s1d s2  =d∫∫dd∫∫=

ψ∗ r1 r2,( )Hψ r1 r2,( ) r1 r2 dd∫∫=
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i:

.

Jednakost posledçeg i pretposledçeg izraza u (9.2.36) posledica je normiranosti
spinskog dela talasne funkcije:

. (9.2.37)

Dakle, spinski deo talasne funkcije nije ukÿuåen neposredno u proraåun oåekivane
vrednosti energije. Spinski deo, meœutim, posredno utiåe jer odreœuje simetriju
prostornog dela talasne funkcije .

U dosadaãçim razmatraçima talasna funkcija helijumovog atoma predstav-
ÿana je u obliku proizvoda:

. (9.2.38)

U jednaåinu (9.2.38) uvodimo skrañenu oznaku, . Indeks 1 u  oz-

naåava funkciju (npr. 1s, 2p itd.), a broj 1 u zagradi  koordinatu elektrona 1.
Ako se na desnoj strani jednaåine (9.2.38) permutuju elektronske koordinate (od-
nosno elektroni), dobija se funkcija:

(9.2.39)

koja opisuje potpuno istu fiziåku situaciju kao jednaåina (9.2.38). Meœutim, ni funk-
cije (9.2.38) i (9.2.39) ne zadovoÿavaju, u opãtem sluåaju, uslov (9.2.33) odnosno
uslov (9.2.34), jer pri permutaciji elektrona 1 i 2 ne ostaju nepromeçene do na
znak. Kaæe se da funkcije (9.2.38) i (9.2.39) nisu pravilno simetrizovane. Pomoñu
funkcija (9.2.38) i (9.2.39) mogu da se formiraju çihove linearne kombinacije:

(9.2.40a)

(9.2.40b)

od kojih prva, oåigledno, ne meça znak pri permutaciji elektrona 1 i 2, dok druga
pri tome meça znak. Ovakve talasne funkcije su simetrizovane. Faktor  uve-
den je da bi funkcije  bile normirane (pretpostavÿa se da su funkcije 
veñ bile normirane).

Iako su elektroni fermioni, pa çihova talasna funkcija mora da bude antisi-
metriåna u odnosu na permutacije, obe talasne funkcije (9.2.40a) i (9.2.40b), kako
simetriåna tako i antisimetriåna, su od interesa jer one predstavÿaju samo jedan deo
(prostorni) ukupne talasne funkcije. Simetrija talasne funkcije osigurava se kom-

 r1 r1
2 θ1sin r1d θ1d ϕ1d∫∫∫=d∫

 r2 r2
2 θ2sin r2d θ2d ϕ2d∫∫∫=d∫

Θ∗ s1 s2,( )Θ s1 s2,( )  s1d s2 1=d∫∫

ψ r1 r2,( )

ψ r1 r2,( )  φ1 r1( ) φ2 r2( ) φ1 1( ) φ2 2( )⋅≡⋅=

φ1 r1( ) φ1 1( )≡ φ1

1( ) r1≡

φ1 2( ) φ2 1( )⋅ φ2 1( ) φ1 2( )⋅=

ψs 
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2 1( ) φ1 2( )⋅+⋅[ ]=

ψa 
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2– 1( ) φ1 2( )⋅⋅[ ]=

1 2⁄
ψs i ψa φ1  i φ2
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binovaçem antisimetriåne prostorne talasne funkcije sa simetriånom spinskom i
obrnuto.

Sada ñemo razmotriti oblik spinske talasne funkcije . Ukupnu spin-
sku funkciju za sistem od dva elektrona, predstaviñemo u obliku proizvoda jed-
noelektronskih spinskih funkcija. Postoje ukupno åetiri moguñnosti:

Druga i treña talasna funkcija predstavÿaju isto fiziåko staçe, a svaka za sebe nije ni
simetriåna ni antisimetriåna u odnosu na permutacije elektrona. Zato se od çih
obrazuje simetriåna i antisimetriåna kombinacija. Prema tome, åetiri spinske funk-
cije su:

(9.2.42)

.

Funkcije  simetriåne su u odnosu na permutaciju elektrona, dok je funk-

cija  antisimetriåna. Faktor  uveden je u  da bi bile normirane.

Kombinovaçem spinskih (9.2.42) sa prostornim (9.2.40) funkcijama dobijaju
se åetiri antisimetriåne ukupne talasne funkcije atoma helijuma (koristi se pravilo:

sa s je oznaåena simetriåna, a sa a antisimetriåna funkcija):

(9.2.43a)

. (9.2.43b)

(9.2.43c)

(9.2.43d)

spin (1) spin (2) ukupna spinska funkcija
1/2 1/2 α(1)α(2)
1/2 –1/2 α(1)β(2) (9.2.41)

–1/2 1/2 β(1)α(2)
–1/2 –1/2 β(1)β(2).

Θ s1 s2,( )

Θ1 α 1( )α 2( )=

Θ2  β 1( )β 2( )=

Θ3  
1

2
------- α 1( )β 2( ) β 1( )α 2( )+[ ]=

Θ4  
1

2
------- α 1( )β 2( )  β– 1( )α 2( )[ ]=

Θ1 Θ2 Θ3, ,

Θ4 1 2⁄ Θ3 i Θ4

s s s  a a s  s a a=⋅,=⋅,=⋅

Ψ1  
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2 1( ) φ1 2( )⋅–⋅[ ] α 1( )α 2( )⋅=

Ψ2 
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2 1( ) φ1 2( )⋅–⋅[ ] β 1( )β 2( )⋅=

Ψ3
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2 1( ) φ1 2( )⋅–⋅[ ]

1

2
------- α 1( )β 2( ) β 1( )α 2( )+[ ]⋅=
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1

2
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1

2
------- α 1( )β 2( ) β– 1( )α 2( )[ ].⋅=
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Kako energija sistema (u okviru aproksimacija koje su usvojene) ne zavisi od
spinskog dela talasne funkcije [videti jednaåinu (9.2.36)], staça opisana funkcijama
Ψ1, Ψ2, Ψ3 odgovarañe istoj energiji (trostruka degeneracija, tripletno staçe). Staçe
opisano sa Ψ4, ostaje nedegenerisano (singulet).

Pre nego ãto poånemo s proraåunom energija koje odgovaraju singuletnom i
tripletnom staçu He atoma, osvrnuñemo se na proraåun energije osnovnog staça
He atoma u odeÿku 9.2.3. Pri izvoœeçu izraza za oåekivanu vrednost energije, tamo
se nije eksplicitno vodilo raåuna o tome da li je talasna funkcija simetrizovana.
Meœutim, kako smo odreœivali samo najniæe staçe He atoma, za funkcije φ1 i φ2

uzeta je 1s orbitala vodonikovog atoma. Ako je, kao u tom sluåaju, φ2 = φ1 = φ, anti-
simetriåna talasna funkcija postaje jednaka nuli, a simteriåna prostorna funkcija
(9.2.40a) je ∼ φ(1) φ(2), tj. upravo onakva kakva je koriãñena u raåunu. U odeÿku
9.2.3, dakle, odreœena je energija singuletnog staça opisanog funkcijom Ψ4
(9.2.43d).

Oåekivana vrednost energije (9.2.36) sada se izraåunava sa funkcijama
(9.2.43), odnosno (9.2.40) za opãti sluåaj kada je φ1 ≠ φ2 :

(9.2.44)

pri åemu se znak “+” odnosi na singuletno, a znak “-” na tripletno staçe. Radi preg-
lednosti, potraæiñemo posebno oåekivane vrednosti za h1, h2 i h12. Pri tome, koris-
timo åiçenicu da operator h1 sadræi samo koordinate i izvode po koordinatama
elektrona 1, ãto omoguñuje da se dvostruki integral [u stvari ãestostruki, videti pri-
medbu posle jednaåine (9.2.36)] rastavi na dva jednostruka (u stvari trostruka) in-
tegrala. Daÿe, operator h2 deluje samo na koordinate elektrona 2. Operator h12

ukÿuåuje koordinate oba elektrona i u tom sluåaju razdvajaçe dvostrukog integrala
nije moguñe:

=

(9.2.45)

Pretpostavÿamo da su funkcije φ1 i φ2 normirane:

tako da se izraz (9.2.45) svodi na:

E〈 〉
1
2
--- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2± 1( ) φ1 2( )⋅⋅[ ]

∗
h1 h2 h12+ +( )∫∫=

φ1 1( )φ2 2( ) φ2± 1( )φ1 2( )[ ]dr1dr2

h1〈 〉
1
2
--- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2± 1( ) φ1 2( )⋅⋅[ ]

∗
h1 φ1 1( )φ2 2( ) φ2± 1( )φ1 2( )[ ]dr1dr2∫∫=

1
2
--- φ1

∗
1( )h1φ1 1( ) r1 φ2

∗

∫ 2( )φ2 2( )d r2 ±d∫[=

φ2
∗

1( )h1φ1 1( ) r1 φ1
∗

2( )φ2 2( ) r2 ±d∫d∫±

φ1
∗

1( )h1φ2 1( ) r1 φ2
∗

∫ 2( )φ1 2( )d r2 φ2
∗

1( )h1φ2 1( ) r1 φ1
∗

2( )φ1 2( ) r2 ].d∫d∫+d∫±

φ1
∗

1( )φ2 1( ) r1d∫ 0=
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(9.2.46)

Ne ulazeñi u to kolika je vrednost < h1 >, utvrœujemo samo da je ona jednaka i za
singuletno i za tripletno staçe [ålanovi s razliåitim znakom iz izraza (9.2.45) su
iãåezli]. Na potpuno isti naåin je:

(9.2.47)

Za h12 dobija se:

(9.2.48)

U izrazu (9.2.48) javÿaju se dve vrste integrala:

(9.2.49)

Jednaåina (9.2.49) predstavÿa tzv. Kulonov integral. Kako je kvadrat talasne funk-
cije gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u odreœenoj taåki prostora, izraz
|φ1(1)|2e predstavÿa gustinu naelektrisaça elektrona 1, a |φ2(2)|2e gustinu naelektri-
saça elektrona 2. Prema tome, relacija (9.2.49), opisuje Kulonovu interakciju “ob-
laka” naelektrisaça koji predstavÿaju elektrone 1 i 2. Uoåava se to da je brojna
vrednost drugog Kulonovog integrala koji se javÿa u izrazu (9.2.48):

(9.2.50)

jednaka vrednosti integrala (9.2.49). Izraz:

(9.2.51)

naziva se integral izmene. On nema klasiånu analogiju (levo od operatora h12, pod
integralom, elektron 1 nalazi se u staçu φ2, a desno od operatora nalazi se u staçu
φ1) i posledica je simetrizovaça talasne funkcije.

h1〈 〉  
1
2
---= φ1

∗
1( )h1φ1 1( ) r1 φ2

∗

∫ 1( )h1φ2 1( )+d r1 ] .d∫[

h2〈 〉
1
2
---= φ2

∗
2( )h2φ2 2( ) r2 φ1

∗

∫ 2( )h2φ1 2( )+d r2 ] .d∫[

h12〈 〉
1
2
---= φ1
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Sabirajuñi izraze za < h1 > (9.2.46), < h2 > (9.2.47) i < h12 > (9.2.48), dobija se
za oåekivanu vrednost energije He atoma:

(9.2.52)

pri åemu se znak “+” u posledçem ålanu odnosi na simetriånu linearnu kombinaciju
prostornih funkcija, odnosno na singuletno staçe, a znak “-” na antisimetriånu pro-
stornu kombinaciju, odnosno na tripletno staçe. Vrednost K uvek je pozitivna, tako
da na osnovu jednaåine (9.2.52) sledi da tripletno staçe leæi za 2K ispod singuletnog
staça obrazovanog od istih jednoelektronskih prostornih funkcija φ1 i φ2. Izraz
(9.2.52) pokazuje kako spin elektrona posredno utiåe na energiju staça atoma i
onda kada Hamiltonov operator ne sadræi spinske koordinate.

Na kraju ovog poglavÿa pokazañemo da talasne funkcije [(9.2.43a) –
(9.2.43d)] mogu da se predstave i u obliku jedne determinante ili linearne kombina-
cije nekoliko determinanti:

; (9.2.53a)

; (9.2.53b)

; (9.2.53c)

(9.2.53d)

Svaka od determinanti u izrazima (9.2.53) predstavÿa odreœenu elektronsku konfi-
guraciju, tj. raspored elektrona po raspoloæivim prostorno – spinskim staçima.
Analiza izraza (9.2.43a) i (9.2.53a) za, npr. Ψ1, pokazuje da ova talasna funkcija
predstavÿa staçe atoma helijuma u kojem se jedan elektron nalazi u prostornoj or-
bitali φ1 sa spinom1/2, a drugi u prostornoj φ2 sa spinom, takoœe, 1/2. Uvedimo sada
pojam spin orbitale. Spinorbitala je proizvod jednoelektronske prostorne talasne
funkcije (orbitala) i jednoelektronske spinske funkcije, α ili β. Ako se, na primer,
elektron 1 nalazi u prostornoj orbitali φ1 sa spinom 1/2, çegovo staçe predstavÿeno
je spinorbitalom koja se oznaåava sa S1:

(9.2.54)

Po Paulijevom principu, u jednoj spinorbitali moæe da se nalazi samo jedan elekt-
ron.

Analiza talasne funkcije Ψ1, pokazuje to da kada bi elektroni 1 i 2 mogli da se
razlikuju jedan od drugog, tada bismo mogli konstatovati i da se elektron 1, na pri-
mer, nalazi u spinorbitali S1 = φ1 α, a elektron 2 u spinorbitali S2 = φ2 α. Ukupna ta-
lasna funkcija koja bi odgovarala toj situaciji bila bi:

E〈 〉 h1〈 〉 h2〈 〉 J K±+ +=

Ψ1
1

2
------- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )α 2( )
=

Ψ2
1

2
------- φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )β 2( )
=

Ψ3
1
2
--- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )β 2( )

1
2
--- φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )
+=

Ψ4
1
2
--- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )β 2( )

1
2
---–

φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )
.=

S1 1( ) φ1 1( )α 1( ) .=
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(9.2.55)

ãto predstavÿa proizvod dijagonalnih elemenata (tzv. Hartijev proizvod) determi-
nante (9.2.53a). Postojalo bi, meœutim, i staçe u kojem se elektron 1 nalazi u spin-
orbitali 2, a elektron 2 u spinorbitali 1:

(9.2.56)

Ovo staçe predstavÿa proizvod “nedijagonalnih” (od levog doçeg ka
desnom gorçem uglu) elemenata determinante (9.2.53a). Kako su, meœutim, elekt-
roni 1 i 2 identiåne åestice, talasne funkcije Ψ i Ψ′ opisuju isto fiziåko staçe, a ta-
lasna funkcija koja zadovoÿava zahtev da meça znak pri permutaciji elektrona 1 i 2
je upravo çihova antisimetriåna linearna kombinacija (9.2.43a), koja se dobija raz-
vijaçem determinante (9.2.53a).

9.2.5 Atomi sa viãe elektrona

Ãredingerova jednaåina za atom sa N elektrona ima oblik (9.2.9):

(9.2.57)

pri åemu su sa 1,2,...N u talasnoj funkciji oznaåeni skupovi prostornih i spinskih
koordinata elektrona 1,2,...N. Hamiltonov operator koji se javÿa u jednaåini (9.2.57)
moæe da se predstavi u obliku:

(9.2.58)

pri åemu je:

(9.2.59)

hk opisuje kretaçe k-tog elektrona u poÿu jezgra, nezavisno od prisustva ostalih
elektrona. Ovaj operator sadræi samo koordinate tog k-tog elektrona i naziva se jed-
noelektronski operator. Prvi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.58), koji predsta-
vÿa sumu ovakvih ålanova, naziva se jednoelektronski deo Hamiltonovog opera-
tora. Drugi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.58) ukÿuåuje parne interakcije
elektrona jednog sa drugim i naziva se dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.
Kao ãto je veñ viãe puta reåeno, Ãredingerova jednaåina (9.2.57) moæe da se reãi
analitiåki samo za atome sliåne vodoniku, pa u svim drugim sluåajevima moramo
potraæiti pogodan naåin za çeno pribliæno reãavaçe. U ovom delu izloæiñemo os-
novne ideje najåeãñe primeçivanog postupka za pribliæno reãavaçe jednaåine
(9.2.57), metode samousaglaãenog poÿa, odnosno Hartri-Fokove metode.

Ψ S1 1( ) S2 2( )⋅ φ1 1( )α 1( ) φ2 2( )α 2( )⋅= =

Ψ′ S2 1( ) S1 2( )⋅ φ2 1( )α 1( ) φ1 2( )α 2( ) .⋅= =

ñ
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2µ
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∑
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H hk

1
4πε0

-----------e
2

2
---- 1

rkl

-----

l k≠

N

∑
k 1=
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Hartri-Fokova metoda zasniva se na varijacionom principu. Reãavaçe Ãredin-
gerove jednaåine (9.2.57) zameçuje se nalaæeçem uslova pri kojima varijacija iz-
raza:

(9.2.60)

postaje jednaka nuli. Pri tome je H Hamiltonova funkcija (9.2.58), F je pribliæna ta-
lasna funkcija, a dτi je åetvorodimenzioni zapreminski element:

Na osnovu iskustva s atomom helijuma moæe da se zakÿuåi da sa talasnom
funkcijom tipa:

(9.2.61)

pri åemu S1, S2, SN predstavÿaju jednoelektronske talasne funkcije, mogu da se do-
biju dosta dobre svojstvene vrednosti Ãredingerove jednaåine atoma. Funkcija
(9.2.61) odgovara, po svom obliku, talasnoj funkciji atoma sa N elektrona koji se
meœusobno razlikuju i kreñu se nazavisno jedan od drugog. Kako su elektroni,
meœutim, identiåne åestice, potrebno je funkciju (9.2.61) “antisimetrizovati”. Time
se postiæe da ovako formirana funkcija pri permutaciji bilo koja dva elektrona samo
promeni znak. Zbog toga se uopãtava postupak predstavÿaça talasne funkcije u ob-
liku determinanti. Funkciju (9.2.61) zameçujemo tzv. Slejterovom determinantom:

(9.2.62)

Kada se determinanta (9.2.62) razvije dobija se N! sabiraka, od kojih se svaki sastoji
od proizvoda N spinorbitala. Svaki od ovih proizvoda predstavÿa odreœenu raspo-
delu N numerisanih elektrona po N raspoloæivih spinorbitala. Jedan od tih sabiraka
je i proizvod dijagonalnih elemenata determinante (9.2.62). Ovaj proizvod naziva se
Hartrijev i predstavÿa funkciju (9.2.61). Faktor 1/N! uveden je da bi funkcija F bila
normirana (pretpostavÿeno je da su spinorbitale veñ normirane).

Uoåimo i kako se piãu Slejterove determinante. U prvu vrstu upisujemo sve
raspoloæive spinorbitale S1, S2,......SN pored svake od çih stavÿajuñi u zagradu oz-
naku (1). To znaåi da elektron 1 moæe da se naœe u bilo kojoj od spinorbitala. U
drugu vrstu ponovo ispisujemo sve spinorbitale, ali sada sa oznakom (2), itd. Iz de-
terminantnog oblika funkcije F (9.2.62), odmah se vidi da ona ispuçava Paulijev
princip: ako bi dve spinorbitale bile iste, npr. S1 = S2, tada bi odgovarajuñe kolone u
determinanti (9.2.62) bile iste i cela determinanta bila bi jednaka nuli.

E〈 〉  
… Φ

∗
1 2 … N, , ,( )HΦ 1 2 … N, , ,( ) τ1 …, ,d τNd∫∫

… Φ
∗

1 2 … N, , ,( )Φ 1 2 … N, , ,( ) τ1 …, ,d τNd∫∫
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------=

dτi dx idyidzidsi.=

Φ S1 1( )S2 2( )…SN N( )=

Φ
1

N!
----------

S1 1( ) S2 1( ) …… SN 1( )

S1 2( ) S2 2( ) …… SN 2( )

  ⋅ ⋅ …… ⋅

  ⋅ ⋅ …… ⋅

S1 N( ) S2 N( ) …… SN N( )

.=
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Koriãñeçem funkcije oblika (9.2.62) uzima se u obzir da elektroni ne mogu
meœusobno da se razlikuju, ali je ostao problem uzajamne nezavisnosti (nekorelisa-
nosti) çihovih kretaça.16 Varijacioni princip pokazañe, meœutim, put nalaæeça naj-
boÿih, od svih moguñih, jednoelektronskih talasnih funkcija S1, S2, ...SN.

Oblik Hartri-Fokovih jednaåina znatno je jednostavniji za atome sa “zatvore-
nim ÿuskama”, tj. za atome sa parnim brojem elektrona smeãtenih u N/2 prostornih
orbitala, jednom sa spinom 1/2 drugi put sa spinom -1/2. Za takve atomske sisteme
Slejterova determinanta (9.2.62) dobija oblik:

(9.2.63)

Izraåunavaçem oåekivane vrednosti energije (9.2.60), posle izvesnih transfor-
macija, dobija se tada:

(9.2.64)

Pri tome je:

(9.2.65)

gde je h jednoelektronski operator (9.2.59). Jij i Kij su Kulonov integral i integral iz-
mene, sliåni integralima (9.2.50) i (9.2.51):

(9.2.66)

(9.2.67)

Variraçem oblika prostornih orbitala φ1, φ2,...., φN/2 nalazi se da se minimum izraza
(9.2.64) dobija kada prostorne orbitale zadovoÿavaju tzv. Hartri-Fokove jednaåine:

(9.2.68)

i = 1,2,...N/2, a F je Fokov operator:

16 Talasna funkcija tipa (9.2.62) odgovarala bi taånom reãeçu Ãredingerove jednaåine (9.2.57) u kojoj bi
se izostavio dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.

Φ
1

N!
----------=

φ1 1( )α 1( ) φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )…φN 2⁄ 1( )α 1( ) φN 2⁄ 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )  φ2 2( )β 2( )…φN 2⁄ 2( )α 2( ) φN 2⁄ 2( )β 2( )

…          …            …             …        …          

…          …            …             …        …          
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(9.2.69)

pri åemu su Jj i Kj definisani jednaåinama:

(9.2.70)

(9.2.71)

i nazivaju se Kulonov operator i operator izmene, redom.
Hartri-Fokove jednaåine predstavÿaju sistem jednaåina za koje bi na osnovu

oblika (9.2.68) moglo da se zakÿuåi da predstavÿaju svojstvene jednaåine Fokovog
operatora. (Rezultat dejstva operatora F na funkciju φi je ista ta funkcija φi

pomnoæena brojem εi. Meœutim, na osnovu jednaåina (9.2.69), (9.2.70) i (9.2.71)
sledi da i sam Fokov operator zavisi od funkcija φ1, φ2,..., φN/2 koji se dobijaju reãa-
vaçem Hartri-Fokovih jednaåina. Stoga se Hartri-Fokove jednaåine (9.2.68), mo-
raju reãavati iterativno. To znaåi da se prvo izabere neki poåetni skup funkcija φ1

0,
φ2

0,..., φN/2
0, pa se pomoñu çih, a na osnovu jednaåina (9.2.69) – (9.2.71) konstruiãe

odgovarajuñi Fokov operator F0. Zatim se taj operator uvrsti u jednaåine (9.2.68) i
çihovim reãavaçem odredi se novi skup funkcija φ1

1, φ2
1, φN/2.1 Pomoñu ovih funk-

cija konstruiãe se novi Fokov operator F1 i uvrsti u Hartri-Fokove jednaåine (9.2.68),
pa se reãavaçem dobija poboÿãani skup funkcija φ1

2, φ2
2, φN/2.2 Postupak se ponavÿa

do samousaglaãavaça, tj. dok se funkcije φ1, φ2,..., φN/2 (ili vrednosti parametra εi) u
dve uzastopne iteracije viãe bitno ne razlikuju.

Po svojoj matematiåkoj strukturi Hartri-Fokove jednaåine su integrodiferenci-
jalne jednaåine, veoma teãke za reãavaçe. Reãavaju se numeriåki ili se funkcije φ1,
φ2,..., φN/2 predstavÿaju u obliku lineranih kombinacija pojedinih elementarnih funk-
cija ãto vodi do sistema algebarskih jednaåina (Rothanova metoda).

Ukupna energija atoma sa zatvorenim ÿuskama u Hartri-Fokovoj metodi data
je sledeñom jednaåinom:

(9.2.72)

Fokov operator sastoji se iz dva dela: jednoelektronskog operatora hk koji opi-

suje kretaçe k-tog elektrona u poÿu jezgra i ålana  koji predstavÿa in-

terakciju tog elektrona s usredçenim poÿem ostalih elektrona. U osnovi Hartri-Fo-
kove metode leæi, dakle, zamena taånih parnih interakcija izmeœu elektrona
interakcijama pojedinaånog elektrona s usredçenim poÿem ostalih elektrona. Po-
sledica ove aproksimacije jeste da je taånost Hartri-Fokove metode ograniåena
(greãka izraåunate energije je oko 1%). Zbog toga se Hartri-Fokov raåun obiåno
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upotpuçava primenom metoda koje uzimaju u obzir popravku kretaça elektrona.
Takva je npr. metoda interakcije konfiguracija.

9.2.6 Periodni sistem elemenata

Kao ãto je poznato, Mendeÿejev [Dimitrij Ivanoviñ Mendeleev (1834–1907)]
je 1869. godine postavio periodni sistem elemenata, posle sveobuhvatne i detaÿne
analize fiziåkih i hemijskih svojstava tada poznatih elemenata. Uporeœujuñi osobine
elemenata, uoåio je periodiånu zavisnost fiziåkih i hemijskih svojstava elemenata od
atomske mase. Tako je, konaåno, elemente poreœao po rastuñim atomskim masama
u obliku horizontalnih nizova – perioda, koje je prekidao, a zatim zapoåiçao
reœaçe elemenata u novoj periodi ali tako da se, u vertikalnim nizovima – grupama,
naœu jedan ispod drugog elementi koji pokazuju sliåna hemijska svojstva. Kao ãto je
pomenuto, uoåena je periodiånost pojavÿivaça elemenata sa sliånim hemijskim
osobinama. Danas se ova periodiånost objaãçava periodiånoãñu javÿaça sliånih
elektronskih konfiguracija u odgovarajuñim atomima.

Primenom principa izgradçe periodnog sistema utvrdiñemo sada broj elek-
trona koje u orbitalama vodonikovog tipa sadræi atom odreœenog elementa u svom
osnovnom staçu. Tako se dobija elektronska konfiguracija atoma svakog elementa
u staçu najniæe energije. Princip izgradçe periodnog sistema zasnovan je na sle-
deñim pretpostavkama:

a–elektronska staça su kvantovana,
b–elektronska staça popuçavaju se u skladu s Paulijevim principom,
c–osnovno staçe svakog atoma jeste staçe s najniæom energijom.
Uz ove zahteve, potreban je i poredak orbitala po energijama i on je sledeñi:

Tabela 9.2.1 Redosled orbitala po energijama

Brojevi 1, 2, 3 itd. ispred oznake orbitale oznaåavaju vrednost glavnog kvan-
tog broja. U prikazanom nizu najniæu vrednost energije (odnosno najveñu po ap-
solutnoj vrednosti) ima 1s orbitala. Niæa vrednost glavnog kvantnog broja ne znaåi
obavezno i niæu vrednost odreœene orbitale u odnosu na neku drugu orbitalu s veñim
glavnim kvantnim brojem. Tako orbitala 4s ima niæu vrednost energije od 3d. Dakle,
orbitale se popuçavaju redosledom naznaåenim u Tabeli 9.2.1, pa se tako dobija
elektronska konfiguracija atoma u çegovom osnovnom staçu ili u staçu najniæe
energije. U Tabeli 9.2.2 naznaåen je najveñi broj elektrona u datoj orbitali. Ovaj broj
elektrona odreœen je Paulijevim principom iskÿuåeça.

Tabela 9.2.2 Najveñi broj elektrona po orbitalama

Dakle, nivo s moæe da primi najviãe dva elektrona, nivo p 6 elektrona (jer postoje tri
p orbitale i to px, py i pz), nivo d 10 elektrona, itd.

Poåeñemo sa vodonikom, koji ima jedan elektron. Kada se atom vodonika
nalazi u osnovnom staçu, ovaj elektron je u 1s orbitali, pa se elektronska konfigura-
cija atoma vodonika u osnovnom staçu oznaåava na sledeñi naåin:

1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 5f

s p d f

2 6 10 14
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gde je broj elektrona u orbitali oznaåen kao gorçi indeks. Atom helijuma u os-
novnom staçu ima 2 s elektrona, pa je çegova elektronska konfiguracija:

Daÿe, u periodnom sistemu dolaze litijum koji ima 3 elektrona, berilijum sa 4 i bor
sa 5 elektrona. U osnovnom staçu çihove elektronske konfiguracije su sledeñe:

Li : (1s)2 (2s)1 ; Be : (1s)2 (2s)2 ; B : (1s)2 (2s)2 (2p)1.

Sledeñi u periodnom sistemu je ugÿenik s elektronskom konfiguracijom:

C : (1s)2 (2s)2 (2px)1 (2py)1.

Kako se na osnovu elektronske konfiguracije moæe da vidi, favorizovano je staçe sa
po jednim (nesparenim) elektronom, u npr. 2px i 2py orbitali, u odnosu na moguñnost
da se oba elektrona naœu u istoj orbitali. Vaæno je pri tome razumeti da su sve tri p
orbitale, px, py i pz (koje odgovaraju istom glavnom kvantnom broju) potpuno ravno-
pravne (ekvivalentne). Tako je za osnovno staçe ugÿenikovog atoma verovatnoña
nalaæeça dva nesparena elektrona u px i py potpuno jednaka verovatnoñi da oni budu
u paru px i pz ili u pz i py. Ispisivanje elektronske konfiguracije ugÿenika sa po jednim
elektronom u px i py orbitali treba shvatiti kao konvenciju (stvar dogovora). Tako se
dolazi do pretpostavke u okviru principa izgradçe periodnog sistema:

– elektroni najpre popuçavaju sve raspoloæive orbitale odreœenog nivoa, pa se
tek posle toga ove orbitale dopuçavaju do broja 2 (a najviãe toliko elektrona mogu
da prime). Ovakav naåin popuçavaça povoÿniji je iz elektrostatiåkih razloga;

– elektroni se slabije odbijaju kada pripadaju razliåitim p orbitalama nego
kada su u istoj. Elektronska konfiguracija sledeñeg elementa u periodnom sistemu,
azota, je:

N : (1s)2 (2s)2 (2px)1 (2py)1 (2pz)1.

U vezi s prethodnim izlagaçem je tzv. Hundovo pravilo koje kaæe:
– atom u osnovnom staçu ima takvu elektronsku konfiguraciju koja moæe da

sadræi najveñi broj nesparenih elektrona. Spinovi ovakvih nesparenih elektrona
meœusobno su paralelni, ãto je energetski povoÿnije. Dakle, p elektroni kod npr.
ugÿenika i azota imaju paralelne spinove. Dva elektrona u istoj orbitali, bilo px ili py,
itd. moraju po Paulijevom principu, da imaju antiparalelne spinove, npr. kod atoma
kiseonika:

O : (1s)2 (2s)2 (2px)2 (2py)1 (2pz)1.

Ako se istovremeno posmatra struktura periodnog sistema i popuçenost nivoa i
podnivoa elektronima, vidi se da je K (n = 1) nivo potpuno popuçen elektronima
zakÿuåno s helijumovim atomom, kojim se zavrãava i prva perioda. Popuçavaçem
L nivoa (n = 2) poåiçe druga perioda koja se zavrãava internim elementom
neonom, kod kojeg je i L nivo potpuno popuçen elektronima, ãto odgovara sledeñoj
elektronskoj konfiguraciji:

Ne : (1s)2 (2s)2 (2p)6.

 H    1s( )

 He 1s( )2.
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Neon ima 10 elektrona (kada je atom neona neutralan), ãto znaåi da je çegov redni
broj Z = 10.

Za sve sledeñe elemente kod kojih je Z > 10, elektronske konfiguracije dobi-
jaju se kada se na konfiguraciju neona elektroni dodaju redom u 3s, 3p, 4s… orbi-
tale. Tako, natrijum (Na) sa 11 elektrona ima konfiguraciju:

Na (Z = 11) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)1 ≡  [Ne] (3s)1

sliåno atomu litijuma, åija konfiguracija moæe da se napiãe na sledeñi naåin:

Li (Z = 3) : [He] (2s)1.

Sliånost u osobinama alkalnih atoma potiåe od toga ãto svi alkalni atomi imaju po
jedan nespareni s elektron, dok je ostatak elektronske konfiguracije isti kao konfigu-
racija odgovarajuñeg inertnog gasa. Sliåno moæe da se kaæe i za zemnoalkalne
atome, åije su osobine odreœene konfiguracijom 2 spoÿaãça elektrona – (s)2. Inertni
(plemeniti) gas argon sa 18 elektrona, posledçi je element u treñoj periodi i çegovi
3s i 3p podnivoi potpuno su popuçeni elektronima.

Åetvrta perioda poåiçe kalijumom, åiji je devetnaesti elektron u 4s, dok osta-
tak konfiguracije odgovara elektronskoj konfiguraciji argona. Oåigledno je da ener-
gijski povoÿnije (dubÿe) leæi podnivo 4s nego 3d åije popuçavaçe poåiçe sa skan-
dijumom (Sc), a zavrãava se sa cinkom (Zn) i to tek poãto se potpuno popuni nivo 4s
– konfiguracija elementa kalcijuma:

Ca (Z = 20) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (4s)2 ≡  [Ar] (4s)2.

Zakÿuåno sa cinkom zavrãava se popuçavaçe 3d podnivoa:

Zn (Z = 30) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 ≡  [Ar] (3d)10(4s)2.

Kod galijuma (Ga) poåiçe popuçavaçe 4p podnivoa, koji je potpuno popuçen
elektronima zakÿuåno sa elementom kriptonom (Kr):

Kr (Z = 36) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6.

Tako se u åetvrtoj periodi nalazi 18 elemenata.
Peta perioda poåiçe rubidijumom (Rb) åiji se 37. elektron nalazi u 5s nivou.

Zatim sledi stroncijum (Sr) koji ima 2 elektrona u 5s nivou. 4d nivo poåiçe (kao i u
sluåaju 3d nivoa) da se popuçava posle 5s nivoa. Elementi koji sadræe razliåit broj
elektrona (1–10) u d nivou nazivaju se “prelazni”. Sloæenost ponaãaça ovih eleme-
nata posledica je çihove elektronske konfiguracije. Poåevãi od itrijuma (Y) preko
Zr (cirkonijuma), niobijuma (Nb), molibdena (Mo), itd. do paladijuma (Pd) po-
puçava se 4d podnivo. Ovi “prelazni” elementi imaju razliåit broj d elektrona (od 1
do 10), dok u 5s nivou imaju 1 ili 2 elektrona. Izuzetak je paladijum koji ima pot-
puno popuçen 4d nivo i u 5s nivou nema elektrona:

Pd (Z = 46) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6 (4d)10.

Posle paladijuma dolazi srebro sa 47 elektrona, a çegov 47. elektron je u 5s nivou.
Sledi kadmijum (Cd) sa 2 elektrona u 5s nivou, posle åega se popuçava 5p nivo,
poåevãi od indijuma (In) koji sadræi 1 elektron u 5p nivou, do ksenona (Xe) koji ima
potpuno popuçen 5p nivo:

Xe (Z = 54) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6 (4d)10 (5s)2 (5p)6.
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Ksenonom se zavrãava peta perioda sa 18 elemenata.

Ãesta perioda poåiçe cezijumom. Posle cezijuma (Cs) i barijuma (Ba) koji
sadræe po 1 odnosno 2 elektrona u 6s nivou i lantana (La) koji ima i jedan elektron u
5d nivou:

La (Z = 57) : [Xe] (5d)1 (6s)2

poåiçe popuçavaçe nepopuçenog 4f nivoa. Tako nastaje grupa f elemenata, koji
se nazivaju lantanoidi. Sam lantan nije lantanoid jer ne sadræi elektrone u f nivou. f
nivo moæe da primi 14 elektrona, a broj elektrona u f nivou kod razliåitih lantanoida
kreñe se od 2 do 14. U hemijskom pogledu lantanoidi su meœusobno veoma sliåni i
veoma teãko mogu da se razdvoje nekim hemijskim postupcima. Ovakva sliånost
potiåe od istovetne elektronske konfiguracije spoÿnih podnivoa, 5s, 5p i 6s. Najlakãi
lantanoid je element cer (Ce) sa elektronskom konfiguracijom:

Ce (Z = 58) : [Xe] (4f)2 (6s)2.

Poãto se popuni 4f nivo, poåiçe popuçavaçe 5d nivoa (koji moæe da primi ukupno
10 elektrona), a zatim 6p nivoa. Zakÿuåno s radonom zavrãava se ãesta perioda koja
sadræi 32 elementa. Radon ima sledeñu elektronsku konfiguraciju:

Rn (Z = 86) : [Xe] (4f)14 (5d)10 (6s)2 (6p)6.

Sedma perioda poåiçe radioaktivnim elementom francijumom, koji ima je-
dan elektron u 7s nivou i, prema tome, strukturu alkalnih atoma. Zatim sledi radijum
sa 2 elektrona u 7s nivou, pa aktinijum sa 89 elektrona, koji dobija jedan elektron u
6d nivou i ima konfiguraciju sliånu lantanu. Posle torijuma, sa 2 elektrona u 6d ni-
vou, dolazi grupa f elemenata ili aktinoida kod kojih poåiçe popuçavaçe 5f nivoa.
Sliåno lantanoidima i aktinoidi su meœusobno srodni i teãko mogu da se odvoje je-
dan od drugog.

Istaknimo joã jednom da su hemijska i fiziåkohemijska svojstva elemenata
odreœena çihovom elektronskom konfiguracijom. Tako se, elementi prve grupe pe-
riodnog sistema odlikuju jednim elektronom u spoÿaãçem s podnivou. Metalna
svojstva ovih elemenata potiåu od relativno lakog otpuãtaça ovog elektrona koji je
slabo vezan za jezgro. Tako, alkalni atomi imaju meœusobno bliske i, u odnosu na
druge elemente, niæe vrednosti energija jonizacije, videti Sliku 4.3.5. S druge strane,
elementi osme grupe imaju potpuno popuçene nivoe i zato teãko stupaju u hemijske
reakcije, inertni su. Oni imaju i najveñe energije jonizacije. U levom delu periodnog
sistema preovlaœuju elementi s metalnim svojstvima. Oni relativno lako otpuãtaju
elektrone i imaju mali afinitet za primaçe elektrona, za razliku od nemetala kod ko-
jih je situacija obrnuta.

Oznake za pojedini hemijski element prikazanog periodnog sistema eleme-
nata, pored simbola elementa, sadræe çegov redni broj (oznaka gore) i relativnu
atomsku masu Ar(E) koja se definiãe kao:

Ar E( ) x E
A( )

ma E
A( )

mu

-----------------
A

∑=
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gde je x(AE) molski udeo jezgra AE u smeãi izotopa, ma je masa atoma odreœenog
izotopa jednog elementa, a mu je masa koja se uzima za jedinicu mase i koja je jed-
naka 1/12 mase izotopa ugÿenika 12C.

Iako u odnosu na doba u kome je æiveo i radio Mendeÿejev, periodni sistem
elemenata sadræi mnogo viãe elemenata, tabela hemijskih elemenata joã uvek nije
potpuna. Novi, teãki ili superteãki elementi ne postoje u prirodi ali se mogu sinteti-
sati u laboratorijama u kojima se ostvaruju uslovi za odvijaçe razliåitih nuklearnih
reakcija kao i fuzije (sjediçavaça) jezgra atoma. Ovi teãki elementi se nazivaju i
transuranski (redni broj im je veñi od rednog broja urana åiji je redni broj 92) ili
transfermijevski u odnosu na fermijum sa rednim brojem 100. Posledçih godina,
nauånici su uspeli da dobiju mnoge teãke elemente, a najteæi je bio onaj sa rednim
brojem 118. Dobijena jezgra su nestabilna (videti poglavÿa 10 i 11) sa kratkim vre-
menom æivota (smatraju se izuzetno stabilnim kada je to vreme desetak sekundi).
Pri raspadu (to je obiåno α-raspad) dobija se jezgro elementa åiji je redni broj za
dve jedinice maçi i tako redom. U takvom nizu su 1999. godine dobijeni najteæi do
tada poznati teãki elementi rednog broja 118, 116 i 114. Pored toga ãto kratko æive,
superteãki elementi se dobijaju i u vrlo malom prinosu, pa metode za çihovu detek-
ciju i prouåavaçe predstavÿaju posledçu reå nauke i tehnike. Niz elemenata do
rednog broja 118 nije potpun. Joã se åeka na otkriñe jezgara sa rednim brojem 113,
115, 117. Kao ãto je u svoje vreme, raspolaæuñi skromnim sredstvima za istraæivaçe
ali i mnoãtvom podataka o hemijskim elementima i jediçeçima koji su nastali kao
rezultat vrednog rada generacija hemiåara, Mendeÿejev uspeo da predvidi i posto-
jaçe nekih elemenata (npr. inertnih) rezervisavãi mesto za çih u periodnom sis-
temu, tako i danas na osnovu modernih teorija nauånici predviœaju moguñnost sin-
teze (detekcije i ispitivaça) elemenata sve do rednog broja 126. Istaknimo joã i to
da je element sa rednim brojem 101 nazvan Mendeÿejevijum (Md) u åast samoga
Mendeÿejeva.

Nazivi elemenata, poåevãi od elementa sa rednim brojem 104, obrazuju se,
prema preporuci Meœunarodne unije za åistu i primeçenu hemiju, od korena latin-
skog naziva za odgovarajuñi (redni) broj koji element ima, npr. unillquadium (Unq-
104), unillpentium (Unp-105) itd. Postoje i druge varijante oznaåavaça elemenata,
ameriåka i ruska, po kojima elementi dobijaju imena po åuvenim nauånicima. Tako
se u ameriåkoj varijanti npr., element sa rednim brojem 106 naziva seaborgium (Sg)
prema Glenu Siborgu (Glenn Seaborg) istaknutom nauåniku koji se bavio prouåa-
vaçem i sintezom jezgara teãkih elemenata na univerzitetu u Berkliju. Sledeñi u pe-
riodnom sistemu je bohrium, prema Nilsu Boru (Bh, redni broj 107).

Primeri

Primer 9.2.1 Izvesti Hajzenbergovu relaciju neodreœenosti  Uzeti da
su sredçe vrednosti kvadrata koordinate i impulsa prikazane jednaåinama:

Uzima se pozitivno definitni integral:

x∆ p h 4π.⁄≥∆

x
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(9.2.73)

pri åemu je λ realan broj. Jednaåina (9.2.73) moæe da se napiãe na drugi naåin u
obliku:

(9.2.74)

.

Parcijalnim integraÿeçem drugi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.74) pretvara
se u:

(9.2.75)

Prvi ålan na desnoj strani jednakosti (9.2.75) jednak je nuli jer talasna funkcija iãåe-
zava u beskonaånosti. Kada je talasna funkcija normirana, prvi ålan u sredçoj zag-
radi jednak je jedinici, dok je drugi ålan u sredçoj zagradi jednak treñem integralu s
desne strane (9.2.74). Parcijalnim integraÿeçem posledçeg ålana jednakosti
(9.2.74) dobija se:

(9.2.76)

Uvrãtavaçem (9.2.75), (9.2.76) i (9.2.73) dobija se:

(9.2.77)

pri åemu su  i  sredçe vrednosti kvadrata koordinate x i kvadrata kvant-
nomehaniåkog operatora x-komponente impulsa. Kvantnomehaniåki operatori kom-
ponenata impulsa poznati su iz poglavÿa 8.4 (jednaåina 8.4.77). Operator pridruæen
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koordinati jednak je samoj koordinati. Jednaåina (9.2.77) predstavÿa kvadratnu jed-
naåinu po λ. Ova nejednakost zadovoÿena je kada je diskriminanta kvadratne jed-
naåine maça (ili jednaka) od nule:

(9.2.78)

odakle sledi:

(9.2.79)

Relacija (9.2.79) povezuje meœusobno sredçe vrednosti kvadrata koordinate i im-
pulsa. Ako su sredçe vrednosti koordinate impulsa jednake nuli, tada su sredçe
vrednosti kvadrata ovih veliåina jednake disperzijama çihovih vrednosti:

(9.2.80)

U jednaåini (9.2.80) definisana je disperzija D prema teoriji verovatnoñe, pri åemu
je fi relativna uåestanost ili verovatnoña pojavÿivaça veliåine xi. Kako su neodreœe-
nosti koordinate  i impulsa  definisane kao kvadratni koreni çihovih disper-
zija, tada iz (9.2.79) sledi:

(9.2.81)

Na analogni naåin moæe da se izvede relacija neodreœenosti za opãti sluåaj kada
sredçe vrednosti koordinate i impulsa nisu jednake nuli. Tada u integralu (9.2.73)
treba da se x zameni sa  a  sa 

9.3 ATOM I ZRAÅENJE ENERGIJE

Gotovo sve bitne åiçenice o energijskim nivoima atoma dobijaju se iz atom-
skog spektra koji i nastaje kao rezultat radijacionog prelaza atoma sa viãeg na niæi
energijski nivo (emisija) ili sa niæeg na viãi nivo (apsorpcija). Iako prouåavaçe
zraåeça atoma sa teorijske (i eksperimentalne) strane nije tema ove kçige, zbog
suãtinskog znaåaja koje prouåavaçe spektra ima u ispitivaçu strukture atoma, u
ovom poglavÿu izneñemo, na elementarnom nivou, osnovne zakonitosti zraåeça
atoma. Krajçi ciÿ jeste dobijaçe, teorijskim putem, merila, koja se nazivaju pravila
izbora ili pravila prelaza, a koja govore o tome da li je ili nije u principu moguñ radi-
jacioni prelaz izmeœu dva nivoa energije.

DODATAK 9.3

Jednaåine (D-4.6.20) ili (D-4.6.21) pokazuju da se kinetiåka, odnosno potencijalna
energija harmonijskog oscilatora meçaju sa vremenom kao kvadrati sinusne ili kosinusne
funkcije. U ovom poglavÿu izveãñemo i neke druge izraze koji se meçaju sa vremenom na
ovaj naåin. Izraåunavaçe sredçe vrednosti ovakvih izraza podrazumeva nalaæeçe sredçe
vrednosti kvadrata sinusne odnosno kosinusne funkcije. Najpre ñemo izraåunati çihove
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sredçe vrednosti u toku jednog perioda oscilovaça T, a zatim pokazati da se ista vrednost do-
bija za interval vremena t1 koji je mnogo veñi od perioda oscilovaça T. Prema definiciji
sredçe vrednosti za period T dobija se:

(D-9.3.1)

pri åemu se uzima u obzir da je  Na isti naåin, za sredçu vrednost kvadrata
sinusne funkcije dobija se:

(D-9.3.2)

Sredça vrednost kosinusne funkcije u intervalu vremena  izraåunava se kao:

(D-9.3.3)

Kako je  i pri  drugi ålan jednaåine (D-9.3.3) teæi nuli, pa se sredça
vrednost kosinusne funkcije za interval vremena  svodi, takoœe, na vrednost 1/2.

9.3.1 Klasiåna teorija zraåeça

Prema klasiånoj elektromagnetnoj teoriji, elektromagnetno zraåeçe pobuœuje
se oscilovaçem elektriånog dipola. U Dodatku D-6.3.1 definisan je pojam elek-
triånog dipola i analizirana je polarizovanost zraåeça koje nastaje oscilovaçem di-
pola. Dipol (Hercov dipol) je sistem koji åine dva naelektrisaça jednaka po koliåini,
a suprotna po znaku, koja se, u odreœenom trenutku vremena, nalaze na meœusob-
nom rastojaçu r. Pomeraçem napred-nazad, duæ linije koja ih spaja, pozitivno i ne-
gativno naelektrisaçe osciluju. Pri çihovom oscilovaçu duæina r meça se sa vre-
menom. Ako naelektrisaça imaju jednake mase, tada su i çihovi pomeraji pri
oscilovaçu jednaki, ali su suprotnog smera. Kada jedno od naelektrisaça (npr. po-
zitivno) ima mnogo veñu masu od mase drugog naelektrisaça, oscilovaçe dipola
moæe da se posmatra kao oscilovaçe naelektrisaça male mase u odnosu na drugo
naelektrisaçe, koje se zbog velike mase smatra nepokretnim. Ovo se sreñe kod
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atoma gde se jezgro (zbog znatno veñe mase od mase elektrona) smatra nepokret-
nim, pa elektromagnetno poÿe nastaje oscilovaçem elektrona. Elektriåne osobine
dipola karakteriãu se veliåinom koja se naziva dipolni moment 

(9.3.1)

gde je  radijus vektor upravÿen od negativnog ka pozitivnom naelektrisaçu. Kako
dipolni moment ne zavisi od izbora koordinatnog poåetka, najzgodnije je da se
koordinatni poåetak veæe za pozitivno naelektrisaçe. Tada su komponente vektora

pri åemu je q naelektrisaçe dipola. Pri oscilovaçu  se meça sa vremenom, pa

kada je reå o prostom harmonijskom kretaçu dipolni moment  moæe da se napiãe
u obliku:

(9.3.1a)

gde je ω ugaona frekvencija, a t vreme. Elektromagnetno poÿe dipola koji osciluje
prikazañemo, ne ulazeñi u izvoœeçe, pomoñu Maksvelovih jednaåina. Posma-
trañemo, dakle, dipol sa naelektrisaçem q (u najveñem broju sluåajeva to je elekt-
ron, pa je q=-e) koji osciluje duæ z-ose sa nekom frekvencijom v. Nastalo elektro-
magnetno poÿe, na dovoÿno velikoj udaÿenosti od dipola (u talasnoj zoni)
okarakterisano je jaåinama elektriånog poÿa  i magnetnog poÿa  åiji su vektori

normalni jedan na drugi. Veza izmeœu intenziteta vektora jaåine elektriånog poÿa 

i magnetnog poÿa , u SI sistemu jedinica data je odnosom:

.

Intenzitet jaåine elektriånog poÿa  u taåki M, definisanoj u sfernom koordinat-
nom sistemu radijus vektorom 17 (sa poåetkom u taåki O) i uglovima θ i ϕ, u tre-
nutku t, Slika 9.3.1, prikazan je jednaåinom:

(9.3.2)

gde je c brzina svetlosti u vakuumu, θ ugao izmeœu prave duæ koje osciluju dipol i

one koja spaja taåku M i taåku O. Sa se oznaåava drugi izvod dipolnog momenta
po vremenu koji kada se uzme u obzir (9.3.1) dobija oblik:

17 Sa  oznaåava se radijus vektor taåke M, umesto uobiåajenog  da se ne bi u posmatranom sluåaju
izveo (pogreãan) zakÿuåak da naelektrisaça dipola osciluju duæ radijus vektora taåke M.
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.

Izraz t - r1/c u zagradi  pokazuje da se drugi
izvod dipolnog momenta (ubrzaçe dipola) od-
nosi na trenutak vremena t-r1/c. Oåigledno je da
je r1/c vreme koje je potrebno da se proces koji
se prostire brzinom c, prenese od taåke O (oko
koje osciluje naelektrisaçe q), do taåke M u ko-
joj odreœujemo jaåinu elektriånog poÿa, dakle
da preœe rastojaçe r1. Prema tome, elektromag-
netno poÿe nastalo oscilovaçem dipola, ima

konaånu brzinu prostiraça c. Pravci  i 
odreœuju se na sledeñi naåin. Oko taåke O opi-
sana je zamiãÿena sfera sa polupreånikom r1. Za
polarnu osu uzima se osa duæ koje dipol osci-

luje (osa z). Vektor  upravÿen je duæ tangente
na meridijan koji prolazi kroz taåku M, a vek-
tor  ima pravac tangente na paralelu koja, takoœe, prolazi kroz taåku M. Elekt-
riåno poÿe je obrnuto srazmerno rastojaçu r1, a upravo srazmerno ubrzaçu koje
je naelektrisaçe dipola imalo u nekom proãlom trenutku vremena t-r1/c. Gustina
energije elektriånog i magnetnog poÿa (energija po jedinici zapremine) u je:

(9.3.3)

ili ako se uzme da je veza izmeœu intenziteta vektora magnetnog i elektriånog poÿa

:

(9.3.4)

ε0 je elektriåna propustÿivost vakuuma. Kako se poÿe oscilujuñeg dipola prostire
brzinom c, kroz jedinicu povrãine u jednoj sekundi na rastojaçu r1 protiåe energija
S:

ili:

(9.3.5)

Slika 9.3.1 Zraåeçe dipola. Nastalo
elektromagnetno poÿe u taåki M moæe
da se prikaæe vektorima elektriånog i
magnetnog poÿa. Vektor jaåine elek-
triånog poÿa ima pravac tangente na
meridijan u taåki M, a vektor jaåine
magnetnog poÿa ima pravac tangente
na paralelu, takoœe u taåki M.
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Iz jednaåine (9.3.5) vidi se da energija zraåeça raste s kvadratom ubrzaça, a
obrnuto je srazmerna kvadratu rastojaça r1, iz åega sledi da je ukupni protok ener-
gije kroz sferu oko taåke O stalan (povrãina sfere raste srazmerno sa ). Zbog fak-
tora , u jednaåini (9.3.5), protok energije razliåit je u razliåitim pravcima. Na
Slici 9.3.2 prikazana je zavisnost funkcije S od ugla  u obliku polarnog dijagrama.

U pravcu u kojem dipol osciluje, protok energije
S jednak  je nuli  (θ = 0), dok je vrednost  protoka
energije najveña u pravcu koji je normalan na pravac
oscilovaça dipola.

Jednaåina (9.3.5) predstavÿa izraz za protok
energije koja u datom trenutku prolazi kroz odre-
œenu taåku u prostoru, u pravcu koji je definisan
uglom θ. Ukupna energija koju u jedinici vremena
zraåi oscilator, dobija se izraåunavaçem integrala:

(9.3.6)

gde je dθ element povrãine koji u sfernim koordinatama iznosi:

. (9.3.7)

Kada se dθ zameni u (9.3.6) dobija se:

.

Integral  moæe da se napiãe u obliku:

.

Uvoœeçem smene t=cos θ, uz dt=-sinθ dθ, odreœuje se vrednost ovog integrala:

pa je ukupna energija izraåena u sekundi:
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Slika 9.3.2 Polarni dijagram
zavisnosti protoka energije S od
ugla θ.
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. (9.3.8)

Dobijena jednaåina izraæava veliåinu ukupne energije koja se izraåi u jedinici vre-
mena. Kako se drugi izvod dipolnog momenta meça periodiåno s vremenom, meça
se i ukupna izraåena energija E. Praktiåni znaåaj ima sredça, a ne trenutna energija,
jer su zbog velike uåestanosti svetlosti (za vidÿivi deo spektra ona iznosi v ∼ 1015 s-1)
svi ureœaji osetÿivi na sredçu energiju. Izraåunañemo zato, za dovoÿno veliki inter-
val, npr. za jednu sekundu, sredçu emitovanu energiju . Ona je, kako je poka-
zano u Dodatku, jednaka sredçoj energiji za period T:

(9.3.9)

pri åemu je sada  sredça vrednost kvadrata drugog izvoda dipolnog momenta
po vremenu. Kada se dipolni moment meça s vremenom po zakonu harmonijskih
oscilacija, jednaåina (9.3.1a) pri åemu uzimamo realni deo kompleksnog izraza eiωt,
µ=µ0 cos ωt = µ cos 2πvt, sa kruænom frekvencijom ω odnosno linearnom v, tada je

drugi izvod dipolnog momenta:  = −4π2v2 µ0 cos 2πvt, pa se zameçivaçem u
(9.3.9) dobija:

.

Uzimajuñi da je = 1/2 dobija se:

. (9.3.10)

Neka pozitivno naelektrisaçe miruje u koordinatnom poåetku (taåka O, Slika
9.3.1), a negativno naelektrisaçe osciluje duæ z-ose. Tada je µ = qz, a sredça ener-
gija zraåeça prema jednaåini (9.3.9) prikazuje se u obliku:

. (9.3.11)

Ako su oscilacije harmonijske, tada je: z = z0 cos ωt = z0cos 2πvt, a odgovarajuñi

kvadrat drugog izvoda dipolnog momenta po vremenu: = ,

dok je sredça vrednost  = 8 π4v4z02, pa se zameçivaçem u (9.3.11) dobija: 

. (9.3.12)
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Prema tome, jednaåina (9.3.12) daje sredçu energiju koja se emituje kada naelektri-
saçe q osciluje sa frekvencijom v, pri åemu je maksimalna amplituda oscilovaça z0.

9.3.2 Verovatnoñe optiåkih kvantnih prelaza

Vratiñemo se sada na kvantno tumaåeçe emisije odnosno apsorpcije energije.
Atomi, kao ãto je veñ reåeno, mogu imati odreœene (diskretne) vrednosti energije,
pa kaæemo da se nalaze u kvantnim staçima koja su kvantovana brojevima (kvant-
nim brojevima). Apsorpcija odnosno emisija kvanata energije (to su tzv. radijativni
procesi), posledica je promene kvantnog staça atoma. Promena kvantnog staça
atoma moæe da se dogodi spontano ili prinudno, pod dejstvom nekog spoÿaãçeg
uticaja. Neka se Nn atoma nalazi u pobuœenom energijskom staçu n, En. U staçe m,
koje ima niæu energiju Em, pobuœeni atomi mogu da preœu spontano, pri åemu se
emituje kvant energije hv koji je jednak razlici energija staça n i m (hv = En – Em),
Slika 9.3.3. Proces emisije fotona je statistiåke prirode, ãto znaåi da je nemoguñe
predvideti koji ñe atom u kojem trenutku da preœe u niæe kvantno staçe. Moæe da se
definiãe samo verovatnoña spontane emisije Anm (ima dimenzije reciproåne vre-
menu). Ako se pretpostavi da se u viãem kvantnom staçu n nalazi Nn atoma, tada je
emitovana energija po sekundi (broj emitovanih kvanata frekvencije v) jednaka
proizvodu broja atoma u viãem kvantnom staçu n, verovatnoñe prelaza Anm, ener-
gije kvanta hv i statistiåke teæine kvantnog staça gn18:

: (9.3.13)

Apsorpcija kvanata energije hv dogaœa se prinudno, pod uticajem poÿa zraåeça
odreœene gustine uv oko frekvencije v (J⋅s/m3). U prisustvu takvog poÿa atomi, uzi-
majuñi od poÿa energiju hv = En – Em, prelaze iz niæeg kvantnog staça m u viãe
kvantno staçe n. Apsorbovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja atoma
u niæem kvantnom staçu, spektralne gustine enrgije uv, verovatnoñe prelaza Bmn,
statistiåke teæine nivoa m, gm i energije kvanta hv:

. (9.3.14)

Stimulisana emisija je proces u potpunosti obrnut (inverzan) apsorpciji. Za razliku
od spontane emisije, stimulisana emisija je prinudni proces i javÿa se kada se po-
buœeni atomi naœu u nekom poÿu zraåeça. Pod uticajem tog poÿa pobuœeni atomi
prelaze u niæe kvantno staçe uz emisiju kvanata energije hv = En – Em, koji se emi-
tuju u odreœenom pravcu. Emitovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja
atoma u pobuœenom staçu, spektralne gustine energije uv, verovatnoñe prelaza Bnm,

statistiåke teæine nivoa n, gn:

. (9.3.15)

Vezu izmeœu koeficijenata Anm i Bnm izveo je Ajnãtajn i ona moæe da se dobije åisto
statistiåkim razmatraçem. Polazi se od toga da je:

18 Statistiåka teæina nivoa jednaka je broju staça sa istom energijom (degeneracija staça). Statistiåka
teæina elektronskog nivoa sa orbitnim kvantnim brojem L i spinskim S je: g = (2L + 1) · (2S + 1).

Eem AnmNngnhv=

Eaps uvBmnNmgmhv=

Eem uvBnmNngnhv=
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a) relativni broj atoma u nivoima n i m, Nn i Nm, pri termodinamiåkoj ravno-
teæi, odreœen Bolcmanovim zakonom raspodele åestica po energijama:

(9.3.16)

gn i gm su statistiåke teæine nivoa n i m; En i Em su energije nivoa, k je Bolcmanova kons-
tanta (k=R/N=1,38h10-23 J/K, R je univerzalna gasna konstanta, a N – Avogadrov broj).

i da je;
b) kod termodinamiåke ravnoteæe u gasu, gustina zraåeça uv, data je Planko-

vom jednaåinom:

. (9.3.17)

Daÿe, u staçu statistiåke ravnoteæe, brzina svakog elementarnog procesa jednaka je
brzini çemu obrnutog procesa. Tako se pri spontanoj i stimulisanoj emisiji,
smaçuje broj atoma u pobuœenom staçu n i to brzinom υem koja je jednaka
smaçeçu broja atoma (u kvantnom staçu n) u jedinici vremena, -dNn/dt:

- . (9.3.18)
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Slika 9.3.3 Atom i promena energije: a) spontana emisija: atom iz pobuœenog staça n, bez spo-
ÿçeg uticaja, spontano prelazi u kvantno staçe m koje ima niæu energiju, uz emisiju kvanta energije
hv koji se emituje u proizvoÿnom pravcu; b) apsorpcija: atom apsorbuje kvant energije hv i pri tome
prelazi iz kvantnog staça niæe energije u kvantno staçe viãe energije; c) stimulisana energija: atom
u pobuœenom staçu, pod dejstvom upadnog kvanta energije hv, prelazi u niæe kvantno staçe uz emi-
siju kvanta energije hv, koji se emituje u pravcu upadnog kvanta.
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Znak “-” u jednaåini (9.3.18) znaåi da broj atoma u nivou n, opada. Obrnuti proces,
proces apsorpcije, dovodi do poveñaça broja atoma u nivou n i to brzinom υaps koja
je jednaka poveñaçu broja atoma (u kvantnom staçu n) u jedinici vremena, dNn/dt:

. (9.3.19)

Kako je u staçu ravnoteæe υem = υaps, sledi:

. (9.3.20)

Takoœe, vaæi:

. (9.3.21)

Zameçivaçem jednaåina (9.3.21) i (9.3.17) u (9.3.20) i uz koriãñeçe (9.3.16) do-
bija se:

pa iz prethodne relacije sledi veza izmeœu Ajnãtajnovih koeficijenata za spontanu
emisiju Anm i za apsorpciju Bmn:

. (9.3.22)

9.3.3 Kvantnomehaniåka slika zraåenja – dipolni moment prelaza

Protumaåiñemo sada proces apsorpcije i emisije zraåeça sa stanoviãta
kvantne mehanike. Videli smo ranije, da je prema zakonima klasiåne elektro-
dinamike, energija E koja se izraåi po jedinici vremena, jednaåine (9.3.8), (9.3.9):

. (9.3.23)

Prema principu korespondencije, veza izmeœu energije koja se emituje i, uslovno
reåeno, dipolnog momenta atoma u kvantnoj mehanici, istog je oblika kao i veza u
klasiånoj elektrodinamici. To znaåi da treba da za dipolni moment u kvantnoj me-
hanici potraæimo izraz analogan izrazu u klasiånoj mehanici. Imajuñi na umu defi-
niciju dipolnog momenta [relacija (9.3.1)] napisañemo kvantnomehaniåki izraz za
sredçu ili oåekivanu vrednost, npr. koordinate  [videti (8.4.30)]:

(9.3.24)

pri åemu je  talasna funkcija, a * çoj konjugovana funkcija. Proizvod talasnih
funkcija  · * prema Bornovom tumaåeçu predstavÿa gustinu verovatnoñe, pa
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je jednaåina (9.3.24) uobiåajeni izraz za sredçu vrednost prema teoriji verovatnoñe.
Uzimajuñi u obzir (9.3.24) i (9.3.1) dobijamo kvantnomehaniåku definiciju dipolnog
momenta :

(9.3.25)

pri åemu je –e naelektrisaçe elektrona a n u indeksu talasne funkcije  govori da je
reå o talasnoj funkciji n-tog kvantnog odnosno stacionarnog staça atoma. Funkcija

 iz jednaåine (9.3.25) zavisi i od koordinata i od vremena, pa moæe da se napiãe
kao proizvod funkcije  koja zavisi samo od koordinata i jedne eksponencijalne
funkcije kojom se izraæava vremenska zavisnost [videti (8.4.15)]:

(9.3.26)

pri åemu je En energija staça, a t je vreme. Kako funkcija koja je konjugovano
kompleksna funkciji (9.3.26) ima promeçeni znak u ålanu koji prikazuje vre-
mensku zavisnost, iz jednaåine (9.3.25) sledi da je dipolni moment atoma koji se
nalazi u nekom od svojih stacionarnih staça stalan, odnosno nula (videti poglavÿe
9.1) i ne zavisi od vremena. Kada atom prelazi iz kvantnog staça n u kvantno staçe
m (neka je staçe n staçe veñe energije), dolazi,  prema  Borovom  uslovu  frekven-
cije,  do  emisije  kvanta  energije  hv (=En-Em). Prema Dirakovoj teoriji, energija
koju atom emituje odreœena je dipolnim momentom prelaza nm koji zavisi od talas-
nih funkcija n (gorçeg staça oznaåenog kvantnim brojem n) i od konjugovano
kompleksne funkcije m* (doçeg staça sa kvantnim brojem m), pri åemu nije bitno
koja se od funkcija n ili m uzima kao konjugovano kompleksna jer je operator r
ermitski:

(9.3.27)

gde je:

. (9.3.28)

Veliåina:

(9.3.29)

zavisi samo od koordinata i predstavÿa vektor s komponentama:

.

(9.3.30)
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U jednaåinu (9.3.23) uvrãtava se  ili åetvorostruki kvadrat drugog izvoda

momenta prelaza po vremenu, umesto kvadrata drugog izvoda klasiånog dipolnog
momenta po vremenu. Ovo se åini jer se stroæim izvoœeçem pokazuje da je kvant-
nomehaniåki dipolni moment dva puta maçi od klasiånog, pa se koriãñeçem
(9.3.23) dobijaju iste vrednosti izraåenih energija kada se uzme u obzir takav odnos
veliåina klasiånog i kvantnog dipola. Pre toga, izraåunava se drugi izvod momenta
prelaza po vremenu koriãñeçem jednaåine (9.3.27). Prvo ñemo napisati prvi izvod
dipolnog momenta prelaza po vremenu:

(9.3.31)

pa je drugi izvod momenta prelaza jednak:

. (9.3.32)

U izrazu za drugi izvod momenta prelaza, En-Em zameniñemo sa hv, dok se komp-

leksni izraz  (dobijen u ovom obliku posle uvoœeça hv) svodi se na çegov
realni deo, imajuñi na umu da se samo realni deo kompleksnog broja moæe povezati
s realnim fiziåkim veliåinama. Uz ove izmene izraz (9.3.32) dobija oblik:

(9.3.33)

.

Odrediñemo, zatim, kvadrat relacije (9.3.33) i izraåunati çegovu sredçu vrednost
za interval vremena t koji je dovoÿno veliki u odnosu na period oscilovaça T, a koji
se svodi na izraåunavaçe sredçe vrednosti kvadrata kosinusne funkcije, ãto iznosi
(kako je pokazano u Dodatku)1/2:

(9.3.34)

= . (9.3.35)

Uzimajuñi u obzir veñ pomenuti faktor 2, koji podignut na kvadrat daje 4, kojim se
zatim izraz (9.3.35) mnoæi i takav zameçuje u jednaåinu za sredçu energiju
(9.3.23), dobija se:
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. (9.3.36)

Uporeœivaçem jednaåine (9.3.36) s jednaåinom (9.3.10) ili (9.3.12) i uzimajuñi da
emitovane energije “klasiånog” i “kvantnog” dipola treba da budu iste, zaista se do-
bija da klasiåni dipolni moment  i moment prelaza  stoje u vezi:

. (9.3.37)

Izraz (9.3.36) definiãe sredçu energiju jednog dipola koja, u skladu sa jednaåinom
(9.3.13), moæe da se napiãe kao:

(9.3.38)

gde je Anm verovatnoña prelaza koja je na osnovu (9.3.38) jednaka:

. (9.3.39)

Reciproåna vrednost 1/Anm ima dimenzije vremena i jednaka je sredçem vre-
menu æivota τ pobuœenog staça kada je prelaz u doçe staçe m jedino moguñ (vi-
deti i poglavÿe 8.3). Kada je staçe m i osnovno staçe, ovo vreme odreœuje, prema
Hajzenbergovoj relaciji neodreœenosti, prirodnu ãirinu pobuœenog energijskog
staça, odnosno prirodnu ãirinu spektralnih linija emitovanog zraåeça. Obiåno su
moguñi (radijativni) prelazi na razliåita staça sa odreœenom verovatnoñom za
svaki, pa se definiãe zbir ΣAnm (sumira se po m) i tada je sredçe vreme æivota re-
ciproåna vrednost ovoga zbira. Na osnovu jednaåine (9.3.39) sledi da verovatnoñe
prelaza mogu da se izraåunaju kada su poznate talasne funkcije staça atoma izmeœu
kojih se vrãi prelaz. Verovatnoñe prelaza mogu da se odrede i eksperimentalno. Tada
se obiåno odreœuje efektivno vreme æivota τef koje je povezano sa svim procesima
(ne samo radijativnim) koji dovode do smaçeça broja atoma u pobuœenom staçu.

9.3.4 Pravila izbora

Pravila izbora pokazuju to da li je odreœeni kvantni prelaz n → m dozvoÿen ili
nije. Kada je moment prelaza:

razliåit od nule, prelaz je dozvoÿen, a kada je moment prelaza jednak nuli, prelaz je
zabraçen. Kako je veliåina , vektor sa komponentama u pravcu tri koordinatne
ose x, y i z, moæe da se dogodi da neke od komponenti vektora momenta prelaza
budu jednake nuli, a da su druge razliåite od nule. Npr. komponente vektora  u
pravcu x i y ose mogu da budu nula, dok je komponenta  u pravcu z ose razliåita
od nule. Tada se kaæe da je emitovano zraåeçe polarizovano u pravcu z ose. Dakle,
pravila izbora utvrœuju se izraåunavaçem x, y i z komponente vektora momenta
prelaza . Na primeru vodonikovog atoma, åije su talasne funkcije poznate, moæe
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da se pokaæe ovaj postupak. Koristimo sferni koordinatni sistem (x = r cosϕ sinθ; y
= r sinϕ sinθ; z = r cosθ), pri åemu je element zapremine dV = r2 sinθ dr dθ dϕ.
Neka atom prelazi iz kvantnog staça n’l’m’u kvantno staçe n l m (n’l’m’ → nlm),
gde sa n oznaåavamo glavni kvantni broj, l orbitni, a m magnetni kvantni broj. Oz-
naka ’(prim) odnosi se na gorçe kvantno staçe. Komponente momenta prelaza u
sfernim koordinatama date su kao: 

(9.3.40)

.

Ranije je pokazano (poglavÿe 9.1) da se za atom vodonika funkcija ψ predstavÿa
kao proizvod 3 funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne promenÿive r, θ ili ϕ:

. (9.3.41)

Indeksi kod ψ, Θ i Φ su celi brojevi i odgovaraju, kako je ranije pokazano, glavnom
kvantnom broju n, orbitnom kvantnom broju l i magnetnom kvantnom broju m.

Za z-komponentu momenta prelaza, pz moæe da se napiãe:

(9.3.42)

.

Prvi integral u jednaåini (9.3.42), oznaåiñemo sa 1, drugi sa 2 i treñi sa 3. Da bi izraz
(9.3.42) bio razliåit od nule, sva tri integrala moraju da budu razliåita od nule.
Najpre ñemo izraåunati vrednost integrala 3 jer je to i najjednostavnije. Kao ãto od
ranije znamo, funkcija Φm ima oblik exp(imϕ), pa se lako pokazuje da je integral:

uvek jednak nuli, izuzev za m’ = m. Integral 1, u opãtem sluåaju, razliåit je od nule
za bilo koje vrednosti n i l. Daÿe, moæe da se pokaæe, ãto ovde ne izvodimo, da je
integral 2 u izrazu (9.3.42) razliåit od nule samo kada je l’=l+1 i l’=l-1. Pravilo

odraæava zakon o odræaçu ugaonog momenta pri emisiji fotona, o åemu je detaÿnije
bilo reåi u Dodatku D-6.3.2.
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Analizirañemo sada x-komponentu momenta prelaza i napisati je u obliku:

(9.3.43)

.

U treñem integralu u izrazu (9.3.43) javÿa se cos ϕ koji ñemo izraziti kao:

pa treñi integral iz izraza (9.3.43) ima oblik:

.

Ovi integrali razliåiti su od nule samo za m' = m - 1 i m' = m + 1. Drugi integral u
izrazu (9.3.43) razliåit je od nule, takoœe, za l' = l ± 1, dok je prvi integral razliåit
od nule za svaku kombinaciju brojeva n i l. Sliåno moæe da se dobije i za y-kompo-
nentu momenta py. Prema tome, opãte pravilo izbora za magnetni kvantni broj jeste
∆m = 0, ± 1.

Ovakva analiza pokazuje to da je zraåeçe koje nastaje prelazom atoma s viãeg
kvantnog staça na niæe (u magnetnom poÿu) polarizovano u pravcu z-ose, kada je
∆m = 0, jer je tada pz ≠ 0, dok su px = py = 0. S druge strane, zraåeçe koje nastaje pre-
lazom atoma s viãeg na niæi nivo, pri åemu se magnetni kvantni broj m meça za +1
ili za -1, ∆m = ±1, polarizovano je u xy ravni. Ovi zakÿuåci, koji proizlaze iz åisto
teorijskih razmatraça, mogu da se provere eksperimentalno, posmatraçem zraåeça
atoma u magnetnom poÿu. Ovo je tzv. Zemanov efekt (o kojem je ranije bilo govora)
i kojim se pokazuje da je zraåeçe koje nastaje pri ∆m = 0, polarizovano u pravcu z-
-ose (pravac magnetnog poÿa obiåno ima pravac z-ose), a da je za ∆m = ± 1 zraåeçe
polarizovano u xy ravni – oscilacije elektriånog vektora vrãe se u xy ravni, a ona je
normalna na pravac magnetnog poÿa.

Pravila izbora (selekcije) pokazuju to da orbitni kvantni broj elektrona l ili
ukupni kvantni broj atoma L mogu da se meçaju za jedinicu, ∆l = ±1, ∆L = ±1.

Pravilo ∆l = ±1 postaje oåigledno ako se zna da se, pri prelazu atoma iz jednog
staça u drugo, emituje foton åiji je spinski kvantni broj 1. Takoœe, vaæi ∆J = 0, ±1,
gde je J kvantni broj koji kvantuje ukupni ugaoni moment (videti deo 5.4.3), a
spinski kvantni broj pokorava se pravilu ∆S = 0. Prema tome, po pravilu, zabraçene
su kombinacije izmeœu termova s razliåitim multipletnostima. Prelazi izmeœu raz-
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liåitih multipletnosti postaju moguñi (ali slabog intenziteta) ako se uzme u obzir
spin-orbitna sprega. Iz eksperimenta, takoœe, moæe da se vidi da kvantne zabrane
nisu potpuno stroge i da se u spektru javÿaju linije koje se prema pravilima izbora
ne oåekuju. Ovo potiåe otuda ãto se pored dipolnih prelaza za koja vaæe veñ izneta
pravila izbora, javÿa i zraåeçe elektromagnetnih talasa koje potiåe od promena
elektriånih momenata viãeg reda – pre svega kvadrupolnog momenta atoma. Inten-
zitet kvadrupolnog zraåeça odreœuje se integralima tipa:

a dobijaju se pravila izbora: ∆J = 0, ±1, ±2, pod uslovom da zbir kvantnih brojeva koji
se kombinuju nije maçi od 2. Vaæi i pravilo: ∆L = 0, ±1, ±2 (prelaz L' = 0 → L = 0
je zabraçen).

Volfgang Pauli (Wolfgang Pauli, 1900–1958), roœen je u
Beåu, a studirao je u Minhenu. Kao student A. Zomerfelda u
petom semestru napisao je za Matematiåku enciklopediju
pregled o teoriji relativnosti. Godine 1921. u doktoratu je
pokazao da je tadaãça kvantna teorija joã uvek netaåna.
Raspravama i analizama sa Hajzenbergom, Borom i
Bornom znaåajno je doprineo razvoju matriåne mehanike.
Godine 1924. formulisao je princip iskÿuåeça (Paulijev
princip), za koji je 1945. godine dobio Nobelovu nagradu za
fiziku. Iste, 1924. godine, postulirao je postojaçe nuklear-
nog spina da bi objasnio hiperfinu strukturu spektralnih li-
nija. Poãto je izvesno vreme proveo na univerzitetima u Ge-
tingenu, Kopenhagenu i Hamburgu vratio se u Cirih, gde je
1928. godine postao profesor na ETH. Godine 1930. pred-
loæio je hipotezu o postojaçu neutrina. Za vreme Drugog
svetskog rata boravio je u SAD, gde se bavio teorijom me-
zona. Godine 1946. vraña se u Cirih i posveñuje kvantnoj
teoriji poÿa i fizici elementarnih åestica.

Primeri

Primer 9.3.1 Odrediti Ajnãtajnovu verovatnoñu A21 spontane emisije pri prelazu 2p
– 1s kod atoma vodonika. Izraåunati i vreme æivota 2p nivoa.

REÃENJE:

Verovatnoña prelaza izraåunava se koriãñeçem jednaåine (9.3.39). Prethodno ñemo
izraåunati moment prelaza po jednaåini:

. (9.3.44)

Sa ψ∗2,1 oznaåili smo koçugovano kompleksni oblik talasne funkcije 2p nivoa, a sa
ψ1,0 talasnu funkciju 1s nivoa. Moment prelaza  je vektor åije su komponente u po-
larnim koordinatama definisane jednaåinom (9.3.40), pa se ukupni moment prelaza
odreœuje jednaåinom:

ψ∗n'r
2ψn Vd∫
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. (9.3.45)

U poglavÿu 9.1, jednaåinama (9.1.88), (9.1.89) i (9.1.90) definisane su tri 2p orbi-
tale: 2px, 2py i 2pz. Trebalo bi, pomoñu jednaåine (9.3.44) odrediti x, y i z kompo-
nentu momenta prelaza za sva tri prelaza: 2px-1s, 2py-1s i 2pz-1s, a to znaåi izraåuna-
vaçe devet integrala tipa (9.3.44). Lako se, meœutim, pokazuje da je åak ãest od tih
integrala jednako nuli. Za z-komponentu momenta prelaza izmeœu 2pz komponente
p nivoa i 1s nivoa, moæe da se pokaæe da ima vrednost razliåitu od nule. Izraz se do-
bija tako ãto se u (9.3.44) zamene talasna funkcija 2pz na osnovu jednaåine (9.1.90) i
talasna funkcija 1s nivoa pomoñu (9.1.74), a z-komponenta momenta impulsa iz jed-
naåine (9.3.40):

.

Ova jednaåina posle sreœivaça izgleda:

(9.3.46)

gde je a0 prvi Borov polupreånik. Z-komponente momenta prelaza za druga dva mo-
guña prelaza: 2px-1s i 2py-1s mogu da se dobiju na isti naåin. One se razlikuju po ob-
liku integrala po uglovima θ i ϕ . Kako su 2px ∼ sin θ cosϕ odnosno 2py ∼ sin θ sin ϕ,
za oba prelaza integrali po uglovima jednaki su nuli. Znaåi, z-komponenta momenta
prelaza razliåita je od nule samo za prelaz 2pz – 1s.

Na sliåan naåin (9.3.46), za x-komponentu momenta prelaza za prelaz 2px – 1s:

(9.3.47)

koja je, kako ñe se videti kasnije, razliåita od nule. Komponenta x momenta prelaza
za 2pz – 1s i 2py – 1s biñe nula. Opet se lako vidi da su, s obzirom na to da je pz ∼
cos θ, a py ∼ sin θ sin ϕ, integrali po uglovima θ i ϕ x-komponente prelaza 2pz – 1s
jednaki nuli, dok je kod prelaza 2py – 1s integral po uglu ϕ nula. Komponenta x mo-
menta prelaza razliåita je od nule samo za prelaz 2px – 1s, prikazan jednaåinom
(9.3.47). Za prelaz 2py – 1s y-komponenta momenta prelaza moæe da se napiãe kao:

(9.3.48)
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tegral po uglu ϕ nula. Potrebno je, dakle, izraåunati integral radijalne funkcije, koji
je isti u sva tri izraza (9.3.46), (9.3.47) i (9.3.48), i po dva integrala po uglovima θ i
ϕ u svakom od ovih izraza.

Integral po radijalnoj koordinati r:

; (9.3.49)

odreœuje se viãestrukim parcijalnim integraÿeçem:

(9.3.50)

Svi integrali u izrazu (9.3.50) koji predstavÿaju proizvod funkcije r dignute na ste-
pen m > 0 i eksponencijalne funkcije od r postaju jednaki nuli posle zamene granica
integrala. Posledçi integral u izrazu (9.3.50), koji predstavÿa proizvod konstante i
eksponencijalne funkcije, odreœuje vrednost izraza (9.3.50). On je jednak vrednosti
konstante ispred eksponencijalne funkcije kada se r zameni nulom.

Vrednosti integrala po uglovima θ i ϕ z-komponente momenta prelaza za 2 pz
– 1s, odreœuju se iz:

(9.3.51)

a za x-komponentu momenta prelaza za 2 px – 1s iz izraza:

(9.3.52)

dok je za y-komponentu momenta prelaza za 2py-1s taj izraz: 
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. (9.3.53)

Prema tome, tri komponente momenta prelaza imaju iste vrednosti integrala po ug-
lovima θ i ϕ, pa su momenti prelaza meœusobno jednaki, ãto potvrœuje åiçenicu da
su sve tri 2p orbitale (2px, 2py i 2pz) meœusobno ekvivalentne. Prema (9.3.45) kvad-
rat momenta prelaza je: 

.

Da bi se odredila verovatnoña prelaza A2,1 (odnosno vreme æivota τ) treba da se zna
frekvencija zraåeça. Ona se odreœuje iz izraza za energiju (9.1.63) koji je dobijen
reãavaçem Ãredingerove jednaåine. Ovaj izraz identiåan je jednaåini (4.2.38) za
energiju vodonikovog atoma prema Borovom modelu. Prelaz se vrãi iz kvantnog
staça n = 2 na n = 1, ali, u skladu s pravilima izbora, sa 2p na 1s nivo. Energija (pre-
laza) zavisi samo od glavnog kvantnog broja. Prema tome, frekvencija je: 

. (9.3.54)

Kada se u (9.3.54) zamene masa elektrona m, naelektirsaçe elektrona e, Plankova
konstanta h i kvantni brojevi n = 2 i m = 2, dobija se da je frekvencija prelaza ν =
1,64 ⋅1015 s-1. Vrednost frekvencije, zajedno s kvadratom momenta prelaza, naelekt-
risaçem elektrona e, Plankovom konstantnom h i brzinom svetlosti c, zamene se u
izrazu za verovatnoñu prelaza prema (9.3.39), posle åega se dobija rezultat za
A12=3,3⋅108s-1, a za vreme boravka τ=3,3⋅10-9 s.
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10. ATOMSKO JEZGRO 

Bilo je mnogo hipoteza o graœi atoma koje su bile viãe plod maãte nego siste-
matskih i åiçenicama potkrepÿenih istraæivaça. Prvi, na eksperimentima zasnovan,
model bio je Tomsonov “plum puding” model atoma, 1903.  godine. Po ovom mo-
delu elektroni su rasporeœeni po masi atoma u izvesnim poloæajima. Frekvencija os-
cilovaça elektrona oko tih ravnoteænih poloæaja odgovara frekvenciji zraåeça koje
atom emituje. Ovaj model nije mogao da opiãe kvantitativno nijedan eksperiment,
ali nije bio ni u protivreånosti sa do tada poznatim eksperimentima. Novim eksperi-
mentima koje je zapoåeo Raderford, a koji nisu mogli da se protumaåe Tomsonovim
modelom, postavÿeni su temeÿi savremenog shvataça nuklearne strukture atoma:

Godine 1906. E. Raderford je ispitivao rasejavaçe alfa-åestica na metalnim
listiñima, s ciÿem da ispita prodornost alfa-zraka;

Godine 1910. H. Gajger i E. Marsden, Raderfordovi saradnici, opazili su
sluåajeve rasejavaça alfa-åestica u kojima je ugao rasejavaça bio skoro 180°;

Godine 1911. E. Raderford postavÿa planetarni model atoma: unutar atoma
nalazi se pozitivno naelektrisano jezgro, malih dimenzija, u kojem je usredsreœena
praktiåno celokupna masa atoma, a oko jezgra kruæe elektroni;

Godine 1911–1912. H. Gajger i E. Marsden eksperimentalno su potvrdili isp-
ravnost Raderfordove postavke;

Godine 1912. P. Bleket, pomoñu tek otkrivene Vilsonove komore, dobio je fo-
tografije tragova alfa-åestica koji su imali oãtre prelome. Prelomi potiåu od jedno-
strukih sudara (rasejavaça) alfa-åestica s atomima gasa u komori;

Godine 1913. A. Van-den Bruk primetio je da podaci o rasejavaçu alfa-åes-
tica mogu najlakãe da se objasne ako se pretpostavi da je naelektrisaçe jezgra
umnoæak elementarnog naelektrisaça elektrona i rednog broja elementa Ze;

Godine 1914. H. Mozli, mereñi frekvencije karakteristiånog x-zraåeça, potvr-
dio je Van-Brukovu hipotezu.

10.1 RADERFORDOV OGLED

DODATAK 10.1

D-10.1.1 Mereçe uglova

Ugao je odnos duæine kruænog luka i polupreånika kruga, a izraæava se u radijanima:



474 10. ATOMSKO JEZGRO

E:\10.fm 7/1/04

 

(D-10.1.1a)

. (D-10.1.1b)

Dakle, puni ugao ima 2  radijana.
Prostorni ugao je odnos povrãine dela sfere i

kvadrata polupreånika sfere, a izraæava se u stera-
dijanima:

(D-10.1.2a)

Sa slike vidimo da je:

pa je:

. (D-10.1.2b)

Pun prostorni ugao je:

(D-10.1.2c)

D-10.1.2 Moment impulsa u poÿu centralne sile

Pri kretaçu tela u poÿu centralne sile, energija i moment koliåine kretaça su stalni. U
zavisnosti od smera delovaça sile, kao i uzajamnog odnosa potencijalne i kinetiåke energije
tela, putaça moæe da ima oblik elipse ili hiperbole. Moment impulsa izraåunava se u odnosu
na centar sile koji je smeãten u æiæi putaçe:

(D-4.6.2)
a poãto je:

Slika D-10.1.1 Definicija ugla.

Slika D-10.1.2 Definicija prostornog ugla.
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(D-4.6.4) .

Kod hiperboliåne putaçe, koja se sreñe pri razmatraçu Raderfordovog ogleda, ugao  iz-

meœu radijus vektora  i brzine , moæe da bude proizvoÿan u intervalu od 0 do . Vektor

brzine  tada moæemo da razloæimo na dve komponente, normalnu (ili tangencijalnu, ) i

paralelnu (ili radijalnu ) sa :

Od çih samo normalna komponenta  daje doprinos momentu poãto je vektorski proizvod

paralelnih vektora jednak nuli [(  (D-2.2.3c)]:

.

Otuda je:

.

U eksperimentima rasejavaça, kao ãto je prikazano na Slici 10.1.3, poåetni uslovi odreœuju
se na osnovu osobina åestice (projektila) pre nego ãto doœe do sudara sa metom (tj. pre nego
ãto poåne znaåajno da deluje centralna sila) Tada åestica ima poåetnu brzinu , masu m i
poloæaj koji odreœujemo preko parametra sudara . Ovaj parametar predstavÿa najmaçe
moguñe rastojaçe na koje bi meta i projektil mogli da se dovedu, kada izmeœu çih ne deluje
nikakva sila. Poãto je moment koliåine kretaça stalan, çegovu veliåinu moæemo da naœemo
ako ga izraåunamo za åesticu koja se nalazi daleko od centra rasejaça. Tada je: 

Sa Slike D-10.1.3 vidi se da je:

odakle dobijamo:

Poãto je:
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Slika D-10.1.3 Moment impulsa tela koje se
kreñe u poÿu centralne sile je stalan:

. Poãto se na putaçi åestice

meça , to ñe i tangencijalna brzina,  biti pro-
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tim, ukupna energija ostaje stalna.
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neposrednim zameçivaçem dobijamo da je:

(D-10.1.3)

D-10.1.3 Energija u poÿu centralne sile

Centralnom silom nazivamo silu kod koje pravac delovaça sve vreme prolazi kroz
jednu taåku, a intenzitet zavisi samo od rastojaça od te taåke. Najpoznatije centralne sile su
gravitaciona i Kulonova sila. Poãto veliåina sile zavisi samo od rastojaça merenog od centra
sile, centralna sila vrãi rad jedino kada se to rastojaçe meça:

(D-10.1.4)

Tada moæemo da definiãemo potencijalnu energiju kao rad koji izvrãi centralna sila da bi se
postiglo æeÿeno ureœeçe. Pri tome, potencijalna energija jednaka je nuli kada je centralna sila
jednaka nuli, tj. kada :

(D-10.1.5)

Diferenciraçem dobijenog izraza moæemo da izrazimo centralnu silu preko çenog potenci-
jala:

(D-10.1.6)

Sada ñemo da pokaæemo to da se u poÿu centralne sile ukupna energija sistema ne meça. Iz-
raæavaçem sile preko II Çutnovog zakona, jednaåina (D-2.2.1c):

(D-10.1.7)

mnoæeçem jednaåina redom sa  i sabiraçem dobijamo:

(D-10.1.8)

Ako levu i desnu stranu dobijene jednaåine izrazimo kao izvode po vremenu, imamo:
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i posle sreœivaça:

(D-10.1.9)

.

Prebacivaçem izvoda po vremenu sa desne strane na levu, uz , dobi-
jamo: 

(D-10.1.10a)

odakle neposredno sledi:

.
(D-10.1.10b)

.

dakle, pri kretaçu u poÿu centralne sile ukupna energija je stalna.
Bilo je poznato da alfa-åestice mogu da se otkriju, kao i elektron, na osnovu

svetlosnog bÿeska koji izazivaju na fluorescentnom ekranu. Kada kolimisani snop
brzih alfa-åestica pada na fluorescentni zaklon, na çemu se pojavÿuje svetla taåka
oãtrih ivica. Ako se na put alfa-åesticama stavi tanak metalni list, najveñi broj åes-
tica prolazi kroz çega, ali svetleña taåka na ekranu postaje razmazana. To se ob-
jaãçavalo sudarima alfa-åestica s atomima metalne folije. Meœutim, Gajger je uoåio
to da pored slabog rasejavaça oko prvobitne putaçe alfa-åestice, postoji i mali broj
åestica koje su rasejane pod mnogo veñim uglovima nego ãto je moglo da se objasni
na osnovu tadaãçeg shvataça strukture atoma. Ovu protivreånost reãio je Rader-
ford, pokazavãi da za dobijaçe tako velikih uglova rasejaça celokupna masa i pozi-
tivno naelektrisaçe atoma moraju da budu skoncentrisani u relativno malom delu
zapremine atoma.

10.1.1 Rasejavanje alfa-åestica na tankoj foliji

Kÿuåne oglede rasejavaça alfa-åestica na tankim metalnim folijama izveli su
Gajger i Marsden pod Raderfordovim rukovodstvom. Oni su tanke folije metala
bombardovali snopom alfa-åestica iz radioaktivnog izvora RaC (214Bi). Çihova apa-
ratura prikazana je na Slici 10.1.1.
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Radioaktivni izvor R emituje alfa-åestice, koje posle prolaska kroz kolimator,
padaju na tanku metalnu foliju F. Rasejane alfa-åestice otkrivaju se na fluorescen-
tnom zaklonu S koji se posmatra kroz sistem soåiva L. Sistem soåiva moæe da se ok-
reñe oko ose folije, pa to pruæa moguñnost da se otkriju åestice rasejane pod razliåi-
tim uglovima . Cela komora moæe da se evakuiãe da bi se izbegli sudari alfa-
-åestica sa molekulima vazduha.

Na Raderfordovo iznenaœeçe, neke od åestica bile su rasejane pod uglovima
od skoro 180°, vrañajuñi se, praktiåno, nazad ka izvoru. Po Raderfordovim reåima:
“Bio je to najneverovatniji dogaœaj u mom æivotu. To je isto tako neverovatno kao
kada biste na list papira ispalili topovsko zrno preånika 15 inåa (≈38 cm), a ono se
od çega odbije i pogodi vas”.

Analizirajuñi problem, Raderford je izveo åuvenu jed-
naåinu iz koje moæe da se izraåuna broj åestica raseja-
nih pod bilo kojim uglom i da se uporedi s eksperimen-
talnim rezultatima. Mada je Raderford jednaåinu izveo
primenom klasiåne mehanike i klasiåne elektro-
dinamike, ona je ista kao i jednaåina koja je mnogo go-
dina kasnije izvedena kvantno-mehaniåkim metodama.
Vaæno je da se primeti da je to jedan od retkih sluåa-
jeva u kojem klasiåne metode primeçene na ispiti-
vaçe atomskih pojava daju vaÿane rezultate. Ako se
åestica malih dimenzija, koja ima pozitivno naelektri-
saçe, primiåe drugoj åestici malih dimenzija sa istim
naelektrisaçem, onda je odbojna sila izmeœu çih
obrnuto proporcionalna kvadratu çihovog meœusob-
nog rastojaça (Kulonov zakon).

Naravno, ne moæe se tvrditi da ñe Kulonov zakon da vaæi i na najmaçim mo-
guñim rastojaçima. Meœutim, ako vaæi i ako je pozitivno naelektrisaçe atoma
skoncentrisano samo u çegovom srediãtu, u jezgru, koje je veoma malo u poreœeçu
sa samim atomom, rastojaçe izmeœu naelektrisanih åestica moglo bi da bude veoma
malo, pa prema tome i odbojna sila dovoÿno velika da izazove skretaçe åestice pod
velikim uglovima.

Jedini naåin da se ispravnost ovih pretpostavki proveri jeste da se izvede jed-
naåina za rasejavaçe alfa-åestica pod ovim uslovima i da se uporedi s odgovara-
juñim eksperimentalnim rezultatima.

10.1.2 Åestica u polju centralne sile (alfa-åestica u polju jezgra)

Razmotrimo kretaçe alfa-åestice u poÿu pozitivnog jezgra. Ako se åestica
mase M kreñe poåetnom brzinom , tada je çena (poåetna) kinetiåka energija:

(10.1.1a)

Pod pretpostavkom da vaæi Kulonov zakon, potencijalna energija alfa-åestice, åije je
naelektrisaçe +ze(z = 2), u poÿu jezgra sa naelektrisaçem +Ze, je:

(10.1.1b)

θ

Slika 10.1.1 Aparatura Gaj-
gera i Marsedena za ispitivaçe
rasejavaça alfa-åestica.
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gde je r rastojaçe izmeœu jezgra i alfa-åestice. Pri kretaçu åestice u poÿu centralne
sile, energija sistema E i moment koliåine kretaça u odnosu na centar sile L su
stalne:

(4.6.7) . (10.1.2)

(D-4.6.3b) . (10.1.3)

Jednaåine su napisane u polarnim koordinatama, pri åemu je r radijus vektor, a 
ugao. Mada su ukupna energija i moment koliåine kretaça oåuvani na putaçi åe-
stice, zbog promene çenog poloæaja meçaju se kako potencijalna i kinetiåka ener-
gija, tako i tangencijalna i radijalna brzina.

Sada æelimo da naœemo oblik putaçe alfa-åestice pri prolasku pored nepo-
kretnog atomskog jezgra. Tehniåki, problem se reãava na isti naåin kao kod izraåu-
navaça orbite elektrona u Bor-Zomerfeldovoj teoriji. Poåetne jednaåine su vrlo
sliåne. Jedino je razliåit predznak potencijalne energije. Ponavÿaçem postupka koji
smo primenili kod Bor-Zomerfeldove teorije, odeÿak 4.6.2, iz posledçe dve jed-
naåine oslobaœamo se izvoda po vremenu i uvoœeçem smene:

(10.1.4)

dobijamo diferencijalnu jednaåinu putaçe alfa-åestice:

(4.6.14)

. (10.1.5)

Ponovnim diferenciraçem dobijamo oblik iz kojeg se jednaåina najlakãe reãava:

. (10.1.6)

Deÿeçem posledçeg izraza sa , najzad dobijamo:

. (10.1.7)

Opãte reãeçe ove diferencijalne jednaåine drugog reda ima oblik:

(4.6.21) . (10.1.8)
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Za datu fiziåku situaciju kons-
tante A i B odreœuju se na osnovu
poåetnih uslova. Za sluåaj koji
razmatramo, poåetni uslovi mogu
da se odrede sa Slike 10.1.2.
Alfa-åestica koja je beskonaåno
udaÿena od atomskog jezgra ima
y-koordinatu koja je jednaka pa-
rametru sudara p. Tada je 
i . Zameçivaçem ovih
vrednosti u (10.1.8) dobijamo:

(10.1.9)

i poãto je  i 

. (10.1.10)

Konstantu B izraziñemo pomoñu parametra sudara p, åiji je smisao oåigledan sa
slike: p predstavÿa rastojaçe izmeœu putaçe alfa-åestice, kada ova joã uzajamno ne
dejstvuje sa jezgrom, i prave koja je sa çom paralelna i koja prolazi kroz jezgro. U
opãtem sluåaju, ordinatu y izraæavamo preko r i  oåiglednim odnosom:

(D-4.6.28)

odnosno:

. (10.1.11a)

Zamenom vrednosti  iz (10.1.8) u posledçem izrazu, dobijamo:

. (10.1.11b)

Uvrãtavaçem vrednosti iz poåetnih uslova u ovu jednaåinu, ,
dobijamo:

(10.1.12a)

i kako je:

. (10.1.12b)

Slika 10.1.2 Kretaçe alfa-åestice u poÿu jezgra. Kada
nema meœudejstva sa jezgrom alfa-åestica ima brzinu υ0.
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Prema tome, jednaåina putaçe åestice je:

. (10.1.13)

Celokupna putaça åestice ne moæe da se prati eksperimentalno. Moæe da se prati
samo poloæaj åestice pre i posle meœudejstva sa jezgrom. U oba ova graniåna sluåaja
åestica se kreñe pravolinijski i ugao rasejavaça jednak je uglu izmeœu ove dve pra-
volinijske putaçe. Takoœe, u oba sluåaja je . Ugao rasejavaça  nalazimo
uvrãtavaçem posledçeg uslova u jednaåinu putaçe, tj. za :

odnosno:

. (10.1.14a)

Zameçivaçem vrednosti za C, iz (10.1.7), dobijamo:

. (10.1.14b)

Izraæavajuñi moment koliåine kretaça preko parametra sudara, jednaåina (D-10.1.3),
dobijamo:

(10.1.14c)

i najzad, zameçivaçem poåetne brzine  poåetnom kinetiåkom energijom 
prema (10.1.1a):

. (10.1.14d)

Dobijeni izraz moæemo daÿe da uprostimo ako uoåimo da izraz u zagradi pomnoæen
parametrom sudara p, predstavÿa potencijalnu energiju åestice kada bi se ova naãla
na rastojaçu p od atomskog jezgra:

. (10.1.14e)

i daÿe, ako izrazimo proizvod izraza u zagradi i poåetne kinetiåke energije ,
preko najmaçeg rastojaça d, na koje åestica moæe da priœe atomskom jezgru po-
moñu izraza (P-10.1.3.1):
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. (10.1.14f)

Tako smo doãli do jednaåine koja povezuje ugao rasejavaça alfa-åestica sa paramet-
rima çenog meœudejstva s atomskim jezgrom. Naæalost, parametar p od kojeg za-
visi ugao skretaça ne moæe da se meri neposredno. Zbog toga treba opãtim razma-
traçem eksperimenta rasejavaça da se pronaœe veza izmeœu parametra sudara p i
veliåina koje su dostupne neposrednom mereçu.

10.1.3 Klasiåni opis eksperimenta rasejavanja

Na Slici 10.1.3 prikazana je ãema eksperimenta rasejavaça. Upadni snop sa-
stoji se od åestica istih energija. Neka  åestica u sekundi prolazi kroz povrãinu
mete A:

(10.1.15a)

normalnu na pravac çihovog kretaça. Tada je intenzitet snopa (fluks) jednak od-
nosu ukupnog broja åestica  koje padaju na metu u jedinici vremena i veliåine
povrãine mete A. Zbog rasejavaça na meti, detektor postavÿen pod uglovima  i 
u odnosu na pravac kretaça upadnog snopa, zabeleæiñe  åestica u jedinici vre-
mena. Ako je fluks åestica stalan po celoj povrãini mete, ., tada izraz
(10.1.15a) moæemo da primenimo i na åestice koje registruje detektor, a koje se ra-
sejavaju sa dela povrãine mete åija je veliåina :

. (10.1.15b)

Poãto su nam upadni fluks I i broj rasejanih åestica  poznati, veliåina povrãine sa
koje su åestice rasejane dobija se neposredno iz (10.1.15b):

. (10.1.16a)

Parametar  naziva se efikasni presek rasejavaça i predstavÿa veliåinu povrãine sa
koje se rasejavaju detektovane åestice. Efikasni presek je veoma zanaåajna veliåina,
jer moæe kao geometrijski åinilac, da se poveæe sa parametrom sudara p åija nam
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Slika 10.1.3 Rasejavaçe åestica na jednom centru.
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vrednost, kako smo videli u jednaåini (10.1.14c), nedostaje da bismo problem reãili
do kraja.

Meœutim, efikasni presek odreœen izrazom (10.1.16a) nije od velike koristi jer
nisu standardizovani uslovi pod kojima je izmeren broj åestica . Da bismo doãli
do izraza za efikasni presek koji ima opãte znaåeçe, moramo da uzmemo u obzir
prostorni ugao u koji su rasejane detektovane åestice, ukupan broj åestica koje pa-
daju na metu, broj centara rasejavaça, itd. Zbog toga ñemo da razmotrimo sluåaj ra-
sejavaça åestica sa mete koja ima samo jedan centar rasejavaça, a åija je geomet-
rija prikazana na Slici 10.1.4. Åestice koje proœu kroz prsten polupreånika p
(parametar sudara) i debÿine dp rasejañe se u konus pod uglom  u intervalu d .

Ako je  broj åestica koje se raseju (sa jednog centra) pod naznaåenim
uglovima, imajuñi na umu stalnost upadnog fluksa, iz jednaåine (10.1.16a) dobi-
jamo:

(10.1.16b)

gde je  veliåina povrãine naznaåenog kruænog prstena na meti.
S obzirom na cilindriånu simetriju problema (åestice se uvek rasejavaju radi-

jalno u odnosu na osu koja prolazi kroz metu, a koja je paralelna pravcu upadnog
fluksa a zbog stalnosti fluksa åestice se ravnomerno rasprãuju na sve strane), fluks
åestica po delu povrãine dS, koji je odreœen uglom rasejavaça  i ugaonim interva-
lom d  je konstantan i ne zavisi od azimutalnog ugla . Detekcija åestica vrãi se
samo u odreœenom delu prostora, u malom delu kruænog prstena, koji je odreœen
prostornim uglom  (uglovima , , intervalima d  i d , te polupreånikom r).
Zato je korisno da se problem svede na broj åestica , koje su detektovane
u delu povrãine . Na deo povrãine  padaju samo åestice koje su na meti
proãle kroz deo povrãine , Slika 10.1.4. Pri stalnom fluksu, u saglasnosti s izra-
zima (10.1.16a, b), vaæi:

. (10.1.17)
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Efikasni presek  odnosi se na deo povrãine mete kroz koju prolaze åestice de-
tektovane pod uglovima  i , u intervalima d  i d  [  åestica u jedinici
vremena]. S obzirom na to da za date uglove , , d  i  detektor moæe da ima
veñu ili maçu povrãinu, da moæe da bude bliæi ili daÿi u odnosu na metu, broj re-
gistrovanih åestica na povrãini  je promenÿiv. Da bi se standardizovali uslovi
mereça, korisno je da se uvede difrencijalni efikasni presek åija veliåina ne zavisi
od lokalne geometrije. To je efikasni presek za rasejavaçe åestica u pravcu , ,
d , d  normiran na jediniåni prostorni ugao. Izraåunava se tako ãto se efikasni
presek  podeli veliåinom dela prostornog ugla u koji se sa çega åestice raseja-
vaju. Diferencijalni efikasni presek dobijamo ako jednaåinu (10.1.17) podelimo de-
lom prostornog ugla u koji se raseje  åestica:

. (10.1.18a)

U ovoj jednaåini na desnoj strani imamo veliåine koje eksperimentalno moæemo da
merimo (fluks, broj åestica koje beleæi detektor u jedinici vremena i prostorni ugao
koji zahvata vidno poÿe detektora). Na desnoj strani jednaåine nalazi se diferenci-
jalni efikasni presek, veliåina koju moæemo da poveæemo sa parametrom sudara p.
Sa Slike 10.1.4 oåigledno je da je:

i:

pa je [uz , jednaåina (D-10.1.2b)]:

(10.1.18b)

i posle skrañivaça:

. (10.1.18c)

Kombinovaçem izraza (10.1.18a) i (10.1.18c), najzad dobijamo vezu izmeœu eks-
perimentalnih i teorijskih parametara:

. (10.1.19)

Za specifiåno meœudejstvo izmeœu åestica, prvo pronalazimo vezu izmeœu p i 
(ãto smo uåinili u prethodnom odeÿku), zatim izraåunavamo , pa zameçi-
vaçem u izrazu (10.1.18c) dobijamo diferencijalni efikasni presek.
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10.1.4 Rasejavanje alfa-åestica na atomskom jezgru

Za sluåaj koji smo razmatrali u prethodnom odeÿku izraåunañemo diferenci-
jalni presek iz izraza (10.1.18c). Reãavaçem jednaåine (10.1.14d) po p dobijamo:

(10.1.20)

gde smo konstantu k:

(10.1.21)

uveli radi jednostavnosti. Izvod  nalazimo neposrednim diferenciraçem jed-
naåine (10.1.20):

. (10.1.22a)

Negativni znak pokazuje samo to da ugao skretaça opada sa porastom rastojaça p,
ãto nema znaåaja za daÿe razmatraçe. Zbog toga ñemo da koristimo samo apsolutnu
vrednost dobijenog izraza:

(10.1.22b)

Zamenom izraza (10.1.20) i (10.1.22b) u jednaåinu (10.1.18c) dobijamo:

(10.1.23a)

i uvrãtavaçem vrednosti za k iz jednaåine (10.1.21):

(10.1.23b)
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Ovo je åuvena Raderfordova jednaåina za ugaonu zavisnost diferencijalnog preseka
rasejaça.

Sada treba diferencijalni presek da izrazimo preko eksperimentalnih parame-
tara koje sreñemo u realnom sluåaju:

– imamo metu debÿine t i povrãine A sa n atoma u jedinici zapremine. Ako je
debÿina mete dovoÿno mala, tako da ne dolazi do uzajamnog prekrivaça centara
rasejavaça, çihov broj jednak je broju atoma u meti A t n;

– upadni snop åestice iste energije ima fluks od I åestica po jedinici povrãine u
jedinici vremena. Tada na metu povrãine A u jedinici vremena pada I A åestica, jed-
naåina (10.1.15a);

– eksperimentalno merimo broj åestica  koje se u jedinici vremena
raseju u prostornom uglu  pri poloæaju detektora . Indeks n oznaåava da
se åestice rasejavaju sa velikog broja centara, a ne samo sa jednog kao ãto smo do
sada razmatrali. Isto tako, merimo i ukupni broj åestica  koje padaju na metu u je-
dinici vremena;

– ukupni broj åestica rasejanih sa mete pod odreœenim uglom  u pravcu
 jednak je proizvodu broja åestica rasejanih sa jednog centra i ukupnog broja

centara u meti:

. (10.1.24)

Broj åestica rasejanih sa mete u jediniånom prostornom uglu u odnosu na ukupan
broj åestica koje padaju na metu , dobijamo deÿeçem izraza
(10.1.24) sa :

. (10.1.25)

Ovde, s leve strane jednaåine imamo veliåine koje neposredno merimo, a s desne
veliåine koje su u vezi sa diferencijalnim presekom rasejavaça . Ako u jed-
naåinu (10.1.25) uvrstimo diferencijalni presek rasejavaça iz jednaåine (10.1.18a),
imajuñi u vidu izraz (10.1.15a), dobijamo:

(10.1.26a)

a zamenom diferencijalnog preseka iz jednaåine (10.1.23a):

. (10.1.26b)
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gde je  gustina mete (ne treba ga pomeãati s istim simbolom koji je ranije koriãñen
kao pomoñna promenÿiva),  Avogadrov broj i  atomska masa mete, a uzima-
juñi vrednost konstante k iz jednaåine (10.1.21), konaåno dobijamo:

. (10.1.26c)

Ovde je:
 – ukupni broj åestica koje padaju na metu u jedinici vremena,

 – broj åestica u jedinici vremena koje registruje detektor koji je

postavÿen u poloæaj odreœen uglovima ,

 – element prostornog ugla koji obuhvata vidno poÿe detektora,
 – gustina materijala od kojeg je napravÿena meta,

t – debÿina mete,
– atomska masa mete,

 – Avogadrov broj,
Z – redni broj atoma mete,
z – naelektrisaçe åestice projektila (za alfa-åesticu z = 2),
e – elementarno naelektrisaçe,

 – poåetna kinetiåka energija åestice (projektila) ,
M – masa alfa-åestice,

 – brzina alfa-åestice,

 – ugao rasejavaça,

 = 1,440 eV nm.

10.1.5 Uporeœivanje Raderfordove jednaåine s eksperimentom

Ispravnost jednaåine (10.1.26c) proverili su Gajger i Marsden nizom novih
eksperimenata. Oznaåimo, radi jednostavnosti, relativni broj åestica rasejan u pra-
vcu  koji je obraåunat na jediniåni prostorni ugao, sa :

(10.1.27)

Tada iz jednaåine (10.1.26c) za razliåito podeãene uslove dobijamo sledeñe jed-
naåine:

a) za metu sa stalnom geometrijom i sastavom:

(10.1.28a)
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odnosno:

. (10.1.28b)

Mereñi broj åestica rasejanih sa zlatne folije pod uglovima od 5° do 150°, Slika
10.1.5, Gajger i Marsden naãli su da se izraz 1/sin4  meça od 2,76 x 105 do
1,15, dok se sin4  meça samo u opsegu od 19 do 30. Time je, u osnovi,
potvrœena ispravnost zavisnosti relativnog broja rasejanih åestica od ugla raseja-
vaça.

Åiçenica da izraz (10.1.28b) nije baã sasvim konstantan, ukazuje na to da su
pri izvoœeçu jednaåine (10.1.26c) uåiçene neke aproksimacije. Najoåiglednija se
odnosi na mase jezgra i alfa-åestice. Za vreme izvoœeça jednaåine smatralo se da je
masa alfa-åestice zanemarÿivo mala u odnosu na masu atomskog jezgra sa kojeg se
åestice rasejavaju i da zbog toga ne postoji uzmak jezgra prilikom sudara. Meœutim,
zbog konaånog odnosa masa, uzmak jezgra postoji i kada se uzme u obzir popra-
vÿen izraz (10.1.28b) praktiåno je konstantan;

b) za mete istog sastava, a razliåitih debÿina, dobijamo da je:

(10.1.29a)

odnosno:

. (10.1.29b)
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Slika 10.1.5 Grafiåki prikaz rezul-
tata mereça Gajgera i Marsdena za ra-
sejavaçe alfa-åestica na zlatnoj foliji.
Normiran broj rasejanih åestica nacrtan
je u zavisnosti od ugla rasejavaça, sa-
glasno jednaåini (10.1.28a). Puna linija
predstavÿa teorijsku krivu za raseja-
vaçe u Kulonovom poÿu.
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Vrãeñi rasejavaçe na metama razliåite debÿine, Slika 10.1.6, a dræeñi ugao raseja-
vaça oko 25°, Gajger i Marsden su naãli da je odnos relativnog broja rasejanih åes-
tica i debÿine mete stalan, kao ãto predviœa izraz (10.1.29b). To je istovremeno i do-
kaz da je, pri umerenim uglovima, rasejavaçe u jednostrukim sudarima vaænije od
rasejavaça u viãestrukim sudarima. Naime, verovatnoña za rasejavaçe u viãestru-
kim sudarima proporcionalna je kvadratnom korenu broja rasejavaça u jednostru-
kim sudarima i tada bi se oåekivalo da je . Slika 10.1.6 jasno pokazuje da se
to ne dogaœa;

c) za istu metu na kojoj se rasejavaju alfa-åestice razliåitih energija iz jed-
naåine (10.1.26c) dobijamo:

(10.1.30a)

odnosno:

. (10.1.30b)

Posmatrajuñi rasejavaçe alfa-åestica razliåitih energija, Gajger i Marsden potvrdili
su vaÿanost jednaåine (10.1.30b), Slika 10.1.7. Alfa-åestice koje emituje radioak-
tivni izvor oni su usporavali tankim slojem liskuna. Iz nezavisnih mereça znali su
uticaj debÿine liskuna na brzinu alfa-åestica. Zbog toga su u eksperimentima raseja-
vaça mogli da meçaju brzinu u ãirokom opsegu, kao ãto je pokazano na Slici
10.1.7;

d) za razliåite mete, pri stalnom broju atoma po jedinici povrãine (
.), vaæi:

. (10.1.31)

N ′ t∝

Slika 10.1.6 Zavisnost broja åe-
stica koje su rasejane pod  stalnim ug-
lom od debÿine metalne folije, za ra-
zliåite metale.
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Mereñi rasejavaçe na folijama razliåitih metala, Gajger i Marsden potvrdili su da
relativni broj rasejanih åestica zavisi od kvadrata naelektrisaça atomskog jezgra,
Slika 10.1.8, kao ãto predviœa posledça jednaåina.

Prema tome, moæe da se zakÿuåi da je ispravnost Raderfordove jednaåine
eksperimentalno potvrœena u svim çenim delovima. To podrazumeva i ispravnost
svih pretpostavki koje je Raderford uåinio, da bi do jednaåine doãao:

a) interakcija s elektronima ne dovodi do skretaça alfa-åestica poãto je masa
elektrona mnogo maça od mase alfa-åestice;

b) centar na kojem dolazi do rasejavaça mora da bude veoma mali poãto
najveñi broj alfa-åestica prolazi kroz metu bez skretaça. Zbog toga je i verovatnoña
da alfa-åestica skrene sa prvobitne putaçe, zbog viãestrukih sudara, zanemarÿivo
mala;

c) rasejavaçe alfa-åestice posledica je jednostrukog sudara sa vrlo malim po-
zitivno naelektrisanim atomskim jezgrom.

Gajger i Marsden koristili su alfa-åestice s energijom od 7,68 MeV i zlatne fo-
lije debÿine oko 3 x 10-4 mm. Za ugao rasejavaça od 150° dobijamo da je najmaçe

Slika 10.1.7 Zavisnost broja åestica rasejanih pod
odabranim uglom od kinetiåke energije alfa-åestica.
Uoåava se da je skala logaritamska i da nagib od -2

predstavÿa zakonitost , kao ãto predviœa
Raderfordova jednaåina (10.1.30).
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Slika 10.1.8 Zavisnost broja åestica raseja-
nih pod stalnim uglom od naelektrisaça atom-
skog jezgra Z, za folije od razliåitih metala, sa-
glasno jednaåini (10.1.31). Broj rasejanih åes-
tica nacrtan je u zavisnosti od kvadrata na-
elektrisaça. Otuda pravolinijska zavisnost kao
ãto sledi iz izraza (10.1.31).
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rastojaçe izmeœu alfa-åestice i atomskog jezgra 30 fm (1 fm = 1 femtometar = 1
Fermi = 10-15 m).

Prema tome, eksperimentalno je potvrœeno to da je preånik atomskog jezgra
zlata maçi od 30 fm i da Kulonov zakon vaæi za rastojaça veña od 30 fm.

Primeri

Primer 10.1.1 Snop protona konstantne energije pada normalno na zlatnu foliju de-
bÿine 4,0 m. Od broja upadnih protona jedan deo od  raseje se
u diferencijalno malom uglu d  u pravcu =60°. Izraåunati:

a) Kolika je kinetiåka energija upadnih protona?
b) Diferencijalni efikasni presek  atomskog jezgra zlata.
c) Koliki je parametar sudara za protone rasejane pod datim uglom?

REÃENJE: 

a) Deo protona rasejanih u kruænom prstenu d  pod uglom , nalazimo in-
tegraÿeçem izraza (10.1.26c) po komponenti  prostornog ugla d2 :

(P-10.1.1)

Imajuñi na umu da je:

(D-10.1.2b)

i da ålan u uglastoj zagradi jednaåine (P-10.1.1.1) ne zavisi od ugla , nalazimo iz-
raz koji moæe da se neposredno integrali:

 

.

Najzad, integraÿeçem i zameçivaçem:

(10.1.26c)
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(P-10.1.2)

ili reãavaçem po T0:

(P-10.1.3)

Uvrãtavaçem brojnih vrednosti: z = 1; Z = 79; e2/( ) = 1,440 eV nm; =19300
kg/m3; NA=6,023 x 1023/mol; MA = 197 kg/kmol; t = 4 x10-6 m;  = 1,35 x 10-3 i
 = 60°, nalazimo:

b) Kombinovaçem izraza:

(10.1.26a)

i:

(10.1.26c)

nalazimo:

i zameçivaçem brojnih vrednosti:
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.

c) Iz:

(10.1.20)

zameçivaçem brojnih vrednosti nalazimo:

.

Primer 10.1.2 Alfa-åestice sa kinetiåkom energijom od 8,0 MeV rasejavaju se sa
zlatne folije ( =19,3 g/cm3, MA=197 g/mol) debÿine 2,0 x 10-4 cm. Koji se deo åes-
tica raseje pod uglom veñim od =90°?

REÃENJE: 

Jednaåina (10.1.26c) izraæava deo åestica d2Nn/N0 rasejanih u prostornom uglu
d2  koji je postavÿen u pravcu koji je odreœen uglovima . Deo åestica koje
se raseju u svim pravcima  (od 0 do 2 ) nalazimo integraÿeçem jednaåine
(10.1.26c) po , kao ãto je pokazano u primeru 10.1.1:

(P-10.1.2) (P-10.1.4)

a izmeœu uglova  i  integraÿeçem ovoga izraza po :

(P-10.1.5)

Ovaj integral lako nalazimo ako uoåimo da je:

d
2
σ

d
2
Ω

---------  
1

4
---

1( ) 79( )

2 3 509 10
6

×  eV,( )
---------------------------------------------- 1 44 10

9–
×  eVm,( )=

2
1

30
°

( )
4

sin
----------------------

d
2
σ

d
2
Ω

---------  1 052, 10
27–

×= m
2

p
1

2T0

--------
zZe

2

4πε0

-----------
 
   ctg 

θ

2
---
 
 =

p
1

2 3 509 10
6

×  eV,( )
---------------------------------------------- 1 44 10

9–
×  eVm,( )  ctg 30

°
( )  ⇒=

p 2 81 10
14–

×,=  m

ρ
θ

Ω θ i  ϕ
ϕ π

ϕ

η θ( ) π
ρNAt

MA

-----------
zZ

2T0

--------
e

2

4πε0

-----------
 
 

2

θ

2
---
 
 cos

θ

2
---
 
 3

sin

------------------=

θ1 θ2 θ

η θ1 θ θ2< <( ) π
ρNAt

MA

-----------
zZ

2T0

--------
e

2

4πε0

-----------
 
 

2

θ

2
---
 
 cos

θ

2
---
 
 3

sin

------------------

θ
1

θ2

∫= dθ.

θ

2
---
 
  dθcos 2d

θ

2
---
 
 sin=



494 10. ATOMSKO JEZGRO

E:\10.fm 7/1/04

pa je:

ãto zameçivaçem u (P-10.1.5), najzad daje:

(P-10.1.6)

Poãto je najveña moguña vrednost ugla  180°, to ñemo integraÿeçe da izvrãimo u
intervalu od 90° do 180°. Zameçivaçem ostalih brojnih vrednosti: z=1; Z=79;

=1,440 eV nm; =19300 kg/m3; NA=6,023 x 1023/mol; MA= 197 kg/kmol;
T0=8,0 x 106eV i t = 2 x 10-6 m, iz posledçeg izraza dobijamo:

Primer 10.1.3 Nañi najmaçe rastojaçe na koje proton s energijom od 10 MeV u
åeonom sudaru moæe da priœe atomskom jezgru zlata.

REÃENJE: 

U åeonom sudaru åestice sa naelektrisaçem ze i energijom T0 i jezgra sa na-
elektrisaçem Ze, na nekom najmaçem rastojaçu d, brzina åestice jednaka je nuli.
Tada je i kinetiåka energija åestice jednaka nuli. Meœutim, kako je pri kretaçu u
poÿu centralane sile ukupna energija stalna (D-10.1.10) to je celokupna energija
åestice u tom trenutku jednaka çenoj potencijalnoj energiji Umax.. Dakle:
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odakle nalazimo:

(P-10.1.7)

i zameçivaçem brojnih vrednosti: z = 1; Z = 79; T0 = 1 x 107 eV i e2/( ) = 1,440
x 10-9 eV m:

Primer 10.1.4 Izraåunati najmaçe rastojaçe na koje alfa-åestica s energijom od 4,0
MeV i sa parametrom sudara p = 2,6 x 10-13 m, moæe da priœe atomskom jezgru
zlata.

REÃENJE: 

Za åesticu sa naelektrisaçem ze, koja se kreñe u (Kulonovom) poÿu centralne
sile atomskog jezgra sa naelektrisaçem Ze, odræani su moment koliåine kretaça i
ukupna energija, odeÿak D-10.1.2. i D-10.1.3. Na beskonaånom rastojaçu od jezgra
ukupna energije åestice jednaka je çenoj kinetiåkoj energiji T0, a moment koliåine
kretaça jednak je proizvodu mase M, poåetne brzine  i parametra sudara p:

(10.1.1a)

(D-10.1.3) .

Kada se åestica primiåe jezgru, çena potencijalna energija raste, a zbog zakona
odræaça, kinetiåka energije opada. Zbog toga, na najmaçem rastojaçu rmin, åestica
postiæe najmaçu brzinu . Meœutim, poãto energija i moment koliåine kretaça
ostaju oåuvani, vaæi:

(D-10.1.10b) (P-10.1.8a)

Jednaåina (P-10.7.1) moæe zgodno da se iskoristi da bi se potencijalna energija izra-
zila preko poåetne kinetiåke energije T0 i najmaçeg rastojaça u åeonom sudaru d:

(P-10.1.8b)
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Takoœe, vaæi:

(P-10.1.9)

Zameçivaçem najmaçe brzine iz posledçeg izraza u (P-10.1.4.1b), dobijamo:

(P-10.1.10)

odakle, skrañivaçem i preureœivaçem, dobijamo kvadratnu jednaåinu:

(P-10.1.11)

åije je pozitivno reãeçe:

(P-10.1.12)

Zameçivaçem brojnih vrednosti z = 2; Z = 79; T0 = 4,0 MeV; e2/( ) = 1,440 x
10-9 eV m i p = 2,6 x 10-13 m iz (P-10.1.3.1), nalazimo:

a iz (P-10.1.4.5):

Zadaci:

1. Izraåunati brzinu alfa-åestica åija je kinetiåka energija 7,68 MeV. 

2. Aluminijumska folija raseje u izvesnom pravcu u neki prostrani ugao 103 åestica u
sekundi. Koliko åestica raseje u istom pravcu i prostornom uglu zlatna folija iste de-
bÿine?
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3. Izraåunati najmaçe rastojaaçe na koje protoni sa energijom od a [36110 åestica/s]
MeV mogu da priœu atomskom jezgru zlata. 

4. Izraåunati kinetiåku energiju protona koji u åeonom sudaru mogu da “dodirnu”
atomsko jezgro zlata, ako je polupreånik jezgra 7,6 10-15m. 

5. Pod kojim se uglom alfa-åestica sa energijom od 4 MeV rasejava kada prilazi
atomskom jezgru zlata sa parametrom sudara 2,6 x 10-13m?

6. Koliki je parametar sudara za alfa-åesticu koja se sa atomskog jezgra zlata rase-
java pod uglom od 1o?

7. Izraåunati najmaçe rastojaçe na koje alfa-åestica s energijom od 5,5 MeV, sa pa-
rametrom sudara 8,0 x 10-15 m, moæe da priœe atomskom jezgru srebra. 

8. Ako natrijumova folija (Z = 11, MA= 23 kg/kmol) raseje u datom pravcu 1,00 x
104 alfa-åestica, koliko åestica raseje pod istim uglom:
a) zlatna folija iste debÿine; b) duplo taça natrijumova folija? 

9. Izraåunati odnos broja protona i alfa-åestica koji se raseju sa zlatne folije pod ug-
lom , ako oba upadna snopa, snop protona i snop alfa-åestica, imaju jednake 
fluksove i kinetiåke energije upadnih åestica.

10.2 OSOBINE ATOMSKOG JEZGRA 

Iz Raderfordovog i sliånih eksperimenata rasejavaça znamo da je atomsko
jezgro veoma malo – oko 10000 puta maçe od atoma. Meœutim, ono sadræi skoro
celokupnu masu atoma. To znaåi da je gustina nuklearne materije ogromna – oko 2
x 1017 kg/m3. Saglasno Moslijevim rezultatima, odeÿak 7.2.6, jezgro sa atomskim
brojem Z sadræi Z pozitivnih naelektrisaça. To znaåi da je i sredça gustina naelek-
trisaça u nuklearnoj materiji ogromna – oko 1025 C/m3. 

Kao ãto ñemo videti, atomsko jezgro sastoji se od protona i neutrona, koji su
vrlo gusto pakovani. Odbojna Kulonova sila izmeœu protona raznela bi atomsko
jezgro u paramparåad da nema dodatne privlaåne sile koja ih dræi zajedno. Ta do-
datna sila naziva se nuklearna sila ili “jaka” sila. Za dva susedna protona u atom-
skom jezgru ta sila je 100 puta jaåa od odbojne Kulonove sile. Jaka sila odreœuje
osobine protona i neutrona u jezgru, na isti naåin na koji Kulonova sila uslovÿava
osobine elektrona u atomskom omotaåu. Poãto su jake sile mnogo veñe i ekscita-
cione energije nuklearnih staça su mnogo veñe od ekscitacionih energija atomskih
staça. Energetske razlike izmeœu atomskih staça iznose od jedan do nekoliko eV,

d 1 14, 10
13–

×  m=[ ]

T0  15,0 MeV=[ ]

θ0  12,49 °=[ ]

p  1,7 x 10 12–  m=[ ]

rmin 5,04 x10 14– m=[ ]

a )1 25  x 105 ; b) 6,25 x 104
,[ ]

θ 90°>
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dok se energetske razlike izmeœu nuklearnih staça kreñu od jednog do nekoliko
MeV-a (mega elektronvolti). Prelazi izmeœu atomskih staça dovode do emisije
vidÿivog ili x-zraåeça, dok prelazi izmeœu nuklearnih staça dovode do emisije 
zraåeça. 

Naæalost, nuklearne sile ne mogu da se opiãu nekom jednostavnom jed-
naåinom, na primer, jednaåinom za Kulonov zakon ili Çutnov zakon gravitacije.
Ponaãaçe ovih sila u zavisnosti od rastojaça poznato je samo u grubim crtama.
Zbog toga, stacionarana staça atomskog jezgra ne mogu da se izraåunavaju iz prvih
principa, kao ãto je to moguñe za atomska staça. 

10.2.1 Sastav jezgra 

Kada se masenim spektrometrom, odeÿak 2.3, meri atomska masa hemijski
åistog uzorka, dobija se da se åak i hemijski najåistiji uzorak sastoji od smeãe atoma
razliåitih atomskih masa. 
Atomi koji su hemijski potpuno isti, ali se razlikuju po masama, nazivaju se izoto-
pima. Na primer, neon ima dvanaest izotopa: 16Ne, 17Ne, 18Ne, 19Ne, 20Ne, 21Ne,
22Ne, 23Ne, 24Ne, 25Ne, 26Ne, 27Ne, åije se mase kreñu od 16,03 do 27,01 a. j. m., Ta-
bela 10.2.1. Broj u gorçem levom uglu hemijskog simbola naziva se maseni broj.
On je jednak celobrojnoj masi izraæenoj u atomskim jedinicama mase ili, joã taånije,
maseni broj predstavÿa zbir broja protona i broja neutrona u atomskom jezgru.
Neon se u prirodi sastoji od smeãe izotopa 20Ne (90,92%), Ne (0,257%) i 22Ne
(8.825%). Ostali izotopi neona ne javÿaju se u prirodi. Oni su vrlo nestabilni i
dobijaju se veãtaåki, transmutacijom elemenata u nuklearnim reaktorima ili u akce-
leratorima. Izotopi 20Ne, i 22Ne, posebno su poznati po tome ãto su to prvi otkriveni
izotopi bilo kojeg hemiskog elementa. Oni su bili identifikovani masenospektro-
metrijski (J. J. Tomson, 1912) i ubrzo zatim razdvojeni difuzionom metodom (F. W.
Aston). 

Tabela 10.2.1 Izotopi neona 

Izotop Masa a.j.m. Broj protona Broj neutrona Radioaktivnost

16Ne 16,02575 10 6 p

17Ne 17,01769 10 7 β+

18Ne 18,00571 10 8 β+,γ

19Ne 19,00188 10 9 β+

20Ne 19,99244 10 10 stabilan 

21Ne 20,99384 10 11 stabilan 

22Ne 21,99138 10 12 stabilan 

23Ne 22,99447 10 13 β−,γ

24Ne 23,99361 10 14 β−,γ

25Ne 24,99768 10 15 β−

26Ne 26,00047 10 16

27Ne 27,00725 10 17

γ
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Svi hemijski elementi imaju po nekoliko izotopa. Vodonik ima tri izotopa: 1H
(obiåan vodonik), 2H (deuterijum) i3H (tricijum). Helijum ima pet izotopa:3He,4He,
5He, 6He, i 8He. Neki od ovih izotopa javÿaju se u prirodi – oni su stabilni ili skoro
stabilni, sa veoma dugim vremenima poluæivota. Drugi mogu da se dobiju samo
veãtaåkim putem – oni su nestabilni i sa vrlo kratkim vremenima poluæivota. Poãto
su svi atomi datog hemijskog elementa, recimo neona, hemijski potpuno isti, oni
moraju da imaju isti broj elektrona u atomskom omotaåu. Razlika u masama izmeœu
izotopa neona, prema tome, mora da potiåe od razlika u strukturi çihovih atomskih
jezgara. Jezgra su saåiçena od protona i neutrona, Tabela 10.2.2. Svi izotopi neona
imaju isti broj protona – deset protona – ali zato imaju raliåiti broj neutrona. Tako
17Ne ima sedam neutrona, 18Ne ima osam, 19Ne ima devet, itd. Maseni broj A je zbir
broja protona Z i broja neutrona N u atomskom jezgru: 

. (10.2.1)

Protoni i neutroni zajedno nazivaju se nukleoni. Prema tome, A je broj nukleona u
atomskom jezgru. 

Zanimÿivo je uporediti osobine protona i neutrona iz Tabele 10.2.2 sa osobi-
nama elektrona. Najoåiglednija razlika je u masi: protoni i neutroni imaju masu oko
1840 puta veñu od mase elektrona. Druga znaåajna razlika odnosi se na unutraãçu
stukturu åestica. Nasuprot elektronima koje smatramo taåkastim åesticama, protoni
i neutroni su sferne åestice malih, ali konåanih dimenzija. Polupreånik protona ili
neutrona je oko 1,0 x 10-15m. Kvantni broj spina protona i neutrona iznosi 1/2, kao i
kod elektrona. U Tabeli 10.2.2 navedena je vrednost intenziteta komponente spina
duæ z-ose sz. Inaåe, intenzitet spinskog momenta iznosi . Meœutim,
magnetni moment protona i neutrona mnogo je maçi od magnetnog momenta elekt-
rona, saglasno jednaåini 5.1.14 , iz koje se vidi da je magnetni mo-
ment obrnuto proporcionalan masi. Kao i kod jednaåine za elektron, moglo bi da se
oåekuje da je magnetni moment protona . Meœutim, stvarna vrednost iz-
nosi +2.79 , gde znak plus ukazuje na to da je magnetni moment paralelan
spinu. Sliåno bi moglo da se oåekuje i da magnetni moment neutrona bude jednak
nuli, zato ãto je çegovo naelektrisaçe nula. Meœutim, prava vrednost megnetnog
momenta neutrona iznosi –1,91 , gde znak minus ukazuje na antiparalelnu
orijentaciju magnetnog momenta i spina. Ove neoåekivane vrednosti magnetnog
momenta jasno pokazuju da proton i neutron nisu proste åestice sa ujednaåenom
raspodelom naelektrisaça, veñ da imaju posebnu unutraãçu strukturu. Magnetne
osobine neposredno su uslovÿene koliåinom “rotirajuñeg” naelektrisaça. To znaåi
da u neutronu, åije je zbirno naelektrisaçe jednako nuli, postoje ÿuske pozitivnog i
negativnog naelektrisaça åija je radijalna raspodela razliåita. 
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Tabela 10.2.2 Nukleoni

Pre nego ãto je Åedvik otkrio neutron 1932. godine, smatralo se da je atomsko
jezgro sastavÿeno od protona i elektrona koji su, zapravo, bili jedine åestice poznate
u to vreme. Na postojaçe elektrona u atomskom jezgru naroåito je ukazivao β-ras-
pad pri kojem jezgro izbacuje elektron. (Prema savremenom shvataçu elektron se
stvara prilikom raspada.) Saglasno tom shvataçu, na primer, jezgro 22Ne izgraœeno
je od 22 protona i 12 elektrona, koji mu daju masu od 22 a.j.m. i nalektrisaçe + 10
e. Meœutim, ovakva slika o graœi atomskog jezgra protivreåila je nekim poznatim
åiçenicama. Na primer, na osnovu spektroskopskih mereça bilo je poznato da
atomsko jezgro azota 14Ne ima spin I=1. Prema shvataçu o postojaçu nuklearnih
elektrona, to jezgro bi trebalo da sadræi 14 protona i 7 elektrona, åiji bi rezultirajuñi
spin trebalo da bude 1/2 ili 3/2 ili 5/2 ili ... 21/2. Druga protivreånost dolazi od istpi-
tivaça magnetnih osobina atomskih jezgara. Kada bi atomska jezgra sadræavala
elektrone, tada bi se oåekivalo da çihovi magnetni momenti budu istog reda ve-
liåine kao kod elektrona. Meœutim, izmereni magnetni momenti obiåno su maçi
1000 puta. Oni su, u stvari, istog reda veliåine kao i magnetni momenti protona (Ta-
bela 10.2.2). Joã jedan dokaz protiv postojaça nuklearnih elektrona neposredno
sledi iz Hajzenbergove relacije neodreœenosti. Kada bi elektron bio zatvoren u ma-
loj zapremini koja odgovara dimenzijama atomskog jezgra,  neodreœe-
nost çegovog impulsa dp iznosila bi prema Hajzenbergovoj relaciji: 

a neodreœenost energije dE odnosno çoj odgovarajuña razlika izmeœu susednih
energetskih staça (s obzirom na vezu izmeœu impulsa p i energije åestice

: 

.

(10.2.2)

Ovaj iznos daleko prevazilazi eksperimentalno dobijenu razliku izmeœu nuklearnih
energetskih staça koja iznosi od 1 do 10 MeV. Podsetimo se na to da za proton jed-
naåina (10.2.2) daje: 

(10.2.3)

Nukleon Masa /a.j.m. Spin /ñ Magnetni moment Radijus/m

Proton

Neutron 

1,00727647
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ãto je istog reda veliåine kao eksperimentalno odreœene vrednosti. 
Åedvik je otkrio neutrone bombardovaçem berilijuma -åesticama, pri åemu

dolazi do reakcije: 

. (10.2.4)

I drugi istraæivaåi, pre Åedvika, uoåili su da u ovoj reakciji dolazi do pojave “neut-
ralnog” zraåeça ali je Åedvik prvi otkrio zraåeçe i ustanovio çegovu åestiånu pri-
rodu. On je to uåinio stavÿaçem sloja parafina (ugÿovodonika) ili nekog drugog
lakog elementa iza berilijumske mete. Neutroni koji nastaju u reakciji, sudaraju se
sa lakim jezgrima iz sloja, izbacujuñi ih. Masu neutrona Åedvik je odredio na os-
novu mereça energije izbaåenih jezgara. 

Otkriñe neutrona utrlo je put savremenoj slici o strukturi atomskog jezgra:
jezgro se sastoji od Z protona i (A-Z) neutrona. Ovom slikom atomskog jezgra uk-
loçene su sve pomenute teãkoñe. Razvojem snaænih akceleratora, koji mogu da
proizvedu snopove visokoenergetskih elektrona ili piona, omoguñeno je ispitivaçe
unutraãçe strukture atomskog jezgra u eksperimentima rasejavaça koji su sliåni
klasiånom Raderfordovom eksperimentu. Takvi eksperimenti dali su neposredan
dokaz o postojaçu neutrona u atomskom jezgru. 

Neutroni su nestabilne åestice. Slobodni neutron sponatano se raspada za oko
15 minuta (sredçe vreme æivota), pretvarajuñi se u proton uz stvaraçe elektrona i
antineutrina: 

. (10.2.5)

Ova reakcija naziva se  raspad poãto u çoj dolazi do izbacivaça elektrona ili
 åestice. Energija (zbirna) izbaåenog elektrona i antineutrina iznosi pribliæno 1

MeV. Ovaj spontani raspad neutrona nameñe vaæno pitaçe: kako to da su neutroni
stabilni u brojnim atomskim jezgrima? Odgovor moæe da se naœe u okviru Paulije-
vog principa. U atomskom jezgru, u çegovom osnovnom staçu, najniæi energetski
nivoi veñ su popuçeni. Novi proton koji nastaje u reakciji raspada neutrona mora,
prema tome, da ode u neko od viãih energijskih staça. U brojnim jezgrima ovaj pro-
ton nema dovoÿno energije da zaposedne prvo slobodno staçe zbog åega i neutron,
sve dok je u jezgru, ostaje stabilan. 

10.2.2 Defekt mase 

Ako masu atomskog jezgra uporedimo sa zbirom masa çegovih sastojaka,
protona i neutrona, vidimo da je masa jezgra maça od zbira protonskih i neutrons-
kih masa. Na primer, jezgro helijuma ima masu od 4,00151 a.j.m, dok zbir masa dva
protona i dva neutrona iznosi 2 x (1,00727 a.j.m.) + 2 x (1,00866 a.j.m.) = 4,03186
a.j.m. Masa helijumovog jezgra maça je za 0,03035 a.j.m. Ova razlika naziva se de-
fekt mase. U opãtem sluåaju: 

(10.2.6)

gde je m masa jezgra. 
Do pojave defekta mase dolazi zbog oslobaœaça energije prilikom izgradçe

jezgra iz çegovih sastojaka. Ova energija naziva se energija vezivaça. Saglasno
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poznatoj Ajnãtajnovoj relaciji izmeœu mase i energije (E=mc2) koja kaæe da svakom
iznosu mase m odgovara ekvivalent energije E (i obrnuto), moæe da se izraåuna
energija vezivaça B kada je poznat defekt mase 

. (10.2.7)

Energija vezivaça teæih jezgara obiåno je veña od energije vezivaça lakãih. Da bi
energije vezivaça za razliåita jezgra mogle da se uporeœuju, treba da se odredi
sredça energija vezivaça po nukleonu, B/A. Kriva na Slici 10.2.1 pokazuje zavis-
nost sredçe energije vezivaça po nukleonu od broja nukleona A, za prirodne izo-
tope. Ona se naziva krivom energije vezivaça. Za najveñi broj jezgara, sredça
energija vezivaça iznosi oko 8 MeV po nukleonu. To je priliåno velika energija åiji
relativni iznos najlakãe moæemo da ocenimo ako je uporedimo s energijom mase
mirovaça jednog nukleona. Svaki nukleon (proton ili neutron) ima energiju mase
mirovaça, mc2, 1 a.j.m. x c2= 1,7x10 -27 kg x 3 x 108 m/s = 1,5 x10-10 J=940 MeV.
Otuda relativni odnos energije vezivaça i energije mase mirovaça iznosi pribliæno
0,0085, odnosno energija vezivaça je skoro 1% od energije mase mirovaça nu-
kleona. Kriva energije vezivaça ima ãiroki maksimum pri A=56, na mestu jezgra
gvoæœa. Vrlo laka i vrlo teãka jezgra imaju znatno maçu energiju vezivaça od ener-
gije vezivaça gvoæœa. To znaåi da teãka jezgra oslobaœaju energiju ako ih razbijemo
na dva dela, a takoœe i dva laka jezgra ako ih spojimo u jedno. Prvi proces nazivamo
fisija, a drugi fuzija. 

10.2.3 Veliåina i oblik atomskog jezgra 

Prva odreœivaça veliåine atomskog jezgra potiåu joã od Raderforda koji je za
jezgro aluminijuma procenio polupreånik na 3 x 10-15m. Od toga doba izveden je

∆m:

B (defekt mase )= c
2

Zmp Nmn m–+( )c
2

=

Slika 10.2.1 Sredça energija vezivaça po nukleonu u zavisnosti od masenog broja, za prirodne
izotope. Taåkama su predstavÿene merene enegije; puna linija dobijena je na osnovu modela kapi.
Kriva ima maksimum pri A = 56, tj. za 56Fe. 
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ogroman broj eksperimenata rasejavaça, na osnovu åega je ustanovÿeno da je po-
lupreånik jezgra proporcionalan sa A1/3: 

(10.2.8)

uz:

m (10.2.9)

[10-15m = 1 fm (femtometar) = 1 Fermi].
Jednaåina (10.2.8) podrazumeva da je zapremina jezgra proporcionalna

atomskoj masi A, odakle se neposredno zakÿuåuje da je gustina nuklearne materije
stalna – ista za sva jezgra. Najpotpunije eksperimente rasejavaça izveo je pedesetih
godina R. Hofãtater (Robert Hofstadter, 1915–962, dobio Nobelovu nagradu 1961.
godine), sa saradnicima, koristeñi visokoenergetske elektrone. Tim eksperimentima
oni su odredili nuklearne polupreånike, ali su, takoœe, dobili podatke i o raspodeli
naelektrisaça unutar jezgra. Elektroni su vrlo pogodni za ispitivaçe gustine na-
elektrisaça u atomskom jezgru poãto na çih ne deluje poÿe nuklearnih sila. Elekt-
roni oseñaju samo elektriåno delovaçe protona i priliåno lako prodiru kroz atomsko
jezgro. Na Slici 10.2.2 prikazana je raspodela naelektrisaça u zavisnosti od radi-
jalnog rastojaça za neka atomska jezgra. Sa slike vidimo da povrãina atomskog jez-
gra nije strogo odreœena – gustina naelektrisaça postepeno se pribliæava nuli. Zbog
toga je i pojam nuklearnog polupreånika, odreœen jednaåinom (10.2.8), donekle ne-
jasan. 

Raspodela naelektrisaça unutar jednog protona ili neutrona, takoœe, je ispiti-
vana i na osnovu rasejavaça elektrona. Na Slici 10.2.3 prikazane su raspodele na-
elektrisaça unutar protona i neutrona dobijene iz tih eksperimenata. Gustina na-
elektrisaça protona opada sa rastojaçem, grubo reåeno, eksponencijalno (pribliæno
sa . Kod neutrona, unutraãçi sloj pozitivnog naelekt-
risaça okruæen je slojem negativnog naelektrisaça, a ovaj joã jednim slojem slabog
pozitivnog naelektrisaça. Ukupno naelektrisaçe neutrona, naravno, jednako je nuli.
Treba da se uoåi to da se gustina naelektrisaça za obe åestice proteæe neãto preko
nominalnog polupreånika R = 1,0 x 10-15m koji je dat u Tabeli 10.2.2. 
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Nekoliko drugih metoda za odreœivaçe polupreånika atomskog jezgra daju
rezultate koji su uporedivi sa predviœaçima jednaåine (10.2.8). Jedna od takvih me-
toda zasniva se na izotopskom pomaku spektralnih linija atoma. Raspodela nu-
klearnog naelektrisaça dovodi do pojave (malog) pomaka elektronskih nivoa u
atomu, zbog toga ãto se elektrostatiåki potencijal unutar atomskog jezgra razlikuje
od potencijala taåkastog naelektrisaça. Poãto jezgra i çihova raspodela naelektri-
saça kod razliåitih izotopa imaju razliåite veliåine, oni dovode do razliåitog po-
maka. Zbog toga spektralne linije izotopa pokazuju (merÿive) relativne pomake. Ve-
liåina atomskog jezgra moæe da se odredi iz tih spektralnih pomaka. Sliåna metoda
moæe da se primeni kod izotopskih pomaka energetskih nivoa mionskih atoma tj.
kod atoma u kojima se mion kreñe oko jezgra. Mion je åestica istog naelektrisaça i
spina kao i elektron, samo sa masom 207 puta veñom od mase elektrona. (Mioni se
lako dobijaju u relacijama koje se odigravaju prilikom udara u metu elementarne
åestice koja je ubrzana u akceleratoru åestica.) Izotopski pomaci mionskih energets-
kih nivoa mnogo su veñi nego oni kod elektronskih energijskih nivoa, ãto je posle-
dica veñe mase miona. Orbita miona je 207 puta maça od orbite elektrona, pa je
mnogo osetÿivija na male promene raspodele nuklearnog naelektrisaça. 

10.2.4 Sile u jezgru – jaka sila 

Poãto se protoni u jezgru nalaze na meœusobno vrlo malom rastojaçu, odbo-
jna Kulonova sila koja deluje izmeœu çih je ogromna. Da bi se jezgro odræalo u
ravnoteæi, ta sila treba da se uravnoteæi dodatnom privlaånom silom, koja je poznata
kao nuklearna sila ili jaka sila. Nuklearna sila je mnogo jaåa od Kulonove. Na pri-
mer, za dva protona åiji su centri na rastojaçu od 2 fm, odbojna Kulonova sila je 60
N, dok je privlaåna jaka sila pribliæno 2 x 103N. Meœutim, jaka sila je jaka samo u
ograniåenom prostoru. Na rastojaçima iznad 3 fm jaka sila brzo iãåezava. 

Vaæna osobina jake sile jeste çena nezavisnost od naelektrisaça. Sila iz-
meœu dva nukleona ne zavisi od toga da li su to dva protona, dva neutrona ili su to
proton i neutron. (Prema nedavnim eksperimentalnim nalazima, jaka sila nije baã
potpuno nezavisna od naelektrisaça. Meœutim, deo koji zavisi od naelektrisaça
vrlo je mali, maçi je od 1% i obiåno moæe da se zanemari.) Druga vaæna osobina
jake sile jeste da ona zavisi od spina. Sila izmeœu dva nukleona sa paralelnim spino-
vima jaåa je nego sila izmeœu nukleona s antiparalelnim spinovima. 

Slika 10.2.3 Radijalna funkcija raspodele naelektrisaça: a) za proton; b) za neutron. 

4r2π (gustina naelektrisanja) 4r2π (gustina naelektrisanja)

a) b)
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Nasuprot Kulonovoj sili koja zavisi po za-
konu 1/r2 od rastojaça, jaka sila zavisi od rastojaça
izmeœu nukleona na vrlo sloæen naåin. U stvari,
taåna teorijska jednaåina koja daje zavisnost jake
sile od rastojaça nije poznata, mada postoji neko-
liko (vrlo sloæenih) pribliænih izraza. Zbog toga se
ovde zavisnost jake sile od rastojaça samo kvalita-
tivno razmatra. Sila se obiåno opisuje çenim poten-
cijalom zato ãto je to veliåina koja ulazi u Ãredinge-
rovu jednaåinu. Na Slici 10.2.4 pokazana je zavi-
snost potencijala jake sile od rastojaça za dva nu-
kleona s antiparalelnim spinovima i nultim orbitnim
ugaonim momentom. Sila je jako privlaåna u
podruåju 1–2 fm, a postaje odbojna na rastojaçima
krañim od 0,8 fm, gde nukleoni poåiçu da prodiru
jedan u drugoga. Opadaçe (po apsolutnoj vred-
nosti) potencijala ka nuli za rastojaça iznad 2 fm,
opisuje se eksponencijalnom funkcijom koja je poz-
nata kao Jukavin potencijal:

(10.2.10)

uz . Zbog eksponencijalne zavisnosti, potencijal i sila vrlo brzo teæe
nuli sa porastom rastojaça. Otuda, nukleoni na jednom kraju jezgra, recimo urana,
neposredno ne oseñaju jaku silu nukleona sa drugog kraja istog jezgra. Isto tako, nu-
kleoni iz jednog jezgra nikada ne oseñaju jaku silu nukleona iz drugog atoma, osim
ako se dva jezgra ne dovedu u neposredan dodir sudarom. 

Jaka sila je ”many-body” sila, ãto znaåi da sila izmeœu dva nukleona u jezgru
zavisi i od poloæaja svih susednih nukleona. Zbog toga za nuklearne sile ne vaæi
princip slagaça. Vektorskim sabiraçem sila kojima svaki pojedini nukleon deluje
na posmatrani nukleon, ne moæe da se izraåuna ukupna sila koja deluje na taj nu-
kleon. Umesto toga, kada se izraåunava sila kojom susedni nukleon deluje na pos-
matrani nukleon, treba da se uzme u obzir i to da je çihovo meœudejstvo izmeçeno
prisustvom ostalih nukleona. Ta osobima jake sile åini izraåunavaçe meœudejstava
izmeœu nekoliko nukleona izuzetno teãkim. 

10.3 MODELI JEZGRA

Zbog nedovoÿnog poznavaça prirode nuklearnih sila, atomsko jezgro opisuje
se razliåitim modelima, kao ãto su model kapi ili model ÿuske. Takvi modeli su isk-
rivÿena slika stvarnog jezgra. Oni su samo grube teorijske slike koje ukÿuåuju neke
delove stvarnosti i objaãçavaju samo neke manifestacije nuklearne strukture, ali ne
daju potpunu sliku i strogi opis svih osobina atomskog jezgra.

10.3.1 Model kapi

Jaka sila izmeœu nukleona donekle je sliåna silama koje deluju izmeœu mole-
kula. Obe sile su privlaåne u ograniåenom podruåju i postaju veoma odbojne kada se

Slika 10.2.4 Potencijal jake sile
za dva nukleona sa antiparalelnim
spinovima i nultim orbitnim uga-
onim momentom  u
zavisnosti od rastojaça.
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molekuli ili nukleoni dovedu u neposredan dodir tako da se uzajamno proæimaju.
Zbog takve sliånosti moæe da se oåekuje da ñe agregacija velikog broja nukleona da
ima sliåne osobine kao i agregacija velikog broja molekula, tj. teånost (uporeœivaçe
sa åvrstim staçem koje, takoœe, predstavÿa agregaciju velikog broja molekula,
zbog razloga koje ovde neñemo da navodimo, uopãte nije pogodno). Jake odbojne
sile pri malim rastojaçima åine nuklearni “fluid” skoro nestiãÿivim, dok privlaåeçe
kratkog dometa predstavÿa kohezionu silu koja dræi fluid zajedno. Ravnoteæa iz-
meœu privlaånih i odbojnih sila odræava nukleone na meœusobno stalnim rasto-
jaçima, åime i fluid dobija konaånu i stalnu gustinu. Time moæe da se kvalitativno
objasni stalna gustina nuklearne materije.

Model kapi za atomsko jezgro koristi sliånost izmeœu teånosti i nuklearne ma-
terije. Po ovom modelu atomsko jezgro predstavÿa se kao kapÿica nuklearnog
fluida. Osobine jezgra objaãçavaju se na osnovu kolektivnih osobina nuklearnog
fluida, uz potpuno zanemarivaçe pojedinaånih osobina nukleona. Na primer, sferni
oblik atomskog jezgra objaãçava se na sledeñi naåin: svaki nukleon na povrãini ka-
pÿice nuklearnog fluida nalazi se pod uticajem sile kojom na çega deluju nukleoni
iz unutraãçosti kapÿice. Ta sila vuåe nukleone sa povrãine kapi u çenu unu-
traãçost. Zbog toga povrãina kapÿice spontano teæi ka najmaçoj vrednosti za datu
(stalnu) zapreminu kapi. Ovakva pojava dobro je poznata kod teånosti. Sila koja
svojim delovaçem smaçuje povrãinu kapi teånosti naziva se povrãinski napon.
Sliåno tome, za nuklearnu kap govorimo o nuklearnom povrãinskom naponu. Poãto
sfera kao geometrijsko telo ima najmaçu povrãinu, pri datoj zapremini, kapÿica
teånosti (ako na çu ne deluju dodatne spoÿaãne sile) imañe sferni oblik.

Na osnovu modela kapi mogu da se izvedu jednostavne pribliæne jednaåine za
zavisnost energije vezivaça od masenog i rednog broja elementa, koja je grafiåki
prikazana na Slici 10.2.1. Ta jednaåina sastoji se od nekoliko ålanova koje ñemo po-
jedinaåno opisati. Najvaæniji ålan u energiji vezivaça potiåe od veze koja se stvara
izmeœu svakog nukleona i çegovih suseda. Poãto nuklearne sile brzo opadaju sa
rastojaçem, çihovo delovaçe ograniåeno je na najbliæe susede. Broj neposrednih
suseda za svaki nukleon je stalan, pa je stalna i sila vezivaça po jednom nukleonu.
Ukupna energija vezivaça proporcionalna je broju veza. Poãto svaki nukleon ima
pribliæno isti i stalni broj veza, ukupni broj veza u jezgru proporcionalan je broju
nukleona.

Zbog toga, energija vezivaça mora da sadræi ålan:

(10.3.1)

gde je a1 (pozitivna) konstanta åija vrednost moæe da se dobije uporeœivaçem sa
eksperimentalnim vrednostima. Meœutim, ovaj ålan ne uzima u obzir åiçenicu da
nukleoni na povrãini atomskog jezgra imaju maçe suseda od nukleona u unu-
traãçosti jezgra. Prema tome ålan (10.3.1) mora da se popravi za umaçeni broj su-
seda nukleona na povrãini atomskog jezgra. Broj nukleona na povrãini proporcio-
nalan je veliåini povrãine 4πR2. Poãto je , jednaåina (10.2.8), popravka
gorçeg ålana, ima oblik:

(10.3.2)
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gde je a2 druga (pozitivna) konstanta. Negativni znak u izrazu (10.3.2) ukazuje na to
da ovaj ålan smaçuje energiju vezivaça. Sledeñe meœudejstvo koje treba da se ima
na umu, a koje utiåe na stabilnost jezgra, jeste elektrostatiåko odbijaçe izmeœu pro-
tona od kojih je izgraœeno atomsko jezgro. Ako se jezgro sastoji od Z protona, onda
je çegovo ukupno naelektrisaçe Q = Ze. Da bi se problem pojednostavio (razmatra
se kolektivni model) podrazumeva se da je naelektrisaçe ravnomerno rasporeœeno
po zapremini jezgra. Zbog toga moæe da se iskoristi poznata jednaåina iz elektrosta-
tike kojom se izraæava elektrostatiåka potencijalna energija ravnomerno naelektri-
sane sfere:

(10.3.3a)

Posledçi izraz moæe da se prevede u elektronvolte (1 MeV = 1.60×10-13 J), pa
doprinos elektrostatiåke potencijalne energije energiji vezivaça moæe da se opiãe
izrazom:

(10.3.3b)

gde je dodat i negativni znak kojim se oznaåava da elektrostatiåko meœudejstvo
slabi energiju vezivaça. Poãto vrednost za polupreånik atomskog jezgra koja je ko-
riãñena za izraåunavaçe brojåanog koeficijenta nije baã pouzdana, mnogo je sigur-
nije da se isti izraz napiãe u uopãtenom obliku:

(10.3.3c)

gde je a3 konstanta åija se vrednost podeãava na osnovu eksperimentalnih vrednosti
za energiju vezivaça razliåitih jezgara.

Na kraju, treba da se uzme u obzir i kvantnomehaniåka popravka. Protoni i
neutroni su fermioni i zbog toga se pokoravaju principu iskÿuåeça. To znaåi da
protoni i neutroni imaju sopstvene nizove energetskih staça. Protonska i neutronska
staça energetski su skoro jednaka. Razlikuju se (neznatno) samo za dodatno Kulo-
novo meœudejstvo izmeœu protona. U atomskom jezgru sa Z protona i (A – Z) neut-
rona, protoni zauzimaju najniæih Z protonskih staça, a neutroni (A – Z) najniæih
neutronskih staça. Ako jezgro sa masenim brojem A ima jednak broj protona i
neutrona (Z = A/2, N = A – Z = A/2), tada su protonska i neutronska staça po-
puçena do istog energijskog nivoa. Dodavaçem nove åestice popuniñe se prvi na-
redni nivo iz odgovarajuñeg skupa energijskih nivoa. Meœutim, poãto su i protonski
i neutronski nivoi ispuçeni u istom iznosu, energijski gledano sasvim je svejedno da
li je nova åestica proton ili neutron, jer novo dostupno staçe ima istu energiju bez
obzira na vrstu åestice. Ako jezgro ima razliåit broj protona i neutrona (recimo, Z =
A/2 + 3 i N = A/2 – 3), situacija se oåigledno meça. I ovde su najniæi protonski i
neutronski nivoi popuçeni. Meœutim, kako u jezgru postoji viãak protona, energi-
jski nivo koji zauzima posledçi proton nalazi se iznad posledçeg popuçenog neut-
ronskog nivoa. To znaåi da prvi dostupni protonski nivo leæi iznad prvog dostupnog
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neutronskog nivoa, odnosno da dovoœeçe novog protona åini jezgro nestabilnijim
nego dovoœeçe novog neutrona. Drugim reåima, jezgro “asimetriåno” u sadræaju
protona i neutrona ima veñu energiju nego jezgro sa “simetriånim” sadræajem pro-
tona i neutrona. Poãto viãak protona dovodi do iste pojave kao i viãak neutrona, po-
rast energije jezgra mora da bude parna funkcija razlike broja protona i broja neut-
rona. Taj porast energije mora da se izrazi stepenim redom sa parnim stepenima od
(N – Z) odnosno (A – 2Z). Ako zadræimo samo prvi ålan stepenog reda, dobijamo da je
porast energije proporcionalan sa (A – 2Z)2. Takav izraz daje zadovoÿavajuñi opis
porasta energije pri stalnoj vrednosti A. Meœutim, pre nego ãto ukupnoj energiji ve-
zivaça dodamo ålan (A – 2Z)2, treba joã da ga popravimo za çegovu zavisnost od
A. Porast energije do kojeg dolazi zbog viãka protona ili neutrona sve je maçi sa po-
rastom masenog broja A. Do toga dolazi zato ãto pri velikim A vrednostima odgova-
rajuñi energijski nivoi imaju velike kvantne brojeve tako da relativna energijska raz-
lika (∆) izmeœu çih opada. Poãto je n ≈ A, porast energije obrnuto je proporcionalan
masenom broju A tako da za popravku najzad dobijamo:

(10.3.4)

Kao i do sada a4 jeste empirijska konstanta, znak minus oznaåava da porast energije
jezgra zapravo smaçuje u çemu energiju vezivaça, a faktor 4 uveden je zbog po-
godnosti. Izraz (10.3.4) obiåno se naziva energija asimetrije.

Ukupna energija vezivaça jezgra je zbir izraza (10.3.1), (10.3.2), (10.3.3c) i
(10.3.4) (postoji joã jedan ålan – energija sparivaça, koji uzima u obzir empirijsku
åiçenicu da su jezgra sa parnim brojem protona i parnim brojem neutrona stabilnija
od parno-neparnih i neparno-neparnih jezgara; meœutim, çegova vrednost je pri-
liåno mala i ne moæe da se teorijski opravda jednostavnim dokazima):

(10.3.5)

Vrednosti konstanti a1, a2, a3 i a4 moraju da se odrede iz eksperimentalnih podataka.
Podeãavaçem konstanti tako da se dobije najboÿe slagaçe navedene jednaåine sa
eksperimentalnim podacima za energiju vezivaça, dobijaju se sledeñe vrednosti:

(10.3.6a)

(10.3.6b)

(10.3.6c)

(10.3.6d)

Zameçivaçem ovih vrednosti, dobijamo konaåno izraz koji je poznat kao Vajcze-
kerova (Carl Friedrich von Weizsäcker, roœen 1912), poluempirijska jednaåina za
energiju vezivaça:
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(10.3.7)

Jednaåina je u opãtim crtama izvedena na osnovu teorijskih razmatraça, ali su kons-
tante dobijene iz empirijskih podataka.

Zbog toga ãto se energije vezivaça obiåno izraåunavaju na osnovu defekta
mase, korisno je da se jednaåina (10.3.7) prevede u masene jedinice. Nuklearna
energija vezivaça B povezana je sa defektom mase ∆m poznatim izrazom ∆m = B/
c2. Otuda masa jezgra sa Z protona i (A – Z) neutrona iznosi 

 Poãto masene tabele obiåno prikazuju atomske mase izotopa (a ne
nuklearne mase), pogodno je da se ovome izrazu dodaju mase Z elektrona. Zbir
(Zmp + Zme) jednak je ZmH. Otud, poluempirijska jednaåina za masu izotopa ima ob-
lik:

(10.3.8)

Zameçivaçem vrednosti mH = 1,007825 a.j.m., mn = 1,008665 a.j.m. i 1 MeV/c2 =
(1/931,502) a.j.m., dobijamo:

(10.3.9)

Puna linija na Slici 10.2.1 predstavÿa zavisnost energije vezivaça po jednom
nukleonu B/A, dobijenu iz jednaåine (10.3.7). Vrednosti A i Z koje su koriãñene za
izraåunavaçe izraza (10.3.7) uzete su iz tabele stabilnih izotopa. Taåke na Slici
10.2.1 predstavÿaju stvarno opaæene vrednosti energije vezivaça. Izuzev za jezgra
sa malim atomskim masama, za koja se i ne oåekuje vaÿanost modela kapi (broj nu-
kleona suviãe je mali da bi se stvorila ujednaåena kapÿica), slagaçe jednaåine s eks-
perimentalnim vrednostima je izvanredno.

Ãiroki maksimum krive energije vezivaça u okolini A = 56 potiåe od kombi-
novanih uticaja povrãinske energije [drugi ålan u jednaåini (10.3.7)] i elektrostatiåke
energije (treñi ålan). Kod lakih jezgara (malo A i malo Z) znaåajni deo nukleona
nalazi se na povrãini jezgra, pa i povrãinska energija åini znaåajni deo ukupne ener-
gije vezivanja. Kako se povrãinska energija u jednaåini (10.3.7) javÿa sa negativnim
znakom, to je i ukupna energija vezivaça mala. Kod teãkih jezgara (velike vrednosti
A i Z) elektrostatiåka energija åini znaåajan deo energije vezivaça. Poãto i ova ener-
gija ulazi u jednaåinu (10.3.7) sa negativnim znakom, ona dovodi do sniæeça
ukupne energije vezivaça. Atomska jezgra sa vrednostima A i Z u sredini çihovog
opsega imaju relativno malu povrãinsku energiju, a takoœe i malu elektrostatiåku
energiju. Zbog toga jezgra sredçe veliåine imaju najveñe vrednosti energije vezi-
vaça po nukleonu.

Vidi se da je elektrostatiåka energija proporcionalna sa Z2. To znaåi da bi sa
porastom Z, pri stalnom A, energija vezivaça postala negativna, tj. jezgro bi postalo
nestabilno i raspalo bi se pod odbojnim uticajem Kulonove sile. Zbog toga jezgro sa
velikim naelektrisaçem Z moæe da zadræi celovitost samo ako mu poraste maseni
broj A, tako da se prvim ålanom u jednaåini (10.3.7) kompenzuje treñi ålan jed-
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naåine. Velika vrednost masenog broja postiæe se porastom broja neutrona u jezgru.
Na primer, 238 U ima 146 neutrona i svega 92 protona.

Prisustvo neutrona je neophodno da bi se smaçila koncentracija protona u nu-
klearnom fluidu i time smaçio uticaj Kulonovog odbijaça. Sluåaj jezgra 238U tipiåan
je za sva teãka jezgra: prisustvo ogromnog viãka neutrona neophodno je za odræa-
vaçe çihove stabilnosti. U lakãim jezgrima Kulonovo odbijaçe je maçe izraæeno i
zbog toga çima nije neophodan viãak neutrona da bi oåuvala svoju stabilnost.

Za kvantitativno razmatraçe zastupÿenosti protona i neutrona posmatrañemo
jezgra sa istim masenim brojem A, ali sa razliåitim rednim brojevima Z. (Takva jez-
gra nazivaju se izobari.) Ako neko od tih jezgara ima previãe neutrona, tada je pret-
varaçe neutrona u proton energijski povoÿno i dogaœa se tzv. β− raspad. Nasuprot
tome, ako jezgro ima viãak protona javÿa se pretvaraçe protona u neutron, odnosno
β+ raspad. U nekim sluåajevima kod nestabilnih jezgara javÿa se K-zahvat.

Stabilna jezgra imaju najpovoÿniji broj protona i neutrona za odreœenu vred-
nost masenog broja A. Ovaj najpovoÿniji broj moæe da se izraåuna ako se naœe
vrednost rednog broja Zopt za koju funkcija energije veze B ima ekstremnu vrednost.
Matematiåki, ovo znaåi da treba da se potraæi prvi izvod funkcije B(Z) po Z i da se
izjednaåi sa nulom. Tako moæe da se naœe i najstabilnije izobarno jezgro, o åemu ñe
detaÿnije biti reåi u poglavÿu 11.

Hideki Jukava (Hideki Yukawa, 1907–1981), roœen je u To-
kiju, a doktorirao je na univerzitetu u Osaki. Da bi objasnio sta-
bilnost atomskog jezgra 1935. godine uveo je pojam novih, nu-
klearnih sila. Opisao je osobine nove åestice koja je prenosilac
te sile, a åija je masa izmeœu mase elektrona i mase protona.
Ova Jukavina hipoteza potvrœena je otkriñem nove åestice,
P-mezona. Jukava je dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1949.
godine za predviœaçe postojaça mezona na osnovu teorijskog
rada na nuklearnim silama.

Lord Ernest  Raderford  (Lord  Ernest Rutherford, 1871–
1937), roœen je na Novom Zelandu, a istraæivaåku karijeru za-
poåeo je kao saradnik Õ. Õ. Tomsona u Kembriõu, u Keven-
diãkoj laboratoriji. U periodu od 1898. do 1907. bio je profesor
na Mek-Gil univerzitetu u Kanadi, a u periodu od 1907. do
1919. direktor fiziåke laboratorije. Raderford 1919. godine
prihvata poziv iz Kembriõa i dolazi na mesto J. J. Tomsona
kao profesor fizike pri Kevendiãkoj laboratoriji. U svom
nauånom radu bavio se ispitivaçem radioaktivnosti, otkrio
novi izotop radona, a sa F. Sodijem (Frederic Soddy) postavio
je zakon radioaktivnog raspada, pa je 1908. godine nagraœen
Nobelovom nagradom za hemiju za “ispitivaçe dezintegracije
elemenata i hemije radioaktivnih supstancija”. Tokom 1910.
godine Raderford radi na ispitivaçu rasejavaça alfa-åestica na
atomima, posle åega izvodi åuvenu formulu koja za osnovnu pretpostavku uzima postojaçe
pozitivno naelektrisanog jezgra atoma siñuãnog po zapremini u odnosu na ukupnu zapreminu
atoma, postavaÿajuñi na taj naåin teoriju strukture atoma.



11. RASPAD ATOMSKOG JEZGRA – RADIOAKTIVNOST

11.1 RASPAD JEZGRA: ENERGIJSKI BILANS I RASPAD KAO
STATISTIÅKA POJAVA

Jezgra nekih atoma, posle konaånog vremena postojaça, spontano emitujuñi
jednu ili viãe åestica ili kvanata elektromagnetnog zraåeça, preobraæavaju se u
druga jezgra. Ova pojava “raspada” jezgra naziva se radioaktivnost, a jezgra koja
emituju åestice ili zraåeçe oznaåavaju se kao radioaktivna. Raspadom poåetnog jez-
gra, koje se obiåno naziva jezgro roditeÿ, nastaje novo jezgro ili jezgro potomak,
koje moæe da ima drugi atomski (redni) broj Z i/ili maseni broj A u odnosu na jezgro
roditeÿa. Radioaktivni raspad odlikuje se vrstom i energijom emitovanih åestica i
vremenom poluraspada. Kada jezgro napuãtaju dve ili viãe åestica, odreœen je i ugao
izmeœu pravaca emisije åestica. U prirodi se javÿaju -raspad, -raspad i -ras-
pad. Pri -raspadu radioaktivna jezgra emituju jezgra helijumovih atoma (2He4)++.
Kod  raspada, iz jezgra se emituju elektron i åestica antineutrino, a kod  emisije
jezgro zraåi elektromagnetno zraåeçe velike energije. U laboratoriji mogu da se do-
biju i jezgra koja se raspadaju emitujuñi pozitrone i neutrina (β+-raspad) ili koja po-
kazuju K-zahvat.

Prirodnu radioaktivnost otkrio je krajem proãlog veka francuski nauånik Anri
Bekerel (Henri Antonio Becquerel). Trudeñi se da ustanovi uzrok flurosecencije od-
nosno fosforescencije19 nekih materijala (ãto je i çegov otac, takoœe fiziåar, prouåa-
vao), Anri Bekerel je na fotografsku ploåu umotanu u crni papir postavio kristal ura-
nijumove soli i onda sve izloæio Sunåevoj svetlosti. Posle izvesnog vremena razvio
je fotografsku ploåu i ustanovio da je ona bila “osvetÿena”, ãto je znaåilo da je ura-
nijumova so emitovala zraåeçe koje je moglo da proœe kroz papir i da dejstvuje na
fotografsku ploåu. U poåetku, Bekerel je smatrao da uranijumova so zraåi pod de-
jstvom Sunåeve svetlosti. A onda je, jednog oblaånog dana odustajuñi od eksperi-
menta, fotoploåu umotanu u crni papir, sa kristalima uranijumove soli postavÿene
odozgo, stavio u ormar. Posle nekoliko dana, ploåu je ipak razvio, konstatujuñi, sa
velikim iznenaœeçem, da je ona jako ozraåena. Zakÿuåio je da uranijumova so, bez

19 Aspsorpcijom kvanata elektromagnetnog zraåeça atom ili molekul se pobuœuje. Zraåeçe tako po-
buœenog atoma ili molekula naziva se fluorescencija. Moæe da se dogodi da prelaz molekula (u staçe niæe ener-
gije) bude delimiåno zabraçen. Tada je intenzitet zraåeça mali ali zraåeçe duæe traje i tada se govori o fosfo-
rescenciji.
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spoÿçeg uticaja, emituje zraåeçe koje prolazi kroz hartiju i izaziva zacrçeçe foto
ploåe. Ovu pojavu je Marija Kiri nazvala radioaktivnost. Prouåavaçe radioak-
tivnosti veoma je uticalo na rasvetÿavaçe strukture atoma (podseñamo na ogled ra-
sejavaça -åestice na tankoj foliji, odeÿak 10.1.1). Ispitujuñi zajedno s Pjerom Ki-
rijem radioaktivnost i drugih uranijumovih jediçeça, npr. rude pehblende (koja se
uglavnom sastoji od U3O - uranil oksid), M. Kiri je utvrdila da je zraåeçe pehblende
mnogo jaåe i da nije proporcionalno koliåini urana prisutnog u çoj. Pretpostavila je
da ruda pehblende sadræi u sebi i malu koliåinu nekog elementa koji mnogo jaåe
zraåi. Koriãñeçem obiånih hemijskih postupaka za razdvajaçe elemenata, P. i M.
Kiri izolovali su dve takve supstancije. Jedan od izolovanih elemenata, taloæen kao
sulfid bizmut sulfidom, nazvan je polonijum, u åast Poÿske, odakle je Marija Kiri
bila poreklom. Drugi element, radijum, izolovan je posle dugog i strpÿivog rada sa
stotinama kilograma ostatka rude pehblende iz koje je veñ bio eliminisan uran. Iz-
dvojene su najpre male koliåine radijuma u obliku radijum-hlorida, a 1910. godine
elektrolizom ovog rastvora dobijen je åist radijum. Otprilike u isto vreme M. Kiri i
G. Ãmit (G. C. Schmidt) nalaze, nezavisno jedno od drugog, da su i torijumova je-
diçeça radioaktivna. Ubrzo i A. Debijern (A. Debierne) i F. Gizel (F. Giesel) u ura-
novim mineralima dokazuju prisustvo novog radioaktivnog elementa–aktinijuma.
Posle ovih prvih otkriña, sistematskim ispitivaçima, otkriveno je to da u prirodi
postoji åetrdesetak elemenata koji potpuno sponatano emituju radioaktivno zra-
åeçe.

Emitovano radioaktivno zraåeçe prodire kroz razliåite materijale, a takoœe
moæe i da jonizuje sredinu kroz koju prolazi. Prouåavajuñi prodornu moñ zraåeça
koja emituje uran, Raderford je utvrdio da postoje dve vrste zraåeça (α i β). α-zra-
åeçe lakãe se apsorbuje od β ali viãe jonizuje sredinu kroz koju prolazi. α i β-zraci
razliåito skreñu u magnetnom poÿu, na osnovu åega je zakÿuåeno da je reå o su-
protno naelektrisanim åesticama. Treñi oblik prirodne radioaktivnosti (γ-zraåeçe)
otkrio je P. Vilar (P. Villard), utvrdivãi da ono ne skreñe u magnetnom poÿu, a da se
odlikuje izuzetnom prodornoãñu.

Posle ovog malog istorijskog uvoda, vrañamo se opisu fiziåkih odlika raspada.
Proces radioaktivnog raspada uvek je egzoterman. Energijski bilans nuklear-

nog raspada odreœen je relacijom relativistiåke mehanike koja prikazuje vezu iz-
meœu mase i energije E = mc2, gde je E ekvivalent energije mase m, a c brzina svet-
losti u vakuumu. U skladu sa tim, energija E koja se oslobaœa pri radioaktivnom
raspada jednaka je:

(11.1.1)

gde su Mr, Mp i Me odgovarajuñe mase mirovaça jezgra roditeÿa, potomka i åestica
koja se emituju. Energija E oslobaœa se u obliku kinetiåke energije proizvoda ras-
pada. Prema jednaåini (11.1.1) jezgro moæe da bude radioaktivno samo ako je

, odnosno kada je masa mirovaça jezgra roditeÿa veña od zbira masa miro-
vaça jezgra potomka i ostalih proizvoda raspada. Ovaj uslov je neophodan, ali ne i
dovoÿan da se raspad dogodi. Kao ãto pri raspadu mora da bude ispuçen zakon o
odræaçu energije, jednaåina (11.1.1), tako pri raspadu mora da se odræi i impuls ,
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ukupni moment impulsa , elektriåno naelektrisaçe q i barionski broj B20, leptonski
brojevi , , itd. (o ovome ñe kasnije biti viãe reåi). Kada su svi uslovi zakona o
odræaçu ispuçeni, tada radioaktivni raspad moæe da se desi, ali sa odreœenom ve-
rovatnoñom. U suãtini, radioaktivnost je statistiåka pojava. Istovetna radioaktivna
jezgra raspadaju se u razliåitim trenucima vremena, a unapred ne moæe da se kaæe
kada ñe odreœeno jezgro da se raspadne. Prirodna statistiåka veliåina koja opisuje
radioaktivni raspad jeste verovatnoña raspada nekog jezgra u jedinici vremena. Na-
ziva se konstanta radioaktivnog raspada i oznaåiñemo je sa . Posmatrañemo sada
N jednakih nestabilnih (radioaktivnih) jezgara. Promena broja jezgara u vremenu
(ili brzina raspada) srazmerna je broju prisutnih (neraspadnutih) jezgara N u svakom
trenutku vremena t. Konstanta proporcionalnosti je veliåina :

. (11.1.2)

Znak “-” oznaåava da se broj radioaktivnih jezgara smaçuje tokom vremena.
Inegraÿeçem jednaåine (11.1.2) dobija se:

. (11.1.3)

Jednaåina (11.1.3) predstavÿa zakon radioaktivnog raspada, pri åemu je N – broj ra-
dioaktivnih jezgara u trenutku t, N0 broj radioaktivnih jezgara u trenutku t = 0 (poåe-
tak posmatraça), a t je vreme. Broj radioaktivnih jezgara, prema jednaåini (11.1.3)
meça se sa vremenom kao eksponencijalno opadajuña funkcija. Jednaåina (11.1.3)
identiåna je jednaåini (8.3.18) koja prikazuje broj pobuœenih atoma u zavisnosti od
vremena. I ovaj broj smaçuje se sa vremenom, jer zraåeçem kvanta energije atom
prestaje da postoji u pobuœenom staçu. Oba procesa su statistiåke prirode i odlikuju
se odreœenim vremenom æivota. Veliåina A:

naziva se aktivnost. Aktivnost izraæava osobinu preparata u celini (velikog broja ra-
dioaktivnih jezgara), a ne odreœenog jezgra. Pomoñu konstante radioaktivnog ras-
pada  mogu da se izraze i druge veliåine koje predstavÿaju fiziåku odliku raspada.
To su vreme poluraspada T1/2 i sredçi æivot jezgra . Vreme poluraspada (T1/2) pred-
stavÿa vreme za koje se broj radioaktivnih jezgara smaçi za polovinu. Prema tome:
N = N0/2, pa se zameçivaçem u (11.1.3) dobija:

. (11.1.4)

20 Svakoj åestici moæe da se pripiãe neki barionski broj. Barionski brojevi su celi brojevi. Barionski broj
elektrona i γ-kvanta je nula, dok je barionski broj protona i neutrona jedinica. Tako je maseni broj A i barionski
broj jezgra. Barionski broj jezgra roditeÿa mora da bude jednak zbiru barionskog broja jezgra potomaka i ba-
rionskih brojeva åestica koje napuãtaju jezgro.
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Izraz za sredçe vreme æivota  za proces istog tipa, izveden je u poglavÿu 8.3
[videti jednaåinu (8.3.19b)]. Ovde prikazujemo samo rezultat:

. (11.1.5)

11.2 ALFA-RASPAD

Pri α-raspadu jezgro roditeÿ emituje jezgro helijumovog atoma, tzv α-åesticu.
Novo jezgro ili jezgro potomak ima za dve jedinice maçi redni broj Z, a za åetiri je-
dinice maçi maseni broj A od jezgra roditeÿa. U procesu α-raspada praktiåno nas-
taje pretvaraçe jednog hemijskog elementa u drugi. Ako se sa X oznaåi jezgro
roditeÿa, a sa Y jezgro potomak, tada α-raspad moæe da se prikaæe:

pri åemu je Z redni, a A maseni broj. Neophodan uslov da se dogodi α-raspad jeste
da je masa mirovaça jezgra roditeÿa veña od zbira masa mirovaça jezgra potomka
i jezgra α-åestice. Ukupna osloboœena energija pri raspadu je tada21:

(11.2.1)

gde je Mr – masa mirovaça jezgra roditeÿa, Mp – masa mirovaça jezgra potomka,
Mα – masa mirovaça α-åestice, c – brzina svetlosti. Energija E emituje se u obliku
kinetiåke energije α-åestice i jezgra potomka (pomeraj jezgra potomka zove se uz-
mak, a energija uzmaka znatno je maça od kinetiåke energije α-åestice). α-raspad
se obiåno javÿa kod teæih jezgara za koje je . Takoœe, javÿa se mala grupa
α-aktivnih jezgara kod elemenata koji pripadaju retkim zemÿama, s masenim
brojevima A = 140–160. Ova posledça jezgra odlikuju se znatnim viãkom neutrona,
a α-raspad je jedna od moguñnosti da se dobije stabilno jezgro. α-åestice koje
napuãtaju jezgro odreœenog rednog i masenog broja, imaju po pravilu, jednu istu,
strogo odreœenu energiju. Taånija mereça, meœutim, pokazuju to da u nekim sluåa-
jevima spektar energije α-åestica, koje potiåu iz istog izotopa, pokazuje finu struk-
turu, tj. sastoji se od nekoliko diskretnih vrednosti energije koje su bliske jedna
drugoj. Ovo se javÿa zbog toga ãto, emitovaçem α-åestice iz jezgra, moæe nastati
jezgro potomak u osnovnom staçu ali i u nekom od pobuœenih staça energije. En-
ergija α-raspada tada je zbir kinetiåke energije α-åestice, energije uzmaka jezgra po-
tomka i energije pobuœenog staça jezgra potomka, Slika 11.2.1.

Kod teãkih jezgara opseg energija α-åestica kreñe se izmeœu 4 i 9 MeV-a, a
kod lakãih jezgara atoma retkih zemaÿa, izmeœu 2 i 4,5 MeV-a. Vreme poluraspada
α-aktivnih jezgara meça se u ãirokom opsegu. Tako izotop olova 82Pb204 ima vreme
poluraspada od T1/2 = 1,4 x 1017 godina, a izotop radioaktivnog gasa radona ima
vreme poluraspada od 10–4 sekundi. Za neke karakteristiåne izotope vremena polu-
raspada T1/2 i energije Eα emitovanih α-åestica prikazani su u Tabeli 11.1.

21 Jednaåina (11.2.1) istovremeno znaåi da je energija veze jezgra roditeÿa niæa od zbira energije veze
jezgra potomka i α-åestice. Kako je energija veze α-åestice 28 MeV, dakle 7 MeV po nukleonu, raspadaju se
obiåno jezgra koja po nukleonu imaju energiju veze niæu od 7 MeV.
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Tabela 11.1 Vremena poluraspada i energije emitovanih α-åestica karakteri-
stiånih izotopa

Prolazeñi kroz odreœenu sredinu α-åestica stupa u interakciju s atomima i mo-
lekulima te sredine, obiåno jonizujuñi ih. Tako, malo-pomalo α-åestica gubi od
svoje energije. Kada se, konaåno, dovoÿno uspori, ona zahvata prvo jedan elektron i
tako nastaje (2He4)+ jon. Zatim zahvata i drugi elektron, pa na kraju od α-åestice nas-
taje neutralni atom helijuma koji viãe ne moæe da vrãi jonizaciju. Zbog toga se i do-
met α-åestice definiãe kao rastojaçe koje ona moæe da preœe kroz vazduh, obiåno
pod standardnim uslovima, na temperaturi t = 20 °C i pritisku p = 1 atm., od svog iz-
vora do taåke  kada viãe ne  moæe da vrãi primetnu jonizaciju. Na osnovu dometa
α-åestice moæe da se odredi çena energija. Tako je, prema Gajgerovom empirijs-
kom pravilu, domet R povezan sa energijom α-åestice E, jednaåinom:

(11.2.2)

Izotop Ea/MeV T1/2

84Po212 8,78 0,3µs

88Ra224 5,7 3,64 dana

90Th228 5,42 1,91 godina

90Th230 4,68 7,5⋅104 godina

92 U
238 4,2 4,5⋅109 godina

92 U
235 4,6 7,1⋅108 godina

94 Pu238 5,5 88 godina.

Slika 11.2.1 Spektar ener-
gije α-åestica koje emituju
radioaktivna jezgra 94Pu238.
U zavisnosti od energije emi-
tovane α-åestice, jezgro po-
tomka nalazi se u osnovnom
ili u nekom od pobuœenih
staça.
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pri åemu su a i  konstante, dok je  brzina α-åestice. Gajger i Natal su, daÿe, naãli
i empirijski odnos izmeœu dometa α-åestice i vremena poluraspada:

(11.2.3)

ili imajuñi na umu vezu (11.2.2), Gajger-Natalovo pravilo moæe da se napiãe u ob-
liku:

(11.2.4)

gde su b, , d i  empirijske konstante. Jednaåine (11.2.3) i (11.2.4) pokazuju da
jezgra koja imaju veñe vreme poluraspada emituju α-åestice maçe energije. Gra-
fiåki prikaz Gajger-Natalovog pravila dat je na Slici 11.2.2.

11.2.1 Emisija alfa-åestice iz jezgra – tunel efekt

Gajger-Natalovo pravilo, dobijeno åisto empirijskim putem, sledi i iz teorije
α-raspada. Teoriju α-raspada postavili su, nezavisno jedan od drugog, G. Gamov i
R.W. Garni i E. U. Kondon (G. Gamov, R. W. Gurney i E.U. Condon), 1928. godine.
Prema çihovom tumaåeçu, emisija α-åestice iz jezgra, moæe da se objasni samo
kvantnomehaniåki i predstavÿa primer tunel efekta. Kao ãto smo objasnili, tunel
efekt je pojava prolaska åestice s ukupnom energijom E kroz potencijalnu barijeru
energije U, kada je . Prema zakonima klasiåne mehanike, tunel efekt nije mo-
guñ. Evo zaãto. Neka se åestica koja ima energiju E, kreñe u pozitivnom smeru
x-ose, Slika 11.2.3. Podruåje  oznaåeno je sa I, a podruåje u kojem je 
oznaåeno je sa II. U taåki x = a na åesticu poåiçe da deluje stalni potencijal U. Kako
vaæi zakon o odræaçu energije, ukupna energija åestice u sredini I mora da bude jed-
naka ukupnoj energiji åestice u sredini II:
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Slika 11.2.2 Grafiåki prikaz Gajger-Natalo-
vog pravila. U ãrafiranom podruåju leæe sva do
sada poznata α-radioaktivna jezgra.
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.

U sredini I åestica ima samo kinetiåku energiju (potencijalna energija jednaka je
nuli), pa je EI = TI, gde je T oznaka za kinetiåku energiju. U sredini II javÿa se pozi-
tivni potencijal, pa je ukupna energija åestice jednaka zbiru çene kinetiåke i poten-
cijalne energije:

pri åemu je U potencijalna energija åestice. Jednaåine EI = EII, odnosno TI = TII + U,
kojima se izraæava zakon o odræaçu energije, zadovoÿene su samo za negativne
vrednosti kinetiåke energije TII, ãto sa stanoviãta klasiåne mehanike åini tunel efekt
nemoguñim. Sa stanoviãta kvantne mehanike, tunel efekt moæe da se dogodi ali s
odreœenom verovatnoñom. Prema 8.5.3, åestici u sredini I pridruæuje se talasna fun-
kcija , a onoj u sredini II talasna funkcija . Verovatnoña nalaæeça åestice u
sredini II iznosi  i moæe da se odredi reãavaçem odgovarajuñe Ãredin-
gerove jednaåine.

α-raspad, tj. emisija α-åestice iz jezgra predstavÿa sluåaj tunel efekta, a pos-
tupkom koji je sliåan onome koji je primeçen u delu 8.5.4, uz koriãñeçe rezultata i
iz 8.5.5, moæemo odrediti verovatnoñu α-raspada. U gorçem delu Slike 11.2.5 pri-
kazana je potencijalna energija α-åestice u zavisnosti od rastojaça od jezgra r. Ova
kriva moæe da se dobije kao zbir krivih prikazanih na Slici 11.2.4. Na levoj strani slike
prikazan je stalni negativni potencijal koji vlada u jezgru i iznosi 40–50 MeV-a. U
okolini taåke r0 (polupreånik jezgra) potencijalna energija naglo se meça do nule, ãto
ukazuje na iãåezavaçe nuklearnih sila. Ovaj oblik potencijala naziva se potencijalna
jama. U prvoj aproksimaciji ova jama moæe da se posmatra kao jama s beskonaåno vi-
sokim zidovima. Energija i talasne funkcije odreœuju se tada reãavaçem Ãredinge-
rove jednaåine, napisane u sfernim koordinatama, prema izrazu (9.1.28). Pri tom, za-
visnost od uglova  i  nije bitna, pa se çihovi izvodi uzimaju kao nula:

. (11.2.5)

Reãavaçem jednaåine (11.2.5) dobija se funkcija , koja ima oscilatorni karakter,
sa De Broÿijevom talasnom tuæinom  koja je odreœena impulsom åestice [videti i

Slika 11.2.3 Ãematski prikaz tunel efekta.
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(8.6.15)]. Energija åestice moæe da se izraåuna koriãñeçem jednaåine tipa (8.6.13),
sa tom razlikom ãto je umesto potencijala nula iz 8.6.13. sada stalni negativni poten-
cijal. U skladu s tim, energijski nivoi potencijalne jame (a to su nivoi jezgra) prika-
zuju se jednaåinom:

(11.2.6)

gde je h Plankova konstanta, m masa åestice, r0 polupreånik jezgra a n je broj koji
moæe da ima vrednosti 1, 2, 3, itd. U je (negativan) potencijal. Prvi ålan jednaåine
(11.2.6) oznaåava kinetiåku energiju åestice, a sa En oznaåeni su nivoi ukupne ener-
gije. Ove nivoe popuçavaju protoni i neutroni. Najviãi nivoi koji sadræe protone i
neutrone leæe nekoliko MeV-a ispod nultog nivoa energije. U nekom trenutku dva
protona i dva neutrona iz ovih nivoa energije grade α-åesticu, koja je stabilnija
(energija veze sva åetiri nukleona u α-åestici je oko 28,3 MeV-a, dok je energija
veze 2 protona i 2 neutrona kada nisu sjediçeni u α-åesticu izmeœu 22–24 MeV-a)
od pojedinaånih nukleona. Viãak osloboœene energije pri stvaraçu α-åestice zad-
ræava sama α-åestica u obliku kinetiåke energije. To poveñava çenu energiju do
vrednosti izmeœu 2 i 8 MeV-a (zavisno od vrste jezgra) u odnosu na nulti nivo i to je
onda (ukupna) energija α-åestice Eα koja je oznaåena horizontalnom linijom na Slici
11.2.5a i c. Na Slici 11.2.4 (desno) prikazana je Kulonova potencijalna energija od-
bijaça izmeœu α-åestice koja nosi dve elementarne koliåine pozitivnog naelektri-
saça i jezgra (potomka) naelektrisanog Z-2 puta (Z je redni broj elementa) na rasto-
jaçima . Ova funkcija ima oblik:

gde je Z redni broj jezgra, e elementarno naelektrisaçe, a r rastojaçe α-åestice od
jezgra. Zbir krivih sa Slike 11.2.4 odreœuje potencijalnu energiju α-åestice u jezgru

 i izvan çega, . Na nekom rastojaçu r od jezgra, koje je veñe od rasto-
jaça r1 oznaåenog na Slici 11.2.5, α-åestica je, praktiåno, slobodna. Za , po-
tencijalna energija α-åestice je nula i tada je ona stvarno slobodna, a çena kinetiåka
energija, prema zakonu o odræaçu energije koji mora da bude zadovoÿen, iznosi Eα,
kako je i oznaåeno horizontalnom linijom na Slici 11.2.5c. Kinetiåka energija oslo-
boœenih α-åestica moæe da se odredi eksperimentalno. Tako, izotop urana 92U238

(åija ñe verovatnoña raspada biti proraåunata) emituje α-åestice energije 4,2 MeV-a.
Talasnu funkciju slobodne α-åestice odreœujemo reãavaçem Ãredingerove jed-
naåine oblika:

. (11.2.7)

Talasna funkcija ima oscilatorni oblik sa (De Broÿijevom) talasnom duænom
koja je znatno veña od one koja se pridruæuje α-åestici dok se ona nalazi unutar jez-
gra (kinetiåka energija, odnosno impuls p, α åestice mnogo su veñi dok je ona u
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jezgru nego kada je slobodna; impuls åestice i çena De Broÿijeva talasna duæina
obrnuto su srazmerni,  je Plankova konstanta), Slika 11.2.5b.

Sa Slike 11.2.5 vidi se daÿe da je na rastojaçu , potencijalna energija
α-åestice veña od çene ukupne energije, pa se prodiraçe α-åestice kroz taj potenci-
jalni bedem naziva tunel efektom. Uzimajuñi kao primer radioaktivno jezgro urana
98U238 åiji je polupreånik r=7,5⋅10–15 m [izraåunava se po jednaåini 1,20 ⋅ 10-15A1/3

(m), gde je A(=238) maseni broj)] izraåunañemo vrednost odbojnog Kulonovo po-
tencijala za α−åesticu koja se nalazi na rastojaçu od 10-14 m od ostatka jezgra ili od
jezgra potomka [u ovom primeru to je torijum (90Th234), po jednaåini (11.2.5)]. Za-
meçivaçem podataka dobija se vrednost od U = 25,95 MeV-a i ona zaista leæi vi-
soko iznad (ukupne) energije α-åestice od 4,2 MeV-a (na Slici 11.2.5 c oznaåenoj sa
Eα). Tek na rastojaçu od  m od jezgra, potencijalna energija α-åes-
tice opada do vrednosti od 4,2 MeV-a. Dakle, put duæ kojeg α-åestica “tuneluje” iz-
nosi 6,2⋅10-14m.

Sada ñemo, reãavaçem Ãredingerove jednaåine, odrediti verovatnoñu da
α-åestica proœe potencijalnu barijeru, tj. da preœe rastojaçe . U svakoj
taåki r izmeœu r0 i r1 potencijalna energija α-åestice (kaæe se potencijalna ener-
gija barijere) veña je od energije E α-åestice, a Ãredingerova jednaåina tada ima
oblik:

λ h p, h⁄=

r0 r rl≤ ≤

r1 6 2 10
14–

⋅,=

Slika 11.2.4 Potencijalna
energija α-åestice: a) u jezgru;
b) van jezgra (u oblasti dejstva
Kulonove slike).
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Slika 11.2.5 Uz α raspad: a) potencijalna energija α-åestice; b) talasne funkcije α-åestice
u jezgru (I), u oblasti tunel efekta (II) i talasna funkcija slobodne α-åestice (III); c) energijski nivoi
nukleona u jezgru i nastajaçe α-åestice.
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(11.2.8)

ili:

(11.2.8a)

gde je .
Verovatnoña prolaska -åestice kroz barijeru odnosno koeficijent propustÿi-

vosti tada su jednaki i mogu da se prikaæu izrazom:

(11.2.9)

pri åemu su ,  odnosno  i  vrednosti talasnih funkcija u taå-
kama  i . Pretpostavÿa se da reãeçe jednaåine (11.2.8a) ima oblik: 

. (11.2.10)

Znak “-‘‘ u izrazu (11.2.10) oznaåava da talasna funkcija eksponencijalno opada u
oblasti u kojoj se dogaœa tunel efekt. Prvi i drugi izvod talasne funkcije u, jednaåina
(11.2.10), po koordinati r su: 

i:

. (11.2.11)

U jednaåini (11.2.11),  Zameçivaçem izraza (11.2.11)
u (11.2.8), dobija se: 

(11.2.12)

pri åemu je: 
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Ålan  moæe da se zanemari jer je mnogo maçi od vrednosti F(r), pa sada
jednaåina (11.2.12) glasi: 

. (11.2.13)

Traæimo reãeçe diferencijalne jednaåine (11.2.13): 

. (11.2.14)

Ako se jednaåina (11.2.14) zameni u (11.2.10), dobija se: 

. (11.2.15)

Verovatnoña prolaska - åestice kroz barijeru je, saglasno jednaåini (11.2.9):

(11.2.16)

gde je , odnosno  itd. Kako je za r=r1:

. (11.2.17)

Zameçivaçem jednaåine (11.2.17) u (11.2.16), jednaåina (11.2.16) dobija oblik:

. (11.2.18)

Integral u eksponentu izraza (11.2.18) reãava se uvoœeçem smene: 
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a potom parcijalnim integraÿeçem. Kao rezultat dobija se: 

(11.2.19)

.

Ako se zna da je: 

(11.2.20) 

onda se smeçivaçem (11.2.20) u (11.2.19) dobija: 

. (11.2.21)

Kada se integral (11.2.21) zameni u (11.2.18), dobija se: 

(11.2.22)

- åestica se smatra slobodnom kada se naœe u taåki sa koordinatom r=r1.Tada
energija - åestice postaje jednaka energiji potencijalne barijere, [videti jednaåinu
(11.2.17)]: 

.

Koeficijent transparencije T, koji smo teorijskim putem odredili povezan je s kons-
tantom radioaktivnog raspada  (koja predstavÿa verovatnoñu da se jezgro ras-
padne u jednoj sekundi) jednaåinom [videti poglavÿe 8.5.5 i jednaåinu (8.5.79)]: 
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 (11.2.23)

gde je brzina kretaça -åestice u jezgru. Koliånik brzine -åestice i preånika
jezgra, jednaåina (11.2.23) moæe da se razume i kao broj pokuãaja koji -åestica
napravi u jednoj sekundi da bi na kraju proãla kroz potencijalni bedem. Kako se

- åestica kreñe u potencijalnoj jami preånika  je polupreånik jezgra), to u
jednoj sekundi rastojaçe  -åestica, koja ima brzinu , prelazi n puta. Prema
tome: 

.

Brzina  moæe da se proceni iz De Broÿijeve jednaåine. Smatrañemo da je De
Broÿijeva talasna duæina -åestice uporediva s dimenzijama jezgra i uzeñemo da
su, npr., dve De Broÿijeve talasne duæine -åestice jednake polupreåniku jezgra: 

(11.2.24)

pa je broj pokuãaja n koji - åestica uåini u jednoj sekundi da napusti jezgro: 

Konstanta -radioaktivnog raspada izraåunava se, prema jednaåini (11.2.23),
mnoæeçem broja pokuãaja koje -åestica napravi u sekundi da napusti jezgro, n i
koeficijenta propustÿivosti T, dobijenog reãavaçem Ãredingerove jednaåine, jed-
naåina (11.2.22): 

.

Posledça jednaåina ima sloæeniji oblik od Gajger-Natalovog pravila ali kvalitativno
potvrœuje çegov zakÿuåak da jezgra koja emituju -åestice s veñom energijom
imaju maçe vreme poluraspada, odnosno veñu konstantu radioaktivnog raspada .
Zaista, za veñu energiju E,  je maçe, pa izraz u sredçoj zagradi kod eksponenci-
jalnog faktora postaje maçi; i ålan uz eksponencijalni faktor (ispred sredçe zag-
rade) smaçuje se porastom energije E. Zbog toga je za veñe E ceo eksponent veñi, a
samim tim je veña i konstanta radioaktivnog raspada . Pomoñu jednaåine (11.2.23)
moæe da se izraåuna i vrednost konstante radioaktivnog raspada u odreœenom
sluåaju. Uzimamo, opet, izotop urana  kao primer. Poznato je da ovaj izotop
emituje  åestice åija je energija E=4,2 MeV, a za  uzima se vrednost 10-14m, pa
se  izraåunava iz uslova: 
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.

Zameçivaçem u (11.2.22) dobija se za koeficijent transparencije ,
pa je konstanta radioaktivnog raspada :

.

Vreme poluraspada je: 

.

Vreme poluraspada je , dobijeno eksperimentalnim putem, iznosi 4,49x109

godina. S obzirom na aproksimacije i pretpostavke uåiçene pri proraåunu, slagaçe
teorijskog i eksperimentalnog rezultata (isti red veliåine) smatramo sasvim dobrim. 

11.3 BETA-RASPAD 

Pri -raspadu, jezgro roditeÿ s masenim brojem A i rednim brojem Z, koje je
oznaåeno simbolom M, spontano emituje elektron e i neutralnu åesticu, praktiåno
bez mase, koja se zove antineutrino . Novonastalo jezgro potomak, koje je oz-
naåeno sa N, ima za jedinicu veñi redni broj i nepromeçeni maseni broj u odnosu na
prvobitno jezgro (jezgro roditeÿ), jednaåina (11.3.1): 

. (11.3.1)

Prema (11.3.1) pri -raspadu jedan od neutrona u jezgru pretvara se u proton, pa se
i pri ovoj vrsti radioaktivnog raspada (kao i kod -raspada o kojem je ranije bilo
reåi) jedan hemijski element pretvara u drugi. Drugi tip -raspada naziva se -
raspad i predstavÿa proces pri kojem jezgro spontano emituje pozitron i neutralnu
åesticu, praktiåno bez mase, koja se naziva neutrino, . Pri ovom raspadu nastaje
jezgro koje ima za jedinicu maçi redni broj i nepromeçeni maseni broj u odnosu
na prvobitno jezgro, jednaåina (11.3.2):

: (11.3.2) 

Prema tome, postoje dva tipa -raspada, elektronski ili -raspad i pozitronski -
raspad. Pri - raspadu jedan proton u jezgru pretvara se u neutron uz emisiju pozit-
rona i neutrina. U grupu -raspada spada i elektronski zahvat ili kako se åesto zove
K-zahvat. Pri K-zahvatu jezgro zahvata elektron iz K-sloja atomskog omotaåa, a iz
jezgra se emituje neutrino:

. (11.3.3)

Pri uzajamnom dejstvu neutrina, odnosno antineutrina i jezgara, moæe da doœe do
emisije elektrona odnosno pozitrona:
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(11.3.4)

-raspad je uslovÿen slabim silama i predstavÿa primer slabog uzjamnog de-
jstva. Kako je intenzitet slabe sile za oko 24 reda veliåine maçi od intenziteta jake
(nuklearne) sile, to su proseåna vremena poluraspada -radioaktivnih jezgara reda
veliåine minuta ili åasa. Pri -raspadu raspada se pojedinaåni nukleon, pa moæe da
se smatra da se proces -raspada deãava unutar nukleona, a da samo prisustvo jez-
gra kao sredine u kojoj se dogaœa raspad nije bitno. Tako se i slobodni neutron n ras-
pada na proton p, elektron e i antineutrino , s vremenom poluraspada od 11,7 mi-
nuta. Jednaåina (11.3.5) prikazuje mehanizam -emisije: 

. (11.3.5)

Prema tome, neki od neutrona u jezgru raspada se na proton, elektron i antineutrino.
Elektron i antineutrino napuãtaju jezgro. Mehanizam  emisije sliåan je  emisiji,
s tom razlikom ãto se proton raspada na neutron, pozitron i neutrino. Pozitron i neut-
rino napuãtaju jezgro, jednaåina (11.3.6):

. (11.3.6)

Smatra se da elektron i antineutrino (kod -raspada), a pozitron i neutrino (kod
- raspada), nastaju u trenutku raspada. 

-radioaktivna jezgra vrlo su rasprostraçena u prirodi ( ), se veãtaåki do-
bijaju u laboratorijama) i mogu da imaju bilo koju vrednost masenog broja A, za raz-
liku od  - emitera.  - emiteri su ili vrlo teãka jezgra ili jezgra nekih elemenata iz
grupe retkih zemaÿa. 

Osloboœena energija pri jediniånom aktu nekog -raspada kreñe se izmeœu
0,02 MeV-a, u sluåaju raspada tricijuma: 

(11.3.7)

do 13,4 MeV-a, kod raspada izotopa bora :

. (11.3.8)

U energijskom pogledu, -raspad moæe da se dogodi kada je:

(11.3.9)

 su mase mirovaça jezgra roditeÿa, jezgra potomka i eklektrona,
redom.

Jednaåinu (11.3.9) izraziñemo i preko masa atoma odgovarajuñih elemenata M
i N. Kako neutralni atom potomka ima u omotaåu jedan elektron viãe od neutralnog
atoma roditeÿa (pri - emisiji redni broj potomka poveñava se za jedinicu u od-
nosu na jezgro roditeÿa), jednaåina (11.3.9) moæe da se napiãe u obliku: 
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gde su  mase neutralnih atoma roditeÿa i potomka. Energija -raspada
( ) na osnovu prethodne jednaåine iznosi: 

. (11.3.10)

Daÿe, -raspad moæe da se dogodi ako je: 

(11.3.11)

gde je  masa pozitrona. Posmatrajuñi sada jednaåinu (11.3.11) u odnosu na
neutralne atome roditeÿa i potomka, napisañemo: 

. (11.3.12)

Jednaåina (11.3.12) pokazuje da - raspad moæe da se dogodi samo ako je masa
mirovaça atoma roditeÿa bar za iznos dve mase mirovaça elektrona veña od mase
mirovaça potomka. Energija - raspada (Eß

+), prema tome, je:

. (11.3.13)

Na sliåan naåin napisañemo za K-zahvat: 

jer jezgro roditeÿ ima za jedinicu veñi redni broj od jezgra potomka. Energija E koja
se oslobaœa pri K-zahvatu, EK je: 

. (11.3.14)

I pozitronski raspad i K-zahvat dovode do istog rezultata: jedan proton u jezgru biva
zameçen neutronom. Prema tome, - raspad i elektronski raspad su konkurentni
procesi. Sa energijske taåke glediãta, uporediti jednaåine (11.3.13) i (11.3.14), elekt-
ronski raspad je povoÿniji. Takoœe, moæe da se dogodi da je u skladu sa jednaåi-
nama (11.3.13) i (11.3.14), elektronski raspad moguñ, a da -raspad nije. To se do-
gaœa kada je: 

.

Sasvim uopãteno moæemo zakÿuåiti da -raspadom nestabilno jezgro rodi-
teÿ prelazi u stabilnije jezgro potomka koje se odlikuje veñom energijom vezivaça
po nukleonu ãto ñemo pokazati analizom energija veze po nukleonu izobarnih jez-
gara. 

Prouåavaçem izobarnih jezgara [izobari imaju isti maseni broj A, a razliåit
broj protona Z, odnosno neutrona (A-Z) u jezgru] moæe da se ustanovi, da pri
odreœenom masenom broju A, kada je A neparan broj, postoji samo jedno stabilno
jezgro [I Matauhovo (J. Mattauch) pravilo]. Kada je maseni broj A paran, tada pos-
toje bar dva stabilna jezgra, åiji se redni brojevi razlikuju za dve jedinice i imaju i
parni broj protona i parni broj neutrona (ovo je II Matauhovo pravilo). Ova pravila
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postaju oåigledna ako se, kao na Slici 11.3.1a, prikaæu energije vezivaça po nukle-
onu u zavisnosti od razlike broja neutrona i protona, N-Z, za izobare s neparnim ma-
senim brojem A. Ova zavisnost izraæena je parabolom u åijem maksimumu leæi
jezgro sa odreœenom vrednoãñu za N-Z. U naãem primeru to je jezgro cirkonijuma

, jedino stabilno jezgro s masenim brojem 91. Sva jezgra koja na paraboli leæe
levo i desno od cirkonijuma su radioaktivna. Jezgra Y i Sr su -aktivna, a Tc, Mo i
Nb su -radioaktivna: 

.

Kriva koja prikazuje energije vezivaça po nukleonu u zavisnosti od N-Z,
predstavÿena je Slikom 11.3.1, za izobare s parnim masenim brojem A. Taåke leæe
na dvema parabolama. Na doçoj paraboli, kojoj odgovara veña energija vezivaça
po nukleonu za odreœeno N-Z, leæe jezgra tipa paran-paran (i broj neutrona i broj
protona su im parni brojevi). Na gorçoj paraboli leæe jezgra tipa neparan-neparan (i
broj protona i broj neutrona su im neparni brojevi). U navedenom primeru stabilni
izobari (maseni broj A=92) su jezgra . Jezgra  su 
-aktivna, a jezgro  je -radioaktivno. Zanimÿivo je to da jezgro 
moæe da pokazuje kako -aktivnost tako i  aktivnost. U opãtem sluåaju, prema
II Matauhovom pravilu, moæe da postoji viãe stabilnih izobara s parnim brojem pro-
tona i neutrona. Çihovi redni brojevi moraju da se razlikuju za dve jedinice. Prema
Slici 11.3.1 jasno je da  ima niæu energiju vezivaça od . Prelaz

 u  mogao bi da se ostvari emisijom dva pozitrona, ãto nije vero-
vatno. 
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ṽ Y39

91         + +→+ +→

Mo42
91 β

 +
v Nb41

91        Y39
91 β

 -
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Slika 11.3.1 Zavisnost energije vezivaça po nukleonu od N-Z (N je broj neutrona, a Z broj pro-
tona): a) za izobare sa neparnim masenim brojem A; b) za izobare sa parnim masenim brojem. 
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Optimalna vrednost broja Z za odreœeni maseni broj A moæe da se odredi kao
ekstremna vrednost funkcije energije veze. Taåan oblik funkcije energije veze nije
poznat ali su u upotrebi pribliæne funkcije koje proizlaze iz odreœenog modela jez-
gra (pogledati poglavÿe o modelima jezgra). Jednu od çih predloæio je Fon Vajcze-
ker, na osnovu modela kapi: 

. (11.3.15)

U jednaåini (11.3.15) B je energija veze po nukleonu. Kada se potraæi prvi iz-
vod funkcije B po promenÿivoj Z, dB/dZ i izjednaåi se s nulom, dobija se jednaåina
pomoñu koje se odreœuje vrednost Zopt koja predstavÿa apscisu maksimuma energije
veze: 

.

Ako se zamene vrednosti empirijskih konstanti , dobija se za : 

.

Kada je redni broj jezgra Z (za odreœenu vrednost masenog broja A) maçi od
optimalne vrednosti , Z< , jezgro je nestabilno i pokazuje -radioaktivnost,
dok su jezgra kod kojih je Z> , -radioaktivna. 

Pri -raspadu, za razliku od -raspada, jezgro napuãtaju dve åestice. Prema
tome, za -raspad karakteristiåna je, ne samo ukupna energija koja se oslobaœa,
veñ i raspodela te energije na åestice koje se emituju (jedan vrlo mali deo energije
odlazi na uzmak jezgra potomka i obiåno se pri razmatraçu zanemaruje). Oslo-
boœena energija pri - raspadu  ispoÿava se kao kinetiåka energija emitovanih
åestica i to kao kinetiåka energija elektrona  antineutrina  (ili pozitrona i neut-
rina) i kinetiåka energija jezgra potomka :

(11.3.16)

.

Zbog ispuçenosti zakona o odræaçu impulsa, vaæi jednaåina:

(11.3.17)
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Kako je radioaktivnost statistiåka pojava, raspodela energije raspada izmeœu elekt-
rona i antineutrina je (i pozitrona i neutrina) sluåajna. To znaåi, da odnos izmeœu
energije koju nosi elektron i energije koju ima antineutrino (pozitron i neutrino)
moæe da bude bilo koji. Zato kinetiåka energija elektrona i antineutrina, statistiåki
posmatrano, moæe da se kreñe od nule pa do neke najveñe moguñe vrednosti .
Ovakav se rezulatat, u obliku potpuno odreœene raspodele N(E) emitovanih elekt-
rona po energijama, i dobija pri posmatraçu raspada velikog broja identiånih

-aktivnih jezgara. Ova raspodela zove se joã i spektar energije elektrona kod
-raspada. Na Slici 11.3.2 prikazan je takav spektar, gde N(E) oznaåava broj

elektrona s nekom energijom E. Ovakav kontinualni spektar, predstavÿen glatkom
krivom, zavrãava se nekom maksimalnom energijom . Kontinualnost spektra
emitovanih elektrona kod -raspada navela je 1930. godine Paulija da predskaæe
postojaçe antineutrina i neutrina i postavi hipotezu prema kojoj se pri -raspadu
iz jezgra emituje par åestica. Kod -raspada emituju se elektron i antineutrino, a
kod -raspada pozitron i neutrino. Prema tome u jednom aktu -raspada emi-
tuje se energija koja odgovara vrednosti  sa Slike 11.3.2, a ova energija na
proizvoÿni naåin raspodeÿuje se izmeœu elektrona i antineutrina (kod ), od-
nosno izmeœu pozitrona i neutrina (kod -raspada). Maksimalna energija sa Slike
11.3.2 ( ) praktiåno je jednaka energiji -raspada, [videti jednaåine (11.3.10) i
(11.3.16)]. 

Pored energije i impulsa kod -raspada odræava se i moment impulsa.
Ukupni moment impulsa dobija se slagaçem orbitnog i spinskog momenta. Prema
tome, za par åestica, elektron i antineutrino, ukupni moment impulsa je zbir orbit-
nog moment çihovog relativnog kretaça i çihovog ukupnog spinskog momenta. U

sluåaju -raspada relativni orbitni moment elektrona i antineutrina (pozitrona i
neutrina) obiåno je nula. S druge strane, iz eksperimentalnih podataka poznato je to
da razlika spinova jezgara roditeÿa i potomka moæe da bude , npr. kod

raspada  imaju spin1ñ ili  kao

u sluåaju  imaju spinove 0 i 1ñ, re-
dom. Kako vaæi zakon o odræaçu spinova (spin jezgra roditeÿa mora da bude jed-
nak zbiru spinova jezgra potomka i svih åestica koje se emituju), to sledi da ukupni

spinski moment 22 za par åestica elektron i antineutrino (pozitron i neutrino)
moæe da bude 0 ili 1ñ. Kako elektron (i pozitron) imaju polubrojne spinove, pa
moæe da se zakÿuåi da su i neutrino (i antineutrino) åestice sa polubrojnim spinom

.

Navedeni primeri odnose se na tzv. dozvoÿene prelaze, a to znaåi da se ras-
padi ovog tipa odlikuju relativno velikom verovatnoñom raspada.23

Raspad slobodnog neutrona moæe da se predstavi kao:

22 Sz je, u stvari, projekcija spina na z-osu. 
23 Orbitni momenti emitovanog elektrona i antineutrina ne moraju uvek da budu nula – oni mogu da se

nalaze npr. u p staçu (l=1), a takvi prelazi zovu se zabraçeni i tada razlika spinova roditeÿa i potomka mora da
bude veña od 1, npr. ± 2. Verovatnoña raspada ovih jezgara je mala, pa se takva jezgra odlikuju velikim vre-
menom poluraspada.
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.

Ispod svake åestice napisane su vrednosti kvantnih brojeva spina. Spinski kvantni
broj neutrona je 1/2, pa je i projekcija ukupnog momenta impulsa (a to je zbir orbit-
nog i spinskog dela) neutrona koji miruje ±1/2ñ, dakle i on je polubrojni. Projekcija
ukupnog momenta u konaånom staçu jednaka je algebarskoj sumi projekcija orbit-
nih i spinskih momenata svih åestica. Kako su projekcije svih orbitnih momenata u
principu celobrojne (u ovom sluåaju su nula jer su orbitni momenti nula), projekcija
ukupnog momenta moæe da bude polubrojna samo pri polubrojnoj vrednosti spina
antineutrina (i neutrina), jer su i proton i elektron (i neutron i pozitron) åestice s po-
lubrojnim spinovima. Znatno je, meœutim, teæe bilo odrediti taåne vrednosti spinova
neutrina i antineutrina. Godinama se jednostavno smatralo da ovaj spin iznosi 1/2ñ,
mada ni vrednost od 3/2ñ u principu nije mogla biti iskÿuåena. Posle dugogodiãçih
istraæivaça, na osnovu pravila izbora za razliåite raspade, kao i nekih drugih poda-
taka, zakÿuåeno je da kvantni broj spina neutrina i antineutrina mora da bude 1/2,
odnosno da je sz = 1/2ñ.

Kao ãto je pomenuto, pri β-raspadu (kao i kod drugih raspada) moraju da budu
ispuçeni zakoni o odræaçu naelektrisaça, barionskog i lepotonskih brojeva. Ba-
rionski i leptonski brojevi su celobrojni i aditivni kao i naelektrisaçe. Barioni (u
koje spadaju proton i neutron) imaju barionski broj razliåit od nule, dok su im lep-
tonski brojevi nula. Tako, proton i neutron imaju barionske brojeve 1 (a leptonske
nula). Barioni imaju polubrojne spinove i spadaju u fermione. Leptoni su lake åes-
tice (çihovo meœusobno dejstvo uslovÿeno je slabim silama) sa leptonskim broje-
vima razliåitim od nule, a barionskim brojem jednakim nuli. Leptoni imaju, takoœe,
polubrojni spin i predstavÿaju fermione. Elektron, pozitron, elektronski (postoje i
mezonski) antineutrino i neutrino su leptoni. Vrednost prvog leptonskog broja elekt-
rona i neutrina je +1, dok kod pozitrona i antineutrina iznosi –1. Ostali leptonski
brojevi elektrona, pozitrona, elektronskog neutrina i antineutrina su nula. Kod ra-
dioaktivnih raspada odræavaju se naelektrisaça, barionski i leptonski brojevi. Ako
je pre raspada naelektrisaçe bilo 0, ono mora da bude takvo i posle raspada. Ako je
barionski broj pre raspada bio 1, mora da bude 1 i posle raspada, itd. Uz åestice koje
uåestvuju u β-i β+-raspadu oznaåili smo vrednosti çihovih naelektrisaça (Z), ba-

Slika 11.3.2 Spektar energije emi-
tovanih elektrona pri β-raspadu. Na
ordinati je predstavÿen broj elek-
trona s odreœenom energijom, a na
apscisi je energija E. Kriva seåe aps-
cisnu osu u taåki Em koja je jednaka
energiji β-raspada.
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rionskih (B) i prvih leptonskih brojeva (L), da bi se videla ispuçenost odgovarajuñih
zakona odræaça:

Parovi elektron-pozitron, neutrino-antineutrino, predstavÿaju primere parova
åestica-antiåestica. Skoro svakoj åestici moæe da se pridruæi antiåestica (antiåesticu
nemaju “prave” neutralne åestice: kod çih su, pored naelektrisaça i ostali brojevi:
barionski, leptonski jednaki nuli). Antiåestica je kao slika u ogledalu åestice. Åestica
i antiåestica imaju iste mase, a naelektrisaça, barionski (ili leptonski) brojevi su im
suprotnog znaka. Sistem åestica – antiåestica je “istinski” neutralni sistem. Tako i
proton ima antiåesticu antiproton, antiåestica neutrona je antineutron. Kao ãto ñe se
kasnije videti, åestica i antiåestica mogu da se “poniãte”, posle åega nastaje elektro-
magnetno zraåeçe velike energije, npr. γ-zraåeçe. Moguñ je i suprotni proces –
nastajaçe parova åestica iz γ-kvanata.

11.3.1 K-zahvat

K-zahvat je konkurentski proces β+-raspadu. Razlikuje se od β+-raspada po
tome ãto se iz jezgra emituje samo jedna åestica, neutrino, koja sa sobom odnosi
taåno odreœenu energiju. Na primer:

.

Dakle, jezgro (u ovom sluåaju vanadijuma) zahvata elektron iz K sloja atomskog
omotaåa, iz jezgra izleñe neutrino, a u jezgru jedan proton biva zameçen neutro-
nom:

.

Odreœivaçem uzmaka jezgra potomka pri K-zahvatu, moæe da se odredi im-
puls neutrina . Energija uzmaka izraåunava se uz pretpostavku da je jezgro rodi-
teÿa mirovalo pre K-zahvata. Saglasno zakonu o odræaçu impulsa, impuls neutrina
koji napuãta jezgro kod K-zahvata, istog je intenziteta i pravca, a suprotnog je smera
u odnosu na impuls jezgra potomka, :

. (11.3.18)
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Zakon o odræaçu energije moæe da se napiãe sada kao:

(11.3.19)

pri åemu je c brzina svetlosti, a je energija neutrina za koji se pretpostavÿa da
se prostire brzinom svetlosti, Ma je masa jezgra potomka, a E energija koja se oslo-
baœa pri K-zahvatu. Iz jednaåina (11.3.18) i (11.3.19) sledi:

. (11.3.20)

Jednaåina (11.3.20) moæe da se dobije zamenom  iz jednaåine (11.3.18) u
(11.3.19). Tada se dobija:

.

Izraz u zagradi razvije se u Maklorenov red, a kao dovoÿno dobra aproksimacija
uzimaju se prva dva ålana jer je :

pa se za p dobija:

 . (11.3.21)

Zameçivaçem (11.3.21) u (11.3.20) dobija se:

.

Energija uzmaka relativno je mala veliåina, a eksperimentalno moæe da se odredi
samo za veoma laka jezgra.

Naziv K-zahvat znaåi da dolazi do zahvataça tzv. K elektrona, dakle elekt-
rona iz K-sloja atomskog omotaåa, koji je i najbliæi jezgru. Ovo ima i teorijsko op-
ravdaçe. Jedino se kod s-orbitale, radijalna funkcija gustine verovatnoñe razlikuje
od nule za r= 0 (ãto odgovara poloæaju jezgra), Slika 11.3.3. S druge strane, K-zah-
vat se zapaæa kod teæih atoma i verovatnoña za K-zahvat poveñava se s poveñaçem
mase jezgra. To se deãava zato ãto je kod teæih atoma elektronsko naelektrisaçe
skoncentrisano bliæe jezgru, a to pokazuje i tok radijalne funkcije gustine verovat-
noñe nalaæeça elektrona, . Ova funkcija kod teæih jezgara ima strmiji tok i
za r = 0 ima  veñu vrednost od vrednosti funkcije gustine verovatnoñe nekog lak-
ãeg atoma. Kao posledica K-zahvata obiåno se javÿa karakteristiåno rendgensko
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zraåeçe, koje nastaje pri popuçavaçu praznine u K-sloju atomskog omotaåa, stvo-
rene zahvataçem elektrona. Istovremeno, otkrivaçem ovog prateñeg x-zraåeça
posredno se dokazuje da se dogodio K-zahvat. Popuçavaçe praznine u K-sloju ne
mora obavezno da bude prañeno emisijom kvanata x-zraåeça. Drukåiji put je tzv.
neradijacioni prelaz pri kojem se ekvivalent energije (x-kvanta) predaje nekom od
elektrona iz gorçih slojeva atomskog omotaåa. Ovaj elektron biva izbaåen iz atoma
s kinetiåkom energijom koja je jednaka razlici primÿene energije i energije veze
koju je elektron imao u atomu.

11.3.2 Neutrino i antineutrino

Kao ãto smo pomenuli, zadovoÿavajuñe teorijsko objaãçeçe β-raspada zas-
novano je na pretpostavci da se pri β--raspadu iz jezgra emituju dve åestice, elektron
i antineutrino, a pri β+-raspadu pozitron i neutrino. S obzirom na to da su mase mi-
rovaça neutrina i antineutrina bliske nuli i da je reå o åesticama bez naelektrisaça,
koje su zbog toga u slabom uzajamnom dejstvu sa sredinom kroz koju prolaze, razu-
mÿivo je da je od trenutka postuliraça neutrina i antineutrina pa do çihovog otkri-
vaça, moralo da proœe dosta vremena. Za dobijaçe dokaza da antineutrino prati β--
raspad koriãñene su dve metode. Prva se sastojala u prouåavaçu uzmaka jezgra pri
β-emisiji. Kada radioaktivno jezgro emituje jednu ili viãe åestica, onda novonastalo
jezgro potomka odskoåi – uzmakne brzinom koja je odreœena, kao ãto je veñ reåeno,
zakonom o odræaçu impulsa. Ako je emitovan samo elektron, onda se i pravac i
brzina uzmaka razlikuju od onih kada je emitovan i antineutrino. Dokazivaçe pos-
tojaça antineutrina na ovaj naåin bilo je oteæano jer je energija uzmaka mala ve-
liåina. Dobijeni rezultati, na osnovu ovakvih mereça, nisu protivreåili hipotezi o
emisiji antineutrina. Druga metoda za otkrivaçe antineutrina zasniva se na posmat-
raçu çegovog sadejstva s protonom, a zatim prañeçem interakcija u kojima
uåestvuju åestice nastale pri uzajamnom dejstvu antineutrina i protona. Interakciju
antineutrina i protona prikazujemo relacijom:

(11.3.22)

u kojoj se proton pri interakciji s antineutrinom pretvara u neutron uz nastajaçe po-
zitrona. Nastali pozitron sudario bi se, zatim, kratko vreme posle svog nastanka, s
elektronom, pri åemu dolazi do anihilacije (poniãtavaça) para elektron-pozitron uz
nastajaçe dva γ kvanta (videti i poglavÿe 11.4.3):

Slika 11.3.3 Radijalne funkcije gustine verovatnoñe za 1s i 2p orbitalu.
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. (11.3.23)

Teorijska izraåunavaça, meœutim, pokazuju da je verovatnoña interakcije an-
tineutrina s protonom tako mala da bi antineutrino u proseku morao da preœe kroz
vodu put od oko stotinu svetlosnih godina (svetlosna godina je put koji svetlost
preœe za godinu dana), pre nego ãto bi doãlo do ovakvog uzajamnog dejstva. S
druge strane, verovatnoña ovakve interakcije bila bi znatno veña pri vrlo velikom
fluksu antineutrina. Izuzetno veliki fluks antineutrina oåekuje se u blizini reaktora
za nuklearnu fisiju, jer se za vreme rada reaktora stvara velika koliåina radioaktiv-
nih elemenata koji su β--aktivni. Polazeñi od ovih pretpostavki eksperiment dokazi-
vaça postojaça antineutrina izveli su Rajns i Kauen (F. Reins i I. Cowan) 1953. go-
dine a poboÿãanu verziju isti autori izvode 1956. godine. Aparatura se sastojala od
nekoliko rezervoara. Dva rezervoara, ispuçena vodom (oko 200 l ãto åini oko 1028

protona) i malom koliåinom rastvorenog CdCl2, bila su rezervoari mete. Detektorski
rezervoari bili su ispuçeni nekim organskim scintilatorom. Pretpostavÿalo se to da
ñe fluks antineutrina (iz reaktora) koji proleñu kroz vodu, pri interakciji sa proto-
nima molekula vode proizvesti, prema relaciji (11.3.22), neutrone i pozitrone. Oåe-
kuje se, da za izuzetno kratko vreme, pozitron stupi u uzajamno dejstvo s elekt-
ronom (kojih, takoœe, ima zbog raspada β--aktivnih jezgara). Rezultat ovakve
interakcije je anihilacija para elektron-pozitron, uz emisiju dva γ-fotona od po 0,51
Mev-a [relacija (11.3.23)] koji bi prodrli kroz metu dajuñi istovremeno signale u
dva scintilaciona detektora postavÿena na suprotnim krajevima mete. U meœuvre-
menu, neutron bi preãao maçe ili viãe krivudavu putaçu kroz vodu. Statistiåki pos-
matrano, nekoliko milionitih delova sekunde posle svog postanka, neutron bi naiãao
na jezgro kadmijuma (koje ima izuzetno veliki efikasni presek za apsorpciju neut-
rona), koje bi ga zarobilo. Jedna od posledica zarobÿavaça, koje teåe u skladu sa
nuklearnom reakcijom (11.3.24), bila bi emisija energije od oko 9 MeV-a u vidu 3-4
fotona γ-zraka. Ovi γ-fotoni uãli bi u detektorski rezervoar i izazvali bleskove svet-
losti koji se pojavÿuju kratko vreme posle onih koji su bili izazvani fotonima nasta-
lim pri anihilaciji para elektron-pozitron. U eksperimentu je koincidentnim me-
reçem γ kvanata nastalih anihilacijom para pozitron-elektron i γ kvanata koji prate
zahvataçe neutrona jezgrom kadmijuma, dokazano postojaçe antineutrina:

. (11.3.24)

Neutrino, odnosno antineutrino imaju samo jednu od dve moguñe orijentacije
spina u odnosu na smer impulsa (smer kretaça). Spin antineutrina odgovara okre-
taçu u smeru kazaÿke na satu, desni zavrtaç, a vektor spina postavÿa se u smeru
impulsa. Spin neutrina odgovara okretaçu suprotno smeru kazaÿke na satu, a vek-
tor spina postavÿa se u smeru suprotnom od smera impulsa; helicitet24 ili heliånost
antineutrina je + 1, a neutrina -1, Slika 11.3.4.

24 Heliånost ili helicitet je veliåina sa dve vrednosti, 1 i -1. Helicitet 1 imaju åestice kod kojih vektor
spina ima smer impulsa, a åestice åiji spin ima smer suprotan smeru impulsa imaju helicitet -1.
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Kao ãto je pomenuto, neutrino i antineutrino
predstavÿaju primer åestice i antiåestice. Åestica i
antiåestica imaju jednake mase i spinove. Elektriåna
naelektrisaça su im jednaka po koliåini, a suprotnog
su znaka. Barionski brojevi su im suprotnog znaka
osim ako nisu nula, a leptonski brojevi su im, ta-
koœe, suprotnog znaka. Iz teorijskih razmatraça
nedvosmisleno sledi da su neutrino i antineutrino
razliåiti, da je reå o dve åestice, taånije, o åestici i
antiåestici. Ovo je i potvrœeno eksperimentalno, na
sledeñi naåin. Uzajamnim dejstvom neutrona i neutrina nastaju proton i elektron:

.

Ako bi neutrino i antineutrino bili identiåni, onda bi mogla da se oåekuje i reakcija:

.

Proveravaçe moguñnosti odigravaça prethodne nuklearne reakcije izvrãeno je tako
ãto je jezgro hlora, 17C37 izloæeno fluksu åestica koje prate β--raspad. Ako bi se pri β-

-raspadu oslobaœale åestice identiåne neutrinima, kao rezultat çihove interakcije s
jezgrima hlora nastalo bi jezgro 18Ar37. Ovo nije dokazano eksperimentalnim putem,
pa zakÿuåujemo da pri β--raspadu nastaju åestice koje se razlikuju od neutrina. To
su antineutrini.

11.4 GAMA-ZRAÅENJE

γ-zraci su elektromagnetni talasi koje emituju pobuœena jezgra atoma. Spektar
γ-zraåeça je diskretan. Znaåi energijski nivoi jezgra su diskretni, pa se i emisija
γ-zraka tumaåi kao prelaz jezgra iz nekog od postojeñih pobuœenih energijskih nivoa
u niæi nivo. Emitovani γ-fotoni imaju veliku energiju i to od nekoliko desetina keV
do nekoliko MeV. γ-zraåeçe obiåno prati procese α-ili β-raspada. Kao ãto smo veñ
istakli, pri α- ili β-raspadu moæe da nastane jezgro potomak u svom osnovnom ili
nekom od svojih pobuœenih staça. Pobuœeno jezgro obiåno prelazi u osnovno
staçe uz emisiju γ-zraåeça. Na primer u ThC (83Bi212) koji prelazi u ThC″ (81Tl208),
emitujuñi α-åestice åije energije mogu da se razvrstaju u pet grupa, rekonstrui-
sañemo ãemu energijskih nivoa jezgra potomka. ThC emituje α-åestice s energi-
jama: 6,0930; 6,0537; 5,7709; 5,6283 i 5,6095 MeV. Pretpostavÿajuñi da se raspad
vrãi uvek sa odreœenog nivoa ThC E0 na razliåite nivoe ThC″ (E=E1, E2, ..), odre-
diñemo, u svakom pojedinom sluåaju, energiju raspada prema relaciji:

(11.4.1)

gde je ma masa α-åestice, υa brzina α-åestica, Mj masa jezgra potomka, a υj brzina
uzmaka jezgra potomka. Kako vaæi zakon o odræaçu impulsa:

(11.4.2)

Slika 11.3.4 Neutrino i antineutrino.
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sledi da je:

. (11.4.3)

Pomoñu jednaåine (11.4.3), znajuñi mα i Mj, izraåunavaju se energije α-raspada koje
odgovaraju navedenim vrednostima energije α-åestica. One iznose:

E0 – E1 = 6,2103 MeV
E0 – E2 = 6,1703 MeV

E0 – E3 = 5,8819 MeV (11.4.4)

E0 – E4 = 5,7366 MeV
E0 – E5 = 5,7175 MeV.

Sukcesivnim oduzimaçem svake vrednosti od prethodne a koje su poreœane u 

pet redova prema relaciji (11.4.4), dobijamo razlike energija:

E2 – E1 = 0,0400 MeV
E3 – E1 = 0,3284 MeV

E4 – E1 = 0,4737 MeV (11.4.5)

E5 – E1 = 0,4928 MeV.

Neka je , pa se kod ThC″, dobija ãema energijskih nivoa prikazana na Slici
11.4.1.
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Slika 11.4.1 Ãema energijskih nivoa ThC″.
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Ako je ãema energijskih nivoa ispravno dobijena, onda se, formiraçem raz-
lika izmeœu energijskih nivoa, izraåunavaju energije γ-fotona koji prate γ-raspad
ThC″:25

. (11.4.6)

U Tabeli 11.4.1 prikazane su takve razlike i uporeœene su s podacima iz izmerenog
γ-spektra ThC″. Od deset razlika ãest se poklapa (u granicama eksperimentalne
greãke) sa energijama γ-kvanata. Oåigledno je to da svi prelazi nisu dozvoÿeni
(prazna mesta u tabeli) i da, kao i kod optiåkih prelaza, u atomu vaæe odreœena pra-
vila izbora.

Tabela 11.4.1 Izraåunate i izmerene energije γ-kvanata

Razmotrimo sada uticaj uzmaka jezgra na emisiju emitovanog γ-kvanta. Pret-
postaviñemo da je jezgro pre emisije mirovalo. Na osnovu vaæeça zakona o
odræaçu energije i impulsa, energiju uzmaka moæemo izraåunati pomoñu relacija:

(11.4.7)

pri åemu je Mj masa jezgra potomka, a υj çegova brzina uzmaka dok je E energija
toga prelaza. Oznaåimo li sa:

razliku energije prelaza i energije γ-kvanta, onda se iz 11.4.7 dobija:

25 Taåna vrednost γ-kvanta maça je od razlike energija nivoa za iznos energije uzmaka jezgra

( , gde je  energija uzmaka, a E energija γ-prelaza; u ovom sluåaju  je dosta maçe

od 1 eV (E=0,04 MeV, ) i daleko prevazilazi taånost s kojom je odreœena energija
γ-kvanta, pa je u ovom sluåaju uticaj uzmaka jezgra zanemaren.

∆E/MeV hvγ
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. (11.4.8)

Iz jednaåine 11.4.8 sledi da je energija γ-kvanta, maça od razlike energije nivoa iz-

meœu kojih se dogaœa prelaz za iznos , gde je E energija prelaza.

Verovatnoña γ-emisije mogla bi da se izraåuna teorijskim putem kada bi bile
poznate talasne funkcije jezgra kao reãeçe odgovarajuñe Ãredingerove jednaåine.
Kako potencijal nuklearnih sila nije taåno poznat, mogu da se izraåunaju talasne
funkcije koje predstavÿaju reãeçe Ãredingerove jednaåine, ali za odreœeni tip po-
tencijala koji sledi iz usvojenog modela jezgra (pri razmatraçu α-raspada pretposta-
vÿeno je, npr., da potencijal jezgra moæe da se aproksimira jamom s beskonaåno vi-
sokim zidovima). Prema tome, verovatnoñe prelaza mogu da se odrede smao
pribliæno i rezultati zavise od primeçenog oblika potencijala. Moguñe je, takoœe,
pokazati da verovatnoña γ-emisije zavisi od vrednosti energija nivoa izmeœu kojih
se vrãi prelaz, od spinova jezgra u poåetnom i u konaånom staçu, od parnosti nivoa

i od multipolnosti prelaza. Kao ãto åesticama pridruæujemo moment impulsa  koji
je kvantovan kvantnim brojem l, tako i foton moæe da se nalazi u razliåitim staçima

koja su opisana nekim ukupnim momentom  i parnoãñu II. Tako su kod slobodnog

fotona moguña staça sa ukupnim momentom  za L=1,2,3 (treba
naglasiti da kod fotona ne postoji staçe L = 0). Pri tome, svakoj vrednosti momenta

 odgovara jedno staçe s pozitivnom ili s negativnom parnoãñu. Tako se staçe s

momentom  i s parnoãñu (-1)L naziva elektriånim 2L polom, a staçe s momentom
L i s parnoãñu (-1)L+1 naziva se magnetnim 2L polom. Kada je kvantni broj L=1 onda
je to dipol, za L=2 kvadrupol, za L=3 oktupol, itd. Usvojene su sledeñe oznake za γ-
kvante odreœene multipolnosti: E1-dipolni kvant; E2-kvadrupolni kvant; M1-mag-
netni dipol; M2-magnetni kvadrupol, itd. Oznaka E znaåi elektriåni multipol, a oz-
naka M magnetni multipol. Staça elektriånog dipola i oktupola i magnetnog kvad-
rupola su neparna, a staça magnetnog dipola i oktupola i elektriånog kvadrupola su
parna. Ovakvi nazivi (kojima se staça opisuju kao “multipolna”) zasnovani su na
klasiånom, a ne na kvantnom pojmu multipola. Ako poåetno i krajçe staçe jezgra

imaju spinove  i , nastali γ-foton, pri prelazu jezgra iz poåetnog u krajçe staçe,

odnosi moment . Prema zakonu o odræaçu momenta impulsa vaæi:

(11.4.9)

a za odgovarajuñe kvantne brojeve vaæe jednaåine:

(11.4.10)
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Kao ãto je pomenuto, iz teorije elektromagnetnog zraåeça sledi da vreme polura-
spada γ-aktivnog jezgra (odnosno verovatnoñe raspada) zavisi od multipolnosti pre-
laza i od talasne  duæine  emitovanog  γ-zraåeça  (u krajçem smislu od energije
γ-kvanta). Za elektriåni dipol prelaz EL vaæi:

(11.4.11)

a za magnetni multipolni prelaz vaæi:

(11.4.12)

gde je R polupreånik jezgra, λ talasna duæina emitovanog γ-zraåeça (λ kod γ-zra-
åeça kreñe se u 2 × 10-10 – 5 × 10-14 m), pri åemu je r/λ « 1. Na osnovu jednaåina
(11.4.11) i (11.4.12) sledi da je verovatnoña prelaza maça (vreme poluraspada
veñe) za veñe L. Prema tome, prelazi visoke multipolnosti obiåno su zabraçeni ili
imaju veliko vreme poluraspada, naroåito kod malih energija raspada (veliko λ).
Najverovatniji su elektriåni dipolni prelazi. Vremena æivota najveñeg broja γ-radio-
aktivnih jezgara su mala i iznose 10-7 – 10-12 sekundi.

11.4.1 Nuklearna izomerija

Nuklearni izomeri su jezgra koja imaju isti redni i maseni broj, a nalaze se u
razliåitim energijskim staçima. Energijsko staçe jezgra obiåno je posledica drugih
svojstava jezgra, pa nuklearni izomeri mogu da se razlikuju i po vrednosti spina, po
tipu raspada i po vremenu poluraspada, po energiji vezivaça, itd. Za razliku od
obiåno pobuœenih jezgara koja imaju vreme poluraspada u opsegu 10-7 i 10-12 se-
kundi (10-7 < T1/2 < 10-12 s), pobuœena staça izomera oznaåavaju se kao metastabilna
jer se odlikuju dugim vremenom æivota i to od nekoliko sekundi, do nekoliko åasova
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pa i dana. Dugo vreme poluraspada uslovÿeno je visokim stepenom zabrane
(odnosno malom verovatnoñom) prelaza na energijski niæe staçe (koje moæe da
bude osnovno staçe) zbog velike razlike u spinovima. Energijski nivoi izomera, po
pravilu, vrlo su bliski. Najveñi broj izomera rasporeœen je neposredno pored jezgara
sa tzv. magiånim26 brojem nukleona, npr. 37Rb86 koji ima 49 neutrona. Karakte-
ristiåni primer izomera je i jezgro indijuma 49In115 åija je ãema nivoa prikazana na
Slici 11.4.2. Osnovno staçe jezgra 49In115 ima spin 9/2 i parnost “+”. Prvi pobuœeni
nivo nalazi se na svega 335 keV i ima spin 1/2 i parnost “-”. Prelaz izmeœu ovih
nivoa je zabraçen, pa je vreme æivota pobuœenog staça 14,4 sata. Primer nuklear-
nog izomera je i 13Al28, Slika (11.4.3).

11.4.2 Unutraãnja konverzija gama-zraåeça

Pobuœeno jezgro obiåno prelazi u osnovno staçe emisijom γ-kvanta. Drugi
naåin prelaza je proces unutraãçe konverzije γ-zraåeça, pri åemu jezgro predaje
energiju jednaku energiji pobuœenog staça jednom od elektrona iz atomskog omo-
taåa. Ovaj elektron napuãta atom s kinetiåkom energijom Ek jednakom:

(11.4.13)

gde je E energija pobuœenog staça jezgra, a E0 energija veze datog elektrona u
atomu. Izbaåeni elektron ima strogo odreœenu energiju, pa kaæemo da su elektroni
kod unutraãçe konverzije monokinetiåki pa se po tome razlikuju od elektrona koji
se emituju kod β--emisije, åiji je spektar kontinualan. Obiåno se iz omotaåa oslo-
bode K-elektroni, mada mogu da budu izbaåeni i elektroni iz L ili iz M sloja, ali s
maçom verovatnoñom. Uslov da se dogodi unutraãça konverzija jeste da je ener-
gija pobuœenog staça jezgra veña od energije veze datog elektrona u atomu. Intenzi-
tet unutraãçe konverzije izraæava se koeficijentom unutraãçe konverzije αk, koji je
jednak odnosu verovatnoñe emisije konverzionih elektrona wk i verovatnoñe emisije
γ-kvanta wγ:

. (11.4.14)

Koeficijent αk kreñe se u opsegu 10-4 < αk < 102. Veliåina αk jako raste s porastom
multipolnosti prelaza a opada sa poveñaçem energije prelaza. Kada jezgro u
pobuœenom i u osnovnom staçu ima spin nula, tada je jedini naåin prelaska jezgra
iz pobuœenog u osnovno staçe unutraãçom konverzijom (radijacioni prelaz 0-0 je
strogo zabraçen). Tada je  jer je . Proces unutraãçe konverzije
prati emisija x-zraåeça. Naime, izbacivaçem konverzionog elektrona, npr. iz
K-sloja, upraæçava se mesto u K-sloju atomskog omotaåa. To izaziva pre-
grupisavaçe elektrona – çihov prelaz na niæa staça uz emisiju x-zraåeça. U atom-
skom omotaåu, takoœe, moguñ je proces sliåan unutraãçoj konverziji γ-zraåeça.
Tada se umesto emisije x-kvanta, ekvivalent energije koji odgovara pobuœenom

26 Najveñu uåestanost javÿaça na Zemÿi, kao i najveñu energiju vezivaça po nukleonu imaju jezgra åiji
broj protona ili broj neutrona ili maseni broj imaju vrednosti 2, 8, 14, 20, 28, a naroåito 50, 82, 126. Ovi brojevi
nazvani su magiånim brojevima.
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staçu atoma (zbog ãupÿine u K-sloju) predaje nekom od spoÿaãçih elektrona
atoma koji biva izbaåen iz atoma s kinetiåkom energijom:

gde je E energija pobuœenog staça atoma, E0 energija veze datog elektrona u atomu.
Elektroni izbaåeni na ovaj naåin iz atomskog omotaåa zovu se Oæeovi elektroni (vi-
deti 7.2.4) i, kao ãto se vidi iz prethodne jednaåine, imaju strogo odreœenu kinetiåku
energiju.

11.4.3 Gama-zraåeçe i nastajaçe parova åestica – antiåestica

Kada energija pobuœenog staça jezgra prevazilazi energiju ekvivalentnu dvo-
strukoj masi elektrona:

tada postoji moguñnost nastajaça para åestica – antiåestica (npr. elektron-pozitron)
na raåun energije pobuœenog jezgra. Posmatrañemo sada jedno takvo pobuœeno
jezgro koje emituje γ-kvant znatne energije  a taj kvant se zatim, u
elektriånom poÿu nekog jezgra ili elektrona, transformiãe u par åestica elektron-po-
zitron. Na osnovu Ajnãtajnove relacije o ekvivalenciji mase i energije moæe se napi-
sati sledeña jednakost:

(11.4.15)

kojom se i prikazuje zakon o odræaçu energije u ovoj transformaciji. Energija
γ-kvanta, je hv, mec2 je energija mirovaça elektrona, a Ek je viãak energije koji
preuzimaju elektron i pozitron. Preobraæaj γ-kvanta moæe da se dogodi samo u pri-
sustvu jakog elektriånog poÿa ili pri sudaru fotona i neke naelektrisane åestice, pri
åemu ona preuzima viãak impulsa (prema zakonu o odræaçu impulsa). Nastajaçe
para elektron-pozitron joã 1934. godine dokazano je snimcima u maglenoj ko-
mori. S teorijske taåke glediãta, nastajaçe para åestica – antiåestica preobraæajem
γ-kvanta od najveñeg je znaåaja jer dokazuje moguñnost nastajaça mase (ma-
terije) iz energije koju Ajnãtajnova relacija i predviœa. U principu, moguñe je na-
stajaçe parova åestica – antiåestica drugih tipova, npr. proton – antiproton, ali
preobraæajem fotona odgovarajuñe energije. Tako je za nastajaçe para proton – an-
tiproton potreban foton åija je energija bar 2 GeV.

Proces suprotan stvaraçu para åestica – antiåestica predstavÿa uzajamno po-
niãtavaçe (anihilaciju) åestice i antiåestice. Parovi åestica – antiåestica uzajamno se
poniãtavaju uz nastajaçe viãe fotona ili mezona. Kod para elektron – pozitron pret-
postavÿa se da kratko vreme postoji kvazistabilan sistem (zbog privlaåeça pozi-
tivnog i negativnog naelektrisaça) koji je nazvan pozitronijum atom. Istraæivaça
ovog sistema pokazala su da bi pozitronijum atom mogao da postoji u dva staça:
singuletnom 1S0, u kojem su spinovi elektrona i pozitrona antiparalelni, i u triplet-
nom 3S1, u kojem su spinovi paralelni. Pozitronijum atom u singuletnom staçu na-
ziva se i para - pozitronijum i ima vrlo kratko trajaçe od  Pozitronijum
atom u tripletnom staçu zove se orto-pozitronijum i znatno duæe æivi, 
Zbog zakona o odræaçu spina u procesu anihilacije para - pozitronijuma nastaju dva
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fotona sa energijom mec2 koji se emituju u suprotnim smerovima. Anihilacijom
orto-pozitronijuma nastaju tri fotona izmeœu kojih se energija od 1,2 MeV deli na
proizvoÿan naåin. U principu, anihilacijom orto-pozitronijuma mogao bi da nastane
samo jedan foton sa odgovarajuñim spinom. Ovo se i deãava ali u znatno maçoj
meri. Razlog je u tome ãto u blizini mora da se nalazi neka (teæa) åestica koja bi
preuzela preostali impuls.

11.4.4 Teorija pozitrona

Ãredingerova jednaåina:

(11.4.16)

ispravno opisuje evoluciju (promenu s vremenom) sistema koji se kreñu brzinama
znatno maçim od brzine svetlosti,  Za opisivaçe sistema koji se kreñu brzi-
nama bliskim brzinama svetlosti ovakva jednaåina je neprimenÿiva. Drugi nedosta-
tak Ãredingerove jednaåine jeste ãto ona ne uzima u obzir spin åestica. Oba ova
nedostatka mogu da se otklone uvoœeçem Dirakove jednaåine koja predstavÿa uo-
pãtavaçe Ãredingerove jednaåine pri relativistiåkim brzinama. U ovom delu prika-
zujemo osnovne ideje Dirakove teorije jednog elektrona.

Relativistiåki izraz za energiju åestice åija je masa mirovaça m0, naelektri-
saçe -e, impuls  i na koju deluju skalarni potencijal  i vektorski potencijal  je:

(11.4.17)

Skalarni i vektorski potencijali povezani su s jaåinama elektriånog i magnetnog
poÿa,  i , redom pomoñu jednaåina:

. (11.4.18)

Prirodno je da se oåekuje da ispravan relativistiåki oblik Ãredingerove jednaåine
moæe da se dobije uvrãtavaçem u jednaåinu (11.4.16) kvantnomehaniåkog opera-
tora  On se dobija na osnovu principa korespondencije iz izraza za energiju
(11.4.17), kada se impuls   u jednaåini (11.4.17) zameni odgovarajuñim operato-
rom (impulsa) -iñ∇, a energija zameni sa 

(11.4.19)

Izraz (11.4.19) ima, meœutim, dva bitna nedostatka. Prvi je taj ãto simetrija izmeœu
prostornih koordinata i vremena (odnosno izvoda po çima,  redom) nije
izraæena onako kako treba da bude u ispravnim relativistiåkim jednaåinama. U rela-
tivistiåkoj teoriji, koordinate x, y i z i vreme t (pomnoæeno brzinom svetlosti) uza-
jamno su povezani i åine nerazdojnu celinu – ove åetiri veliåine predstavÿaju kom-
ponente vektora poloæaja åestice u prostoru i vremenu. Drugi nedostatak jednaåine
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(11.4.19) jeste kvadratni koren zbog kojeg ova jednaåina praktiåno ne moæe da se
reãi. Ovaj problem moæe da se otkloni ako se umesto od (11.4.17) poœe od izraza:

(11.4.20)

ãto primeçivaçem principa korespondencije,  vodi do tzv.
Klajn-Gordonove jednaåine:

(11.4.21)

Reãavaçem Klajn-Gordonove jednaåine dobijaju se, u principu, ispravne energije i
talasne funkcije åestica sa spinom jednakim nuli. Meœutim, diferencijalna jednaåina
(11.4.21) je drugog reda po vremenu, pa da bi pomoñu çe moglo da se predvidi
staçe sistema u nekom trenutku vremena t, potrebno je da se zna ne samo staçe si-
stema (talasna funkcija Ψ) u poåetnom trenutku vremena t0, veñ i vrednosti

Pri izvoœeçu relativistiåke jednaåine koja je po çemu i dobila ime, P. A. M.
Dirak je poãao od dve pretpostavke:

a) da jednaåina koja opisuje evoluciju sistema treba da bude prvog reda po
vremenu (kao ãto je i nerelativistiåka Ãredingerova jednaåina),

b) da u ispravnoj relativistiåkoj jednaåini, prostorne koordinate åestice i
vreme treba da se pojave u potpuno simetriånom (ekvivalentnom) obliku. Jednaåina
kretaça koja zadovoÿava oba ova uslova ima oblik:

(11.4.22)

pri åemu su  i β neki parametri. Karakter ovih parametara Dirak je odredio sle-

deñim rasuœivaçem. U odsustvu poÿa  sve relativistiåke jednaåine
kretaça moraju da budu invarijantne u odnosu na Lorencove transformacije, tj. ne
smeju da zavise od toga u kojem inercijalnom sistemu se definiãu. Posledica toga je
da parametri  i β ne smeju da zavise od prostornih koordinata i vremena, dakle
mogu da deluju samo na spinske koordinate åestica. Drugo, ovi parametri treba da
budu izabrani tako, da reãeça Dirakove jednaåine za pojedine spinske komponente,
zadovoÿavaju i Klajn-Gordonovu jednaåinu. Pokazalo se da su ovi uslovi ispuçeni
samo ako su  i β matrice dimenzija 4 × 4 izmeœu kojih postoje odreœene relacije.

Dirakova jednaåina (11.4.22) za elektron predstavÿa, dakle, sistem od åetiri
jednaåine åijim se reãavaçem dobijaju åetiri talasne funkcije Ψ. Za slobodni elek-
tron dve od çih odgovaraju svojstvenoj vrednosti energije:

(11.4.23)
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a druge dve energiji:

(11.4.24)

Prema tumaåeçu koje je dao sam Dirak, reãeça s negativnim svojstvenim
vrednostima energije dovode se u vezu sa kretaçem åestice pozitrona åija je masa
jednaka masi elektrona, a naelektrisaçe jednako ali suprotno po znaku naelektri-
saçu elektrona. Tako je postavio teoriju pozitrona.

Podrazumeva se da su gotovo sva staça negativne energije popuçena elektro-
nima i to u skladu s Paulijevim principom iskÿuåeça, a to znaåi po jedan elektron u
svakom staçu. Pod posebnim uslovima moæe da se dogodi da neko od staça nega-
tivne energije ostane nezaposednuto, pa nastaje “ãupÿina” u staçima negativne
energije. Ove ãupÿine u staçima negativne energije su, prema Dirakovom tu-
maåeçu, pozitroni.

U skladu s ovim, idealni vakuum bio bi prostor u kojem su sva staça pozi-
tivne energije slobodna, a sva staça negativne energije zauzeta, pa bi Maksvelova
jednaåina imala oblik:

gde je  jaåina elektriånog poÿa. U svim drugim sluåajevima Maksvelova jed-
naåina ima oblik:

gde je ρ gustina naelektrisaça. Svako zaposednuto
staçe pozitivne energije doprinosi ukupnom na-
elektrisaçu sa -e, a svaka ãupÿina u staçu negativne
energije doprinosi sa +e. Moæe da se dogodi da
elektron iz staça pozitivne energije preœe u slo-
bodno staçe (ãupÿinu) negativne energije. U tom
sluåaju i elektron i pozitron iãåezavaju istovremeno
uz nastajaçe elektromagnetnog zraåeça. Obrnuti
proces je, takoœe, moguñ i predstavÿa “izbacivaçe”
elektrona iz staça negativne energije pod uticajem
γ-kvanta velike energije. Kao posledica ovog uza-
jamnog dejstva nastaju elektron u staçu pozitivne
energije i “ãupÿina” u staçu negativne energije,
dakle, par elektron-pozitron. Energija γ-kvanta mora
da iznosi bar 1,02 MeV (2mec2). Slika 11.4.4 pred-
stavÿa prikaz Dirakove teorije pozitrona.

Sam Dirak u jednom predavaçu na ovu temu kaæe: “Ako kao zakon prirode
prihvatimo glediãte o potpunoj simetriji izmeœu pozitivnog i negativnog naelektri-
saça moramo, tim pre, smatrati viãe kao sluåaj ãto na Zemÿi (a verovatno i u celom
Sunåevom sistemu) preovlaœuju elektroni i pozitivni protoni. Sasvim je moguñe da je
na nekim zvezdama obrnuto, i da su te zvezde sagraœene od pozitrona i negativnih
protona. Stvarno moæe biti da je po polovina zvezda od svake vrste. Obe vrste zvezda
imale bi iste spektre, i ne bi bilo naåina da se razlikuju sadaãçim astronomskim me-
todama”.
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11.4.5 Mesbauerov efekt

DODATAK 11.4

D-11.4.1 Uzmak jezgra pri radioaktivnom raspadu

Odræaçe energije i impulsa kao univerzalni zakoni vaæe i prilikom raspada radioak-
tivnog jezgra. To znaåi da su energija i moment impulsa jezgra pre raspada jednaki energiji i
momentu impulsa svih åestica nastalih u toku raspada:

(D–11.4.1)

(D–11.4.2)

Za vreme raspada jezgro emituje jednu ili viãe åestica pa se energija raspada raspodeÿuje iz-
meœu novonastalih åestica. Oåigledno je da ñe deo energije raspada dobiti i jezgro potomak u
obliku kinetiåke energije i ta pojava naziva se uzmak jezgra.

Posmatrañemo raspad jezgra åija je masa pre raspada M* i brzina  Energija
raspada je Er, a energija γ-fotona je Eγ=hv. Kako se deo energije troãi na uzmak jezgra,

 Pre raspada impuls jezgra bio je jednak nuli. Posle raspada masa jezgra je

M(M < M*), a brzina  tako da iz zakona o odræaçu energije sledi:

(D–11.4.3)

Poãto je impuls jezgra pre emisije γ-kvanta bio jednak nuli, na osnovu zakona o
odræaçu impulsa sledi:

(D–11.4.4)

a kako se jezgro i γ-kvant posle emisije kreñu u suprotnim smerovima:

. (D–11.4.5)

Intezitet impulsa jezgra posle γ-raspada je pj = Mυ, a impuls fotona je prema (D–7.3.7):

Na osnovu jednakosti (D–11.4.5) sledi da je brzina jezgra υ:

(D–11.4.6)

Energija uzmaka, Euz je, prema tome:

(D–11.4.7)
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D-11.4.2 Doplerov efekt

Doplerov efekt je pojava promene frekvencije emitovanih talasa usled relativnog kre-
taça çihovog izvora u odnosu na detektor (posmatraåa).

Razmatrañemo, ponovo, emisiju γ-fotona, ovog puta iz jezgra koje pre raspada ima
brzinu  Tada je impuls jezgra pre raspada:

(D–11.4.8)

Ovde je masa pobuœenog jezgra M* predstavÿena kao zbir mase jezgra u osnovnom staçu i
mase fotona. To ne znaåi da foton u jezgru postoji kao åestica nego samo da ñe se deo mase
pobuœenog jezgra pretvoriti u energiju fotona koja je ovde formalno izraæena preko çegove
(relativistiåke) mase.

Ako se γ-foton emituje pod uglom θ u odnosu na pravac kretaça jezgra, Slika D–
11.4.1, onda je komponenta impulsa u pravcu koji je definisan tim uglom:

(D–11.4.9)

Impuls γ-fotona emitovanog iz jezgra u pokretu jednak je zbiru impulsa koji bi foton imao
da je jezgro pri emisiji mirovalo i impulsu fotona “dok je bio u jezgru”  iz jednaåine
(D–11.4.9):

(D–11.4.10)

Odavde se, neposredno, dobija relativna promena impulsa fotona usled kretaça izvora:

(D–11.4.11)

Ako se masa mγ izrazi preko impulsa fotona, jednaåina (D–11.4.5), dobija se:

(D–11.4.12)

pa je:

(D–11.4.13)

Doplerov efekt, tj. promena frekvencije emitovanog γ-zraåeça (fotona) usled kretaça izvora
dobija se izraæavaçem impulsa p preko energije E odnosno frekvencije:

(D–11.4.14)

Kada se jezgro kreñe u smeru emisije fotona, θ = 0, cosθ = 1:

(D–11.4.15)
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Doplerov efekt ima veliki znaåaj u spek-
troskopiji. Frekvencija zraåeça koju emituju
atomi ili molekuli zavisi od brzine çihovog kre-
taça u pravcu emisije svetlosti. Pri usmerenom
kretaçu centara emisije (npr. atomi u zvezdama,
maglinama i u drugim nebeskim telima) dolazi
do pomeraça poloæaja spektralnih linija, ãto se
koristi za mereçe brzine nebeskih tela. Ha-
otiåno, termalno kretaçe atoma i molekula koji
zraåe dovodi do ãireça çihovih spektralnih li-
nija, na osnovu åega moæe da se odredi raspo-
dela çihovih brzina i åitav niz drugih fiziåkohe-
mijskih podataka.

D-11.4.3 Ãirina spektralnih linija

Na ãirinu sprektralne linije, pored Doplerovog efekta, utiåe i vreme æivota pobuœenih
staça, τ. Elektromagnetni talas (fotoni) emituje se iz nekog sistema kada sistem iz po-
buœenog staça prelazi u staçe niæe energije. Do prelaza u niæe staçe dolazi usled spontane
teæçe sistema da postigne staçe minimalne energije. Sistem spontano, bez ikakvog spoÿçeg
uticaja, prelazi iz pobuœenog u staçe niæe energije. Stabilnost pobuœenog staça moæe da se
opiãe çegovim sredçim vremenom æivota kao ãto se, na isti naåin, nestabilno (radioaktivno
jezgro) opisuje sredçim vremenom æivota. Prema Hajzenbergovoj relaciji neodreœenosti,
stabilnost energijskog staça (taånije sredçe vreme æivota, τ), i neodreœenost tog staça ∆E,
povezani su izrazom: 

(D-11.4.16)

odnosno:

. (D-11.4.17)

Iz jednaåine (D-11.4.17) oåigledno je da skrañivaçem æivota pobuœenog staça dolazi do po-
rasta neodreœenosti çegove energije. To znaåi da zraåeçe emitovano pri prelasku atoma ili
molekula iz jednog takvog, nestabilnog pobuœenog staça nema strogo definisanu frekvenciju
nego postoji raspodela frekvencija u ãirem ili u uæem podruåju, tj. spektralna linija ima ko-
naånu ãirinu. Ako se umesto ∆E u (D-11.4.16) zameni h∆ν (E = h∆ν) dobija se:

. (D-11.4.18)

Znaåi, ãirina spektralne linije, ∆ν (ili G u jedinicama energije) obrnuto je proporcionalna vre-
menu æivota pobuœenog staça. (Podrazumeva se da je vreme æivota osnovnog staça, mnogo,
mnogo duæe.)

U optici je dobro poznata pojava rezonantne apsorpcije svetlosti. Atom ili
molekul, koji se nalaze u pobuœenom staçu (n), pri prelasku iz viãeg staça n u niæe
staçe m emituju foton. Isti takav atom ili molekul, koji je veñ u niæem staçu (m),
apsorbuje takav foton i posle apsorpcije prelazi u odgovarajuñe viãe staçe, n. U
principu, pojava rezonantne apsorpcije trebalo bi da se opazi i kod emisije i apsorp-
cije γ-zraka, tj. kod γ-radioaktivnih jezgara. Drugo jezgro, koje se nalazi u os-
novnom staçu moglo bi da apsorbuje takav γ-foton koji je emitovan iz pobuœenog
jezgra. Meœutim, pod normalnim uslovima rezonantna apsorpcija γ-fotona se ne
opaæa, ãto je neposredna posledica uzmaka jezgra do kojeg dolazi prilikom γ-ra-
spada. Deo energije prelaza, ER, troãi se na uzmak jezgra, tako da je ER > Eγ odnosno
saglasno jednaåini (D-11.4.3):

Slika D-11.4.1 Na emitovani γ-foton pre-
nosi se komponenta impulsa paralelna sa im-
pulsom fotona.
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. (11.4.25a)

Na potpuno isti naåin kao kod emisije fotona i prilikom apsorpcije fotona dolazi do
uzmaka jezgra. Stoga foton, koji bi mogao da bude apsorbovan jezgrom iste vrste,
mora da ima energiju veñu od energije prelaza, ER:

(11.4.25b)

ãto je ãematski prikazano na Slici 11.4.5. U realnom sluåaju, vreme æivota po-
buœenog staça, τ, je konaåno, pa saglasno izrazu (D-11.4.17) energija apsorbo-
vanog ili emitovanog fotona nije taåno odreœena veñ se proteæe u intervalu G:

. (11.4.26)

Do rezonantne apsorpcije dolazi ako se energije emitovanog i apsorbovanog fotona
bar delimiåno poklapaju. Uslov za rezonantnu apsorpciju dobija se uporeœivaçem
energije uzmaka sa ãirinom spektralne linije. Sa Slike 11.4.5 oåigledno je to da do
rezonantne apsorpcije dolazi samo ako je pomak energije fotona (energija uzmaka),
∆E, maçi od ãirine nivoa pobuœenog staça, G:

. (11.4.27)

Za optiåke rezonantne prelaze ovaj uslov je uvek ispuçen, poãto je energija prelaza
relativno mala (ER ∼ 10 eV), pa je, saglasno jednaåini (D-11.4.7), i energija uzmaka
mala - praktiåno zanemarÿiva u odnosu na prirodnu ãirinu linije. Meœutim, za γ-zra-
åeçe ER je veliko (ER ∼ 1 MeV) i poãto energija uzmaka zavisi od kvadrata energije
fotona, velika je i energija uzmaka, ∆E. Pored toga, pobuœena nuklearna staça su
relativno stabilna. Zbog toga je G << ∆E, ãto protivreåi rezonantnom uslovu
(11.4.27), pa je i rezonantna apsorpcija praktiåno nemoguña. Jedina moguñnost da
ipak doœe do rezonantne apsorpcije γ-zraåeça jeste da se jezgra kreñu haotiåno veli-
kim brzinama. Tada Doplerovo ãireçe spektralnih linija moæe da dovede do deli-
miånog preklapaça emisione i apsorpcione spektralne linije, tj. do ispuçeça uslova
(11.4.27), Slika 11.4.5 b.

Eγ ER Euz–=

Eγ ER Euz+=

Γ
h

τ
---=

∆E Γ<

Slika 11.4.5 Emisija i apsorpcija γ-fo-
tona. Usled uzmaka jezgra, energija γ-fo-
tona maça je od energije prelaza ER, a
energija fotona koju jezgro iste vrste moæe
da apsorbuje mora da bude veña (takoœe
zbog uzmaka) od energije prelaza, ER: a)
idealni sluåaj kada je vreme æivota po-
buœenog staça beskonaåno. Emisiona i
apsorpciona spektralna linija γ-zraåeça su
beskonaåno uske; b) realni sluåaj. Vreme
æivota pobuœenog staça je konaåno, pa
otuda i emisiona i apsorpciona spektralna
linija γ-zraåeça imaju konaåne ãirine.

a)

b)
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Nemaåki fiziåar Rudolf Mesbauer 1958. godine predloæio je naåin da se re-
zonantna apsorpcija γ-zraåeça ipak ostvari. Kao emiteri i apsorberi uzimaju se,
umesto slobodnih jezgara, jezgra åvrsto vezana u kristalnu reãetku. Åak i tada,
najveñi broj jezgara uzmiåe, kako pri emisiji tako i pri apsorpciji fotona. Meœutim,
pod pogodnim uslovima moguñe je postiñi da se impuls uzmaka prenese na kristal
kao celinu, taånije na makroskopsku grupu atoma (kojih moæe da bude do 108), a ne
na pojedinaåno jezgro. Tada u jednaåini (D-11.4.7) masa M postaje ogromna, pa je i
prenoãeçe energije uzmakom neznatno. Naravno, atomi u kristalnoj reãetki mogu
da se nalaze u razliåitim (kvantovanim) oscilatornim staçima koja mogu da se po-
bude energijom uzmaka, pod uslovom da je ona veña od oscilatornog kvanta. Tada
masa M, u imeniocu izraza za energiju uzmaka, odgovara masi pojedinaånog atoma
u kristalnoj reãetki. Pobuœivaçe oscilatornih nivoa atoma kristalne reãetke smaçuje
verovatnoñu rezonantne apsorpcije γ-zraåeça. Mesbauer je eksperimentalnim i teo-
rijskim putem ispitao i odredio uslove pod kojima se γ-prelazi deãavaju uz mini-
malnu energiju uzmaka. Jedan takav bitan uslov ima oblik:

; (11.4.28)

pri åemu je k Bolcmanova konstanta, a νm frekvencija kojom osciluje najveñi broj
atoma kristalne reãetke na datoj temperaturi T. Ovaj uslov ograniåava opaæaçe rezo-
nantne apsorpcije na γ-kvante relativno niske energije i to od oko 150 keV. Kada je
energija uzmaka (M u imeniocu izraza za energiju uzmaka predstavÿa masu atoma)
mala u poreœeçu sa kθ pobuœivaçe oscilatornih staça atoma reãetke ne deãava se pri
emisiji γ-kvanta. Kristal kao celina uzmiåe, zbog åega je ovakva energija uzmaka mi-
nimalna i moguña je rezonantna apsorpcija i na sobnim temperaturama. Kada je ener-
gija uzmaka uporediva sa kθ, sniæavaçem temperature mogu da se postignu uslovi za
sniæavaçe verovatnoñe pobuœivaça oscilatornih staça atoma kristalne reãetke.

Na Slici 11.4.6 prikazana je ãema
Mesbauerovog ogleda kojim je potvrœena
ispravnost objaãçeça efekta rezonantne
apsorpcije. Kao izvor γ-zraåeça koriãñen
je Ir sa energijom od 129 keV. Na Slici
11.4.6, I je izvor γ-zraåeça, A je apsorber
(isti izotop iridijuma ali u osnovnom
staçu) i D detektor γ-zraåeça. Izvor i ap-
sorber nalaze se u kriostatima K1 i K2 na
temperaturi od 87 K. Okretaçem kriostata
K, izvoru moæe da se saopãti brzina ± υ. U
ogledu je merena zavisnost broja registro-
vanih γ-fotona od brzine kretaça izvora.
Odgovarajuña eksperimentalna kriva pri-
kazana je na Slici 11.4.7. Na apscisu je naneta relativna brzina izvora u odnosu na
apsorber, i odgovarajuña promena energije fotona zbog Doplerovog efekta, jed-
naåina (D-11.4.15):

. (D-11.4.29)
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Slika 11.4.6 Mesbauerov ogled. Izvor, I i
apsorber, A nalaze se u kriostatima K1 i K2, re-
dom. Izvoru moæe da se saopãti brzina ± υ. De-
tektor D detektuje neapsorbovane fotone.
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Na ordinatu je nanet intenzitet γ-zraåeça koje je proãlo kroz apsorber. Pri nultoj
brzini, poloæaji emisione i apsorpcione linije se poklapaju i opaæa se intenzivna re-
zonantna apsorpcija. Meœutim, pri brzinama od nekoliko santimetara u sekundi, ãto
odgovara promeni energije od ∆E ∼ 10-5 eV, rezonancija je potpuno naruãena i do ap-
sorpcije praktiåno ne dolazi.

Mesbauerov efekt je jedinstven poãto omoguñava mereçe izvanredno malih
energijskih razlika. Odnos G/E predstavÿa meru taånosti metode i za Ir191 iznosi 4 ×
10-11. U drugim sluåajevima ovaj odnos je reda veliåine 10-15 - 10-17 (ãto bi odgovaralo
mereçu rastojaça od Zemÿe do Meseca sa taånoãñu od nekoliko nanometara).

Ovo je omoguñilo da se izmeri “crveni” pomak koji je predskazao Ajnãtajn
opãtom teorijom relativnosti. Suãtina efekta sastoji se u tome da se promenom gravi-
tacionog potencijala meça i frekvencija emitovanog zraåeça. Ovo je lako razumeti
kada se energija fotona izrazi preko çegove efektivne mase:

. (11.4.30)

Ako se foton kreñe vertikalno naviãe u Zemÿinom gravitacionom poÿu, tada se pri
promeni visine za iznos H, çegova energija promeni za iznos ∆E:

(11.4.31)

kao i za materijalno telo s masom mirovaça m. Deÿeçem jednaåina (11.4.30) i
(11.4.31) uz E = hν, dobija se izraz za “crveni” pomak:

E mc
2

=

∆E mgH=

Slika 11.4.7 Mesbauerov spektar iridijuma. Poãto su emiter i apsorber γ-fotona u
kriostatu, energija uzmaka je zanemarÿivo mala, pa se rezonantna apsorpcija deãava i
bez relativnog kretaça izvora i apsorbera.
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. (11.4.32)

Pri H = 30 m, izraz (11.4.32) ima vrednost 3 × 10-15 i moæe da se taåno izmeri Mes-
bauerovim efektom. Izvedeni eksperimenti (izvor na 30 m iznad apsorbera, tako da se
γ-fotoni kreñu nasuprot gravitacionom poÿu) u potpunosti su potvrdili vaÿanost iz-
raza (11.4.32).

Anri Bekerel (Antoine Henry Becquerel, 1852–1908), potiåe iz
porodice nauånika. Çegov otac, Aleksandar Bekerel, prouåavao
je fluorescenciju i fosforescenciju, kao i uticaj Sunåeve svetlosti
na ove fenomene, dok se çegov deda (Antoine Cesar) bavio
elektrohemijom i izumeo elektrolitiåki metod za ekstrakciju me-
tala iz ruda. Anri Bekerel je uz oca zavoleo nauku i od çega nas-
ledio minerale i kristale koje je çegov otac prouåavao. Tako je
Anri Bekerel i otkrio, ispitujuñi eventualnu fluorescenciju urano-
vih soli, da uranova jediçeça spontano, bez ikakvog spoÿaãçeg
uticaja, emituju zraåeçe koje deluje na fotoploåu. Za ovo otkriñe,
1903. godine, zajedno sa M. i P. Kiri, nagraœen je Nobelovom na-
gradom za fiziku.

Marija Kiri (Marie Sklodowska-Curie, 1867–1934), roœena je
u Varãavi u Poÿskoj. Sa dvadeset i åetiri godine ostvaruje svoju
veliku æeÿu i odlazi u Pariz da studira fiziku i matematiku na
åuvenoj Sorboni. Studije zavrãava za tri godine, udaje se za fi-
ziåara Pjera Kirija (Pierre Curie, 1859–1906), a u okviru teme
za doktorat odluåuje se da ispita uzrok pojave misterioznog
zraåeça koji je otkrio Anri Bekerel. Zajedno sa muæem Pjerom
ispituje intenzitet zraåeça (aktivnost) razliåitih uranijumovih
jediçeça na osnovu çihove jonizujuñe sposobnosti, pomoñu
jednostavnih elektrometara. Utvrœuju da neke rude urana, npr.
pehblenda, mnogo intenzivnije zraåe, pa veñ u junu 1898. obja-
vÿuju da imaju jake razloge da veruju da ruda pehblenda sadræi
do tada nepoznati metal, osobina sliånih bizmutu, koji veoma
intenzivno zraåi i predlaæu da se on nazove polonijum “po
imenu domovine jednoga od nas”. Decembra 1898. objavÿuju
otkriñe joã jednog do tada nepoznatog elementa velike ak-
tivnosti, po osobinama sliånog barijumu a koga takoœe sadræi

pehblenda. Predlaæu da se ovaj novi element nazove radijum. Godine 1903. M. Kiri, P. Kiri i
A. Bekerel dobijaju Nobelovu nagradu za fiziku za zajedniåki rad na ispitivaçu pojave
zraåeça koju je otkrio profesor Bekerel. Godine 1911. M. Kiri dobija Nobelovu nagradu za
hemiju za svoje zasluge za unapreœeçe hemije otkriñem elemenata radijuma i polonijuma, za
utvrœivaçe prirode radijuma i çegovo izolovaçe u metalnom staçu, i za istraæivaçe je-
diçeça toga znaåajnog elementa. 

Marija Kiri ñe ostati upamñena i kao prva æena profesor na Sorboni (postala je profesor
1908. godine) i prva æena ãef katedre za fiziku. Godine 1914. osnovañe i Institut za radijum u
Parizu.

Pjer Kiri (Pierre Curie, 1859–1906), roœen je u Parizu. Studirao je fiziku na Sorboni, a 1900.
postao je i profesor na tom åuvenom univerzitetu. Rano je poåeo da se bavi kristalografijom i
zajedno sa bratom Æakom (Jacques Curie) otkrio je piezoelektriåni efekt. Kasnije je svojim
radovima unapredio teoriju simetrije a prouåavao je i magnetizam supstancija. Pokazao je da
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se magnetne osobine nekih supstancija meçaju na odreœenoj temperaturi. Ta temperatura se
po P. Kiriju danas naziva Kirijeva taåka. Bio je vrlo veãt eksperimentator. Konstruisao je so-
fisticirane instrumente ili delove instrumenata, osetÿive elektrometre, ureœaje na bazi piezo-
elektriciteta. Sa Marijom Kiri otkriñe kasnje poreklo radioaktivnosti i nove elemente – polo-
nijum i radijum. Zajedno sa Anri Bekerelom i Marijom Kiri dobio je, 1903. godine, Nobelovu
nagradu za fiziku.

Pol Adrijen Moris Dirak (Paul Adrien Maurice Dirac, 1902–
1984), roœen je u Bristolu, gde je studirao, a diplomirao 1926. go-
dine na Kembriõu. Od 1932. do 1969. godine bio je profesor na
Kembriõu. Dirak je znaåajno doprineo razvoju kvantne me-
hanike proãirujuñi je u domen relativistiåkih efekata, pa je tako,
1928. godine, predskazao postojaçe pozitrona. Godine 1933. do-
bio je sa E. Ãredingerom Nobelovu nagradu za fiziku za otkriñe
novih produktivih oblika atomske teorije.

Enriko Fermi (Enrico Fermi, 1901–1954), roœen je u Rimu, a bio
je profesor u Firenci i Rimu pre nego ãto je emigrirao u SAD
1939. godine. Bio je profesor na Kolumbija univerzitetu u Çu-
jorku i na Univerzitetu u Åikagu. Formulisao je kvantnu statistiku,
koja je po çemu dobila ime (Fermijeva statistika). Godine 1938.
dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za otkriñe novih radioaktiv-
nih elemenata stvorenih neutronskim ozraåivaçem, i za pronala-
zak nuklearnih reakcija izazvanih sporim neutronima. Za vreme II
svetskog rata bio je ukÿuåen u projekt iskoriãñeça atomske ener-
gije i pod çegovim rukovodstvom izvedna je prva kontrolisana
lanåana reakcija u Åikagu 2. 12. 1942.

Rudolf Ludvig Mesbauer (Rudolf Ludwig Mössbauer), roœen je
1929. u Minhenu, gde je zavrãio sredçu ãkolu, kao i studije na
Tehniåkom univerzitetu, 1954. godine. Od 1955. do 1957. radi na
doktorskoj tezi izvodeñi seriju eksperimenata u Institutu za fiziku
Maks Plankovog Instituta za medicinska istraæivaça u Hajdel-
bergu. Tada izvodi i prve eksperimente u kojima nastaje rezo-
nantna apsorpcija gama-zraåeça kod atoma vezanih u kristalnu
reãetku a ovaj fenomen Mesbauer objaãçava i teorijski. Ostva-
reçem rezonantne apsorpcije gama-zraåeça otvara se put za
odreœivaçe vaænih osobina åvrstih tela i finih efekata u çima.
Mesbauer 1961. godine, sa R. Hofstadterom, dobija Nobelovu na-
gradu za fiziku za istraæivaça rezonantne apsorpcije gama-zra-
åeça. Otada i taj efekt nosi çegovo ime.



12. SUBATOMSKE ÅESTICE

“Da sam hteo da pamtim imena svih åestica bio bih botaniåar.”

Enriko Fermi

Pored elektrona, protona i neutrona kao (materijalnih) åestica i fotona kao os-
novnog kvanta energije, u proteklih sto godina otkriveno je na stotine drugih åestica.
Dugo se verovalo da su nove åestice elementarne, tj. da se ne mogu razloæiti na
prostije sastojke, ali se vremenom pokazalo da je najveñi broj åestica sloæen. Uprkos
tome, naziv elementarne åestice zadræao se, sada u novom, proãirenom znaåeçu.
Isto tako, drugi uobiåajeni naziv, subatomske åestice, izveden iz åiçenice da su
nove åestice maçe od atoma, strogo uzevãi, nije ispravan, jer mase nekih åestica
viãestruko prevazilaze mase lakãih hemijskih elemenata. Nazivi elementarne ili su-
batomske åestice zadræali su se do danaãçih dana kao sinonimi za åestice bez obzira
na çihovu sloæenost i masu.

12.1 ISTORIJSKI OSVRT

Elektron je prva elementarna åestica otkrivena pre viãe od 100 godina. Kako
je veñ detaÿno opisano u drugom poglavÿu, Õ. Õ. Tomson je 1897. godine u eks-
perimentima sa katodnim zracima odredio naelektrisaçe i masu elektrona. Usledila
su, zatim, otkriña α-åestice (Raderford, 1899), protona (Radarford, 1919), i neut-
rona (Åedvik, 1931). Tako su poåetkom tridesetih godina bili poznati osnovni sas-
tojci materije, elektroni, protoni i neutroni. Meœutim, mnoga pitaça su i daÿe ostala
bez odgovora: kakva je priroda jakih sila koje dræe nukleone u jezgru? Kako to da je
spektar elektrona prilikom β-raspada kontinualan? Postoje li antiåestice koje pred-
viœa Dirakova teorija? Svaka od ovih misterija na kraju je razreãena otkriñem joã
jedne nove åestice.

Da bi objasnio kontinualni spektar elektrona pri β-raspadu Pauli je pretposta-
vio postojaçe neutralne åestice, neutrina, koja je ubrzo i eksperimentalno otkrivena.
Anderson otkriva pozitron veñ 1932. godine, a otprilike u isto vreme Jukava pred-
viœa postojaçe nove åestice, piona, kao prenosioca sile meœu nukleonima u jezgru.
Zaista, 1937. godine u kosmiåkim zracima pronaœena je åestica s osobinama koje je
predvideo Jukava, ali se nakon deset godina ispostavilo da je ta nova åestica mion.
Jukavin pion eksperimentalno je otkriven tek 1947. godine.
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Posle pronalaska piona usledila su otkriña mezona K+, π0, K0, kao i hiperona
Λ0. Razvoj akceleratora u ranim pedesetim godinama doveo je do “populacione
eksplozije” åestica. U to doba pronaœeni su barioni ∆, Σ±, -, Σ0, 0, kao i antipro-
ton i antineutron... U ranim ãezdesetim godinama otkriveno je joã mnoãtvo mezona
( ) uz joã viãe bariona. Do danas je eksperimentalno
opaæeno preko 150 åestica.

Takvo mnoãtvo åestica predstavÿalo je pravu moru za istraæivaåe (vest o ot-
kriñu mezona Rabi je prokomentarisao pitaçem “Ko je to poruåio?”) ãto je pod-
staklo potragu za dubÿom vezom meœu çima. Kao kruna tih napora pojavio se mo-
del kvarka (koji su nezavisno predloæili Gel-Man i Cvajg, 1964. godine) na kojem se
zasniva “standardni model”. Standardni model je u saglasnosti sa svim do sada izve-
denim eksperimentima.

Opaæene åestice mogu se svrstati u dve osnovne klase – materijalne åestice i
bozone poÿa. Materijalne åestice, se dele na leptone, mezone i barione, Tabela
12.1.1.

Tabela 12.1.1 Familije åestica

Leptoni su åestice sliåne elektronu, imaju spin 1/2 i ne podleæu delovaçu jake
sile. Postoje tri naelektrisana leptona, elektron, mion i tau lepton i tri odgovarajuña
neutralna leptona–neutrina, elektronski, mionski i tau neutrino.

Mezoni i barioni (zajedniåko ime–hadroni) uåestvuju u jakim interakcijama.
Meœusobno se razlikuju po tome ãto mezoni imaju celobrojni spinski kvantni broj
(0, 1, ...) dok je spinski kvantni broj bariona poluceo (1/2, 3/2, ...). Najpoznatiji ba-
rioni su  proton  i neutron; svi ostali barioni su kratkoæiveñi. Najpoznatiji mezon je
pion (π-mezon); çegovo sredçe vreme æivota je 2,6 × 10−8s, dok se svi ostali me-
zoni raspadaju znatno bræe.

Najveñi broj detektovanih åestica (preko 150) su hadroni (mezoni i barioni).
Situaciju pre formulacije standardnog modela najboÿe odslikava Fermijev stav citi-
ran u podnaslovu ovog poglavÿa. Standardnim modelom je u velikoj meri
razjaãçena situacija. Prema tom medelu, hadroni se sastoje od kvarkova, åestica sa
spinskim kvantnim brojem 1/2. U sastav mezona ulaze kvark i antikvark, dok su ba-
rioni sastavÿeni od tri kvarka. Prema standardnom modelu postoji samo 12 elemen-
tarnih åestica koje su svrstane u tri “generacije”, Tabela 12.1.2. Prvu generaciju åine
u-kvark, d-kvark, elektron i elektronski neutrino. Ove åestice saåiçavaju celokupnu
materiju koja nas okruæuje. Drugu generaciju åine c-kvark, s-kvark, mion i mionski
neutrinom, a treñu, t-kvark, b-kvark, tauon i tau neutrino. Svaka od 12 elementarnih
åestica ima odgovarajuñu antiåesticu.

Prema kvantnoj teoriji poÿa, åestice intereaguju razmenom bozona poÿa, koji
su, takoœe, åestice. Najpoznatiji bozon poÿa je foton koji je nosilac elektromagnetne
interakcije. Postoji joã i osam gluona pomoñu kojih se ostvaruje jaka interakcija, dok

Familija Struktura Interakcije Spin Primeri

Leptoni Osnovna Slaba, el. mag. (EM) Poluceo e,ν

Mezoni

Barioni}
Sloæena Slaba, EM, jaka Celobrojni π,Κ

 Hadroni Sloæena Slaba, EM, jaka Poluceo p, n

Bozoni poÿa Osnovna Slaba, EM, jaka Celobrojni γ,W,Z

Ξ Ξ

ρ ω η K∗ φ f a2 i η′, , , , , , ,
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slabu interakciju prenose bozoni poÿa W+, W- i Z0. Relativni odnosi meœu åesticama
prikazani su u Tabeli 12.1.2.

Tabela 12.1.2 Osnovne osobine i veza meœu åesticama po standardnom modelu

12.2 OSNOVNE SILE

Da bi se razumele osobine åestica, treba znati sile koje deluju meœu çima.
Sve poznate interakcije mogu se opisati preko delovaça åetiri osnovne sile: gravi-
tacione, nuklearne slabe, elektromagnetne i nuklearne jake sile. Poãto se silama
mogu pridruæiti odgovarajuña poÿa, u literaturi se zavisno od konteksta, sreñu nazivi
osnovne sile (gravitaciona, slaba, elektromagnetna i jaka), osnovne interakcije (gra-
vitaciona, slaba, elektromagnetna i jaka) ili osnovna poÿa (gravitaciono, slabo,
elektromagnetno i jako).

Åestice meœusobno mogu delovati jedna na drugu, izazivajuñi raspad ili reak-
ciju, preko bilo koje od osnovnih sila. Tabela 12.2.1 pokazuje kojim silama åestice
mogu delovati jedna na drugu. Sve åestice intereaguju gravitacionim i slabim si-
lama. Maçi deo intereaguje elektromagnetnom silom (recimo, neutrina su is-
kÿuåena iz elektromagnetne interakcije), a joã maçi broj åestica intereaguje jakom
silom. Da bi jedna sila delovala izmeœu åestica, svaka åestica pojedinaåno mora biti
podloæna delovaçu te sile. Na primer, proton uåestvuje u jakoj interakciji, ali proton
i elektron nikada ne intereaguje jakom silom. Elektron ne oseña jaku silu i sa proto-
nom moæe da intereaguje samo delovaçem elektromagnetne ili slabe sile.

12.2.1 Gravitaciona sila

Mada je izuzetno vaæna u svakodnevnom æivotu, gravitaciona sila meœu suba-
tomskim åesticama je zanemarÿivo mala. Na primer, gravitaciona sila meœu proto-
nima koji se u jezgru dodiruju je 10-38 deo jake sile koja deluje meœu çima. Glavna
razlika izmeœu gravitacione i ostalih sila je kumulativno dejstvo i neograniåeni do-
met gravitacije. Jaka i slaba nuklearna sila ne deluju van dimenzija nukleona, 10-15

Osnovne åestice materije

Naelektrisaçe 1. generacija 2. generacija 3. generacija

leptoni

-1 elektron (e) mion (µ) tauon (τ)
plus antiåestice

0 el. neutrino (νe)  µ neutrino (νµ) τ neutrino (ντ)

kvarkovi

2/3 u-kvark c-kvark t-kvark
plus antiåestice

-1/3 d-kvark s-kvark b-kvark

bozoni poÿa sila

0 foton elektromagnetna

0 gluoni (8) jaka sila

+1, -1 W+, W- slaba sila

0 Z0 slaba sila
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m. Elektromagnetna sila nema kumulativno dejstvo, zbog zaklaçaça pozitivnog
naelektrisaça negativnim, mada je neograniåenog dometa poput gravitacione. Poãto
takvog zaklaçaça nema, gravitaciona sila raste sa porastom broja åestica i za ma-
sivne objekte (nebeska tela) i makroskopska rastojaça postaje preovlaœujuña.

12.2.2 Slaba sila

Slaba sila izaziva β-raspad i druge sliåne raspade subatomskih åestica. Nema
znaåajnu ulogu u izgradçi atomskog jezgra. Slaba sila meœu protonima koji se do-
diruju je 10-7 deo jake sile meœu çima i ima domet krañi od 10-18 m. Vrlo brzo opada
sa rastojaçem. Kako se vidi iz Tabele 12.2.1 sa porastom rastojaça za maçe od dva
reda veliåine (sa 1 × 10-18 m na 30 × 10-18 m) slaba sila opada za åetiri reda veliåine
(sa 0,8 na 10-4). Mada joj je domet znatno maçi od dimenzija nukleona, slaba sila je
vaæna za razumevaçe osobina osnovnih åestica i nastanka i razvoja svemira.

Tabela 12.2.1 Osobine osnovnih interakcija

12.2.3 Elektromagnetna sila

Elektromagnetna sila je vaæna za strukturu i uzajamno delovaçe osnovnih
åestica. Neke åestice meœusobno deluju, ili se raspadaju, iskÿuåivo preko elektro-
magnetnih interakcija. Elektromagnetna sila ima beskonaåni domet, ali na makros-
kopskoj skali zaklaçaçe umaçuje çen uticaj. Mnoge uobiåajene makroskopske
sile (treçe, elastiånost, viskoznost) u krajçoj liniji su elektromagnetne prirode.
Elektromagnetna sila preovlaœuje u atomu. U atomskom jezgru, elektromagnetna
sila meœu protonima koji se dodiruju je 100 puta maça od jake sile. Meœutim, unu-
tar jezgra elektromagnetna sila deluje kumulativno, jer nema zaklaçaça naelektri-
saçem suprotnog znaka. Kao posledica toga elektromagnetna interakcija moæe da
dostigne veliåinu jake sile i da u jednakoj meri utiåe na stabilnost i strukturu jezgra.

Slaba El. magnetna Jaka

Interakcija Gravitaciona Elektroslaba Osnovna Rezidualna

Deluje na: masu-energiju boja
kvarkovi, 
gluoni

Åestice na koje deluje sve sve naelektrisane hadroni

Åestice nosioci gravitoni
(joã neopaæeni)

W+ W- Z0 γ (fotoni) gluoni mezoni

Domet neograniåen 10-3 fm neograniåen 1 fm 1 fm

Vremena poluraspada ? >10-10 s s  s

Jaåina za dva  na 10-18m
------------------

kvarka na 3 × 10-17 m
10-41

10-41
0,8
10-4

1
1

25
60

ne vaæi za 
kvarkove

Jaåina za dva protona u jezgru 10-36 10-7 1 ne vaæi za
hadrone

20

 10
16–

≈  10
20–

≤
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12.2.4 Jaka sila

Jaka sila, koja je kÿuåna za izgradçu atomskog jezgra, ima preovlaœujuñu
ulogu u reakcijama i raspadu najveñeg broja osnovnih åestica. Meœutim, neke åes-
tice (na primer, elektroni), uopãte ne oseñaju jaku silu. Jaka sila ima vrlo kratak do-
met, reda 10-15 m. Danas je prihvañeno shvataçe da je nuklearna sila koja deluje iz-
meœu protona i neutrona, zapravo, preostala (rezidualna) jaka sila koja deluje
izmeœu kvarkova, u potpunoj analogiji sa meœumolekulskim silama koje deluju
meœu neutralnim atomima i molekulima, a koje su preostale elektrostatiåke interak-
cije meœu elektronima i atomskim jezgrima. Za razliku od drugih sila koje opadaju
sa rastojaçem, jaka sila raste, Tabela 12.2.1. Porastom jake sile sa rastojaçem meœu
kvarkovima objaãçava se zaãto ne moæe da se opazi slobodan kvark.

12.2.5 Kvanti poÿa – prenosioci sile

Prema klasiånom stanoviãtu, sila se sa jedne åestice na drugu prenosi poÿem.
Na primer, u prostoru oko pozitivnog naelektrisaça stvara se elektriåno poÿe koje
prenosi privlaånu silu na negativno naelektrisaçe koje se nalazi u blizini. Ãtaviãe,
poÿe moæe da prenosi energiju i impuls sa jedne materijalne åestice na drugu. Prema
savremenoj teoriji poÿa, energija i moment poÿa su kvantovani i kvant koji prenosi
jediniåni iznos energije ili momenta naziva se åestica poÿa. Tako se svaka sila moæe
predstaviti emisijom ili apsorpcijom åestice (bozona) koja prenosi interakciju. (Sve
åestice poÿa imaju celobrojni spin, Tabela 12.2.2, dakle, pokoravaju se Boze-Ajnã-
tajnovoj raspodeli, pa se zato nazivaju i bozonima poÿa.) Na primer, elektromag-
netna interakcija meœu åesticama moæe da se predstavi emisijom i apsorpcijom fo-
tona. Dakle, svakoj sili moæe da se pridruæi odgovarajuñe poÿe koje se prostire
preko sopstvenih åestica poÿa, kao ãto je naznaåeno u Tabeli 12.2.2. Slabi bozoni
W± i Z0 uåestvuju u procesima β-raspada jezgra. Na primer, β-raspad neutrona
(voœen slabom interakcijom) moæe da se predstavi kao:

.

Zbog vrlo kratkog æivota slabi bozon poÿa W- se brzo raspada na elektron i antineut-
rino. Jaku silu meœu åesticama prenose gluoni, elementarne åestice koje se mogu
detektovati samo posredno. Graviton, koji je predviœen na osnovu teorije gravita-
cije, joã nije eksperimentalno opaæen.

Tabela 12.2.2 Kvanti poÿa jake, elektromagnetne i slabe interakcije

Kvant
poÿa Simbol

Spin
(ñ)

Masa mirovaça
(GeV/c2)

Sredçe vreme 
æivota (s) Tipiåni raspadi

Gluon g 1 0

Foton γ 1 <6×10-25 Stabilan

W-bozon W± 1 80,22 3,2×10-25 e+ν,µ+ν,τ+ν,q+  (hadroni)

Z-bozon Z0 1 91,187 2,6×10-25 e++e-,µ++µ−,τ++τ−,q+  

n p W
 –

p e
 –

νe+ +→+→

q

q
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12.2.6 Vreme delovaça i domet sila

Relativna jaåina sile odreœuje çen domet i vremensku skalu na kojoj deluje.
Bozoni, preko kojih se ostvaruje interakcija, su prividni (virtuelni) jer se, mada emi-
tovani i absorbovani od materijalnih åestica, eksperimentalno ne mogu opaziti.
Kako se tokom interakcije bozon emituje i apsorbuje unutar sistema, na dugaåkoj
vremenskoj skali ne naruãava se zakon o odræaçu energije. Meœutim, u intervalu iz-
meœu emisije i apsorpcije bozona zakon o odræavaçu energije izgleda da biva na-
ruãen jer izgleda kao da je bozon nastao ni iz åega. Dakle, postavÿa se pitaçe:
odakle energija za stvaraçe virtuelnog bozona u izolovanom sistemu? Ovde se treba
prisetiti Hajzenbergove relacije neodreœenosti koja u obliku:

(12.2.1)

daje vezu izmeœu neodreœenosti energije, ∆E, i vremena, ∆t. (Ovaj oblik je taåniji
od veñ poznate relacije ∆E ∆t ≥ h ali, s obzirom na to da je reå o nejednakosti, raz-
lika nije naroåito znaåajna). Dakle, Hajzenbergova relacija neodreœenosti dopuãta
fluktuacije (odstupaça u okolini sredçe vrednosti) energije pri åemu je veliåina od-
stupaça, ∆E, obrnuto proporcionalna duæina intervala, ∆t, u kojem je fluktuacija
dopuãtena. U vezi s emisijom i apsorpcijom virtuelnih bozona, izraz (12.2.1) do-
puãta nastanak virtuelnog bozona, s tim ãto mu je vreme æivota, ∆tB, ograniåeno
sopstvenom energijom, ∆EB:

. (12.2.2)

Dakle, virtuelni bozoni nastaju iz fluktuacija energije. Poãto je energija bozona pro-
porcionalna jaåini sile, iz izraza (12.2.2) sledi da je interval u kojem sila deluje
obrnuto proporcionalna çenoj jaåini. Sredçe vreme raspada je åesto signal za vrstu
interakcije koja dovodi do pojave posmatranog procesa. Najbræi raspadi, åesto na
skali od 10-23s, ukazuju na delovaçe jake sile. Treba uoåiti to da interval od 10-23s
odgovara vremenu potrebnom åestici sa nultom masom mirovaça da prevali rasto-
jaçe dimenzija bariona (10-15m), tj. vremenu potrebnom da gluon preœe sa jedne
åestice na drugu.

Ako je reå o bozonima sa konaånom masom mirovaça, moæe se uzeti da je
energija, ∆EB potrebna za stvaraçe bozona mase mB data Ajnãtajnovom relacijom:

(12.2.3)

gde je c brzina svetlosti. Zamenom izraza (12.2.3) u (12.2.1) nalazimo vreme æivota
bozona:

(12.2.4)

a uzevãi da se kreñe brzinom bliskom brzini svetlosti, moæemo proceniti put koji
preœe u toku æivota, dakle, domet bozona, dB:

(12.2.5)

∆E∆t
 ñ

2
----≥

∆tB

 ñ

2∆EB

-------------≤

∆EB mBc
2

=

∆tB

 ñ

2mBc
2

--------------≈

dB c∆tB

 ñ

2mBc
------------- .≈=
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Pomoñu izraza (12.2.5) Jukava je procenio masu mezona (piona) koji je nosilac
preostale jake sile meœu nukleonima u atomskom jezgru. Znajuñi da je domet nu-
klearnih sila reda 10-15m, dakle, dπ= 1 fm, preureœivaçem izraza (12.2.5) nalazimo
energiju mirovaça piona:

(12.2.6)

koja odgovara masi mirovaça od 100 MeV/c2. Ova vrednost priliåno dobro se slaæe
s eksperimentalno odreœenom masom piona (139.6 MeV/c2, Tabela 12.3.2).

12.3 FAMILIJE ÅESTICA

Zbog brojnosti i raznovrsnosti subatomskih åestica korisno je svrstati ih u raz-
liåite grupe i onda ispitivati sliånosti i razlike meœu åitavim grupama. Na primer, åes-
tice se mogu grupisati na osnovu sila, åijem su uticaju podloæne kako je veñ poka-
zano u Tabeli 12.2.1. Drugi, joã oåigledniji, naåin za grupisaçe åestica je na osnovu
masa. Vrlo rano je uoåeno da tri grupe åestica, lakãe åestice (elektroni, mioni, neut-
rina, ...), teæe (protoni, neutroni, ...) i sredçe (pioni, kaoni, ...) imaju posebne oso-
bine. Prvobitni nazivi tih grupa izvedeni su iz gråkih prideva lak (leptoni), sredçi
(mezoni) i teæak (barioni), Tabela 12.1.1. Mada je podela prema masama zastarela (u
meœuvremenu je pronaœen lepton sa masom veñom od mase protona ili neutrona)
nazivi su zadræani da oznaåe familije åestica sa sliånim, viãe ne masama, veñ drugim
vaænim osobinama. U svetlu prethodne klasifikacije (prema osnovnim silama) lep-
toni se razlikuju od mezona i bariona po tome ãto na çih ne deluje jaka sila.

Tabela 12.1.1 pokazuje zbirno grupisaçe åestica po familijama.

12.3.1 Leptoni

Leptoni intereaguju samo posredstvom slabe i elektromagnetne sile. Nijedan
do sada izveden eksperiment ne ukazuje na postojaçe unutraãçe strukture leptona.
Dakle, leptoni su zaista elementarne åestice koje se ne mogu rastaviti na joã prostije
sastojke. Nepostojaçe unutraãçe strukture leptona u saglasnosti je sa sadaãçim
teorijama koje leptone i kvarkove smatraju bezdimenzionim taåkastim åesticama.
Svi poznati leptoni imaju spin 1/2.

Tabela 12.3.1 Familija leptona

Naziv Åes-
tica

Antiåe-
stica

Nelektri-
saçe
(e)

Spin
(ñ)

Masa
mirovaça
(MeV/c2)

Sredçe
vreme 
æivota

Tipiåni
proizvodi
raspada

Elektron e- e+ -1 1/2 0,511 ∞ –

Elektronski
neutrino

νe 0 1/2 <10eV ∞ –

Mion µ- µ+ −1 1/2 105,7 2,2×10-6 e−+ +νµ

Mionski neu-
trino

νµ 0 1/2 <0,3 ∞ _

Tau τ- τ+ -1 1/2 1777 3,0×10-13 µ−+ +ντ

Tau neutrino ντ 0 1/2 <40 ∞ _

mπc
2 ñs

2dπ

--------≈
0 197  GeV  fm×,

2 1 fm×
------------------------------------------ 0 1 GeV,≈=

ν̃e

νe

νµ

νµ

νt
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Tabela 12.3.1 pokazuje: ãest poznatih leptona grupisanih u tri para åestica.
Svaki par ukÿuåuje naelektrisanu åesticu i odgovarajuñi neutrino (neutralnu åes-
ticu). Svaki lepton ima odgovarajuñu antiåesticu.

12.3.2 Mezoni

Mezoni su vrlo reaktivne (nestabilne) åestice sa celobrojnim spinom, Tabela
12.3.2. Mogu da nastanu i u reakcijama pod uticajem jake sile. Raspadaju se na
druge mezone ili leptone pomoñu jakih, elektromagnetnih ili slabih interakcija.

Tabela 12.3.2 Neki dugoæiveñi predstavnici familije mezona

* Naelektrisaçe i stranost odnose se na åestice. Vrednosti za antiåestice imaju suprotan znak.
Spin, masa mirovaça i sredçe vreme æivota imaju iste vrednosti za åesticu i çoj odgovarajuñu an-
tiåesticu.

Poãto nisu opaæeni u obiånoj materiji, podela mezona na åestice i antiåestice je
priliåno proizvoÿna. Tako se za naelektrisane mezone uzima da je pozitivni mezon
åestica, a negativni antiåestica. Na primer, π+ mezon se smatra åesticom, a π- çego-
vom antiåesticom. Kod nekih neutralnih mezona, recimo η i π0, åestica i antiåestica
su identiåne, dok se kod drugih, recimo K0 i , åestica i antiåestica meœusobno
razlikuju. Poãto su masa i stabilnost åestice i odgovarajuñe antiåestice jednaki, pos-
tojaçe parova åestica-antiåestica za åestice bez naelektrisaça jasno ukazuje na to
da postoje i druge osobine, osim naelektrisaça, na osnovu kojih åestica i antiåestica
mogu da se razlikuju.

12.3.3 Barioni

Barioni su åestice sa polucelim spinskim kvantnim brojem koje uåestvuju u
jakim interakcijama, Tabela 12.3.3. Poput leptona, antiåestice bariona razliåite su od
odgovarajuñih åestica. Sliåno mezonima, barioni mogu nastati u jakim interakcijama
nukleona, a raspadaju se preko jake, elektromagnetne ili slabe interakcije.

Naziv Åestica
Anti-
åestica

Naelektri-
saçea

(e)

Spin
(ñ)

Stranost*
Masa

mirovaça
(MeV/c2)

Sredçi
æivot
(s)

Tipiåni
proizvodi
raspada

Pion π+ π- +1 0 0 139,57 2,6×10-8 µ++νµ

π0 π0 0 0 0 134,98 8,4×10-17 γ+γ

Kaon K+ K- +1 0 +1 493,7 1,24×10-8 µ++νµ

K0 0 0 +1 497,7 0,9×10-10 π++π-

Eta η η 0 0 0 547,5 8,0×10-19 γ+γ

Ro ρ+ ρ- +1 1 0 769 4,5×10-24 π++π0

η′ η′ 0 0 0 958 2,2×10-21 η+π++π-

De D+ D- +1 0 0 1869 1,1×10-12 Κ-+π++π+

Psi ψ ψ 0 1 0 3097 1,0×10-20 e++e-

Be B+ B- +1 0 0 5278 1,5×10-12 D-+π++π+

Ipsilon Y Y 0 1 0 9460 1,3×10-20 e++e-

K
0

 

K
0
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Tabela 12.3.3 Neki ålanovi familije bariona

* Naelektrisaçe i stranost odnose se na åestice. Vrednosti za antiåestice imaju suprotan znak.
Spin, masa mirovaça i sredçe vreme æivota imaju iste vrednosti za åesticu i çoj odgovarajuñu
antiåesticu.

12.4 ÅESTICE I ANTIÅESTICE

Svaka åestica ima odgovarajuñu antiåesticu. Neke osobine antiåestice iden-
tiåne su s osobinama pripadajuñe joj åestice (recimo, masa ili sredçe vreme æivota)
a neke osobine su istog intenziteta ali suprotnog znaka, recimo, nelektrisaçe. An-
tiåestica elektrona, e-, je pozitron, e+, koji je otkriven u interakciji kosmiåkih zraka
sa materijom. Pozitron ima naelektrisaçe +e (suprotno naelektrisaçu elektrona, -e)
i masu mirovaça 0,511 MeV/c2, identiånu sa masom elektrona. Antiproton, , pro-
naœen 1956, ima naelektrisaçe -e i masu mirovana 938 MeV/c2. 

Antiåestice stabilnih åestica (kao pozitron ili antiproton) takoœe su stabilne.
Meœutim, kada se åestica i çena antiåestica sudare dolazi do anihilacije obe: åestica
i antiåestica iãåezavaju, stvarajuñi dva ili viãe fotona. Pri tome su energija i impuls
prvobitnih åestica oåuvani i preneti na fotone. Na primer, u anihilaciji elektrona i
pozitrona nastaju dva fotona åija je energija (zanemarujuñi kinetiåku energiju åes-
tice) jednaka energiji mase mirovaça prvobitnih åestica:

Sliåno tome, pri anihilaciji protona, p, i antiprotona, , nastaju dva fotona s energi-
jom koja je jednaka energiji mase mirovaça protona:

Naziv Åestica
Anti-
åesti-
ca

Naelektri-
saçe*

(e)

Spin
(ñ)

Stranost*
Masa

mirovaça
(MeV/c2)

Sredçi
æivot
(s)

Tipiåni
proizvodi
raspada

Proton p +1 1/2 0 938,27 ∞

Neutron n 0 1/2 0 939,57 889 p+e-+

Lambda Λ0 0 1/2 -1 1115,7 2,6×10-10 p+π-

Sigma Σ+ +1 1/2 -1 1189,4 0,8×10-10 p+π0

Σ0 0 1/2 -1 1192,6 7,4×10-20 Λ0+γ

Σ- -1 1/2 -1 1197,4 1,5×10-10 n+π-

Ksi 0 1/2 -2 1314,9 2,9×10-10 Λ0+π0

-1 1/2 -2 1321,3 1,6×10-10 Λ0+π-

Delta +2,+1,0,-1 3/2 0 1232 6×10-24 p+π

+1,0,-1 3/2 -1 1385 2×10-23 Λ0+π

-1,0 3/2 -2 1530 6×10-23

Omega -1 3/2 -3 1672,5 8,2×10-11 Λ0+K-

p

n νe

Λ
0

Σ
  +

Σ
0

Σ
–

Ξ
0 Ξ

0

Ξ
– Ξ

–

∆∗ ∆∗

Σ∗ Σ∗

Ξ∗ Ξ∗
Ξ π+

Ω
 – Ω

–

p

e
 –

e
 +

γ1 γ2      (Eγ1  Eγ2=+→+ 0 511  MeV).,=

p

p p γ1 γ2      (Eγ1  Eγ2 938  MeV).==+→+
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Ako poœemo od toga da ono ãto nas okruæuje smatramo materijom onda, obiåno nije
teãko napraviti razliku izmeœu åestica i antiåestica. Dakle, pod åesticama podrazu-
mevamo osnovne åinioce materije – elektrone, protone i neutrone. Poãto neutrina ne
ulazi u sastav materije nemamo osnovu da razlikujemo neutrina od antineutrina.
Ipak, zakone odræaça u β-raspadu lakãe je razumeti ako se uzme da je antineutrino
åestica koja nastaje prilikom β- raspada, a neutrino prilikom β+ raspada i K-zahvata.
Sliåno tome, za druge åestice/antiåestice pripadnost se odreœuje na osnovu proiz-
voda raspada. Na primer, krajçi proizvodi raspada teãkog bariona lambda, Λ, su

protoni i neutroni. Dakle, Λ je åestica jer se raspada na neutron, a antilambda, , je

antiåestica åiji je konaåan proizvod raspada antineutron, . Sliåno tome, leptoni µ+

i µ- stvaraju par åestica/antiåestica. Kako se µ- raspada na elektron, e-, a ima i niz
osobina sliånih elektronu, on je åestica a µ+ je antiåestica. Sluåaj sa pionima je neãto
teæi. Pioni mogu biti neutralni ili naelektrisani: π0, π+, π-. Neutralni pion, poput fo-
tona, sam je sebi antiåestica dok su pioni π+ i π- antiåestice jedan drugome. Dakle,
postavÿa se pitaçe koji je od dva naelektrisana piona åestica. Pioni ne ulaze u sastav
obiåne materije pa se na osnovu toga ne moæe izvesti zakÿuåak. Isto, zakÿuåak se ne
moæe izvuñi iz raspada jer iz svakog piona nastaje lepton i antilepton. Izgleda da
nema naåina, a moæda ni potrebe, da se za π mezone pravi razlika izmeœu åestice i
antiåestice pa åesticama π+, π0, π- odgovaraju antiåestice π-, π0, π+, respektivno.

Kao ãto kombinacijom åestica nastaje materija tako i kombinacijom odgova-
rajuñih antiåestica nastaje antimaterija. Na primer, stabilan atom antivodonika moæe
da nastane vezivaçem pozitrona za antiproton. Çegove osobine bi trebalo da budu
identiåne s osobinama obiånog vodonika. Zaista, 1995. godine atom antivodonika je
proizveden u sudarima antiprotona sa mlazom atoma ksenona. U sudaru antiprotona
sa atomskim jezgrom ksenona ponekad doœe do stvaraça para elektron-pozitron.
Pri tom moæe da se dogodi (mada vrlo retko) da brzina i pravac kretaça novonasta-
log pozitrona budu bliski brzini i putaçi antiprotona. Tada pod uticajem privlaåne
sile izmeœu pozitrona (pozitivne åestice) i antiprotona (negativne åestice) nastaje
atom antivodonika. Izolovan atom antivodonika stabilan je koliko i izolovan atom
vodonika. Meœutim, u sudaru s obiånom materijom dolazi do çegove anihilacije.
Poãto se åestice kreñu brzinom bliskom brzini svetlosti, vreme æivota antivodonika
u aparaturi reda je veliåine 4 × 10-8 s koliko antiatomu treba da prevali desetak me-
tara i anihilira se u sudaru sa zidom aparature. Ulaæu se veliki napori da se proizve-
deni atomi antivodonika zarobe u elektriånom i magnetnom poÿu, dakle, da se izo-
luju od obiåne materije i tako im se produæi æivot u meri koja ñe dozvoliti detaÿnije
ispitivaçe atomskih osobina. Proizvodçom prvih atoma antivodonika odãkrinuta su
vrata sistematskom ispitivaçu antisveta.

12.5 ZAKONI ODRÆANJA

Zakoni odræaça predstavÿaju jedan od osnovnih principa savremene slike o
strukturi materije. Do sada smo u viãe navrata koristili zakone o odræaçu energije,
odræaçu impulsa i odræaçu naelektrisaça. Zakon o odræaçu masa jedan je od os-
novnih zakona hemije. Sliåno tome, i zakon o odræaçu naelektrisaça je, jedan od
osnovnih zakona fizike. Zapravo, kada se detaÿnije pogleda, zbog veze izmeœu na-
elektrisaça i mase åestica koje izgraœuju materiju, ta dva zakona imaju isto poreklo.

Λ

 n
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Na primer, u hemijskoj reakciji nastajaça vode iz vodonika i kiseonika mase ovih
elemenata sa leve i sa desne strane jednaåine moraju da budu jednake:

2H2 + O2 = 2H2O

ãto je isto kao da smo rekli da broj elektrona sa leve strane mora biti jednak broju
elektrona sa desne strane jednaåine. (U hemijskim reakcijama elektroni se samo
pregrupiãu, te je jasno da çihov broj ostaje stalan.)

Sliåno hemijskim reakcijama, u nuklearnim reakcijama broj neutrona i broj
protona moraju da budu oåuvani. Na primer, u reakciji α-raspada:

ili izbijaça neutrona protonom:

izjednaåavamo posebno broj protona i posebno broj neutrona s leve i s desne strane
izraza, ãto moæe da navede na pomisao da broj protona i broj neutrona u nuklearnim
reakcijama mora biti oåuvan. Meœutim, veñ najjednostavniji primer β--raspada neut-
rona:

ukazuje na suprotno: ni broj protona ni broj neutrona nisu oåuvani. Ipak, oåuvan je çihov 
zbir. Dakle, u nuklearnim reakcijama odræava se broj nukleona, a odræaçe broja protona i 
broja neutrona predstavÿa samo specijalan sluåaj.

12.5.1 Odræaçe leptonskog broja

Kao ãto je zakon o odræaçu mase uveo red u hemiju, tako su i zakoni odræaça
doprineli razumevaçu raspada i reakcija subatomskih åestica. Na primer, u β--ras-
padu oslobaœa se antineutrino, ali nikada i neutrino. Sliåno tome, u β+-raspadu kao
proizvod uvek se javÿa neutrino, ali nikada antineutrino. Tu pravilnost najlakãe je
uzeti u obzir ako se svakoj åestici pripiãe odgovarajuñi leptonski broj, L. Lepto-
nima åesticama (elektronu i neutronu) pripisujemo vrednost +1, a leptonima an-
tiåesticama (pozitronu i antineutrinu) vrednost -1. Svi mezoni i barioni, dakle åes-
tice koje nisu leptoni, imaju leptonski broj jednak nuli. Tada se zakon o odræaçu
leptonskog broja za β- i β+ raspad moæe izraziti na sledeñi naåin:

L: 0 = 0 + 1 + (–1)

i:

L: 0 = 0 + (–1) + 1.

U
235

92 143 Th141

231

90 He
4

2 2+→

p C
63

29 u34 Z
63

30 n33 n+→+

 n  p  e–
νe+ +→

n  p  e
–

νe+ +→

 p n + e +
νe+→
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Vidimo to da ukupni leptonski broj ostaje nula na obe strane izraza, åime je uzeta u
obzir åiçenica da se antineutrino iskÿuåivo javÿa pri β-, a neutrino iskÿuåivo pri
β+ -raspadu.

Saglasno zakonu o odræavaçu leptonskog broja, sledeñi procesi nisu dozo-
vÿeni:

L: 

i:

L: 

Kao kod hemijskih reakcija gde se odræaçe mase za svaki element traæi po-
sebno, tako se i u uravnoteæavaçu leptonskih brojeva za svaku vrstu leptona (e, ,
) posebno, uravnoteæava leptonski broj. Dokazi za to dobijeni su iz brojnih ekspe-

rimenata. Na primer, nikada nije opaæen raspad:

dok je reakcija:

uobiåajena. Prva reakcija je zabraçena, mada je “ukupni” leptonski broj oåuvan,
zato ãto leptonski brojevi elektrona i miona svaki za sebe nisu uravnoteæeni. Druga
reakcija je dozvoÿena, jer je ostvarena detaÿna ravnoteæa leptonskih brojeva, po-
sebno za elektrone i posebno za mione. Ako se za svaku vrstu leptona uvedu po-
sebni leptonski brojevi, , , zakon o odræaçu leptonskog broja moæe se for-
mulisati na sledeñi naåin: U svakom procesu, leptonski broj svake vrste leptona,
posebno elektronskih, posebno mionskih i posebno tau leptona, ostaje stalan.
Na osnovu zakona o odræaçu leptonskog broja postaje jasno zaãto se u reakcijama
nekada javÿa neutrino, a nekada antineutrino.

12.5.2 Odræaçe barionskog broja

Sliåan zakon odræaça moæe se izvesti i za barionski broj. Svim barionima
pripisuje se barionski broj B = +1, a antibarionima B = –1. Za “nebarione” (mezone
i leptone) B = 0. Tada se formuliãe zakon o odræavaçu barionskog broja. U svakom
procesu, ukupni barionski broj ostaje stalan. Odræaçe broja nukleona specijalni
je sluåaj zakona o odræaçu barionskog broja. Eksperimentalno nije opaæen nijedan
proces koji nije u saglasnosti sa odræaçem barionskog broja. Primer za proces koji
je u saglasnosti sa zakonom o odræaçu barionskog broja je reakcija u kojoj je prvi
put opaæen antiproton:

 e
–

 p   n⁄ νe+→   +

 1 + 0  0 1–( )+≠

 p   e
  +

⁄ γ+→

 0  (-1)  + 0≠

µ
τ

µ
–

e
–

γ+→

µ
–

e
–

ve vµ+ +→

Le Lµ Lτ
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.

Meœutim, sliåna reakcija u kojoj bi mogao da nastane antineutron:

nije eksperimentalno opaæena, jer je zabraçena po zakonu o odræaçu barionskog
broja.

12.5.3 Odræaçe stranosti

U analizi reakcija koje ukÿuåuju mezone, nije zapaæena nikakava pravilnost u
vezi s odræaçem çihovog broja, dakle, ukupni broj mezona ne mora biti oåuvan.
Meœutim, analizom vremena æivota mezona i proizvoda çihovog raspada, uoåeno
je da za razliåite mezone postoje razliåita pravila, dakle, da postoji nova osobina
(kvantni broj) po kojoj bi se mezoni mogli razlikovati. Zbog neobiånosti, nova oso-
bina je nazvana stranost i odlikuje se odgovarajuñim kvantnim brojem, S. Ova oso-
bina, kao i mnoge druge osobine subatomskih åestica, nema ekvivalenta u makro-
svetu. Na primer, K0 i K+ mezonima pripisuje se jediniåna stranost, S = 1, a
“nestranim” åesticama, poput  mezona i leptona, S = 0. Mnogi barioni imaju
stranost razliåitu od nule, kako je pokazano u Tabeli 12.3.3. Stranost antiåestice je
suprotnog znaka od stranosti odgovarajuñe åestice. Zakon odræaça moæe se formu-
lisati i za stranost: U procesima voœenim jakom ili elektromagnetnom interakci-
jom, ukupna stranost ostaje oåuvana. U procesima voœenim slabom interakci-
jom, stranost ostaje nepromeçena ili se meça za jedinicu.

Leptonski broj, barionski broj i stranost korisni su koncepti pomoñu kojih
mogu da se objasne reakcije (ili çihovo odsustvo) kod subatomskih åestica. Meœu-
tim, joã uvek je nejasno zaãto se leptonski ili barionski brojevi odræavaju i ãta pred-
stavÿa stranost.

12.6 MODEL KVARKA

Mada klase i osobine subatomskih åestica izgledaju priliåno komplikovano,
uoåene brojne pravilnosti ukazuju na to da se ceo sistem moæe, ipak, opisati rela-
tivno jednostavnom ãemom koja joã uvek nije oåigledna. Na primer, ako se åestice
sortiraju prema stranosti i naelektrisaçu, kako je pokazano na Slici 12.6.1, mogu se
uoåiti jasni geometrijski odnosi. Analizirajuñi odnose meœu osobinama poznatih su-
batomskih åestica, Gel-Man (Murray Gell-Mann) i Cvjag (George Zweig) su, neza-
visno i istovremeno, 1964. godine uoåili jednostavan sistem iz kojeg neposredno
proistiåe ureœenost. Oni su pokazali da poznate pravilnosti meœu hadronima (mezo-
nima i barionima) mogu da se objasne samo na osnovu pretpostavke da su ovi iz-
graœeni od tri elementarne åestice, koje su ubrzo postale poznate pod nazivom kvar-
kovi. Da bi slika bila ispravna, ta tri kvarka, u-kvark (u od engl. up - gore), d-kvark
(d od engl. down -dole) i s-kvark (s od engl. strange – stran) treba da imaju osobine
prikazane u Tabeli 12.6.1. (Kasnije se pokazalo da je za opis svih poznatih hadrona
potrebno ukupno ãest kvarkova.)

p p p p p p+ + +→+

p p+   p p n+ +( )⁄→

π
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Tabela 12.6.1 Osobine prva tri kvarka

12.6.1 Mezoni

Poãto mezoni imaju spin 0, a kvarkovi 1/2, najjednostavnije je zamisliti da je
mezon sastavÿen od dva kvarka sa antiparalelnim spinovima. Problem je ãto je ba-
rionski broj mezona jednak nuli, B = 0, dok je za dva kvarka barionski broj 2/3, B =
1/3 + 1/3 = 2/3. Meœutim, barionski broj moæe da se uåini nulom ako se kombinuje
kvark, B = 1/3, sa antikvarkom, B =–1/3. Na primer, kombinovaçem u-kvarka sa
-kvarkom ( -kvark je anti d-kvark) dobija se kombinacija u , sa nultim barion-

skim brojem, nultim spinom i naelektrisaçem +2/3e + 1/3e=+e. (Naelektrisaçe
d-kvarka je –1/3 e, pa je otuda i -kvarka isto samo sa promeçenim znakom, dakle,
+1/3e). Osobine ove kombinacije kvarkova identiåne su sa osobinama π+ mezona,
dakle π+ mezon je kombinacija u . Na sliåan naåin moæe se nañi devet kombinacija
kvark-antikvark, od kojih svaka odgovara po jednom poznatom mezonu. Na-

Naziv Simbol
Naelek-

trisaçe (e)
Spin (ñ)

Barionski 
broj

Stranost Antikvark

u-kvark u +2/3 1/2 +1/3 0

d-kvark d –1/3 1/2 +1/3 0

s-kvark s –1/3 1/2 +1/3 –1

Slika 12.6.1 Ureœeçe mezona i bariona prema poznatim osobinama: a) mezoni; b) barioni sa spi-
nom 1/2; c) barioni sa spinom 3/2. Da bi veze meœu razliåitim åesticama bile uoåÿivije, dijagrami se
najåeãñe predstavÿaju u iskoãenom koordinatnom sistemu, slike a) i b) dole.

u
d

s

d d d

d

d
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noãeçem, na isti naåin kao na Slici 12.6.1, stranosti u funkciji naelektrisaça za sve
kombinacije, Slika 12.6.2a, dobijamo dijagram iz kojeg se uoåava jednoznaåna veza
izmeœu mezona i kombinacija kvark-antikvark.

Dakle, mezoni predstavÿaÿu kombinacije kvarkova i antikvarkova.

Tabela 12.6.2 Moguñe kombinacije kvark-antikvark za u, d i s-kvarkove

12.6.2 Barioni

Barioni imaju jediniåni barionski broj, B=+1, i spin 1/2 ili 3/2, ãto neposredno
ukazuje na to da tri kvarka åine jedan barion. Deset moguñih kombinacija tri os-
novna kvarka prikazano je u Tabeli 12.6.2. Çihov raspored prema stranosti i na-
elektrisaçu, prikazan na Slici 12.6.1 b), c), identiåan je onome za kvarkovske trojke
sa spinom 1/2 i 3/2, prikazanim na Slici 12.6.2 b), c).

Kombinacija Naelektrisaçe (e) Spin (ñ) Barionski broj Stranost

u 0 0,1 0 0

u +1 0,1 0 0

u +1 0,1 0 +1

d –1 0,1 0 0

d 0 0,1 0 0

d 0 0,1 0 +1

s –1 0,1 0 –1

s 0 0,1 0 –1

s 00 0,1 0 0

Slika 12.6.2 Ureœeça kombinacija kvarkova prema poznatim osobinama: a) parovi kvark-anti-
kvark (mezoni); b) trojke kvarkova sa spinom 1/2; c) trojke kvarkova sa spinom 3/2. Iz jednoznaåne
veze izmeœu ovih rasporeda i rasporeda za mezone i barione sa Slike 12.6.1 uoåÿiva je kvarkovska
struktura hadrona.
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Tabela 12.6.3 Moguñe trokvarkovske kombinacije u-, d- i s-kvarkova

Dakle, barioni su åestice sastavÿene od tri kvarka.

12.6.3 Osnovna pravila za reakcije kvarkova

Za analizu raspada i reakcija subatomskih åestica pomoñu modela kvarka, do-
voÿno je znati dva pravila:

1. Par kvark-antikvark moæe da nastane iz kvanta energije i isto tako da se u
çega pretvori. Na primer:

energija ili energija .

Ta energija moæe biti u obliku gama zraka ili moæe da se razmeni sa drugim åesti-
cama u procesu raspada ili u reakciji;

2. Slaba interakcija moæe da preobrazi kvark iz jedne vrste u drugu kroz emi-
siju ili apsorpciju bozona W+ ili W–. Na primer:

.

Bozon poÿa W daÿe se raspada pomoñu slabe interakcije, na primer:

.

Jaka i elektromagnetna interakcija ne mogu da preobraze jedan kvark u drugi.

12.6.4 Novi kvarkovi: c, b, t

c-kvark. Godine 1974. otkriven je novi mezon  sa masom mirovaça od 3,1
GeV/c2 i vremenom æivota reda 10–20 s. Proizvodi çegovog raspada su e+ i e–. Po
analogiji sa drugim poznatim mezonima oåekivan je çegov raspad preko lakãih me-
zona, u jakoj interakciji, sa vremenom æivota reda 10-23 s. Meœutim, tri reda veliåine,
duæe vreme æivota, kao i pojava elektrona i pozitrona tokom raspada, ukazivali su
jasno na to da se raspad ne odvija preko jake interakcije. Poãto su svim kombinaci-

Kombinacija Naelektrisaçe (e) Spin (ñ) Barionski broj Stranost

uuu +2 3/2 +1 0

uud +1 1/2, 3/2 +1 0

udd 0 1/2, 3/2 +1 0

uus +1 1/2, 3/2 +1 –1

uss 0 1/2, 3/2 +1 –2

uds 0 1/2, 3/2 +1 –1

ddd –1 3/2 +1 0

dds –1 1/2, 3/2 +1 –1

dss –1 1/2, 3/2 +1 –2

sss –1 3/2 +1 –3

d d →+ u u+→

s u W
–

+→

W
–

µ
–

νµ+→

ψ
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jama poznatih kvarkova veñ bili pridruæeni poznati mezoni, jedino objaãçeçe za
neobiåne osobine  mezona jeste da je on kombinacija koja ukÿuåuje joã neki ne-
poznati kvark. Zaista, pokazalo se da se osobine  mezona mogu najlakãe objasniti
ako se uzme da je on sastavÿen od novog c-kvarka i çegovog antikvarka, . Posto-
jaçe c-kvarka predviœeno je åetiri godine ranije, da bi se objasnilo zaãto u raspadu
K0 mezona nema reakcije K0 → µ+ + µ–, koja ne protivreåi ni jednom poznatom pra-
vilu.

Novi kvark c (c od engl. charm – ãarm) ima naelektrisaçe +2/3e i novu oso-
binu, ãarm, koja je nova i posebna, poput stranosti. Novoj osobini pripisuje se novi
kvantni broj, C. Za c-kvark C=+1, a za -kvark (antikvark) C = –1; svi ostali kvar-
kovi imaju C = 0. Sada moæemo napraviti novu ãemu mezona od 16 qq parova
(kombinacija åetiri kvarka sa åetiri antikvarka), s tim da sa dodatkom nove osobine,
ãarma, dijagram postaje trodimenzioni, kao ãto je ilustrovano na Slici 12.6.3. Svi
novi mezoni na slici, D-mezoni, eksperimentalno su opaæeni u sudarima åestica vi-
soke energije.

b-kvark. Sliåan tok dogaœaja ponovio se 1977. godine sa  (ipsilon) me-
zonom.

Utvrœeno je da je çegova energija mirovaça 9,5 GeV/c2 i da se relativno
sporo raspada (vreme æivota reda 10–20 s), preko elektrona i pozitrona, umesto preko
lakãih mezona. Opet je predloæen novi kvark, b-kvark (b od engl. bottom – dno; ili
od engl. beauty – lep) sa novim kvantnim brojem B = –1 i naelektrisaçem –1/3 e.
Nova osobina koja se opisuje kvantnim brojem B nekad se naziva lepota (engl.
beauty).

t-kvark. Ãesti, po danaãçem shvataçu, posledçi kvark otkriven je 1994. u su-
darima protona sa antiprotonima u Fermijevoj nacionalnoj laboratoriji (Fermilab) u
SAD. U sudarima nastaju kvark i çegov antikvark, koji se brzo raspadaju u pÿusak
sekundarnih åestica. Mereçem energije i momenta sekundarnih åestica, masa miro-
vaça kvarka proceçena je na 180 GeV/c2, ãto pribliæno odgovara masi atoma zlata.

ψ
ψ

c

c

Slika 12.6.3 Veza meœu mezonima u åiji sastav ulaze i c-kvark i çegov antikvark ( ). Dodatkom
nove osobine (ãarma) ãema postaje trodimenziona: a) ãema mezona u ortogonalnim koordinatama;
b) ista ãema u iskoãenim koordinatama. Mezoni u centru sredçe ravni (S = 0) predstavÿaju meãana
staça parova u , d , s  i c . U ãemi b) trouglovima su povezani mezoni koji imaju jedan zajedniåki
kvark.

c

u d s c

) )

ϒ
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Novi kvark dobio je ime t-kvark (od engl. top –vrh) i çemu se pridruæuje jedinstvena
nova osobina, vrhnost (engl. topness) sa kvantnim brojem T = +1.

I novi kvarkovi ulaze u sastav mezona i bariona, Slika 12.6.4. Slika 12.6.5 po-
kazuje 16 moguñih parova kvark-antikvark za u, d, s, c, i b-kvarkove. Postojaçe
svih ovih kombinacija je eksperimentalno potvrœeno. Posledçi mezon, Bc (kombi-
nacija c), otkriven je 1998. godine. Mezoni sa t-kvarkom nisu opaæeni zbog çe-
gove ogromne mase i nestabilnosti; t-kvark se raspada pre nego ãto uspe da se spari
sa drugim kvarkom i formira mezon.

12.7 Standardni model

Standardni model predstavÿa savremenu teoriju strukture elementarnih åes-
tica prema kojoj se svi poznati eksperimenti i pojave mogu objasniti na osnovu inte-
rakcije 6 leptona, 6 kvarkova (i çihovih antiåestica: antileptona i antikvarkova) i

Slika 12.6.4 Ãeme bariona: a) sa spinom 1/2; b) sa spinom 3/2. Iste kombinacije kvarkova sa ra-
zliåitim spinom mogu se smatrati jednom te istom åesticom u dva pobuœena staça. Na primer, proton
(stabilni barion) sastoji se od iste kombinacije kvarkova (uud) kao + åestica koja je vrlo nestabilna.∆

) )

b

Slika 12.6.5. Do danas otkriveni mezoni su
kombinacije u, d, s, c i b-kvarkova; t-kvarkovi
su previãe masivni i nestabilni da bi obrazovali
mezone. Prikazan je samo po jedan predstav-
nik para mezon-antimezon.
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åestica poÿa (fotona, 3 bozona slabog poÿa i 8 gluona) koje prenose silu, Slika
12.7.1.

Materija koja nas okruæuje sastoji se od protona i neutrona, koji se daÿe sa-
stoje od u-kvarkova i d-kvarkova; u sastav materije takoœe ulaze elektroni. U radio-
aktivnom raspadu emituje se elektronski neutrino. Dakle, moæemo smatrati da se
naã celokupni svet sastoji od åetiri åestice sa spinom 1/2 (i çihovih antiåestica) koje
se mogu grupisati u par leptona i par kvarkova, Slika 12.7.1:

(e, ve) i (u, d)

koja se nekad nazivaju prva generacija åestica. Naelektrisaçe åestica unutar svakog
para razlikuje se za jedinicu: –1 i 0 za leptone i +2/3 i –1/3 za kvarkove.

U eksperimentima sa akceleratorima åestica pronaœene su nove åestice mion i
mionski neutrino, kao i mezoni i barioni sa novim osobinama–stranoãñu i ãarmom.
Struktura tih åestica moæe se opisati novim parom leptona i kvarkova, Slika 12.7.1:

( , vµ) i (c, s)

koji åine drugu generaciju åestica. Unutar parova, opet, postoji jediniåna razlika u
naelektrisaçu.

Pri joã veñim energijama, javÿaju se åestice koje se sastoje od novog para lep-
tona (tau i tau neutrino) i novog para kvarkova, t-kvarka i b-kvarka, ãto predstavÿa
novu generaciju parova leptona i kvarkova, Slika 12.7.1:

( ), i (t, b)

poznatu kao treña generacija. Osobine ãest kvarkova i çihovih antikvarkova poka-
zane su u Tabeli 12.7.1. Mase kvarkova ne mogu da se odrede neposredno, jer slo-
bodni kvarkovi nisu opaæeni. Pokazane mase mirovaça proceçene su na osnovu
prividnih masa kvarkova kada su vezani u razliåitim åesticama. Na primer, izmerena
masa protona predstavÿa zbir masa kvarkova (od kojih je proton izgraœen)

Slika 12.7.1 Standardni model usposta-
vÿa vezu meœu elementarnim materijal-
nim åesticama (leptonima i kvarkovima) i
åesticama poÿa.

µ

τ vτ,
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umaçenu za energiju vezivaça kvarkova. Poãto vezivna energija nije poznata, ne
moæe se znati ni energija mirovaça kvarka.

Tabela 12.7.1 Osobine kvarkova

* Mase mirovaça odnose se na kvarkove vezane u åesticama (izgraœivaåke kvarkove). Ener-
gije mirovaça slobodnih kvarkova nisu poznate.

Standardni model unapredio je fiziku subatomskih åestica (na energijskoj
skali koja je danas dostupna istraæivaåima) u meri koja je uporediva sa napretkom u
hemiji ostvarenim otkriñem periodnog sistema elemenata. Skoro svi eksperimenti
mogu da se objasne preko standardnog modela. Skoro, jer ima nagoveãtaja, kako
eksperimentalnih tako i teorijskih, da postoje pojave koje se ne uklapaju u okvire
standardnog modela. Na primer, japanski istraæivaåi saopãtili su da su opazili oscila-
cije mionskih neutrina (prelaz mionskog neutrina u elektronski i obrnuto) åija je di-
rektna posledica, vrlo mala, ali konaåna masa mirovaça neutrina. To je u direktnoj
suprotnosti sa jednom od osnovnih pretpostavki standardnog modela prema kojoj je
masa mirovaça svih neutrina jednaka nuli. Dakle, uprkos ogromnom uspehu mo-
dela, intenzivno se radi na pronalaæeçu çegovih slabosti i çegovom prevazilaæeçu
novom “teorijom svaåega”.
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C S T B

u-kvark u +2/3 1/2 +1/3 0,3 0 0 0 0

d-kvark d –1/3 1/2 +1/3 0,3 0 0 0 0

c-kvark c +2/3 1/2 +1/3 +1,5 +1 0 0 0

s-kvark s –1/3 1/2 +1/3 0,5 0 –1 0 0

t-kvark t +2/3 1/2 +1/3 180 0 0 +1 0

b-kark b –1/3 1/2 +1/3 4,7 0 0 0 –1

-kvark u –2/3 1/2 –1/3 0,3 0 0 0 0

-kvark d +1/3 1/2 –1/3 0,3 0 0 0 0

-kvark c –2/3 1/2 –1/3 1,5 –1 0 0 0

-kvark s +1/3 1/2 –1/3 0,5 0 +1 0 0

-kvark t –2/3 1/2 –1/3 180 0 0 –1 0

-kvark b +1/3 1/2 –1/3 4,7 0 0 0 +1
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Murai Gel-Man (Murrau Gel-Mann), roœen je u Çujorku 1929.
godine. Diplomirao je na åuvenom Jelu (Yale) a doktorirao na Ma-
saåusetskom tehnoloãkom institutu (MIT, Massachusets Institute
of Technology). Godine 1952. poåiçe da radi u Institutu za nu-
klearne studije u Åikagu. Izuåava elementarne åestice, razvija teo-
riju elementarnih åestica i predlaæe model za çihovu klasifikaciju.
Od çega potiåe duhoviti naziv za osnovnu “bit” åesticu iz koje
nastaju sve ostale, “kvark” (inaåe reå kvark ne znaåi niãta i Gel-
Man ju je uzeo iz romana Fineganovo buœeçe Õemsa Õojsa).
M. Gel-Man je 1969. godine nagraœen Nobelovom nagradom za fi-
ziku za rad na klasifikaciji subatomskih åestica i çihovih interak-
cija. Hipoteza kvarkova je potvrœena kasnije, prvo otkriñem tzv.
Omega (–) åestice.

Riåard Fejnman (Richard Feynman, 1918–1988). Diplomirao
je na åuvenom MIT-u a doktorirao na Univerzitetu Prinston
(Princeton). Kasnije postoje profesor fizike na Kalifornijskom
institutu za tehnologiju u Pasadeni. Veñ 1945, kao mlad fiziåar
bio je ukÿuåen u nuklearni program “Menhetn”. Potom se bavio
elektrodinamikom i nuklearnom fizikom. Izumeo je naåin da
predstavi kvantne interakcije, tzv. “Fejnmanove dijagrame” i u
izvesnom smislu preformulisao kvantnu elektrodinamiku. Go-
dine 1965. dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za fundamen-
talni doprinos kvantnoj elektrodinamici sa velikim posledicama
po fiziku elementarnih åestica. Bio je pasionirani profesor, voleo
je da poduåava studente. I danas su “Fejnmanova predavaça iz
fizike”, inspiracija i za studente i za profesore.
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PREPORUÅENE VREDNOSTI OSNOVNIH FIZIÅKIH KONSTANTI

Podaci iz 1986. CODATA preporuåenih vrednosti fundamentalnih 
fiziåkih konstanti, verzija 0.91

Brzina svetlosti u 
vakuumu © 299792458 m s-1

Permeabilnost 
vakuuma (µ0) 1.25663706143592 10-06 N A-2

Permitivnost 
vakuuma (ε0) 8.854187817 10-12 F m-1

Gravitaciona 
konstanta (G) 6.6725985 10-11 ± 8.00712 10-16 m3 kg-1 s-2

Plankova 
konstanta (h) 6.62607554 10-34 ± 3.97565 10-40 J s

u elektronvoltima 4.135669212 10-15 ± 1.2407 10-21 eV s

h precrtano (ñ) 1.0545726663 10-34 ± 6.32744 10-41 J s

u elektronvoltima 6.58212202 10-16 ± 1.97464 10-22 eV s

Plankova masa (mp) 2.1767114 10-08 ± 1.30603 10-13 kg

Plankova duæina (Ip) 1.616051 10-35 ± 9.69631 10-41 m

Plankovo vreme (tp) 5.3905634 10-44 ± 3.23434 10-49 s

Elementarno 
naelektrisaçe (e) 1.6021773349 10-19 ± 4.80653 10-26 C

Borov magneton (µB) 9.274015431 10-24 ± 2.7822 10-30 J T -1

u elektronvoltima 5.7883826352 10-05 ± 4.63071 10-12 eV T -1

u hercima 13996241842 ±4198.87 T -1 s-1

u talasnim 
brojevima 46.68643714 ± 1.40059 10-05 m-1 T -1

u kelvinima 0.671709957 ± 5.37368 10-06 K T -1
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Nuklearni 
magneton (µN) 5.050786617 10-27 ± 1.51524 10-33 J T -1

u elektronvoltima 3.1524516628 10-08 ± 2.52196 10-15 eV T -1

u hercima 7622591.423 ± 2.28678 T -1 s-1

u talasnim 
brojevima 0.025426228177 ± 7.62787 10-09 m-1 T -1

u kelvinima 0.000365824631 ± 2.9266 10-09 K T -1

Konstanta fine 
strukture (α) 0.0072973530833 ± 2.91894 10-10

Inverzna 
vrednost 
konstante fine 
strukture 137.035989561 ± 5.48144 10-06

Ridbergova 
konstanta (Ry) 10973731.53413 ± 0.0109737 m-1

u hercima 3.289841949939 10+15 ± 3.28984 10+6 s-1

u õulima 2.179874113 10-18 ± 1.30792 10-24 J

u elektronvoltima 13.60569814 ± 4.08171 10-06 eV

Borov radijus (ao) 5.2917724924 10-11 ± 2.11671 10-18 m

Masa elektrona (me) 9.109389754 10-31 ± 4.55469 10-37 kg

u atomskim 
jedinicama 0.00054857990313 ± 1.09716 10-11

u elektronvoltima 510999.0615 ± 0.1533 eV

Odnos masa 
elektrona i miona 0.0048363321871 ± 4.83633 10-10

Odnos masa 
elektrona i 
protona 0.00054461701311 ± 1.08923 10-11

Odnos masa 
elektrona i 
deuterona 0.0002724437076 ± 5.44887 10-12

Odnos masa 
elektrona i alfa-
-åestice 0.0001370933543 ± 2.74187 10-12

Specifiåno 
naelektrisaçe 
elektrona -175881962530 ± – 52764.6 C kg-1

Molarna masa 
elektrona 5.4857990313 10-07 ± 1.09716 10-14 kg mol-1
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Elektronska 
Komptonova 
talasna duæina (λc) 2.4263105822 10-12 ± 1.94105 10-19 m

Elektronska 
Komptonova 
talasna duæina/2π (λc) 3.8615932335 10-13 ± 3.08927 10-20 m

Klasiåni radijus 
elektrona (re) 2.8179409238 10-15 ±2.81794 10-22 m

Magnetni 
moment 
elektrona 9.284770131 10-24 ± 2.78543 10-30 J T -1

u Borovim 
magnetonima 1.0011596521931

u nuklearnim 
magnetonima 1838.28200037 ± 3.67656 10-05

g-faktor 
elektrona (ge) 2.0023193043862

Odnos magnetnih 
momenata 
elektrona i miona 206.7669673 ± 2.06767 10-05

Odnos magnetnih 
momenata 
elektrona i 
protona 658.210688166 ± 6.58211 10-06

Masa miona 1.883532711 10-28 ± 1.13012 10-34 kg

u atomskim 
jedinicama  0.11342891317 ± 1.13429 10-08 u

u elektronvoltima 105658389.34 ± 31.6975 eV

Odnos masa 
miona i elektrona 206.7682623 ± 2.06768 10-05

Molarna masa 
miona 0.00011342891317 ± 1.134.29 10-11 kg mol-1

Magnetni 
moment miona 4.490451415 10-26 ± 1.34714 10-32 J T -1

u Borovim 
magnetonima 0.0048419709771 ± 4.84197 10-10

u nuklearnim 
magnetonima 8.890598113 ± 8906 10-07

g-faktor miona (gµ) 2.00233184617 ± 1.60187 10-08

Odnos magnetnih 
momenata miona 
i protona 3.1833454747 ± 3.18335 10-07
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Masa protona (mp) 1.67262311 10-27 ± 8.36312 10-34 kg

u atomskim 
jedinicama 1.00727647012 ± 1.00728 10-08 u

u elektronvoltima 938272312.8 ± 281.482 eV

Odnos masa 
protona i 
elektrona 1836.15270137 ± 3.67231 10-05

Odnos masa 
protona i miona 8.880244413 ± 8.88024 10-07

Specifiåno 
naelektrisaçe 
protona 95788309.29 ± 28.7365 C kg-1

Molarna masa 
protona 0.00100727647012 ± 1.00728 10-11 kg mol-1

Protonska 
Komptonova 
talasna duæina (λCp) 1.3214100212 10-15 ± 1.05713 10-22 m

Magnetni 
moment protona 1.4106076147 10-26 ± 4.23182 10-33 J T -1

u Borovim 
magnetonima 0.00152103220215 ± 1.52103 10-11

u nuklearnim 
magnetonima 2.79284738663 ± 5.58569 10-08

Æiromagnetni 
odnos protona  (Υp) 267522128.81 ± 80.2566 T -1 s-1

 (Υp/2π) 42577469.13 ± 12.7732 T -1 s-1

Masa neutrona (mn) 1.67492861 10-27 ± 8.37464 10-34 kg

u atomskim 
jedinicama 1.00866490414 ± 1.00866 10-08 u

u elektronvoltima 939565632.8 ± 281.87 eV

Odnos masa 
neutrona i 
elektrona 1838.6836624 ± 3.67737 10-05

Odnos masa 
neutrona i 
protona 1.0013784049

Molarna masa 
neutrona 0.00100866490414 ± 1.00866 10-11 kg mol-1

Neutronska 
Komptonova 
talasna duæina (λCn) 1.3195911012 10-15 ± 1.05567 10-22 m
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Magnetni 
moment neutrona 9.66237074 10-27 ± 3.86495 10-33 J T -1

u Borovim 
magnetonima 0.0010418756325 ± 2.08375 10-10

u nuklearnim 
magnetonima 1.9130427545 ± 3.82609 10-07

Odnos magnetnih 
momenata 
neutrona i 
elektrona 0.0010406688225 ± 2.08134 10-10

Odnos magnetnih 
momenata 
neutrona i 
protona 0.6849793416 ± 1.36996 10-07

Masa deuterona (md) 3.34358602 10-27 ± 1.67179 10-33 kg

u atomskim 
jedinicama 2.01355321424 ± 2.01355 10-08 u

u elektronvoltima 1875613395.7 ± 562.684 eV

Odnos masa 
deuterijuma i 
elektrona 3670.48301475 ± 7.34097 10-05

Odnos masa 
deuterona i 
protona 1.9990074966 

Molarna masa 
deuterona 0.00201355321424 ± 2.01355 10-11 kg mol-1

Magnetni 
moment 
deuterona (µd) 4.330737515 10-27 ± 1.29922 10-33 J T -1

u Borovim 
magnetonima 0.000466975447991 ± 4.66975 10-12

u nuklearnim 
magnetonima 0.85743823024 ± 1.71488 10-08

Odnos magnetnih 
momenata 
deuterona i 
elektrona 0.000466434546091 ± 4.66435 10-12

Odnos magnetnih 
momenata 
deuterona i 
protona 0.307012203551 ± 3.07012 10-09

Avogadrov broj (NA) 6.022136736 10+23 ± 3.01107 10+17 mol-1
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Atomska jedinica 
mase (mu) 1.66054021 10-27 ± 8.3027 10-34 kg

eV 931494322.8 ± 279.448 eV

Faradejeva 
konstanta (F) 96485.30929 ± 0.0289456 C mol-1

Molarna gasna 
konstanta (R) 8.3145107 ± 6.65161 10-05 J mol-1 K-1

Bolcmanova 
konstanta (k) 1.38065812 10-23 ± 1.10453 10-28 J K-1

u elektronvoltima 8.61738573 10-05 ± 6.89391 10-10 eV K-1

u hercima 20836741800 ± 166694 K-1 s-1

u talasnim 
brojevima 69.5038759 ± 0.000556031 m-1 K-1

Molarna 
zapremina 
(idealnog gasa) 
STP (Vm) 0.0224141019 ± 1.79313 10-07 m3 mol-1

Losmitov broj (n0) 2.68676323 10+25 ± 2.14941 10+20 m-3

Ãtefan-
-Bolcmanova 
konstanta (σ) 5.6705119 10-08 ± 1.70115 10-13 W m-2 K-4

Prva radijaciona 
konstanta (c1) 3.741774922 10–16 ± 2.24506 10-22 W m2

Druga 
radijaciona 
konstanta (c2) 0.0143876912 ± 1.15102 10-07 m K

Konstanta 
Vinovog zakona 
pomeraja (b) 0.00289775624 ± 2.3182 10-08 m K

Elektronvolt (eV) 1.6021773349 10-19 ± 4.80653 10-26 J

Standardna 
atmosfera (atm) 101325 Pa

Standardno 
ubrzaçe 
Zemÿine teæe (gn) 9.80665 m s-2



FIZIÅKE OSOBINE ELEMENATA

red.
broj

hem.
simbol

gustina
kg/m3

Tt
K

Tk
K

∆Htop
kJ/mol

∆Hisp
kJ/mol

top. prov.
W/(K)(m)

1 H 76. 14.01 20.28 0.12 0.46 0.1815
2 He 124.8 0.95 4.216 0.021 0.082n 0.152
3 Li 534. 453.69 1620. 4.6 147.7 84.7
4 Be 1847.7 1551. 3243. 9.8 308.8 200.
5 B 2340. 2573. 3931. 22.2 504.5 27.
6 C 3513. 3820. 5100. 105. 710.9 1960.
7 N 1026. 63.29 77.4 0.72 5.577 0.02598
8 O 2000. 54.8 90.19 0.444 6.82 0.02674
9 F 1516. 53.53 85.01 1.02 3.26 0.0279
10 Ne 1444. 24.48 27.1 0.324 1.736 0.0493
11 Na 971. 370.96 1156.1 2.64 99.2 141.
12 Mg 1738. 922. 1363. 9.04 127.6 156.
13 Al 2698. 933.5 2740. 10.67 290.8 237.
14 Si 2329. 1683. 2628. 39.6 383.3 148
15 P 1820. 317.3 553. 2.51 51.9 0.235
16 S 2070. 386. 717.824 1.23 9.62 0.269
17 Cl 2030. 172.2 239.6 6.41 20.4033 0.0089
18 Ar 1656. 83.8 87.3 1.21 6.53 0.01772
19 K 862. 336.8 1047. 2.4 79.1 102.4
20 Ca 1550. 1112. 1757. 9.33 150.6 200.
21 Sc 2989. 1814. 3104. 15.9 376.1 15.8
22 Ti 4540. 1933. 3560. 20.9 425.5 21.9
23 V 6110. 2160. 3650. 17.6 459.7 30.7
24 Cr 7190. 2130. 2945. 15.3 341.8 93.7
25 Mn 7440. 1517. 2235. 14.4 220.5 7.82
26 Fe 7874. 1808. 3023. 14.9 340.2 80.2
27 Co 8900. 1768. 3143. 15.2 382.4 100.
28 Ni 8902. 1726. 3005. 17.6 374.8 90.7
29 Cu 8960. 1356.6 2840 13. 306.7 401.
30 Zn 7133. 692.73 1180. 6.67 114.2 116.
31 Ga 5907. 302.93 2676. 5.59 270.3 40.6
32 Ge 5323. 1210.6 3103. 34.7 327.6 59.9
33 As 5780. 83.78 889 27.7 31.9 50.
34 Se 4790. 490. 958.1 5.1 90. 2.04
35 Br 4050. 265.9 331.9 10.8 30.5 0.122
36 Kr 2823. 116.6 120.85 1.64 9.05 0.00949
37 Rb 1532. 312.2 961. 2.2 75.7 58.2



584 ATOMISTIKA

E:\13.fm 7/1/04

38 Sr 2540. 1042. 1657 9.16 154.4 35.3
39 Y 4469. 1795. 3611. 17.2 367.4 17.2
40 Zr 6506. 2125. 4650. 23. 566.7 22.7
41 Nb 8570. 2741. 5015. 27.2 680.19 53.7
42 Mo 10220. 2890. 4885. 27.6 589.9 138.
43 Tc 11500. 2445. 5150. 23.81 585.22 50.6
44 Ru 12370. 2583. 4173. 23.7 567. 117.
45 Rh 12410. 2239. 4000. 21.55 494.34 150.
46 Pd 12020. 1825. 3413. 17.2 361.5 71.8
47 Ag 10500. 1235.08 2485. 11.3 257.7 429.
48 Cd 8650. 594.1 1038. 6.11 100. 96.8
49 In 7310. 429.32 2353. 3.27 231.8 81.6
50 Sn 7310. 505.118 2543. 7.2 296.2 66.6
51 Sb 6691. 903.89 1908. 20.9 165.8 243.
52 Te 6240. 722.7 1263. 13.5 104.6 2.35
53 I 4930. 386.7 457.5 15.27 41.67 0.449
54 Xe 3540. 161.3 166.1 3.1 12.65 0.00569
55 Cs 1873. 301.55 951.6 2.09 66.5 35.9
56 Ba 3594. 1002. 1910. 7.66 150.9 18.4
57 La 6145. 1194. 3730. 10.04 402.1 13.5
58 Ce 8240. 1072. 3699. 8.87 398. 11.4
59 Pr 6773. 1204. 3785. 11.3 357. 12.5
60 Nd 7007. 1294. 3341. 7.113 328. 16.5
61 Pm 7220. 1441. 3000. 12.6 ? 17.9
62 Sm 7520. 1350. 2064. 10.9 164.8 13.3
63 Eu 5243. 1095. 1870. 10.5 176. 13.9
64 Gd 7900.4 1586. 3539. 15.5 301. 10.6
65 Tb 8229. 1629. 3396. 16.3 391. 11.1
66 Dy 8550. 1685. 2835. 17.2 293. 10.7
67 Ho 8795. 1747. 2968. 17.2 303. 16.2
68 Er 9066. 1802. 3136. 17.2 280. 14.3
69 Tm 9321. 1818. 2220. 18.4 247. 16.8
70 Yb 6965. 1097. 1466. 9.2 159. 34.9
71 Lu 9840. 1936. 3668. 19.2 428. 16.4
72 Hf 13310. 2503. 5470. 25.5 570.7 23.
73 Ta 16654. 3269. 5698. 31.4 758.22 57.5
74 W 19300. 3680. 5930. 35.2 824.2 174.
75 Re 21020. 3453. 5900. 33.1 704.25 47.9
76 Os 22590. 3327. 5300. 29.3 738.06 87.6
77 Ir 22420. 2683. 4403. 26.4 612.1 147.
78 Pt 21450. 2045. 4100. 19.7 469. 71.6
79 Au 19320. 1337.58 3080. 12.7 343.1 317.
80 Hg 13546. 234.28 629.73 2.331 59.11 8.34
81 Tl 11850. 576.6 1730. 4.31 166.1 46.1
82 Pb 11350. 600.65 2013. 5.121 177.8 35.3
83 Bi 9747. 544.5 1883. 10.48 179.1 7.87
84 Po 9320. 527. 1235. 10. 100.8 20.
85 At ? 575. 610. 23.8 ? 1.7
86 Rn 4400. 202. 211.4 2.7 18.1 0.00364
87 Fr ? 300. 950. ? ? 15.
88 Ra 5000. 973. 1413. 7.15 136.7 18.6
89 Ac 10060. 1320. 3470. 14.2 293 12.
90 Th 11720. 2023. 5060. 19.2 513.67 54.
91 Pa 15370. 2113. 4300. 16.7 481. 47.
92 U 18950. 1405.5 4018. 15.5 417.1 27.6
93 Np 20250. 913. 4175. 9.46 336.6 6.3

red.
broj

hem.
simbol

gustina
kg/m3

Tt
K

Tk
K

∆Htop
kJ/mol

∆Hisp
kJ/mol

top. prov.
W/(K)(m)
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94 Pu 19840. 914. 3505. 2.8 343.5 6.74
95 Am 13670. 1267. 2880. 14.4 238.5 10.
96 Cm 13300. 1610. ? ? ? 10.
97 Bk 14790. ? ? ? ? 10.
98 Cf ? ? ? ? ? 10.
99 Es ? ? ? ? ? 10.
100 Fm ? ? ? ? ? 10.
101 Md ? ? ? ? ? 10.
102 No ? ? ? ? ? 10.
103 Lr ? ? ? ? ? 10.
104 Unq ? ? ? ? ? ?
105 Unp ? ? ? ? ? ?
106 Unh ? ? ? ? ? ?

Gustina vodonika na 11 K.
Gustina teånog helijuma na 4 K.
Gustina dijamanta.
Toplotna provodÿivost grafita.
Gustina kiseonika na 55 K.
Toplota isparavaça za P4 oblik fosfora.
Gustina je za P4 oblik fosfora.
Gustina je za alfa-oblik sumpora.
Gustina je za teåni fluor na 85 K.

Toplotna provodÿivost gasovitog vodonika.
Toplotna provodÿivost gasovitog helijuma.
Taåka topÿeça dijamanta.
Gustina azota na 2,1 K.
Taåka topÿeça je za P4 oblik fosfora.
Taåka kÿuåaça je za P4 oblik fosfora.
Toplota topÿeça je za P4 oblik fosfora.
Taåka topÿeça je za alfa-oblik sumpora.
Gustina je za teåni radon na 211 K.

red.
broj

hem.
simbol

gustina
kg/m3

Tt
K

Tk
K

∆Htop
kJ/mol

∆Hisp
kJ/mol

top. prov.
W/(K)(m)
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STANDARDNE ATOMSKE TEÆINE KOJE
PREPORUÅUJE IUPAC

Broj u okrugloj zagradi predstavÿa neizvesnost na posledçoj cifri. Broj u ug-
lastoj zagradi je maseni broj najduæe æiveñeg izotopa elementa koji nema stabilnih
izotopa i za koji standardna atomska teæina ne moæe da se definiãe.

1 H Hidrogen 1.00794(7) 54 Xe Ksenon 131.29(2)
2 He Helijum 4.002602(2) 55 Cs Cezijum 132.90543(5)
3 Li Litijum 6.941(2) 56 Ba Barijum 137.327(7)
4 Be Berilijum 9.012182(3) 57 La Lantan 138.9055(2)
5 B Bor 10.811(5) 58 Ce Cer 140.115(4)
6 C Karbon 12.011(1) 59 Pr Prazeodim 140.90765(3)
7 N Nitrogen 14.00674(7) 60 Nd Neodim 144.24(3)
8 O Oksigen 15.9994(3) 61 Pm Prometijum [145]
9 F Fluor 18.9984032(9) 62 Sm Samarijum 150.36(3)
10 Ne Neon 20.1797(6) 63 Eu Evropijum 151.965(9)
11 Na Natrijum 22.989768(6) 64 Gd Gadolinijum 157.25(3)
12 Mg Magnezijum 24.3050(6) 65 Tb Terbijum 158.92534(3)
13 Al Aluminijum 26.981539(5) 66 Dy Disprozijum 162.50(3)
14 Si Silicijum 28.0855(3) 67 Ho Holmijum 164.93032(3)
15 P Fosfor 30.973762(4) 68 Er Erbijum 167.26(3)
16 S Sumpor 32.066(6) 69 Tm Tulijum 168.93421(3)
17 Cl Hlor 35.4527(9) 70 Yb Iterbijum 173.04(3)
18 Ar Argon 39.948(1) 71 Lu Lutecijum 174.967(1)
19 K Kalijum 39.0983(1) 72 Hf Hafnijum 178.49(2)
20 Ca Kalcijum 40.078(4) 73 Ta Tantal 180.9479(1)
21 Sc Skandijum 44.955910(9) 74 W Volfram 183.84(1)
22 Ti Titanijum 47.867(1) 75 Re Renijum 186.207(1)
23 V Vanadijum 50.9415(1) 76 Os Osmijum 190.23(3)
24 Cr Hrom 51.9961(6) 77 Ir Iridijum 192.217(3)
25 Mn Mangan 54.93805(1) 78 Pt Platina 195.08(3)
26 Fe Gvoæœe 55.845(2) 79 Au Zlato 196.96654(3)
27 Co Kobalt 58.93320(1) 80 Hg Æiva 200.59(2)
28 Ni Nikal 58.6934(2) 81 Tl Talijum 204.3833(2)
29 Cu Bakar 63.546(3) 82 Pb Olovo 207.2(1)
30 Zn Cink 65.39(2) 83 Bi Bizmut 208.98037(3)
31 Ga Galijum 69.723(1) 84 Po Polonijum [209]
32 Ge Germanijum 72.61(2) 85 At Astat [210]
33 As Arsen 74.92159(2) 86 Rn Radon [222]
34 Se Selen 78.96(3) 87 Fr Francijum [223]
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Lista je navedena prema izveãtaju IUPAC-a objavÿenog u åasopisu ”Pure and
Applied Chemistry”, Vol. 66, No. 12 (1994), str. 2423–2444, 1997, IUPAC: 104-
[Rf] Rutherfordium; 105–[Sg] Seaborgium; 107-[Bh] Bohrium; 108-[Hs] Hassium;
109-[Mt] Meitnerium; 110-?

35 Br Brom 79.904(1) 88 Ra Radijum [226]
36 Kr Kripton 83.80(1) 89 Ac Aktinijum [227]
37 Rb Rubidijum 85.4678(3) 90 Th Torijum 232.0381(1)
38 Sr Stroncijum 87.62(1) 91 Pa Protaktinijum 231.03588(2)
39 Y Itrijum 88.90585(2) 92 U Uranijum 238.0289(1)
40 Zr Cirkonijum 91.224(2) 93 Np Neptunijum [237]
41 Nb Niobijum 92.90638(2) 94 Pu Plutonijum [244]
42 Mo Molibden 95.94(1) 95 Am Americijum [243]
43 Tc Tehnecijum [98] 96 Cm Kirijum [247]
44 Ru Rutenijum 101.07(2) 97 Bk Berklijum [247]
45 Rh Rodijum 102.90550(3) 98 Cf Kalifornijum [251]
46 Pd Paladijum 106.42(1) 99 Es Ajnstajnijum [252]
47 Ag Srebro 107.8682(2) 100 Fm Fermijum [257]
48 Cd Kadmijum 112.411(8) 101 Md Mendeÿevijum [258]
49 In Indijum 114.818(3) 102 No Nobelijum [259]
50 Sn Kalaj 118.710(7) 103 Lr Lorencijum [262]
51 Sb Antimon 121.760(1) 104 Rf Raderfordijum [261]
52 Te Telur 127.60(3) 105 Ha Hanijum [262]
53 J Jod 126.90447(3)



OSOBINE STABILNIH JEZGARA

A Z I M-A % rasprostr.

1 0 1/2 +8·07144

1 1 1/2 +7·28899 99·985

2 1 1 +13·136 0·015

3 2 1/2 +14·931 0·00013

4 2 0 +2·425 100

6 3 1 +14·088 7·4

7 3 3/2 +14·907 92·6

9 4 3/2 +11·350 100

10 5 3 +12·052 18·8

11 5 3/2 +8·668 81·2

12 6 0 0(standard) 98·89

13 6 1/2 +3·125 1·11

14 7 1 +2·864 99·63

15 7 1/2 +0·100 0·37

16 8 0 -4·737 99·759

17 8 5/2 -0·808 0·037

18 8 0 -0·782 0·204

19 9 1/2 -1·486 100

20 10 0 -7·041 90·8

21 10 3/2 -5·730 0·26

22 10 0 -8·025 8·9

23 11 3/2 -9·528 100

24 12 0 -13·933 78·8

25 12 5/2 -13·191 10·1

26 12 0 -16·214 11·1
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27 13 5/2 -17·196 100

28 14 0 -21·490 92·17

29 14 1/2 -21·894 4·71

30 14 0 -24·439 3·12

31 15 1/2 -24·438 100

32 16 0 -26·013 95

33 16 3/2 -26·583 0·75

34 16 0 -29·933 4·2

36 16 0 -30·655 0·017

35 17 3/2 -29·014 75·53

37 17 3/2 -31·765 24·47

36 18 0 -30·232 0·337

38 18 0 -34·718 0·063

40 18 0 -35·038 99·60

39 19 3/2 -33·803 93·2

40 19 4 -33·533 0·0119

41 19 3/2 -35·552 6·8

40 20 0 -34·848 96·9

42 20 (0) -38·540 0·64

43 20 7/2 -38·396 0·14

44 20 (0) -41·460 2·1

46 20 (0) -43·138 0·0032

48 20 (0) -44·216 0·18

45 21 7/2 -41·061 100

46 22 (0) -44·123 8·0

47 22 5/2 -44·927 7·4

48 22 (0) -48·483 73·8

49 22 7/2 -48·558 5·5

50 22 (0) -51·431 5·3

50 23 6 -49·216 0·25

51 23 7/2 -52·199 99·75

50 24 (0) -50·249 4·4

52 24 (0) -55·411 83·7

53 24 3/2 -55·281 9·5

54 24 (0) -56·930 2·4

55 25 5/2 -57·705 100

54 26 (0) -56·245 5·9

A Z I M-A % rasprostr.
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56 26 (0) -60·605 91·6

57 26 1/2 -60·175 2·20

58 26 (0) -62·146 0·33

59 27 7/2 -62·233 100

58 28 (0) -60·288 68·0

60 28 (0) -64·471 26·2

61 28 3/2 -64·220 1·1

62 28 (0) -66·748 3·7

64 28 (0) -67·106 1·0

63 29 3/2 -65·583 69·0

65 29 3/2 -67·266 31·0

64 30 0 -66·000 48·9

66 30 0 -68·881 27·8

67 30 5/2 -67·863 4·1

68 30 0 -69·994 18·6

70 30 (0) -69·550 0·63

69 31 3/2 -69·326 60·1

71 31 3/2 -70·135 39·9

70 32 0 -70·558 20·5

72 32 0 -72·579 27·4

73 32 9/2 -71·293 7·8

74 32 0 -73·418 36·5

76 32 0 -73·209 7·8

75 33 3/2 -73·031 100

74 34 0 -72·212 0·93

76 34 0 -75·257 9·1

77 34 1/2 -74·601 7·5

78 34 0 -77·020 23·6

80 34 0 -77·753 49·9

82 34 0 -77·586 9·0

79 35 3/2 -76·075 50·6

81 35 3/2 -77·972 49·4

78 36 (0) -74·143 0·35

80 36 (0) -77.891 2·27

82 36 0 -80·589 11·6

83 36 9/2 -79·985 11·5

84 36 0 -82·433 57·0

A Z I M-A % rasprostr.
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86 36 0 -83·259 17·3

85 37 5/2 -82·156 72·2

87 37 3/2 -84·591 27·8

84 38 (0) -80·638 0·55

86 38 0 -84·499 9·8

87 38 9/2 -84·865 7·0

88 38 0 -87·894 82·7

89 39 1/2 -87·678 100

90 40 (0) -88·770 51·5

91 40 5/2 -87·893 11·2

92 40 (0) -88·462 17·1

94 40 (0) -87·267 17·4

96 40 (0) -85·430 2·8

93 41 9/2 -87·203 100

92 42 0 -86·804 15·7

94 42 0 -88·406 9·3

95 42 5/2 -87·709 15·7

96 42 0 -88·794 16·5

97 42 5/2 -87·539 9·5

98 42 0 -88·110 23·8

100 42 0 -86·185 9·5

43 nema stab. izotopa

96 44 (0) -86·071 5·6

98 44 (0) -88·221 1·9

99 44 5/2 -87·619 12·7

100 44 (0) -89·219 12·7

101 44 5/2 -87·953 17·0

102 44 (0) -89·098 31·5

104 44 (0) -88·090 18·6

103 45 1/2 -88·014 100

102 46 (0) -87·923 1·0

104 46 (0) -89·411 11·0

105 46 5/2 -88·431 22·2

106 46 (0) -89·907 27·3

108 46 (0) -89·524 26·7

110 46 (0) -88·338 11·8

107 47 1/2 -88·403 51·4

A Z I M-A % rasprostr.
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109 47 1/2 -88·717 48·6

106 48 (0) -87·128 1·22

108 48 (0) -89·248 0·88

110 48 0 -90·342 12·4

111 48 1/2 -89·246 12·8

112 48 0 -90·575 24·0

113 48 1/2 -89·041 12·3

114 48 0 -90·018 28·8

116 48 0 -88·712 7·6

113 49 9/2 -89·339 4·2

115 49 9/2 -89·542 95·8

112 50 (0) -88·644 1·02

114 50 (0) -90·565 0·69

115 50 1/2 -90·031 0·38

116 50 0 -91·523 14·3

117 50 1/2 -90·392 7·6

118 50 0 -91·652 24·1

119 50 1/2 -90·062 8·5

120 50 0 -91·100 32·5

122 50 (0) -89·942 4·8

124 50 (0) -88·237 6·1

121 51 5/2 -89·593 57

123 51 7/2 -89·224 43

120 52 (0) -89·400 0·091

122 52 (0) -90·291 2·5

123 52 1/2 -89·163 0·88

124 52 (0) -90·500 4·6

125 52 1/2 -89·032 7·0

126 52 0 -90·053 18·7

128 52 0 -88·978 31·8

130 52 0 -87·337 34·4

127 53 5/2 -88·984 100

124 54 (0) -87·450 0·094

126 54 (0) -89·154 0·092

128 54 (0) -89·850 1·92

129 54 1/2 -88·692 26·4

130 54 (0) -89·880 4·1

A Z I M-A % rasprostr.
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131 54 3/2 -88·411 21·2

132 54 0 -89·272 26·9

134 54 0 -88·120 10·4

136 54 0 -86·422 8·9

133 55 7/2 -88·160 100

130 56 (0) -87·331 0·101

132 56 (0) -88·380 0·097

134 56 0 -88.852 2·42

135 56 3/2 -87·980 6·6

136 56 0 -89·140 7·8

137 56 3/2 -88·020 11·3

138 56 0 -88·490 71·7

138 57 5 -86·710 0·089

139 57 7/2 -87·428 99·911

136 58 (0) -86·550 0·19

138 58 (0) -87·720 0·26

140 58 (0) -88·125 88·47

142 58 (0) -84·631 11·08

141 59 5/2 -86·072 100

142 60 (0) -86·010 27·1

143 60 7/2 -84·039 12·2

144 60 (0) -83·797 23·9

145 60 7/2 -81.469 8·3

146 60 (0) -80·959 17·2

148 60 (0) -77·435 5·7

150 60 (0) -73·666 5·6

61 nema stab. izotopa

144 62 (0) -81·980 3·1

147 62 7/2 -79·300 15·0

148 62 (0) -79·371 11·2

149 62 7/2 -77·145 13·8

150 62 (0) -77·056 7·4

152 62 (0) -74·746 26·8

154 62 (0) -72·393 22·7

151 63 5/2 -74·670 47·8

153 63 5/2 -73·361 52·2

152 64 (0) -74·710 0·20

A Z I M-A % rasprostr.
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154 64 (0) -73·653 2·15

155 64 3/2 -72·037 14·7

156 64 (0) -72·493 20·5

157 64 3/2 -70·769 15·7

158 64 (0) -70·627 24·9

160 64 (0) -67·781 21·9

159 65 3/2 -69·534 100

156 66 (0) -70·860 0·052

158 66 (0) -70·374 0·090

160 66 (0) -69·673 2·29

161 66 5/2 -68·049 18·9

162 66 (0) -68·182 25·5

163 66 5/2 -66·363 25·0

164 66 (0) -65·949 28·2

165 67 7/2 -64·811 100

162 68 (0) -66·370 0·136

164 68 (0) -65·867 1·56

166 68 (0) -64·918 33·4

167 68 7/2 -63·285 22·9

168 68 (0) -62·983 27·1

170 68 (0) -60·020 14·9

169 69 1/2 -61·249 100

168 70 (0) -61·330 0·14

170 70 (0) -60·530 3·03

171 70 1/2 -59·220 14·3

172 70 (0) -59·280 21·8

173 70 5/2 -57·690 16·2

174 70 (0) -57·060 31·8

176 70 (0) -53·390 12·7

175 71 7/2 -55·290 97·40

176 71 7 -53·410 2·60

174 72 (0) -55·550 0·18

176 72 (0) -54·430 5·2

177 72 7/2 -52·720 18·5

178 72 0 -52·270 27·1

179 72 9/2 -50·270 13·8

180 72 0 -49·530 35·2

A Z I M-A % rasprostr.
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180 73 -48·862 0·012

181 73 7/2 -48·430 99·988

180 74 (0) -49·365 0·14

182 74 0 -48·156 26·2

183 74 1/2 -46·272 14·3

184 74 0 -45·619 30·7

186 74 0 -42·438 28·7

185 75 5/2 -43·725 37·1

187 75 5/2 -41·140 62·9

184 76 (0) -44·010 0·018

186 76 (0) -42·970 1·59

187 76 1/2 -41·141 1·64

188 76 (0) -40·909 13·3

189 76 3/2 -38·840 16·1

190 76 (0) -38·540 26·4

192 76 (0) -35·910 41·0

191 77 3/2 -36·670 38·5

193 77 3/2 -34·454 61·5

192 78 (0) -36·190 0·78

194 78 0 -34·721 32·8

195 78 1/2 -32·776 33·7

196 78 0 -32·633 25·4

198 78 (0) -29·905 7·2

197 79 3/2 -31·166 100

196 80 (0) -31·838 0·15

198 80 0 -30·966 10·0

199 80 1/2 -29·547 16·9

200 80 0 -29·503 23·1

201 80 3/2 -27·658 13·2

202 80 0 -27·346 29·8

204 80 0 -24·689 6·8

203 81 1/2 -25·753 29·5

205 81 1/2 -23·807 70·5

204 82 (0) -25·109 1·3

206 82 0 -23·783 26

207 82 1/2 -22·446 21

208 82 0 -21·750 52

209 83 9/2 -18·262 100

A Z I M-A % rasprostr.
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DOBITNICI NOBELOVE NAGRADE ZA FIZIKU 1901–2003.

1901. Vilhelm Conrad Rendgen (Wilhelm Conrad Röntgen) za otkriñe izvanrednih zraka koji
su dobili ime po çemu.

1902. Hendrik Anton Lorenc (Hendrik Antoon Lorentz) i
Piter Zeman (Pieter Zeeman) za istraæivaçe uticaja magnetizma na radijacione pojave.

1903. Antoan Henri Bekerel (Antoine Henri Becquerel) za otkriñe spontane radioaktivnosti 
Pjer Kiri (Pierre Curie) i
Marija Sklodovska Kiri (Marie Sklodowska Curie) za istraæivaçe radijacionih pojava
koje je pronaãao profesor Henri Bekerel.

1904. Lord Õon Vilijam Strut Rejli (Lord John William Strutt Rayleigh) za istraæivaçe gust-
ine najvaænijih gasova i za otkriñe argona u vezi sa tim ispitivaçima.

1905. Filip Eduard Anton Lenard (Philipp Eduard Anton Lenard) za rad na katodnim zracima.

1906. Ser Õosef Õon Tomson (Sir Joseph John Thompson) za teorijska i eksperimentalna
istraæivaça provoœeça elektriciteta kroz gasove.

1907. Albert Abraham Majklson (Albert Abraham Michelson) za izum preciznih optiåkih
instrumenata i spektroskopska i metroloãka istraæivaça izvedena pomoñu çih.

1908. Gabrijel Lipman (Gabriel Lippmann) za metodu fotografskog reprodukovaça boja zas-
novanu na pojavi interferencije.

1909. Œulelmo Markoni (Guglielmo Marconi) i
Karl Ferdinand Braun (Carl Ferdinand Braun) za doprinose razvoju beæiåne telegrafije.

1910. Johanes Diderik Van Der Vals (Johannes Diderik Van Der Waals) za rad na jednaåini
staça za gasove i teånosti.

1911. Vilhelm Vin (Wilhelm Wien) za otkriña u vezi sa zakonima zraåeça toplote.

1912. Nils Gustaf Dalen (Nils Gustaf Dalén) za pronalazak automatskih regulatora u vezi sa gas-
nim akumulatorima za osvetÿavaçe svetionika.

1913. Heike Kamerling-Ons (Heike Kamerlingh-Onnes) za ispitivaçe osobina materije na
niskim temperaturama ãto je, inter alia, omoguñilo dobijaçe teånog helijuma.

1914. Maks fon Laue (Max von Laue) za otkriñe difrakcije x-zraka na kristalima.

1915. Ser Vilijem Henri Brag (Sir William Henry Bragg) i
Ser Vilijem Lorens Brag (Sir William Lawrence Bragg) za analizu kristalne strukture
pomoñu x-zraka.

1916. Nagrada nije dodeÿena.
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1917. Åarles Glover Barkla (Charles Glover Barkla) za otkriñe karakteristiånog rendgenskog
zraåeça elemenata.

1918. Maks Karl Ernst Ludwig Plank (Max Karl Ernst Ludwig Planck) za otkriñe energijskih
kvanta.

1919. Johanes Ãtark (Johannes Stark) za otkriñe Doplerovog efekta u kanalskim zracima i
cepaça spektralnih linija u elektriånom poÿu.

1920. Åarls Eduard Galam (Charles Edouard Guillaume) za doprinos preciznim mereçima u
fizici otkriñem anomalija u åeliånim legurama nikla.

1921. Albert Ajnãtajn (Albert Einstein) za zasluge u teorijskoj fizici a posebno za otkriñe
zakona fotoelektriånog efekta.

1922. Nils Bor (Niels Bohr) za ispitivaçe strukture atoma i zraåeça koje iz çih izvire.

1923. Robert Endrjus Milikan (Robert Andrews Millikan) za rad na elementarnom naelek-
trisaçu i fotoelektriånom efektu.

1924. Karl Man Georg Zigban (Karl Manne Georg Siegbahn) za otkriña i istraæivaça u poÿu
spektroskopije x-zraka.

1925. Õejms Frank (James Franck) i
Gustav Herc (Gustav Hertz) za pronalazak zakonitosti pri sudaru elektrona i atoma.

1926. Æan Baptist Peren (Jean Baptiste Perrin) za rad na diskontinuiranoj strukturi materije, a
naroåito za otkriñe sedimentacione ravnoteæe.

1927. Artur Holi Kompton (Arthur Holly Compton) za pronalazak efekta koji nosi çegovo
ime.
Åarls Tomson Ris Vilson (Charles Thomson Rees Wilson) za otkriñe metode koja åini
vidÿivim putaçe naelektrisanih åestica kondenzovaçem pare.

1928. Ser Oven Vilans Riåardson (Sir Owen Willans Richardson) za rad na termojonskim poja-
vama a posebno za pronalazak po çemu nazvane zakonitosti.

1929. Princ Luj-Victor de Broÿi (Prince Louis-Victor de Broglie) za otkriñe talasne prirode ele-
ktrona.

1930. Ser Åandrasekara Venkata Raman (Sir Chandrasekhara Venkata Raman) za rad na rase-
jaçu svetlosti i za otkriñe efekta koji je po çemu dobio ime.

1931. Nagrada nije dodeÿena.

1932. Verner Hajzenberg (Werner Heisenberg) za stvaraçe kvantne mehanike åija je primena,
inter alia, dovela do otkriña alotropskih oblika vodonika.

1933. Ervin Ãredinger (Erwin Schrödinger) i
Pol Adrien Moris Dirak (Paul Adrien Maurice Dirac) za otkriñe novih produktivnih
oblika atomske teorije.

1934. Nagrada nije dodeÿena.

1935. Ser Õejms Åedvik (Sir James Chadwick) za otkriñe neutrona.

1936. Viktor Franc Hes (Victor Franz Hess) za otkriñe kosmiåkih zraka i
Karl David Anderson (Carl David Anderson) za otkriñe pozitrona.

1937. Klinton Õozef Dejvison (Clinton Joseph Davisson) i
Ser Õorõ Paõet Tomson (Sir George Paget Thomson) za eksperimentalni pronalazak
difrakcije elektrona na kristalima.

1938. Enriko Fermi (Enrico Fermi) za demonstraciju postojaça novih radioaktivnih elemenata
stvorenih neutronskim ozraåivaçem i za pronalazak nuklearnih reakcija izazvanih sporim
neutronima.

1939. Ernest Orlando Lorens (Ernest Orlando Lawrence) za pronalazak i razvoj ciklotrona i za
rezultate postignute çime, posebno u vezi sa veãtaåkim radioaktivnim elementima.

1940–1942. Nagrada nije dodeÿena.
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1943. Oto Ãtern (Otto Stern) za doprinos razvoju metode molekulskih snopova i otkriñe magnet-
nog momenta protona.

1944. Isidor Ajsak Rabi (Isidor Isaac Rabi) za rezonantnu metodu snimaça magnetnih osobina
atomskog jezgra.

1945. Volfgang Pauli (Wolfgang Pauli) za otkriñe principa iskÿuåeça poznatog kao Paulijev
princip.

1946. Persi Vilijams Briõman (Percy Williams Bridgman) za pronalazak aparature za
stvaraçe ekstremno visokih pritisaka i za otkriña postignuta çome u poÿu fizike visokih
pritisaka.

1947. Sir Edvard Viktor Eplton (Sir Edward Victor Appleton) za istraæivaça fizike gorçih
slojeva atmosfere a posebno za pronalazak takozvanog Epltonovog sloja.

1948. Lord Patrik Majnard Stjuart Bleket (Lord Patrick Maynard Stuart Blackett) za razvoj
metode Vilsonove komore i otkriña uåiçenih çome u poÿu nuklearne fizike i kosmiåkih
zraka.

1949. Hideki Jukava (Hideki Yukawa) za predviœaçe postojaça mezona na osnovu teorijskog
rada na nuklearnim silama.

1950. Sesil Frank Pauel (Cecil Frank Powell) za razvoj fotografske metode za ispitivaçe
nuklearnih procesa i otkriña u vezi sa mezonima uåiçena tom metodom.

1951. Ser Õon Daglas Kokroft (Sir John Douglas Cockcroft) i
Ernest Tomas Sinton Valton (Ernest Thomas Sinton Walton) za pionirski rad na transmu-
taciji atomskih jezgara pomoñu vaãtaåki ubrzanih atomskih åestica.

1952. Feliks Bloh (Felix Bloch) i
Edvard Mils Parsel (Edward Mills Purcell) za razvoj novih metoda za precizna mereça
nuklearnih magnetnih momenata i otkriña u vezi sa çima.

1953. Fric (Frederik) Zernike [Frits (Frederik) Zernike] za demonstraciju metode faznog kon-
trasta, a naroåito za pronalazak fazno kontrastnog mikroskopa.

1954. Maks Born (Max Born) za fundamentalna istraæivaça u kvantnoj mehanici a naroåito za
statistiåko tumaåeçe talasne funkcije i
Valter Bote (Walther Bothe) za koincidentnu metodu i otkriña uåiçena pomoñu çe.

1955. Vilis Juõen Lamb (Willis Eugene Lamb) za otkriña u vezi sa finom strukturom spektra
vodonikovog atoma i
Polikarp Kuã (Polykarp Kusch) za precizno odreœivaçe magnetnog momenta elektrona.

1956. Vilijam Ãokli (William Shockley),
Õon Bardin (John Bardeen) i
Valter Hauzer Britn (Walter Houser Brattain) za prouåavaçe poluprovodnika i otkriñe
tranzistorskog efekta.

1957. Åen Ning Jang (Chen Ning Yang) i
Cung-dao Li (Tsung-dao Lee) za prodorno istraæivaçe takozvanih zakona parnosti koji su
doveli do vaænih otkriña u vezi s elementarnim åesticama.

1958. Pavel Aleksejeviå Åerenkov (Pavel Alekseeviå Åerenkov),
Iÿa Mihailoviå Frank (Ilêa Mihaëloviå Frank) i
Igor Jevgenijeviå Tam (Igor Evegnëeviå Tam) za otkriñe i objaãçeçe Åerenk-
ovÿevog efekta.

1959. Emilio Œino Segre (Emilio Gino Segré) i
Oven Åemberlejn (Owen Chamberlain) za otkriñe antiprotona.

1960. Donald A. Glejzer (Donald A. Glaser) za pronalazak mehuraste komore.

1961. Robert Hofãtater (Robert Hofstadter) za pionirska istraæivaça rasejaça elektrona na
atomskim jezgrima i time omoguñeno otkriñe strukture nukleona i 
Rudolf Ludvig Mesbauer (Rudolf Ludwig Mössbauer) za istraæivaça u vezi sa rezonant-
nom apsorpcijom gama-zraåeça i, s tim u vezi, pronalaska efekta koji nosi çegovo ime.
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1962. Lav Davidoviå Landau (Lev Davidoviå Landau) za pionirske teorije kondenzovane
materije, posebno teånog helijuma.

1963. Juõin P. Vigner (Eugene P. Wigner) za doprinos teoriji atomskog jezgra i elementarnih
åestica, posebno kroz pronalazak i primenu osnovnih principa simetrije,
Marija Gepert-Majer (Maria Goeppert-Mayer) i
J. Hans D. Jensen za pronalaske u vezi sa strukturom jezgra i modela nuklearne ÿuske.

1964. Åarls H. Tauns (Charles H. Townes),
Nikolaj Genadijeviå Basov (Nikolaë Genadieviå Basov) i
Aleksandar Mihailoviå Prohorov (Aleksandr Mihaëloviå Prohorov) za fundamen-
talni rad u poÿu kvantne elektronike, koji je doveo do konstrukcije oscilatora i pojaåivaåa
zasnovanih na masersko-laserskim principima.

1965. Sin-Itiro Tomonaga (Sin-Itiro Tomonaga), 
Õulijan Ãvinger (Julian Schwinger) i
Riåard P. Fejnman (Richard P. Feynman) za fundamentalni rad u kvantnoj elektrodi-
namici, sa posledicama od velikog znaåaja za fiziku elementarnih åestica.

1966. Alfred Kastler (Alfreed Kastler) za pronalazak i razvoj optiåkih metoda za ispitivaçe her-
cijanskih rezonancija u atomima.

1967. Hans Albreht Bete (Hans Albrecht Bethe) za doprinos teoriji nuklearnih reakcija, a
posebno za çegova otkriña u vezi sa proizvodçom energije u zvezdama.

1968. Luis V. Alvarez (Luis W. Alvarez) za odluåujuñi doprinos fizici elementarnih åestica a
posebno za otkriñe velikog broja rezonantnih staça, za razvoj tehnike vodoniåne mehu-
raste komore i analize podataka åime su omoguñena pomenuta otkriña.

1969. Mjurej Gelman (Murray Gell-Mann) za doprinos i pronalaske u vezi sa klasifikacijom
elementarnih åestica i çihovih interakcija.

1970. Hans Alfen (Hannes Alfvén) za fundamentalne radove i pronalaske u magneto-hidrodi-
namici sa plodnim primenama u razliåitim granama fizike plazme i
Luis Nil (Louis Néel) za fundamentalne radove i pronalaske u vezi s antiferomagnetizmom
i ferimagnetizmom koji su doveli do vaænih primena u fizici åvrstog staça.

1971. Denis Gabor (Dennis Gabor) za pronalazak i razvoj holografske metode.

1972. Õon Bardin (John Bardeen),
Leon N. Kuper (Leon N. Cooper) i
Õ. Robert Ãtrajfer (J. Robert Schrieffer) za zajedniåki razvoj teorije superprovodÿivosti
obiåno nazivane BKS (BCS) teorijom.

1973. Leo Esaki (Leo Esaki),
Ajvar Gjaver (Ivar Giaever) za eksperimentalna otkriña u vezi sa tunelskim pojavama u
poluprovodnicima i superprovodnicima i
Brajan D. Õosefson (Brian D. Josephson) za teorijsko pretskazaçe osobina superstruje
kroz tunelsku barijeru, a posebno pojava koje su opãtepoznate kao Õosefsonov efekt.

1974. Ser Martin Rajl (Sir Martin Ryle),
Antoni Hjuiã (Antony Hewish) za pionirska istraæivaça u radio-astrofizici: Rajl za
osmatraça i pronalaske, posebno tehnike aperturne sinteze i Hjuiã za odluåujuñu ulogu u
otkriñu pulsara.

1975. Age Bor (Aage Bohr),
Ben Motelson (Ben Mottelson) i
Õejms Reinvoter (James Rainwater) za otkriñe veze izmeœu kolektivnog kretaça i kre-
taça åestica u atomskom jezgru i za razvoj teorije strukture atomskog jezgra zasnovane na
toj vezi.

1076. Barton Rihter (Burton Richter) i
Semjuel K. K. Ting (Samuel C. C. Ting) za pionirski rad u pronalaæeçu teãkih elementa-
rnih åestica nove vrste.



ATOMISTIKA 601

E:\13.fm 7/1/04

1977. Filip V. Anderson (Philip W. Anderson),
ser Nevil F. Mot (Sir Nevill F. Mott) i
Õon H. van Vlek (John H. Van Vleck) za fundamentalno teorijsko istraæivaçe elektron-
ske strukture magnetskih i neureœenih sistema.

1978. Pjotr Leonidoviå Kapica (Pëotr Leonidoviå Kapica) za osnovne pronalaske i
otkriña u oblasti fizike niskih temperatura,
Arno A. Pencias (Arno A. Penzias) i
Robert V. Vilson (Robert W. Wilson) za otkriñe kosmiåkog mikrotalasnog pozadinskog
zraåeça.

1979. Ãeldon L. Glaãov (Sheldon L. Glashow),
Abdus Salam (Abdus Salam) i
Stiven Vajnberg (Steven Weinberg) za doprinos teoriji sjediçene slabe i elektromag-
netske interakcije izmeœu elementarnih åestica, ukÿuåujuñi inter alia pretpostavku o
slabim neutralnim strujama.

1980. Õejms V. Kronin (James W. Cronin) i Val L. Fiå (Val L. Fitch) za otkriñe naruãeça
osnovnog principa simetrije pri raspadu neutralnog K mezona.

1981. Nikolas Bloembergen (Nicolaas Bloembergen),
Artur L. Ãavlov (Arthur L. Schawlow) za doprinos razvoju laserske spektroskopije i
Kaj M. Zigban (Kai M. Siegbahn) za doprinos razvoju elektronske spektroskopije
visokog razlagaça.

1982. Kenet Dæ. Vilson (Kenneth G. Wilson) za teoriju kritiånih pojava u vezi sa faznim prelaz-
ima.

1983. Subramanijan Åandraãekar (Subramanyan Chandrasekhar) za teorijsko prouåavaçe
fiziåkih procesa znaåajnih za strukturu i evoluciju zvezda i
Vilijam A. Fauler (William A. Fowler) za teorijska i eksperimentalna ispitivaça
nuklearnih reakcija znaåajnih za stvaraçe hemijskih elemenata u svemiru.

1984. Karlo Rubija (Carlo Rubbia) i
Simon Van der Mer (Simon Van Der Meer) za odluåujuñi doprinos velikom projektu koji
je doveo do otkriña W i Z åestica poÿa, prenosilaca slabe interakcije.

1985. Klaus fon Klicing (Klaus von Klitzing) za otkriñe kvantnog Holovog efekta.

1986. Ernst Ruska (Ernst Ruska) za fundamentalni doprinos elektronskoj optici i za kon-
strukciju prvog elektronskog mikroskopa,
Gerd Binig (Gerd Binnig) i 
Hajnrih Rorer (Heinrich Rohrer) za konstrukciju skenirajuñeg tunelskog mikroskopa.

1987. J. Georg Bednorz (J. Georg Bednorz) i
K. Aleksander Miler (K. Alexander Müller) za vaæan prodor u otkriñu superprovodÿi-
vosti u keramiåkim materijalima.

1988. Leon M. Lederman (Leone Ledermann),
Melvin Ãvarc (Melvin Schwartz) i
Dæek Ãtajnberger (Jack Steinberger) za metodu neutrinskog snopa i potvrdu dubletne
strukture leptona preko otkriña mionskog neutrina.

1989. Norman F. Remzi (Norman F. Ramsey) za pronalazak metode razdvojenih oscilatornih
poÿa i çenu primenu u vodoniånom maseru i ostalim atomskim åasovnicima,
Hans G. Demelt (Hans G. Dehmelt) i
Volfgang Paul (Wolfgang Paul) za razvoj tehnike jonske klopke.

1990. Dæerom I. Fridman (Jerome I. Friedman),
Henri V. Kendal (Henry W. Kendall) i
Riåard E. Tejlor (Richard E. Taylor) za pionirska istraæivaça dubokog neelastiånog rase-
jaça elektrona na protonima i vezanim neutronima, koja su veoma znaåajna za razvoj
modela kvarka u fizici elementarnih åestica.

1991. Pjer-Æil De Genes (Pierre-Gilles De Gennes) za otkriñe da metode razvijene za ispitivaçe
ureœenosti u jednostavnim sistemima mogu biti uopãtene na sloæenije forme materije,
posebno na teåne kristale i polimere.
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1992. Dæordæis Åarpak (Georges Charpak) za pronalazak i razvoj detektora åestica a posebno
proporcionalnih komora sa viãe vlakana (multiwire proportional chamber).

1993. Rasel A. Huls (Russell A. Hulse) i
Dæozef H. Tejlor mlaœi (Joseph H. Taylor jr.) za otkriñe nove vrste pulsara (otkriñe koje je
otvorilo nove moguñnosti za ispitivaçe gravitacije).

1994. Bertram N. Brokhauz (Bertram N. Brockhouse) za razvoj neutronske spektroskopije i
Kliford G. Ãul (Clifford G. Shull) za razvoj tehnike neutronske difrakcije (pionirski dopri-
nos razvoju tehnike rasejaça neutrona za ispitivaçe kondenzovane materije).

1995. Martin L. Perl (Martin L. Perl) za otkriñe tau leptona i
Frederik Reins (Frederick Reines) za detekciju tau neutrina (poinirski eksperimentalni
doprinos fizici leptona).

1996. Dejvid M. Li (David M. Lee),
Daglas D. Oãerof (Douglas D. Osheroff) i
Robert C. Riåardson (Robert C. Richardson) za otkriñe superfluidnosti u helijumu-3.

1997. Stiven Åu (Steven Chu), Klod Koen-Tanudji (Claude Cohen-Tannoudji) i
Vilijam D. Filips (William D. Phillips) za razvoj metode za hlaœeçe i hvataçe atoma
laserskim zracima.

1998. Robert B. Laflin (Robert B. Laughlin),
Horst L. Ãtermer (Horst L. Störmer) i
Danijel K. Cui (Daniel C. Tsui) za otkriñe nove forme kvantne teånosti s ekscitacijama
frakcionim naelektrisaçima.

1999. Æerardus Hooft (Gerardus‘t Hooft) i
Martinus J. G. Veltman (Martinus J. G. Veltman) za prouåavaça kvantne strukture elek-
troslabe interakcije u fizici.

2000. Zores I. Alferov (Zhores I. Alferov), Herman Kremer (Herbert Kröemer), za razvoj polu-
provodnih heterostruktura koriãñenih za brzu i opto-elektroniku i
Õek Kilbi (Jack S. Kilby) za doprinos pronalasku integrisanih kola.

2001. Eric A. Kornel (Erik A. Cornell),
Wolfgang Keterle (Wolfgang Ketterle),
Karl E. Viman (Carl E. Wieman) za ostvarivaçe Boze-Ajnãtajnove kondenzacije u
razreœenim gasovima alkalnih metala, i za prva fundamentalna ispitivaça osobina konden-
zata.

2002. Rejmond Dejvis mlaœi (Raymond Davis Jr.),
Masatoãi Koãiba (Masatoshi Koshiba), za pionirski doprinos astrofizici, posebno za
detektovanje kosmiåkih neutrina i
Rikardo Œakoni (Riccardo Giacconi), za pionirski doprinos astrofizici, koji je doprineo
otkriñu kosmiåkih izvora x-zraka.

2003. Aleksej A. Abrikosov (Alekseë A. Abrikosov),
Vitalij L. Ginzburg (Vitalë L. Ginzburgê) i
Antoni L. Leõet (Anthony J. Leggett), za pionirski doprinos teoriji superprovodnika i
superfluida.
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INDEKS POJMOVA

A

Ajnãtajnova teorija fotoefekta 244
α-åestice

– emisija iz jezgra (tunel efekt) 516
– energija 514
– rasejaçe 477
– spektar energije 515

α-raspad 514
Akceleratori 498, 554
Aktinoidi 451
Aktivnost 511, 513
Alkalni atomi 102, 450
Alkalni metali

– efektivno naelektrisaçe 138, 140
– energija elektrona 138
– konstanta zaklaçaça 138
– spektri atoma 136

Amper-Laplasova jednaåina 165
Anihilacija 541
Anoda (antikatoda) 98
Antiåestice 531, 541, 561
Antineutrino 533
Antineutron 530
Antiproton 531
Antisimetriåna talasna funkcija 437
Apsorpcija

– Ajnãtajnov koeficijent za 
apsorpciju 460

– γ -fotona 547
– rezonantna 547

Argon 450
Arhimedov zakon 12

Atom
– Borov model 89
– Bor-Zomerfeldova teorija 110
– energijski nivoi 125
– pobuœivaçe sudarima 98
– Raderfordov model 473, 478, 490
– vektorski model 172

Atom antivodonika 562
Atom elektriciteta 31
Atom helijuma

– osnovno staçe 432
– primena varijacione metode 434
– talasne funkcije 437

Atomi sa viãe elektrona
– Hamiltonov operator 427, 430
– Ãredingerova jednaåina 427
– talasna funkcija 430

Atom i zraåeçe energije 454
Atomska jedinica mase 581
Atomske orbitale

– d orbitale 420
– p orbitale 412
– s orbitale 411

Atomsko jezgro
– gustina naelektrisaça 497
– modeli 505
– osobine 497
– radijus 502
– sastav 498
– sile 497, 504

Atom vodonika
– elektronska konfiguracija 449
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– energija 85, 90
– izotopi 103
– magnetni moment 149
– moment impulsa 91
– poreklo spektralnih serija 88
– spektar 85

Atom vodonikovog tipa
– energijski nivoi 102, 105, 124, 127
– Ãredingerova jednaåina 391

Avogadrov broj
– odreœivaçe 17

Azot (N) 449

B

Barioni 560, 564, 567
Balmerova serija 85
Berilijum (Be)

– elektronska konfiguracija 269, 449
β (beta) raspad

– elektronski β- 524
– energija raspada 526
– kod izobara 526
– pozitronski β+ 526
– spektar energije elektrona 526

Bio-Savarov zakon 165
Bolcmanova konstanta 26, 73, 76
Bolcmanova raspodela 232
Bor (B) 449
Bornova interpretacija talasne

funkcije 347
Borov magneton 152
Borov model atoma

– energija 89, 92
– postulati 91
– princip korespondencije 107
– radijusi 92
– Ridbergova konstanta 92

Borov radijus 92
Bor-Zomerfeldova teorija

– elektronske orbite 110, 123
– energija atoma 125, 126
– spektri alkalnih atoma 136
– kvantni uslovi 123, 127, 131
– relativistiåka korekcija 126

Boze-Ajnãtajnova statistika 236
Bozoni 236
Bozoni poÿa 554

Braunovo kretaçe
– Ajnãtajnova jednaåina 16, 23

Breketova serija 87

C

Cepaçe nivoa
– dubletno cepaçe 145
– u magnetnom poÿu 215

Cepaçe snopa atoma srebra 29
Cepaçe snopa litijumovih atoma 213
Cepaçe spektralnih linija

– u magnetnom poÿu 215
Cer (Ce)

– elektronska konfiguracija 451
Cink (Zn)

– elektronska konfiguracija 450
Crno telo

– klasiåni zakoni zraåeça 61, 68
– Plankov zakon 75
– zraåeçe 66, 68

D

Debaj-Ãererov metod difrakcije 
difrakcije x-zraåeça 257

De Broÿijeva jednaåina 277
De Broÿijev talas 290
Defekt mase 501
Degeneracija

– uklaçaçe po mj u magnetnom 
poÿu 201

– uklaçaçe po ml u magnetnom 
poÿu 198

– uklaçaçe po ms u magnetnom 
poÿu 200

– uklaçaçe po nϕ 126, 131
Degenerisana staça 118
Delta-funkcija 296
Deuterijum 97, 102, 103, 499
Devison-Dermerov ogled 279
Difrakcija

– elektrona 250, 278, 330
– molekula fulerena 286, 288
– x-zraåeça na kristalima 250

Difuzija 14, 17, 20
Dipol

– energija zraåeça 462
Dipolni moment 158
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Dipolni moment prelaza 462
Dirakova jednaåina 542
Disperzija 313, 342, 351, 454
Doplerov efekt 328, 546
Dubletna struktura 144, 173, 194, 437

E

Efektivno naelektrisaçe 138
Efikasni presek 384, 482, 484 534
Elektriåni dipol 158, 208, 215, 539
Elektromagnetna sila

(Kulonova sila) 556
Elektron

– jedinica naelektrisaça 31
– masa 35
– specifiåno naelektrisaçe 54, 56,

151, 155
– spin 126, 143, 149, 155
– u elektriånom poÿu 36, 51, 55, 57
– u magnetnom poÿu 36, 54, 55, 57

Elektronska konfiguracija 448
Elektronske orbite

– alkalnih atoma 139
– eliptiåne 125
– kruæne 91, 139
– orijentacija u prostoru 129
– promenÿive 126

Elektronvolt 46
Elektrostatiåka sila 31
Elementarne åestice 553
Elementarno naelektrisaçe 448
Energija helijumovog atoma 435
Energija jonizacije 101
Energija magnetnih momenata u 

magnetnom poÿu
– orbitnog magnetnog momenta

160, 198
– spinskog magnetnog momenta

163, 200
– ukupnog magnetnog momenta 201

Energija, negativna 544
Energija pobuœivaça 100
Energija spin-orbitne interakcije

165, 191
Energija vezivaça

– elektrona 104
– jezgra 502, 506

Energija viãeelektronskih atoma 444,
445, 447

Energija vodonikovog atoma
– iz Borovog modela 91, 92, 97
– iz Bor-Zomerfeldove teorije

117, 125
– prema Ãredingerovoj jednaåini

391, 407
Energijski nivoi

– atoma kalijuma 146
– atoma vodonika 88, 127, 133
– atoma vodonika i çemu

sliånih jona 105
– atoma vodonika prema Borovom i 

Bor-Zomerfeldovom modelu i 
prema Dirakovoj teoriji 127

– litijuma i litijumu sliånih jona
142, 143

F

Faulerova serija 107
Fermi-Dirakova statistika 240
Fermijeva funkcija 241
Fermijev nivo 241
Fermioni 240, 438, 507
Fina struktura

– atoma kalijuma 143
– spektra alkalnih atoma 143

Fluorescencija 511
Fokov operator 446
f-orbitale 140
Fosforescencija 511
Fotoelektriåni efekt

– Ajnãtajnova relacija 231, 244
Foton

– impuls 91, 98, 218, 231, 236, 267, 
269

– spin 236
Fotostruja 243, 246
Frank-Hercovi ogledi

– energija jonizacije atoma 101
– energija pobuœivaça atoma 98

Funkcija gustine verovatnoñe 352, 420
Furijeova transformacija 303
Furijeovi redovi 298
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G

Gajger-Marsdenov eksperiment
473, 477

Gajger-Natalovo pravilo 516
γ-zraåeçe

– nastajaçe parova 541
– rezonantna apsorpcija 535
– unutraãça konverzija 540

Gravitaciona sila 555

H

Hadroni 553
Hajzenbergove relacije

neodreœenosti 318
Hartri-Fokove jednaåine 444
Hercov dipol 215

I

Inertni elementi (atomi) 448
Integral izmene 442
Izlazni rad 244
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