
Ñèñòåìè ñà åãçàêòíèì ðåøå»èìà

1 Óâîä

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ðàçìîòðè£åìî íèç jåäíîäèìåíçèîíèõ è òðîäèìåíçèîíèõ ñëó÷àjå-

âà ó êîjèìà jå ìîãó£å åãçàêòíî ðåøèòè âðåìåíñêè íåçàâèñíó Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷è-

íó.

Ïîçèâàìî ñòóäåíòå äà ðàçìèñëå î äîáèjåíèì ðåøå»èìà âèøå íåãî äà áóäó óñìåðå-

íè íà ñàìó ìàòåìàòèêó ïðîáëåìà (íà èçâî¢å»à). Òàêî¢å, ïèòà»à ïîíàøà»à ÷åñòèöà ó

îäíîñó íà ïîòåíöèjàëíå jàìå, ïîòåíöèjàëíå êðèâå èëè ïîâðøè, èàêî èçãëåäàjó äà íèñó

äèðåêòíî ïîâåçàíà ñà êâàíòíîì õåìèjîì, çàïðàâî ñó âåîìà çíà÷àjíà, jåð ñå ðåøàâà»åì

åëåêòðîíñêèõ Øðåäèíãåðîâèõ jåäíà÷èíà çà ðàçëè÷èòå ïîëîæàjå jåçãàðà äîáèjàjó ïî-

âðøè ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà çà êðåòà»å jåçãàðà ó êîjèìà ÷åñòî òðåáà ðàçìîòðèòè

è êèíåòè÷êå ïðîáëåìå: äà ëè jåçãðà ìîãó äà ïðåâàçè¢ó èçâåñíå áàðèjåðå èëè íå, íà

êîjè íà÷èí äåôîðìàöèjà ïîòåíöèjàëà óòè÷å íà ðîòàöèîíî-âèáðàöèîíå íèâîå, äà ëè

ïðè ïðåñåêó íåêèõ ïîòåíöèjàëíèõ êðèâèõ jåçãðà ìîãó äà ½òóíåëèðàjó� êðîç ñòà»à ñà

íåãàòèâíîì êèíåòè÷êîì åíåðãèjîì, êàäà jå ìîãó£à äèñîöèjàöèjà ìîëåêóëà, è ñëè÷íî.

Çàïðàâî, ïîjåäèíè àóòîðè ñìàòðàjó äà öåëà òåîðèjñêà õåìèjà ïî÷èâà íà ïîâðøèìà

ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà (êîjå ñå äîáèjàjó ðåøàâà»åì åëåêòðîíñêå Øðåäèíãåðîâå jåä-

íà÷èíå): ½Õåìèjà jå ó ñâîjîj îñíîâè ïðîó÷àâà»å ñòàöèîíàðíèõ òà÷àêà íà ïîâðøèìà

ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå“(Lewis, 2011). Ìå¢óòèì, äà áèñìî ïðàâèëíî ñõâàòèëè ðåçóë-

òàòå êîjè ñå äîáèjàjó èç êâàíòíî-õåìèjñêèõ ïðîðà÷óíà, ïîòðåáíî jå äîáðî ïîçíàâàòè

îñíîâíå ñèñòåìå, äà ëè è êàêî êâàíòíå ÷åñòèöå ïðîëàçå êðîç ïðåïðåêå, êàêî ñå ïî-

íàøàjó ó ïîòåíöèjàëíèì jàìàìà, øòà çíà÷è êàäà ñå åëåêòðîí íà¢å âàí ïîòåíöèjàëíå

jàìå, è ñëè÷íî.

Çà ìàëè áðîj ñèñòåìà êîjè ñó îä èíòåðåñà çà êâàíòíó õåìèjó Øðåäèíãåðîâà jåäíà-

÷èíà ìîæå åãçàêòíî (àíàëèòè÷êè) äà ñå ðåøè. Àëè òî íå çíà÷è äà ñó åãçàêòíà ðåøå»à

ìà»å áèòíà, íàïðîòèâ: åãçàêòíà ðåøå»à ñó ïóòîêàç çà ðåøàâà»å ñëîæåíèjèõ ïðîáëå-

ìà. Íàj÷åø£å jå ïðâè êîðàê ó ðåøàâà»ó ñëîæåíèjèõ ïðîáëåìà ñâî¢å»å íà ïðîñòèjè

ñèñòåì, çà êîjè jå ðåøå»å ïîçíàòî. Ïðåìà òîìå, ïîçíàâà»å jåäíîñòàâíèjèõ ìîäåëíèõ

ñèñòåìà jå îä âàæíîñòè çà äèñêóñèjó ðåçóëòàòà âå£å òà÷íîñòè, jåð àêî ñå îíà ñóøòèí-

ñêè ðàçëèêójó îä ðåçóëòàòà çà óïðîø£åíè ñèñòåì, íàj÷åø£å jå çíàê äà ïîñòîjè ãðåøêà

ó òîì ½òà÷íèjåì� îïèñó.

Âðåìåíñêè íåçàâèñíàØðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà, êîjà îïèñójå êðåòà»å ÷åñòèöå ìàñå

m ó jåäíîj äèìåíçèjè (èçàáðà£åìî jåäàí ïðàâàö, íïð. x-îñó) ñà âðåìåíñêè íåçàâèñíîì

ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì (êîíçåðâàòèâíè ñèñòåìè), èìà îáëèê:

Ĥψ(x) =

[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x), (1)

ãäå jå E óêóïíà åíåðãèjà ÷åñòèöå. Ðåøàâà»åì îâå jåäíà÷èíå äîáèjàjó ñå äîçâî§åíå

âðåäíîñòè åíåðãèjà E è òàëàñíå ôóíêöèjå ψ(x), êîjå ñå ÷åñòî çîâó âðåìåíñêè íåçà-
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âèñíå òàëàñíå ôóíöêèjå èëè òàëàñíå ôóíêöèjå ñòàöèîíàðíèõ ñòà»à. Êàî øòî ñìî ïî-

ìè»àëè ðàíèjå, ïîñòóëàòè êâàíòíå ìåõàíèêå è ñòàòèñòè÷êà èíòåðïðåòàöèjà òàëàñíå

ôóíêöèjå îãðàíè÷àâàjó èçáîð ìîãó£èõ ôóíêöèjà: òàëàñíå ôóíêöèjå è »èõîâè ïðâè

èçâîäè ìîðàjó áèòè jåäíîçíà÷íå, íåïðåêèäíå è äèôåðåíöèjàáèëíå ôóíêöèjå íà öå-

ëîì èíòåðâàëó äåôèíèñà»à, äîäàòíî, òàëàñíå ôóíêöèjå âåçàíèõ ñòà»à ìîðàjó áèòè

êâàäðàòíî-èíòåãðàáèëíå. Ïîðåä òîãà, áóäè£è äà jå Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà äèôå-

ðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà, »åíà ðåøå»à ìîðàjó èñïó»àâàòè îäðå¢åíå ãðàíè÷íå óñëîâå,

êîjè ñå ïîñòàâ§àjó íà îñíîâó ôèçèêå ïðîáëåìà. Ñêóï ñâèõ ñâîjñòâåíèõ âðåäíîñòè E

íàçèâà ñå åíåðãåòñêè ñïåêòàð, è îí ìîæå áèòè äèñêðåòàí (àêî jå ñèñòåì ó âåçàíîì

ñòà»ó) èëè êîíòèíóàëàí (ñëîáîäíî ñòà»å).

Äåî õàìèëòîíèjàíà ó (1) êîjè ñå îäíîñè íà êèíåòè÷êó åíåðãèjó, − ~2

2m

d2

dx2
, èìà èñòè

îáëèê çà ñâå ñèñòåìå (çàâèñè îä ìàñå m ÷åñòèöå). Îíî øòî jå ñïåöèôè÷íî çà ðàçëè÷è-

òå ñèñòåìå jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà V (~r) êàî ôóíêöèjà ïîëîæàjà. ×åñòî £åìî (ñàìî

ó îâîì ïîãëàâ§ó) óìåñòî òåðìèíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñêðà£åíî ïèñàòè ïîòåíöè-

jàë.1 Ó çàäàöèìà êîjè ñëåäå, ðåøàâà£åìî è äèñêóòîâàòè âåîìà jåäíîñòàâíå ïðèìåðå

ðåøàâà»à Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå çà ðàçëè÷èòå îáëèêå ïîòåíöèjàëà: ñëîáîäíó ÷å-

ñòèöó êàäà jå V (x) = 0 ó öåëîì ïðîñòîðó; çàòèì ÷åñòèöó ó ïîòåíöèjàëíîj jàìè êàäà

jå V (x) = 0 ñàìî ó îãðàíè÷åíîì äåëó ïðîñòîðà óíóòàð jàìå è V (x) = ∞ âàí jàìå;

íàäà§å, êàäà ÷åñòèöà íàèëàçè íà áàðèjåðó ñà êîíñòàíòíèì ïîòåíöèjàëîì V (x) = V .

Òàêî¢å, ïîêàçà£åìî äà ñå ó îäðå¢åíèì ñëó÷àjåâèìà êðåòà»å ÷åñòèöå ó òðè äèìåíçèjå

ìîæå ðàçäâîjèòè è îïèñèâàòè îäâîjåíî çà ñâàêó äèìåíçèjó. Íà êðàjó £åìî ðàçìîòðà-

òè íåêîëèêî ñôåðíî-ñèìåòðè÷íèõ ïîòåíöèjàëà, ïîïóò âîäîíèêîâîã àòîìà, ÷åñòèöå ó

ñôåðíîj jàìè è èçîòðîïíîã õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà.

Çà ïîìåíóòå îáëèêå ïîòåíöèjàëà, óç jîø íåêå ïîòåíöèjàëå êîjè îâäå íèñó ðàçìàò-

ðàíè, Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó jå ìîãó£å àíàëèòè÷êè ðåøèòè. Çà êîìïëèêîâàíèjå

îáëèêå ïîòåíöèjàëà, ìîãó£å jå äîáèòè ñàìî ïðèáëèæíà ðåøå»à óç èçâåñíå àïðîêñèìà-

öèjå. Îâà ïðèáëèæíà ðåøå»à ñå ìîãó ó ïðèíöèïó äîáèòè ñà ïðîèçâî§íîì òà÷íîø£ó

àêî ñå óçèìàjó ñâå áëàæå àïðîêñèìàöèjå.

1Óìåñòî ½Çà ÷åñòèöó ìàñå m ÷èjà jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà îïèñàíà ôóíêöèjîì V (~r, t)“, ïèñà£åìî

½Çà ÷åñòèöó ìàñå m ó ïîòåíöèjàëó V (~r, t)“, èàêî ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó V (~r, t) íå òðåáà ìåøàòè ñà

ïîòåíöèjàëîì. Ïîäñå£à»à ðàäè: ó åëåêòðè÷íîì ïî§ó jå ~F = −∇V , a ~E = −∇φ, ïà jå ïîòåíöèjàëíà

åíåðãèjà ÷åñòèöå ó ïî§ó çàïðàâî åëåêòðè÷íè ïîòåíöèjàë ïî§à ïîìíîæåí íàåëåêòðèñà»åì ÷åñòèöå.
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1.1 Ìëàç åëåêòðîíà

Çàäàòàê 1. Ðåøèòè âðåìåíñêè íåçàâèñíó Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó çà ÷åñòèöó ìàñå

m êîjà ñå êðå£å ó ïðàâöó x îñå, ïðè ÷åìó jå »åíà ïîòåíöèjaëíà åíåðãèjà jåäíàêà íóëè

(÷åñòèöà jå ñëîáîäíà).

Ðåøå»å:

Êàêî jå V = 0, óêóïíà åíåðãèjà ÷åñòèöå, E, jåäíàêà jå êèíåòè÷êîj åíåðãèjè. Âðåìåíñêè

íåçàâèñíà Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà èìà ñëåäå£è îáëèê:

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x).

Óâî¢å»åì ïîçèòèâíå êîíñòàíòå k2 = 2mE/~2, ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà ïîñòàjå:

d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0.

Ðåøå»å îâå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôè-

öèjåíòèìà òðàæè ñå ó îáëèêó ôóíêöèjå ψ(x) = erx. Çàìåíîì ïðåòïîñòàâ§åíîã ðåøå»à

ó ïî÷åòíó jåäíà÷èíó äîáèjà ñå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà, à »åíèì ðåøàâà»åì êîí-

ñòàíòà r:

d2erx

dx2
+ k2erx = 0 ⇒ r2 + k2 = 0 ⇒ r = ±ik.

Ïîñòîjå äâà (ïàðòèêóëàðíà) ðåøå»à ïî÷åòíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå:

ψ1(x) = eikx è ψ2(x) = e−ikx.

Îïøòå ðåøå»å jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà ïàðòèêóëàðíèõ ðåøå»à, ñà ïðîèçâî§íèì ó

îïøòåì ñëó÷àjó êîìïëåêñíèì êîåôèöèjåíòèìà A è B.

Ψ(x) = Aψ1(x) +Bψ2(x) = Aeikx +Be−ikx.

Êàäà ñå óâðñòè âðåìåíñêà çàâèñíîñò òàëàñíå ôóíêöèjå e−
iE
~ t = e−

ik2~
2m

t, äîáèjà ñå âðå-

ìåíñêè çàâèñíî ðåøå»å:

Ψ(x, t) = Aψ1(x)e−i
k2~
2m

t +Bψ2(x)e−i
k2~
2m

t = Aeik(x−
k~
2m

t) +Be−ik(x+
k~
2m

t).

Îâàj èçðàç ïðåäñòàâ§à jåäíà÷èíó ðàâíîã òàëàñà (òàëàñà ìàòåðèjå). Ïðâè ÷ëàí îïèñójå

òàëàñ êîjè ñå ïðîñòèðå ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x îñå, à äðóãè ÷ëàí òàëàñ èñòå åíåðãèjå

êîjè ñå ïðîñòèðå ó íåãàòèâíîì ñìåðó x îñå. Çà ñëîáîäíó ÷åñòèöó íå ïîñòîjå ãðàíè÷íè

óñëîâè, jåð jå ïîòåíöèjàë ñâóäà óíèôîðìàí. Ñòîãà, íåìà îãðàíè÷å»à ó âðåäíîñòèìà

k è íå ïîñòîjå äèñêðåòíå äîçâî§åíå âðåäíîñòè åíåðãèjå E, âå£ jå ñïåêòàð õàìèëòî-

íèjàíà êîíòèíóàëàí. Ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè (åíåðãèjå) ñó äâîñòðóêo äåãåíåðèñàíe, jåð

ïîñòîjå äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ñòà»à, ψ1 è ψ2, êîjà îäãîâàðàjó èñòîj âðåäíîñòè åíåð-

ãèjå. Òàêî¢å è ñâàêà »èõîâà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, Ψ, îäãîâàðà èñòîj ñâîjñòâåíîj
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âðåäíîñòè. Ìå¢óòèì, ôóíêöèjå ψ1, ψ2 è Ψ íå ìîãó ðåïðåçåíòîâàòè ôèçè÷êà ñòà»à jåð

íèñó êâàäðàòíî èíòåãðàáèëíå, óñëåä òîãà øòî |ψ1,2(x)|2 íå òåæè 0 êàäà x → ±∞. Ñ

äðóãå ñòðàíå, ñóïåðïîçèöèjà âèøå ðàâíèõ òàëàñà ñà ìå¢óñîáíî áëèñêèì âðåäíîñòèìà

k (êîjà òàêî¢å çàäîâî§àâà ïî÷åòíó Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó) ìîæå áèòè êâàäðàòíî-

èíòåãðàáèëíà è ïðåäñòàâ§àòè ôèçè÷êî ñòà»å ñèñòåìà. Òàêâà êîìáèíàöèjà ðàâíèõ

òàëàñà íàçèâà ñå òàëàñíè ïàêåò.

Çàäàòàê 2. Èñïèòàòè äà ëè ñó òàëàñíå ôóíêöèjå ñëîáîäíå ÷åñòèöå èç ïðåòõîäíîã

çàäàòàêà, ψ1(x), ψ2(x) è Ψ(x), êàî ðåøå»à âðåìåíñêè íåçàâèñíå Øðåäèíãåðîâå jåä-

íà÷èíå, ñâîjñòâåíå ôóíêöèjå è îïåðàòîðà èìïóëñà p̂x.

Ðåøå»å:

Áóäó£è äà ñå ÷åñòèöà ñëîáîäíî êðå£å ñà èìïóëñîì ~p ó ïðàâöó x îñå, »åíà åíåðãèjà

jå êèíåòè÷êà è âàæè E =
p2x
2m

, òj. px =
√

2mE. Êîðèø£å»åì îâîã èçðàçà äîáèjàjó ñå

òàëàñíå ôóíêöèjå êàî ôóíêöèjå èìïóëñà:

ψ1(x) = eikx = e
ix
√
2mE
~ = e

i
~pxx, ψ2(x) = e−

i
~pxx è Ψ(x) = Ae

i
~pxx +Be−

i
~pxx.

Äåjñòâî îïåðàòîðà èìïóëñà íà îâå ôóíêöèjå jå:

p̂xψ1(x) = −i~ d
dx
e

i
~pxx = pxψ1(x),

p̂xψ2(x) = −i~ d
dx
e−

i
~pxx = −pxψ2(x),

p̂xΨ(x) = −i~ d
dx

(
Ae

i
~pxx +Be−

i
~pxx

)
= pxAe

i
~pxx − pxBe−

i
~pxx 6= const ·Ψ(x).

Âèäèìî äà ñó ñâîjñòâåíå ôóíêöèjå õàìèëòîíèjàíà, ψ1 è ψ2, èñòîâðåìåíî è ñâîjñòâåíå

ôóíêöèjå îïåðàòîðà èìïóëñà, àëè ñà ðàçëè÷èòèì ñâîjñòâåíèì âðåäíîñòèìà, px è −px,
ðåäîì. Ìîæåìî çàê§ó÷èòè, äà îâå òàëàñíå ôóíêöèjå îäãîâàðàjó ñòà»èìà ÷åñòèöå

èñòîã èíòåçèòåòà èìïóëñà àëè ñóïðîòíîã ñìåðà êðåòà»à. Òàëàñíà ôóíêöèjà Ψ jå ñó-

ïåðïîçèöèjà îâà äâà ñòà»à. Îíà íèjå ñâîjñòâåíà ôóíêöèjà îïåðàòîðà èìïóëñà è ñòîãà

íå ïðåäñòàâ§à ñòà»å ÷åñòèöå ñà îäðå¢åíèì èìïóëñîì. Ìå¢óòèì, çíàìî äà ìåðå»å

èìïóëñà ÷åñòèöå ó îâîì ñòà»ó, ìîæå äàòè ñàìî äâå âðåäíîñòè: px ñà âåðîâàòíî£îì

ïðîïîðöèîíàëíîì (jåð íèñìî íîðìèðàëè ôóíêöèjó) |A|2 è −px ñà âåðîâàòíî£îì ïðî-

ïîðöèîíàëíîì |B|2.

1.2 ×åñòèöà ó jåäíîäèìåíçèîíîj ïîòåíöèjàëíîj jàìè

Çàäàòàê 3. Ðàçìîòðèìî ÷åñòèöó ó ïîòåíöèjàëíîj jàìè ñà áåñêîíà÷íî âèñîêèì çèäî-

âèìà. ×åñòèöà ìàñå m íàëàçè ñå ó jåäíîäèìåíçèîíîj jàìè, øèðèíå a ñà áåñêîíà÷íî

âèñîêèì çèäîâèìà, ïðè ÷åìó ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èìà äâå âðåäíîñòè:

V (x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ a

∞, x < 0 è x > a.
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Íà£è ìîãó£å âðåäíîñòè åíåðãèjå ÷åñòèöå, En, è îäãîâàðàjó£à ñâîjñòâåíà ñòà»à.

Ðåøå»å:

Ðåøå»à ñó ñëåäå£å íîðìèðàíå òàëàñíå ôóíêöèjå è åíåðãèjå:

ψn(x) =

√
2

a
sin

nπx

a
è En =

n2π2~2

2ma2
, n = 1, 2, 3, . . . (2)

Çà îáëàñòè âàí jàìå ðåøå»à ñó jåäíàêà íóëè. Óíóòàð jàìå ñòà»à ñó âåçàíà è åíåðãåò-

ñêè ñïåêòàð jå íåäåãåíåðèñàí. Êâàíòèçàöèjà ñå jàâ§à (âèäåòè çàäàòàê 5.10) ïðè ðåøà-

âà»ó Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå êàî ïîñëåäèöà ãðàíè÷íèõ óñëîâà, òj. óñëîâà íåïðèêèä-

íîñòè òàëàñíå ôóíêöèjå íà ãðàíèöàìà ψ(0) = 0 è ψ(a) = 0. Òàêî¢å íà îñíîâó èçðàçà

çà åíåðãèjó ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñå åíåðãåòñêà ðàçëèêà ñóñåäíèõ íèâîà, En+1 −En,
ïîâå£àâà ñà ïîâå£à»åì êâàíòíîã áðîjà n.

Äîäàjìî jîø è êðà£å ïîðå¢å»å èçìå¢ó ïðåäâè¢à»à êîjà äàjå ó îâîì ñëó÷àjó êâàíò-

íà ìåõàíèêà è êëàñè÷íà ôèçèêà. Êëàñè÷íî ïîíàøà»å ÷åñòèöà èçìå¢ó ðèãèäíèõ çè-

äîâà jå äà èçâîäè îñöèëàòîðíî êðåòà»å ñà áèëî êîjîì åíåðãèjîì, à ìîæå è äà ìèðójå,

E = 0. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðåìà êâàíòíîj ìåõàíèöè, åíåðãèjà ìîæå èìàòè ñàìî îä-

ðå¢åíå âðåäíîñòè, (÷èjè jå áðîj áåñêîíà÷àí), àëè íå ïîñòîjè íè jåäíî ñâîjñòâåíî ñòà»å

(íèòè íåêà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà ñòà»à) ó êîjåì áè åíåðãèjà ÷åñòèöå áèëà jåäíàêà

íóëè: ÷åñòèöà ó ïîòåíöèjàëíîj jàìè íå ìèðójå.

Çàäàòàê 4. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè åíåðãèjå ïðâà ÷åòèðè íèâîà çà åëåêòðîí ó ïî-

òåíöèjàëíîj jàìè øèðèíå a = 1 �A. Ãðàôè÷êè ïðåäñòàâèòè åíåðãåòñêå íèâîå, òàëàñíå

ôóíêöèjå è ãóñòèíå âåðîâàòíî£å çà îâà ñòà»à.

Ðåøå»å:

Íà îñíîâó èçðàçà (2) äîáèjåíå ñó òàëàñíå ôóíêöèjå:

ψ1(x) =

√
2

a
sin

1πx

a
, ψ2(x) =

√
2

a
sin

2πx

a
,

ψ3(x) =

√
2

a
sin

3πx

a
, ψ4(x) =

√
2

a
sin

4πx

a
.

È åíåðãèjå:

E1 =
12π2~2

2ma2
=37,6 eV, E2 =

22π2~2

2ma2
=150,6 eV,

E3 =
32π2~2

2ma2
=338,8 eV, E4 =

42π2~2

2ma2
=602,3 eV.

Ãðàôè÷êè ïðèêàç åíåðãåòñêèõ íèâîà, òàëàñíèõ ôóíêöèjà è ãóñòèíà âåðîâàòíî£à äàò

jå íà ñëèöè 1.
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E

0
E1

E2

E3

E4

ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

|ψ1|2(x)

|ψ2|2(x)

|ψ3|2(x)

|ψ4|2(x)

Ñëèêà 1. Åíåðãåòñêè íèâîè, òàëàñíå ôóíêöèjå è ãóñòèíå âåðîâàòíî£å çà ÷åòèðè

íàjíèæà ñòà»à åëåêòðîíà ó ïîòåíöèjàëíîj jàìè.

Çàäàòàê 5. Íåêà ðàçìàòðàíè ñèñòåì ïðåäñòàâ§à åëåêòðîí ó ïîòåíöèjàëíîj jàìè

øèðèíå a = 1 �A ñà ïî÷åòêîì ó x = 0 è áåñêîíà÷íî âèñîêèì çèäîâèìà, ïðè ÷åìó jå

åëåêòðîí ó óíóòðàø»îñòè jàìå ñëîáîäàí. Ïðåòïîñòàâèòè äà ñå âðøè ìèëèîí ìåðå»à

x êîîðäèíàòå åëåêòðîíà ó »åãîâîì îñíîâíîì ñòà»ó (n = 1). Êîðèñòå£è ñå ïîñòóëàòè-

ìà êâàíòíå ìåõàíèêå, êîëèêî ìåðå»à £å äàòè ðåçóëòàò äà ñå åëåêòðîí íàëàçè èçìå¢ó

0,500 �A è 0,501 �A, à êîëèêî èçìå¢ó 0,990 �A è 0,991 �A? Ñìàòðàòè äà ñó èíòåðâàëè

èíôèíèòåçèìàëíè.

Ðåøå»å:

Ãóñòèíà âåðîâàòíî£å íàëàæå»à åëåêòðîíà äåôèíèñàíà jå ó áèëî êîjîj òà÷êè ïîòåí-

öèjàëíå jàìå, è jåäíàêà jå êâàäðàòó òàëàñíå ôóíêöèjå ψ1(x), êîjà îäãîâàðà îñíîâíîì

ñòà»ó, ψ1(x) =

√
2

a
sin πx

a
. Âåðîâàòíî£à íàëàæå»à åëåêòðîíà jå äåôèíèñàíà çà îä-

ðå¢åíè èíòåðâàë, è ïðåäñòàâ§à ïðîèçâîä ãóñòèíå âåðîâàòíî£å è øèðèíå èíòåðâàëà,

dP = ψ2
1(x)dx. Êàêî jå äàòè èíòåðâàë èíôèíèòåçèìàëàí, ìîæåìî ñìàòðàòè äà jå

óíóòàð »åãà ψ1(x) êîíñòàíòà. Ïðåìà òîìå, âåðîâàòíî£à jå (êàäà áðîj ìåðå»à òåæè

áåñêîíà÷íîñòè, îíäà óäåî îäðå¢åíîã ðåçóëòàòà òåæè âåðîâàòíî£è, Ni/Nu → Pi çà

Nu →∞):

P1 = ψ2
1(x)∆x1 =

2

1 �A
sin2

(
π · 0,500 �A

1 �A

)
0,001 �A = 2 · 10−3,

P2 = ψ2
1(x)∆x2 =

2

1 �A
sin2

(
π · 0,990 �A

1 �A

)
0,001 �A = 2 · 10−6.

Ìíîæå»åì âåðîâàòíî£å ïîjåäèíèõ èñõîäà ìåðå»à ñà óêóïíèì áðîjåì ìåðå»à äîáèjà-

ìî áðîj ìåðå»à êîjè äàjó òå èñõîäå:

N1 = P1Nu = 2 · 10−3 · 106 = 2000,
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N2 = P2Nu = 2 · 10−6 · 106 = 2.

Ïðåìà òîìå, êàäà ñå èçâðøè ìèëèîí ìåðå»à ïîëîæàjà åëåêòðîíà, åëåêòðîí £å ñå ïðè-

áëèæíî 2000 ïóòà íà£è ó èíòåðâàëó 0,500-0,501 �A, à ïðèáëèæíî 2 ïóòà ó èíòåðâàëó

0,990-0,991 �A. Ðåçóëòàò ñå êâàëèòàòèâíî ìîãàî ïðåäâèäåòè íà îñíîâó ñëèêå 1, íà êîjîj

âèäèìî äà jå ãóñòèíà âåðîâàòíî£å íàëàæå»à åëåêòðîíà ó îñíîâíîì ñòà»ó íàjâå£à íà

ñðåäèíè jàìå, à äà ñå ñìà»ójå ñà ïðèáëèæàâà»åì çèäîâèìà jàìå.

Çàäàòàê 6. ×åñòèöà ìàñå m ñå íàëàçè ó jåäíîäèìåíçèîíîj jàìè øèðèíå a è áåñêî-

íà÷íå âèñèíå, ïðè ÷åìó jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äàòà ñëåäå£èì èçðàçîì:

V (x) =

{
V0, 0 ≤ x ≤ a

∞, x < 0 è x > a.

Íà£è åíåðãèjå è îäãîâàðàjó£à ñâîjñòâåíà ñòà»à ÷åñòèöå.

Ðåøå»å: En =
n2π2~2

2ma2
+ V0, ψn(x) =

√
2

a
sin

nπx

a
, n = 1, 2, 3, . . .

1.3 ×åñòèöà ó òðîäèìåíçèîíîj ïîòåíöèjàëíîj jàìè

Çàäàòàê 7. Óêîëèêî ñå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ÷åñòèöå ìàñå m ìîæå íàïèñàòè ó

îáëèêó ñóìå ÷ëàíîâà V̂ (x, y, z) = V̂ (x) + V̂ (y) + V̂ (z), äà ëè ñå òðîäèìåíçèîíà Øðå-

äèíãåðîâà jåäíà÷èíà ìîæå ñâåñòè íà ðåøàâà»å òðè jåäíîäèìåíçèîíå Øðåäèíãåðîâå

jåäíà÷èíå? Ïîêàçàòè.

Ðåøå»å:

Âðåìåíñêè íåçàâèñíà Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà, êîjà îïèñójå êðåòà»å ñèñòåìà ó òðè

äèìåíçèjå ó âðåìåíñêè íåçàâèñíîì ïîòåíöèjàëó (çà êîíçåðâàòèâíå ñèñòåìå), èìà îá-

ëèê: [
− ~2

2m
∆ + V (~r)

]
ψ(~r) = Eψ(~r). (3)

Ó Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà îíà èìà ñëåäå£è îáëèê:− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ V̂ (x, y, z)

ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z). (4)

Îâàêâå ïàðöèjàëíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jå ó îïøòåì ñëó÷àjó òåøêî ðåøèòè.

Ìå¢óòèì, óêîëèêî ñå ïîòåíöèjàë V̂ (x, y, z) ìîæå ðàçäâîjèòè íà ñóìó òðè íåçàâèñíà

jåäíîäèìåíçèîíà ÷ëàíà:

V̂ (x, y, z) = V̂ (x) + V̂ (y) + V̂ (z)

7



jåäíà÷èíó (4) jå ìîãó£å ðåøèòè ìåòîäîì ðàçäâàjà»à ïðîìåí§èâèõ. Íà òàj íà÷èí ñå

òðîäèìåíçèîíà Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà ðàçäâàjà íà òðè íåçàâèñíå jåäíîäèìåíçèîíå

jåäíà÷èíå. Êîðèø£å»åì ïîñëåä»å jåäíà÷èíå, óêóïàí õàìèëòîíèjàí ñå ìîæå ðàçäâîjè-

òè íà:

Ĥ = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ V̂ (x)− ~2

2m

∂2

∂y2
+ V̂ (y)− ~2

2m

∂2

∂z2
+ V̂ (z) = Ĥx + Ĥy + Ĥz. (5)

Ó òîì ñëó÷àjó ñå óêóïíà òàëàñíà ôóíêöèjà, ψ(x, y, z), êîjà çàâèñè îä òðè ïðîìåí§è-

âå, ìîæå íàïèñàòè êàî ïðîèçâîä òðè ôóíêöèjå îä êîjèõ ñâàêà çàâèñè ñàìî îä jåäíå

ïðîìåí§èâå:

ψ(x, y, z) = ψx(x)ψy(y)ψz(z).

Çàìåíîì îâå ôóíêöèjå è õàìèëòîíèjàíà (5) ó Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó (4) äîáèjà ñå:[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+V̂ (x)− ~2

2m

∂2

∂y2
+V̂ (y)− ~2

2m

∂2

∂z2
+V̂ (z)

]
ψx(x)ψy(y)ψz(z)=Eψx(x)ψy(y)ψz(z).

Êàäà ñå ïîñëåä»à jåäíà÷èíà ïîäåëè ñà ψx(x)ψy(y)ψz(z), óçèìàjó£è ó îáçèð äà èçâîä

ïî äàòîj êîîðäèíàòè äåëójå ñàìî íà ôóíêöèjó òå êîîðäèíàòå, äîáèjà ñå:[
− ~2

2m

1

ψx(x)

d2ψx(x)

dx2
+V̂ (x)

]
+

[
− ~2

2m

1

ψy(y)

d2ψy(y)

dy2
+V̂ (y)

]
+

[
− ~2

2m

1

ψz(z)

d2ψz(z)

dz2
+V̂ (z)

]
=E.

Íà ëåâîj ñòðàíè jåäíàêîñòè èìàìî òðè ôóíêöèjå êîjå çàâèñå îä ðàçëè÷èòèõ ïðîìåí§è-

âèõ x, y è z, à íà äåñíîj ñòðàíè jå êîíñòàíòíà âðåäíîñò. Jåäíàêîñò £å áèòè èñïó»åíà

ñàìî àêî jå ñâàêà îä îâèõ ôóíêöèjà jåäíàêà íåêèì íîâèì êîíñòàíòàìà, ÷èjè jå çáèð

jåäíàê ïî÷åòíîj êîíñòàíòè. Òî íàì äàjå ìîãó£íîñò äà ïî÷åòíó jåäíà÷èíó ðàçäâîjèìî

íà òðè jåäíà÷èíå:

− ~2

2m

d2ψx(x)

dx2
+ V̂ (x)ψx(x) = Exψx(x),

− ~2

2m

d2ψy(y)

dy2
+ V̂ (y)ψy(y) = Eyψy(y),

− ~2

2m

d2ψz(z)

dz2
+ V̂ (z)ψz(z) = Ezψz(z),

ïðè ÷åìó jå óêóïíà åíåðãèjà:

E = Ex + Ey + Ez.

Íà îâàj íà÷èí ñå ïîìî£ó ìåòîäå ðàçäâàjà»à ïðîìåí§èâèõ òðîäèìåíçèîíà Øðåäèí-

ãåðîâà jåäíà÷èíà ñâåëà íà òðè jåäíîñòàâíèjå jåäíîäèìåíçèîíå jåäíà÷èíå. Óñëîâ çà

òàêâó ñåïàðàöèjó jå äà ñå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ìîæå íàïèñàòè êàî ñóìà ÷ëàíîâà

V̂ (x) + V̂ (y) + V̂ (z).
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Çàäàòàê 8. ×åñòèöà ìàñå m ñå íàëàçè ó òðîäèìåíçèîíîj jàìè ñà áåñêîíà÷íî âèñî-

êèì çèäîâèìà. Äèìåíçèjå jàìå ñó a, b è c äóæ x, y è z îñå, ðåäîì. Íà£è åíåðãèjå

è îäãîâàðàjó£à ñâîjñòâåíà ñòà»à ÷åñòèöå. Óçåòè äà jå ïî÷åòàê jàìå ó êîîðäèíàòíîì

ïî÷åòêó (x = y = z = 0) è äà jå ïîòåíöèjàë ó jàìè V (x, y, z) = 0.

Ðåøå»å:

Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà óíóòàð jàìå jå:

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z).

Ðåøå»å jåäíà÷èíå íàëàçèìî ìåòîäîì ðàçäâàjà»à ïðîìåí§èâèõ, ÷èjîì ñe ïðèìåíîì

äîáèjàjó òðè jåäíà÷èíå:

− ~2

2m

d2ψx(x)

dx2
= Exψx(x), − ~2

2m

d2ψy(y)

dy2
= Eyψy(y) è − ~2

2m

d2ψz(z)

dz2
= Ezψz(z).

Ñâàêà îä îâèõ jåäíà÷èíà jå Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà çà jåäíîäèìåíçèîíó jàìó. Óêóï-

íà òàëàñíà ôóíêöèjà jå ïðîèçâîä ψ(x, y, z) = ψx(x)ψy(y)ψz(z), à óêóïíà åíåðãèjå jå

çáèð ïîjåäèíà÷íèõ åíåðãèjà E = Ex + Ey + Ez.

Íà òàj íà÷èí äîáèjàjó ñå òàëàñíå ôóíêöèjå çà ÷åñòèöó ó òðîäèìåíçèîíîj jàìè:

ψnx,ny ,nz(x, y, z) = ψnx(x)ψny(y)ψnz(z) =

√
8

abc
sin

nxπx

a
sin

nyπy

b
sin

nzπz

c

è îäãîâàðàjó£å åíåðãèjå:

Enx,ny ,nz =
π2~2

2m

(
n2
x

a2
+
n2
y

b2
+
n2
z

c2

)
.

ïðè ÷åìó jå ó èíäåêñó íàçíà÷åíà çàâèñíîñò îä êâàíòíèõ áðîjåâà nx, ny, nz=1, 2, 3 . . .

Çàäàòàê 9. Íà£è ñòåïåí äåãåíåðàöèjå çà ïðâèõ îñàì íèâîà êîä ÷åñòèöå ó êóáíîj

òðîäèìåíçèîíîj ïîòåíöèjàëíîj jàìè ñà áåñêîíà÷íî âèñîêèì çèäîâèìà.

Ðåøå»å:

Ìîæåìî èñêîðèñòèòè ðåçóëòàòå ïðåòõîäíîã çàäàòêà, ñ òèì øòî jå êîä êóáíå ïîòåí-

öèjàëíå jàìå a = b = c, ïà ñó åíåðãèjå ÷åñòèöà:

Enx,ny ,nz =
π2~2

2ma2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
, nx, ny, nz = 1, 2, 3, . . .

Åíåðãèjà îñíîâíîã ñòà»à jå E1,1,1 =
π2~2

2ma2
(
12 + 12 + 12

)
=

3π2~2

2ma2
= 3E0, è îíî jå íåäå-

ãåíåðèñàíî. Åíåðãèjå ïîáó¢åíèõ ñòà»à, êîìáèíàöèjå êâàíòíèõ áðîjåâà è ñòåïåí äåãå-

íåðàöèjå, gn, çà îñòàëà ñòà»à ïðåäñòàâ§åíè ñó ó òàáåëè 1. Ñïåêòàð jå äàò íà ñëèöè

2.
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E/E0

(1, 1, 1)

(2, 1, 1) (1, 2, 1) (1, 1, 2)

(2, 2, 1) (2, 1, 2) (1, 2, 2)

(3, 1, 1) (1, 3, 1) (1, 1, 3)

(2, 2, 2)
(3, 2, 1) (3, 1, 2) (2, 3, 1) (2, 1, 3) (1, 3, 2) (1, 2, 3)

(3, 2, 2) (2, 3, 2) (2, 2, 3)

(4, 1, 1) (1, 4, 1) (1, 1, 4)

0

3

E0 =
π2~2

8ma2

6

9

11
12

14

17
18

Ñëèêà 2. Ñïåêòàð åíåðãèjà çà ÷åñòèöó ó êóáíîj ïîòåíöèjàëíîj jàìè.

Òàáåëà 1. Åíåðãåòñêè íèâîè è äåãåíåðàöèjà çà ÷åñòèöó ó êóáíîj ïîòåíöèjàëíîj jàìè.

E (E0 =
π2~2

2ma2
) (nx, ny, nz) gn

3E0 (1, 1, 1) 1

6E0 (2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2) 3

9E0 (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2) 3

11E0 (3, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 1, 3) 3

12E0 (2, 2, 2) 1

14E0
(3, 2, 1), (3, 1, 2), (2, 3, 1),

6
(2, 1, 3), (1, 3, 2), (1, 2, 3)

17E0 (3, 2, 2), (2, 3, 2), (2, 2, 3) 3

18E0 (4, 1, 1), (1, 4, 1), (1, 1, 4) 3

1.4 Íàèëàçàê ÷åñòèöå íà áàðèjåðó

Çàäàòàê 10. Ðåøèòè âðåìåíñêè íåçàâèñíóØðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó çà ÷åñòèöó ìàñå

m êîjà ñå êðå£å ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x îñå, è ó òà÷êè x = 0 íàèëàçè íà ïîòåíöèjàëíó

áàðèjåðó âèñèíå V0. Íà£è êîåôèöèjåíòå ïðîïóñò§èâîñòè è ðåôëåêñèjå, çà ñëó÷àj êàäà
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jå åíåðãèjà ÷åñòèöà: à) E > V0 è á) E < V0. Ïîòåíöèjàë jå äàò ñëåäå£èì èçðàçîì:

V (x) =

{
0, −∞ < x < 0

V0, 0 < x < +∞.
Ðåøå»å:

Âðåìåíñêè íåçàâèñíå Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå çà îáëàñòè I è II ñà ñëèêå 3 ñó:

I: − ~2

2m

d2ψ1(x)

dx2
= Eψ1(x) −∞ < x < 0,

II: − ~2

2m

d2ψ2(x)

dx2
+ V0ψ2(x) = Eψ2(x) 0 < x < +∞.

à) Ñëó÷àj E > V0.

Îâàêâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ñìî âå£ ðåøàâàëè, ðåøå»à ñó ëèíåàðíå êîìáèíà-

öèjå:

I: ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x k1 =
√

2mE/~,

II: ψ2(x) = Ceik2x +De−ik2x k2 =
√

2m(E − V0)/~.
Èçðàç Aeik1x ïðåäñòàâ§à óïàäíè òàëàñ, êîjè ñå êðå£å ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x îñå ó

îáëàñòè I, Be−ik1x ïðåäñòàâ§à òàëàñ ðåôëåêòîâàí áàðèjåðîì, êîjè ñå êðå£å ó íåãàòèâ-

íîì ñìåðó x îñå ó îáëàñòè I. Èçðàç Ceik1x jå òàëàñ êîjè jå ïðîøàî êðîç áàðèjåðó è

êðå£å ñå ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x îñå ó îáëàñòè II, äîê áè ñå òàëàñ ïðåäñòàâ§åí èçðà-

çîì De−ik1x êðåòàî ó íåãàòèâíîì ñìåðó x îñå ó îáëàñòè II. Ìå¢óòèì îâàj òàëàñ íåìà

ôèçè÷êîã ñìèñëà, ïà êîíñòàíòó D èçjåäíà÷àâàìî ñà 0, òàêî äà òàëàñíà ôóíêöèjà ó

äðóãîj îáëàñòè ïîñòàjå ψ2(x) = Ceik2x.

x

V (x)

0

V0

E
I II

Aeik1x

Be−ik1x

Ceik2x

x

E > V0

|ψ(x)|2

λ1 = 2π/k1 λ2 = 2π/k2

x

V (x)

0

V0
E

I II

Aeik1x

Be−ik1x

Ce−k2x

x

E < V0

|ψ(x)|2

λ1 = 2π/k1

Ñëèêà 3. Ïðîëàç ÷åñòèöå êðîç ïîòåíöèjàëíó áàðèjåðó: ëåâî E > V0, äåñíî E < V0.
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Êîåôèöèjåíò ïðîïóñò§èâîñòè, T , jå îäíîñ ïðîïóøòåíîã è óïàäíîã òàëàñà è ïðåä-

ñòàâ§à äåî îä óêóïíîã áðîjà ÷åñòèöà êîjè ïðîëàçè ó îáëàñò II. Êîåôèöèjåíò ðåôëåê-

ñèjå, R, jå îäíîñ îäáèjåíîã è óïàäíîã òàëàñà, è ïðåäñòàâ§à äåî ÷åñòèöà êîjè ñå îäáèjå

îä áàðèjåðå. �èõîâ çáèð ìîðà áèòè jåäíàê jåäèíèöè. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà R è T

èçíîñå:

R =
|B|2
|A|2 è T =

k2
k1

|C|2
|A|2 .

Îäíîñ êîíñòàíòè ñå íàëàçè íà îñíîâó óñëîâà íåïðåêèäíîñòè òàëàñíå ôóíêöèjå è »å-

íèõ èçâîäà íà ïî÷åòêó áàðèjåðå:

ψ1(0) = ψ2(0) è ψ′1(0) = ψ′2(0).

Íà îñíîâó òîãà íàëàçèìî äà jå êîåôèöèjåíò ðåôëåêñèjå:

R =
|B|2
|A|2 =

(
k1 − k2
k1 + k2

)2

=

(
1−

√
1− V0/E

1 +
√

1− V0/E

)2

,

à êîåôèöèjåíò ïðîïóñò§èâîñòè:

T =
k2
k1

|C|2
|A|2 =

4k1k2
(k1 + k2)2

=
4
√

1− V0/E
(1 +

√
1− V0/E)2

.

á) Ñëó÷àj E < V0.

Ðåøå»à Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå çà îâàj ñëó÷àj ñó:

I: ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x k1 =
√

2mE/~,

II: ψ2(x) = Cek2x +De−k2x k2 =
√

2m(V0 − E)/~.

Òàëàñíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè II íåìà îñöèëàòîðíè âå£ åêñïîíåíöèjàëíè îáëèê (íåìà

i ó åêñïîíåíòó), è äà áè áèëà êîíà÷íà ìîðà áèòè C = 0, òàêî jå ψ2(x) = De−k2x

(åêñïîíåíöèjàëíî îïàäàjó£à ôóíêöèjà - êîðèñíî jå çàïàìòèòè îâî ðåøå»å). Ñëè÷íèì

ïîñòóïêîì êàî ó ïðâîì ñëó÷àjó íàëàçèìî R è T :

R =
|B|2
|A|2 =

|k1 − ik2|2
|k1 + ik2|2

=
k21 + k22
k21 + k22

= 1 è T = 1−R = 0.

Ó îáà ñëó÷àjà òàëàñíå ôóíêöèjå ñó íåïðåêèäíå è êîíà÷íå çà áèëî êîjå âðåäíîñòè

E > 0, òàêî äà jå ñïåêòàð êîíòèíóàëàí.

Çàäàòàê 11. Ðåøèòè âðåìåíñêè íåçàâèñíó Øðåäèíãåðîâó jåäíà÷èíó çà ÷åñòèöó ìà-

ñå m êîjà ñå êðå£å ó ïîçèòèâíîì ñìåðó x-îñå, è ó òà÷êè x = 0 íàèëàçè íà ïðàâîóãàîíó

ïîòåíöèjàëíó áàðèjåðó âèñèíå V0, è êîíà÷íå øèðèíå a. Íà£è êîåôèöèjåíò ïðîïó-

ñò§èâîñòè áàðèjåðå àêî jå åíåðãèjà ÷åñòèöà E < V0. Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà jå äàòà

ñëåäå£èì èçðàçîì:

V (x) =


0, −∞ < x < 0

V0, 0 < x < a

0, a < x < +∞.
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Ðåøå»å:

Âðåìåíñêè íåçàâèñíà Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà çà îáëàñòè I, II è III ñà ñëèêå 4 jå:

I: − ~2

2m

d2ψ1(x)

dx2
= Eψ1(x),

II: − ~2

2m

d2ψ2(x)

dx2
+ V0ψ2(x) = Eψ2(x),

III: − ~2

2m

d2ψ3(x)

dx2
= Eψ3(x).

Ðåøå»à îâèõ jåäíà÷èíà ñó:

x

V (x)

0

V0

a

E

I II III

Aeik1x

Be−ik1x

Fe−ik1x

x

|ψ(x)|2

Ñëèêà 4. Ïðîëàç ÷åñòèöå êðîç

ïîòåíöèjàëíó áàðèjåðó øèðèíå a.

I: ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x

k1 =
√

2mE/~,
II: ψ2(x) = Cek2x +De−k2x

k2 =
√

2m(V0 − E)/~,
III: ψ3(x) = Feik1x

k1 =
√

2mE/~.

×ëàí êîjè ñàäðæè e−ik1x ó ψ3(x) jå èçî-

ñòàâ§åí èç ôèçè÷êèõ ðàçëîãà. È ó îâîì

ñëó÷àjó ñïåêòàð jå êîíòèíóàëàí. Íà îñíî-

âó óñëîâà íåïðåêèäíîñòè òàëàñíå ôóíê-

öèjå è »åíèõ èçâîäà íà ïî÷åòêó è êðàjó

áàðèjåðå äîëàçèìî äî èçðàçà çà êîåôè-

öèjåíò ïðîïóñò§èâîñòè:

T =
|F |2
|A|2 =

4k21k
2
2

(k21 + k22)2 sinh2(k2a) + 4k21k
2
2

.

Ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà, êàäà ðàçëèêà èçìå¢ó k1 è k2 íèjå âåëèêà, ïîñëåä»è èçðàç

ñå ìîæå àïðîêñèìèðàòè ñëåäå£îì jåäíîñòàâíèjîì ðåëàöèjîì:

T = e−2k2a = e−2a
√

2m(V0−E)/~.

Ïðåìà êëàñè÷íîj ìåõàíèöè, ÷åñòèöà áè ñå ñà ñèãóðíîø£ó ðåôëåêòîâàëà, jåð äà áè

óøëà óíóòàð áàðèjåðå ïîòðåáíî jå äà èìà íåãàòèâíó êèíåòè÷êó åíåðãèjó. Àëè îâäå

ïîñòîjè äðóãà÷èjè ôåíîìåí: áóäó£è äà jå êîåôèöèjåíò òðàíñìèñèjå åêñïîíåíöèjàëíî

îïàäàjó£à ôóíêöèjà è íèjå jåäíàêà íóëè, ïîñòîjè âåðîâàòíî£à äà £å ÷åñòèöà ïðî£è

áàðèjåðó è ó£è ó îáëàñò III. Îâî jå ïðèìåð òóíåë åôåêòà. Îí jå âàæàí ñàìî óêîëèêî

k2a ∼ 1. Ó êëàñè÷íîì ëèìèòó êàäà ~→ 0, T òåæè íóëè.
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Çàäàòàê 12. Èçðà÷óíàòè êîåôèöèjåíòå ïðîïóñò§èâîñòè è ðåôëåêñèjå çà åëåêòðîí

êîjè íàèëàçè íà ïîòåíöèjàëíó áàðèjåðó âèñèíå V0 = 20 eV, àêî jå:

a) åíåðãèjà åëåêòðîíà E = 24 eV è áàðèjåðà áåñêîíà÷íå øèðèíå.

á) åíåðãèjà åëåêòðîíà E = 17 eV è áàðèjåðà áåñêîíà÷íå øèðèíå. Îäðåäèòè åôåêòèâíó

äóáèíó ïðîäèðà»à d, êîjà ïðåäñòàâ§à ðàñòîjà»å îä áàðèjåðå äî òà÷êå ó êîjîj ãóñòèíà

âåðîâàòíî£à íàëàæå»à ÷åñòèöå îïàäíå e ïóòà.

â) åíåðãèjà åëåêòðîíà E = 17 eV è áàðèjåðà èìà êîíà÷íó øèðèíó a = 1 �A. Ðåøå»å:

à) Åíåðãèjà åëåêòðîíà jå âå£à îä åíåðãèjå áàðèjåðå íà êîjó íàèëàçè, ïà jå (çàäàòàê

7.11. ïîä à):

T =
4
√

1− V0/E
(1 +

√
1− V0/E)2

=
4
√

1− 20 eV/24 eV

(1 +
√

1− 20 eV/24 eV)2
= 0,82,

R = 1− T = 1− 0,82 = 0,18.

á) Åíåðãèjà åëåêòðîíà jå ìà»à îä åíåðãèjå áàðèjåðå íà êîjè íàèëàçè, ïà ñó êîåôè-

öèjåíòè ðåôëåêñèjå è ïðîïóñò§èâîñòè çàïðàâî íåçàâèñíè îä îâèõ åíåðãèjà (çàäàòàê

7.11. ïîä á):

R = 1 è T = 0.

Äà áèñìî èçðà÷óíàëè åôåêòèâíó äóáèíó ïðîäèðà»a ó áàðèjåðó, d, ïîòðåáíî jå íà£è

ãóñòèíó âåðîâàòíî£å ψ∗2(x)ψ2(x) = |ψ2(x)|2, ãäå jå ψ2(x) = De−k2x, ó òà÷êàìà x = 0 è

x = d. �èõîâ îäíîñ òðåáà äà áóäå jåäíàê e. Òàêî jå:

e =
|ψ2(x)|2x=0

|ψ2(x)|2x=d
=

e0

e−2k2d
= e2k2d ⇒ 1 = 2k2d,

d =
1

2k2
=

1,055 · 10−34Js

2
√

2 · 9,109 · 10−31kg (20− 17)eV · 1,602 · 10−19J/eV
= 0,56 �A.

â) Åíåðãèjà åëåêòðîíà jå ìà»à îä åíåðãèjå áàðèjåðå, àëè áàðèjåðà èìà êîíà÷íó

øèðèíó, òàêî äà jå (çàäàòàê 7.12):

T = e−2a
√

2m(V0−E)/~ = e−2·1·10
−10m
√

2·9,109·10−31kg (20−17)eV·1,602·10−19J/eV/1,055·10−34Js = 0,17,

R = 1− T = 1− 0,17 = 0,83.

Çàäàòàê 13. Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà, óïîðåäèòå ïîíàøà»å êëà-

ñè÷íå è êâàíòíå ÷åñòèöå èñòå ìàñåm = me è åíåðãèjå E ïðè íàèëàñêó íà ïîòåíöèjàëíå

áàðèjåðå.

Ðåøå»å:

Ïðåìà çàêîíèìà êëàñè÷íå ìåõàíèêå, êàäà jå åíåðãèjà ÷åñòèöå âå£à îä åíåðãèjå áàðèjå-

ðå (ñëèêà 3 ñà ëåâå ñòðàíå), ÷åñòèöà ñà êèíåòè÷êîì åíåðãèjîì E = ~2k2/2m, ó îáëàñòè
I êðå£å ñå êîíñòàíòîì áðçèíîì ~k/m, è êàä íàè¢å íà áàðèjåðó ó x = 0, îíà èçãóáè äåî
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êèíåòè÷êå åíåðãèjå è íàñòàâ§à äà ñå êðå£å ñìà»åíîì áðçèíîì
√

(~k/m)2 − 2V0m.

Êîåôèöèjåíòè ïðîïóñò§èâîñòè è ðåôëåêñèjå ñó T = 1 è R = 0, ðåäîì. Êîðèñòå£è

çàêîíå êâàíòíå ìåõàíèêå äîáèjà ñå T = 0,82 è R = 0,18 (çà E − V0 = 4 eV). Òî çíà÷è

äà ïîñòîjè âåðîâàòíî£à äà ñå ÷åñòèöà èïàê ðåôëåêòójå, èàêî èìà âå£ó åíåðãèjó îä

ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå áàðèjåðå. Àêî ïðî¢å áàðèjåðó ÷åñòèöà èìà ìà»ó êèíåòè÷êó

åíåðãèjó, òj. âå£ó òàëàñíó äóæèíó, λ2 > λ1, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà 3.

Êàäà jå åíåðãèjà ÷åñòèöå ìà»à îä åíåðãèjå áàðèjåðå, à øèðèíà áàðèjåðå áåñêîíà÷-

íà, è êëàñè÷íà è êâàíòíà ìåõàíèêà äàjó èñòå ðåçóëòàòå çà êîåôèöèjåíòå ïðîïóñò§è-

âîñòè è ðåôëåêñèjå, T = 0 è R = 1. Ìå¢óòèì ïîñòîjè jåäíà áèòíà ðàçëèêà, êâàíòíà

ìåõàíèêà ïðåäâè¢à äà ãóñòèíà âåðîâàòíî£å íàëàæå»à ÷åñòèöå ó îáëàñòè II (ñëèêà 3

äåñíî) íèjå jåäíàêà íóëè, è ñòîãà ìîæåìî ðå£è äà ñå ÷åñòèöà íå ðåôëåêòójå îáàâåç-

íî íà ñàìîj ãðàíèöå áàðèjåðå. Êëàñè÷íà ÷åñòèöà íå ìîæå äà ïðî¢å áàðèjåðó ó òà÷êè

x = 0, jåð áè òî çíà÷èëî äà ñå ó îáëàñòè II êðå£å ñà íåãàòèâíîì êèíåòè÷êîì åíåðãèjîì,

øòî íèjå ìîãó£å.

Êàäà jå åíåðãèjà ÷åñòèöå ìà»à îä åíåðãèjå áàðèjåðå, à øèðèíà áàðèjåðå êîíà÷íà,

ïî êëàñè÷íîj ìåõàíèöè jå è äà§å T = 0 è R = 1, äîê êâàíòíà ìåõàíèêà ïðåäâè¢à äà jå

T = 0,17 è R = 0,83 (çà V0−E = 3 eV è øèðèíó áàðèjåðå îä 1 �A). Äàêëå, êîåôèöèjåíò

ïðîïóñò§èâîñòè íèjå jåäíàê 0 è ïîñòîjè âåðîâàòíî£à äà ÷åñòèöà ïðî¢å êðîç áàðèjåðó.

Ñìà»å»å ãóñòèíå âåðîâàòíî£å íàëàæå»à ÷åñòèöå ó îáëàñòè III (ñëèêà 4) îãëåäà ñå

ó ìà»îj àìïëèòóäè òàëàñà (ìàòåðèjå). Îâàj åôåêàò ïðîëàñêà ÷åñòèöà êðîç êëàñè÷íî

íåïðîïóñíó áàðèjåðó, íàçèâà ñå òóíåë åôåêàò.

Òðåáà íàïîìåíóòè äà ãîðå îïèñàíè åôåêòè íèñó ñïåöèôè÷íî êâàíòíî-ìåõàíè÷êè

ôåíîìåíè, è äà ñå jàâ§àjó êîä ñâèõ òàëàñà (îïòè÷êèõ, çâó÷íèõ èëè ìåõàíè÷êèõ).

Ìå¢óòèì êâàíòíî-ìåõàíè÷êè àñïåêò jå îïèñ ½êëàñè÷íèõ ÷åñòèöà� ïîìî£ó òàëàñà.

Ïðåäíîñò êâàíòíå ìåõàíèêå jå øòî äàjå ðåçóëòàòå êîjè ñå ïîêëàïàjó ñà åêñïåðè-

ìåíòàëíèì ïîäàöèìà è ñòîãà êàæåìî äà äîáðî îïèñójó ñòâàðíîñò. Ó ñëó÷àjåâèìà êàäà

~→ 0, ðåçóëòàòè êëàñè÷íå ñå ïîêëàïàjó ñà ðåçóëòàòèìà êâàíòíå ìåõàíèêå, ìå¢óòèì

ó âå£èíè ñëó÷àjåâà êîä ìèêðîñêîïñêèõ ñèñòåìà îâàj óñëîâ íèjå èñïó»åí è íóæíî jå

êîðèñòèòè êâàíòíó òåîðèjó.
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