
4. STARA KVANTNA TEORIJA

Ono ãto se danas podrazumeva pod “starom kvantnom teorijom” zapoåeto je
Plankovom teorijom zraåeça crnog tela. Plankovu ideju su prihvatili i daÿe razvijali
Ajnãtajn, Debaj a u dokazivaçu postojaça Plankove konstante bitnu ulogu su odig-
rali eksperimenti Franka i Herca. Kvantna hipoteza je u teoriji strukture atoma
mogla biti primeçena nakon åuvenih eksperimenata Raderforda kojima je poka-
zano da se atom sastoji od pozitivno naelektrisanog jezgra, u kome je praktiåno
skoncentrisana sva masa atoma, okruæenog lakim negativno naelektrisanim åesti-
cama, elektronima (videti poglavÿe 10.1 – Raderfordov ogled).

4.1 OPTIÅKI SPEKTAR VODONIKOVOG ATOMA

Nezavisno od hipoteze o strukturi atoma, veoma rano je bilo uoåeno da se o
atomima moæe mnogo nauåiti ispitivaçem çihovih linijskih spektara.

U drugoj polovini XIX veka bilo je opaæeno desetine hiÿada spektralnih li-
nija razliåitih elemenata. U çihovom pronalaæeçu naroåito su se istakli Runge
(Carl David Tolmé Runge, 1856–1927), Kajzer (Heinrich Gustav Johannes Kayser,
1853–1940) i Paãen (Friedrich Paschen, 1865–1940). Tako ogromna masa poda-
taka paæÿivo je ureœena u vidu tablica. Do 1913. godine totalni broj radova iz
spektralne analize dostigao je cifru od pedeset hiÿada. Tada je, na primer, veñ bilo
poznato i to da æuta natrijumova D linija u stvari predstavÿa dve veoma bliske li-
nije D1 = 5895,9236 Å i D2 = 5889,9504 Å.

Meœutim, krajçi ciÿ svake nauke nije prikupÿaçe åiçenica nego uspo-
stavÿaçe veza izmeœu razliåitih pojava na osnovu prikupÿenih åiçenica i prona-
laæeça uzroka za te veze. Bilo je jasno da tako masivne tablice spektralnih linija
sadræe izvanredno mnogo podataka o strukturi atoma; problem je bio kako te po-
datke izvuñi iz çih.

4.1.1 Balmerova serija

Prvi koji je uoåio neku vrstu sistema u mnoãtvu brojeva koje su sadræavale
tablice bio je Balmer (Johann Jakob Balmer, 1825–1898). On je 1885. godine zapa-
zio da redosled åetiri linije u vidÿivom delu spektra vodonikovog atoma moæe da se
opiãe sledeñim izrazom:
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(4.1.1)

gde je n = 2, k = 3, 4, 5 ... i b = 3645,6 Å. Ovaj jednostavni izraz ima izvanredan
znaåaj stoga ãto je taåan, kao ãto se moæe videti iz Tabele 4.2.1. Druga kolona poka-
zuje talasne duæine za prve åetiri linije vidÿivog dela spektra vodonikovog atoma iz-
raåunate po Balmerovoj formuli a treña eksperimentalne vrednosti koje je mnogo go-
dina ranije dobio Angstrem (Anders Jons Ångstrem, 1814–1874).

Balmerovo otkriñe otvorilo je novu eru u nauci o atomima. Pre isteka godine
od objavÿivaça Balmerove formule Runge je primetio, 1886. godine, da Balme-
rova formula postaje mnogo oåiglednija ako se talasna duæina λ zameni frekvenci-
jom, ν = c/λ:

. (4.1.2)

Tabela 4.2.1 Talasne duæine linija vodonikovog atoma po Balmeru

Godine 1890, Ridberg (Johannes Robert Rydberg, 1854–1919), predloæio je da se
formula piãe u obliku u kome se koristi i danas:

(4.1.3)

gde je c brzina svetlosti, a n i k proizvoÿni celi brojevi, n < k. Konstanta R koja iznosi
109677,576  ±  0,012 cm-1  naziva se  Ridbergova  konstanta.  S obzirom na to da je
ν/c =  konaåno dobijamo:

. (4.1.4)

Uzimajuñi da je n = 2 moæemo izraåunati celu Balmerovu seriju, za koju su eksperi-
mentalno pronaœeni ålanovi sve do k = 37.

U isto vreme javila se i ideja da se frekvencija spektralnih linija izrazi kao raz-
lika dva spektralna terma (ålana), Tn i Tk:

(4.1.5)

Oznaka linije Izraåunata talasna d.(Å) 
(Balmer)

Izmerena talasna d.(Å) 
(Ångstrem) n k

Hα 6562,08 6562,1 2 3

Hβ 4860,80 4860,74 2 4
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Hδ 4101,3 4101,2 2 6
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ãto samo za sebe ne predstavÿa naroåito poboÿãaçe. Meœutim, 1908. godine, Ric
(Walter Ritz, 1878–1909), objasnio je prednosti ove reprezentacije formuliãuñi poz-
nati kombinacioni princip: frekvencija (talasni broj) svake linije u spektru bilo kog
atoma moæe se predstaviti kao razlika dva spektralna terma Tn i Tk. Ovo vaæi åak i u
sluåaju kada se posebni termovi ne mogu izraziti u tako jednostavnoj formi kao kod
vodonikovog atoma.

4.1.2 Lajmanova, Paãenova i druge serije

Uporedo sa Balmerovom serijom u spektru koji daje vodonik u atomskom
staçu zapaæen je i niz drugih serija koje se predstavÿaju istom formulom. Tako je u
dalekoj ultraÿubiåastoj oblasti spektra Lajmen (Lyman), 1914, otkrio seriju:

(4.1.6)

k = 2, 3, 4, ...
U infracrvenoj oblasti naœene su tri serije:
Paãenova (Paschen), 1908,

(4.1.7)

k = 4, 5, 6, ...
Breketova (Bracket), 1922,

(4.1.8)

k = 5, 6, 7, ...
Pfundova (Pfund), 1924,

(4.1.9)

k = 6, 7, 8, ...
U Tabeli 4.2.2 prikazane su talasne duæine (talasni brojevi) karakteristiånih linija iz
spektra vodonikovog atoma.

Slika 4.1.1 Spektar vodonikovog atoma – Balmerova serija.
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Tabela 4.2.2 Talasne duæine i talasni brojevi prvih nekoliko linija iz razliåitih serija spektra
vodonikovog atoma

*Ovde su unete novije vrednosti za talasnu duæinu linija a ne one koje je dobio Angstrem a 
koje su pokazane u Tabeli 4.2.1.

Iz tabele se jasno vidi da Lajmenova serija pada u ultraÿubiåastu oblast (λ < 3700
Å) Balmerova u vidÿivu (3700 Å < λ < 6700 Å), a Paãenova, Breketova i Pfundova
u infracrvenu (λ > 6700 Å). Iz Tabele se, takoœe, moæe neposredno proveriti Ricov
kombinacioni princip koji se moæe izraziti i na sledeñi naåin:

n 1 2 3 4 5

k Lajmen Balmer* Paãen Breket Pfund

2 1216 Å
82257cm-1 6563 Å

3 1026 Å
97466 cm-1 15233cm-1

4 973 Å
102807cm-1

4861 Å
20565cm-1

18751 Å
5333 cm-1

5 950 Å
105263cm-1

4340 Å
23033cm-1

12818 Å
7801cm-1

40500 Å
2467cm-1

6 938 Å
106630cm-1

4102 Å
24374cm-1

10938 Å
9142cm-1

26300 Å
3799cm-1

74000 Å
1350cm-1

ν̃kk ′ ν̃nk ′ ν̃nk–=

Slika 4.1.2 Ãema termova H-atoma. Talasne duæine spektralnih linija izraæene su u angstremima. 
(1Å = 0,1 nm). 
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Prvi indeks oznaåava glavni kvantni broj osnovnog a drugi pobuœenog staça. Na
primer, talasni broj prelaza sa kl = 4 na k = 3 (ãto odgovara prvoj liniji iz Paãenove
serije) moæe se dobiti bilo iz Lajmenove serije gde je n = 1:

ili iz Balmerove, n = 2:

.

Vezu izmeœu razliåitih serija najlakãe je uoåiti iz Grotrijanovog dijagrama,
Slika 4.1.2, u kome su po vertikalnoj osi naneti spektralni termovi. Poãto se, prema
Plankovoj relaciji , svakoj frekvenciji moæe pripisati
odreœena energija, to se i svakom spektralnom termu moæe pridruæiti odreœeni ener-
gijski nivo. Iz dijagrama je oåigledno to kako se obrazuju razliåite spektralne serije.
Svaka serija ima jedan osnovni term koji u kombinaciji sa ostalim, viãim termovima
generiãe seriju. S obzirom na to da se razlika meœu termovima meça sa 1/k2, sa po-
rastom k ovaj ålan brzo teæi nuli kada se dostiæe granica serije.

4.2 BOROV MODEL ATOMA

Åiçenica da je iz Raderfordovog ogleda usledio nuklearni model atoma kao i
to da je na osnovu spektroskopskih mereça bilo moguñe definisati unutraãçe nivoe
u atomima nije bila dovoÿna da objasni brojne protivreånosti o strukturi atoma, po-
sebno çegovu stabilnost. Po modelu Raderforda atomsko jezgro preånika ≈ 10-14 m
nosi celokupno pozitivno naelektrisaçe atoma, + Ze. Oko çega se nalazi Z elekt-
rona åineñi atom elektroneutralnim. Jasno je da se elektroni moraju kretati jer bi
inaåe u staçu mirovaça bili privuåeni pozitivnim jezgrom (pali bi u çega) pa atom
kao celina ne bi bio stabilan. Stoga je pretpostavÿeno da se elektroni oko jezgra
kreñu u kruænim orbitama poput planeta oko Sunca.

4.2.1 Osnovne interakcije

Posmatrajmo atom vodonikovog tipa, tj., atomsko jezgro naelektrisaça, + Ze,
mase, M, oko koga se po kruænoj orbiti radijusa r, kreñe samo jedan elektron åije je
naelektrisaçe -e a masa m. S obzirom na to da je masa jezgra oko 2000 puta veña od
mase elektrona, u prvoj aproksimaciji kretaçe jezgra moæe se zanemariti. U kons-
tantnoj kruænoj orbiti elektron se odræava ravnoteæom izmeœu elektrostatiåke sile
privlaåeça i centrifugalne sile. S obzirom na to da je elektrostatiåka sila izmeœu dva
taåkasta naelektrisaça data Kulonovim zakonom:

(4.2.1)

a centrifugalna sila izrazom:

(4.2.2)

ṽ34 ṽ14 ṽ13 102807 cm 1– 97466 cm 1– 5332 cm 1–=–=–=

ṽ34 ṽ24 ṽ23 20565 cm 1– 15233 cm 1– 5332 cm 1–=–=–=
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imamo:

(4.2.3)

gde je υ periferna brzina elektrona po orbiti radijusa r. Odavde moæemo dobiti izraz
za kinetiåku energiju elektrona, T:

. (4.2.4)

Potencijalnu energiju elektrona, U, dobijamo iz åiçenice da je ona jednaka
radu, A, koji se izvrãi da bi se elektron iz beskonaånosti doveo na rastojaçe r od jez-
gra:

(4.2.5)

. (4.2.6)

S obzirom na to da se elektron i jezgro privlaåe, prilikom çihovog pribliæavaça
vrãi se negativni rad pa je potencijalna energija negativna (u potpunoj analogiji sa
potencijalnom energijom mase u gravitacionom poÿu). Ukupna energija dobija se
sabiraçem potencijalne, U, i kinetiåke, T:

E = U + T (4.2.7)

ili s obzirom na to da je [uporeœeçem (4.2.4) i (4.2.6)] U = –2T:

E = –2T + T = –T (4.2.8)

. (4.2.9)

Negativni predznak ukupne energije pokazuje da je elektron u vezanom staçu.
Prema zakonima klasiåne elektrodinamike naelektrisaçe u ubrzanom kretaçu

neprekidno emituje elektromagnetnu energiju. U sluåaju elektrona koji se kreñe oko
atomskog jezgra to bi znaåilo da prema zakonima klasiåne elektrodinamike on treba
neprekidno da emituje zraåeçe. Poãto u tom procesu postepeno gubi energiju, spek-
tar emitovanog zraåeça bi bio kontinualan, a elektron bi u vremenskom intervalu
reda veliåine 10-8 sekundi pao u jezgro. S obzirom na to da se atomi odlikuju izu-
zetno velikom stabilnoãñu i da su atomski spektri linijski, jasno je da je klasiåna
elektrodinamika neprimeçiva na mikroskopske, atomske sisteme.
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4.2.2 Borovi postulati

Problem primene klasiåne elektrodinamike na atomske sisteme reãio je 1913.
godine Bor (Niels Henrik David Bohr, 1885–1962, Nobelovu nagradu za fiziku do-
bio 1922. godine) predloæivãi teoriju koja je uspeãno objasnila spektre jednoelekt-
ronskih atoma. Jednom je Nils Bor rekao:

“Nemoguñnost teorija klasiåne fizike da objasne atomske fenomene je potom
joã viãe doãla do izraæaja napretkom naãeg znaça o strukturi atoma. Raderfordovo
otkriñe atomskog jezgra (1911) je odjednom otkrilo nepogodnost pojmova klasiåne
mehanike i klasiånog magnetizma da objasne stabilnost atoma. I ovde je opet
kvantna teorija dala kÿuå za razjaãçeçe situacije, a, posebno, postalo je moguñe
objaãçeçe atomske stabilnosti, kao i empirijskih zakona koji upravÿaju spektrima
elemenata, polazeñi od pretpostavke da se svaka reakcija atoma u kojoj dolazi do iz-
mene energije dogaœa u potpunosti preko prelaza izmeœu tzv. stacionarnih staça, i
da spektri nastaju u stepenastim procesima u kojima je svaki prelaz prañen emisijom
monohromatskog svetlosnog kvanta.”

Osnovi teorije mogu se izloæiti u obliku Borovih postulata (pretpostavki):
1) Kulonova sila saopãtava planetarnom elektronu centripetalno ubrzaçe pot-

rebno za dinamiåki stabilnu kruænu putaçu;
2) dozvoÿene su samo one orbite kod kojih je moment impulsa (ugaoni mo-

ment) elektrona celobrojni umnoæak ñ gde je ñ = h/2π: mυr = nñ, n = 1, 2, ... i h
Plankova konstanta;

3) elektron koji se kreñe po stabilnoj orbiti ne zraåi;
4) emisija ili apsorpcija zraåeça deãava se samo za vreme prelaska elektrona

iz jedne orbite u drugu.
Prvim postulatom prihvañen je planetarni model atoma kao i åiçenica da su

dominantne interakcije u atomu elektrostatiåke prirode.
Iz drugog postulata sledi da je pored naelektrisaça i energije u atomskim sis-

temima kvantiran i moment koliåine kretaça.
Treñi postulat odbacuje problematiånu tvrdçu da naelektrisaçe u ubrzanom

kretaçu mora da zraåi u atomskim sistemima uprkos çenoj vaÿanosti u makros-
kopskom svetu.

Åetvrti postulat uspostavÿa vezu sa Plankovom teorijom zraåeça, poãto je
frekvencija fotona koji se emituje ili apsorbuje data energijskom razlikom dva staça
podeÿenom sa h.

Borovi postulati se jednaåinama mogu izraziti na sledeñi naåin:

1) ;

2) L = mυr = nñ, ñ = h/2π, n = 1,2,3,...;

3) E1, E2, E3, ... diskretna, stabilna staça;

4) v = (Ei – Ej)/h.

Iz drugog postulata proizlazi:
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4πε0
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. (4.2.10)

Zameçujuñi (4.3.10) u (4.3.4) dobijamo izraz za radijus dopuãtenih orbita, rn:

(4.2.11)

Za n = 1, r1 = 0,529Å, pa je: 

. (4.2.12)

Radijus orbite svakog staça proporcionalan je kvadratu çegovog glavnog kvantnog
broja, n2.

Zamenom rn u izrazu (4.2.9) dobijamo dopuãtene energije u funkciji od gla-
vnog kvantnog broja:

(4.2.13)

Za vodonik je Z = 1 pa sledi:

(4.2.14)

4.2.3 Ridbergova konstanta i spektralne serije

Iz åetvrtog Borovog postulata neposredno dobijamo da je:

(4.2.15)

odakle zamenom u jednaåini (4.2.13) za kvantne brojeve n i k dobijamo:

(4.2.16)

ili s obzirom na to da je:
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(4.1.4) (4.2.17)

uporeœeçem (4.2.16) i (4.2.17) dobijamo Ridbergovu konstantu kao kombinaciju
drugih univerzalnih konstanti:

(4.2.18a)

. (4.2.18b)

Indeks ∞ oznaåava da je Ridbergova konstanta izraåunata pod pretpostavkom da at-
omsko jezgro ima beskonaåno veliku masu u odnosu na masu elektrona. Zamenom
odgovarajuñih vrednosti za masu i naelektrisaçe elektrona te za Plankovu konstantu
i brzinu svetlosti, na osnovu Borovog modela dobija se da je R∞ = 1,0973731 ×
10+7 m-1 ãto je u dobroj saglasnosti sa eksperimentalno dobijenom vrednoãñu, R =
1,09677576 × 10+7 m-1. Ovako dobro slagaçe predstavÿalo je veliki uspeh Borove
teorije jer je Ridbergovoj konstanti, kao vaænom empirijskom parametru, dala fi-
ziåki smisao.

Iz naåina na koji je Ridbergova konstanta izraåunata po Borovom modelu
sledi da empirijski utvrœene vrednosti spektralnih termova predstavÿaju energijska
staça elektrona u razliåitim stacionarnim staçima atoma vodonika. Na Slici 4.2.1
ãematski je prikazan Borov model atoma vodonika kao i poreklo spektralnih serija u
çemu. Neutralni atom vodonika sadræi samo jedan elektron. Do pojave spektralne
linije dolazi prilikom prelaska elektrona iz niæeg u viãe staçe kada se zraåeçe ap-
sorbuje (apsorpcioni spektar) ili iz viãeg u niæe kada se zraåeçe emituje (emisioni
spektar). Da li ñe izvesna spektralna linija biti opaæena bilo u apsorpcionom bilo u
emisionom spektru zavisi od zauzetosti energijskih staça, tj. od poåetnog staça u
kome se nalazi elektron. Apsorpcija iz odreœenog staça podrazumeva da se elekt-
ron veñ nalazio u tom staçu.
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Slika 4.2.1 Ãematski prikaz Borovog atomskog 
modela i porekla spektralnih serija.
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Prilikom emisionog prelaza, elektron pada sa viãeg na niæe, nepopuçeno
staçe. Normalno, pre toga elektron mora biti podignut u viãe energijsko staçe pro-
cesom pobuœivaça (ekscitacije), tj. uz utroãak energije. Na normalnim temperatu-
rama u apsorpcionom spektru atoma vodonika opaæaju se samo linije Lajmenove
serije poãto je tada samo najniæe energijsko staçe elektrona popuçeno, n = 1, Slika
4.2.1. Ako se u apsorpcionom spektru pojave i linije neke druge serije, na primer Bal-
merove, moæe se zakÿuåiti da su, u uslovima u kojima se nalaze apsorbujuñi atomi, i
staça sa n > 1 delom naseÿena. Pojava linija Balmerove serije u apsorpcionom spe-
ktru vodonika nedvosmisleno ukazuje na to da se kod nekih atoma elektron nalazi u
staçu sa n = 2. Ta åiçenica predstavÿa osnovu za spektroskopsko mereçe tempe-
rature zvezda. Na dovoÿno visokim temperaturama, usled termalne ekscitacije
atomi, elektroni u atomu vodonika zauzimaju razliåita energijska staça. U ravnoteæi,
naseÿenost pojedinih staça ponaãa se po Bolcmanovom zakonu raspodele. Iz rela-
tivnog intenziteta linije Lajmenove i Balmerove serije u apsorpcionom spektru mo-
guñe je eksperimentalno utvrditi relativnu naseÿenost staça za n = 1 i n = 2 a odatle
primenom Bolcmanovog zakona i ravnoteænu temperaturu atoma vodonika koji ap-
sorbuju zraåeçe. Tako je, na primer, na povrãini Sunca na osnovu intenziteta apsor-
pcionih linija naœeno da je odnos broja atoma vodonika kod kojih se elektron nalazi
u staçu sa n = 1 prema broju atoma za koji je n = 2 pribliæno 1:10-8. Odatle se dobija
da je na povrãini Sunca T = 6000 K.

4.2.4 Zavisnost Ridbergove konstante od mase jezgra

Neslagaçe izmeœu teorijske i eksperimentalne vrednosti od 0,1% u drugim
okolnostima moglo bi se zanemariti. Meœutim, imajuñi na umu da su sve konstante
koje su koriãñene za izraåunavaçe R∞ poznate sa mnogo veñom taånoãñu, jasno je
da razlika izmeœu teorije i eksperimenta potiåe od nesavrãenosti teorije. Prva pop-
ravka teorijske vrednosti za Ridbergovu konstantu dobija se uzimaçem u obzir ko-
naånog odnosa izmeœu mase jezgra i mase elektrona.

Poznato je da osa rotacije krutog tela prolazi kroz çegov centar mase. Isto
tako je poznato da se kruto telo moæe dovesti u indiferentnu ravnoteæu ako se çegov
centar mase (zapravo teæiãte koje se u homogenom gravitacionom poÿu poklapa sa
çim) poklapa se taåkom oslonca, Slika 4.2.2. U takvim uslovima, momenti sile koji
deluju na razliåitim stranama taåke oslonca su jednaki:

Slika 4.2.2 Uz definiciju redukovane mase: a) elektron, mase m koji kruæi na konstantnom
rastojaçu oko jezgra mase M moæe se predstaviti kao kruto telo kod koga se mase m i M nalaze
na konstantnom rastojaçu r; b) centar rotacije krutog tela nalazi se u çegovom centru mase; c)
rotacija krutog tela kod koga se nejednake mase nalaze na rastojaçu r moæe se opisati kao rota-
cija tela mase µ (u µ je redukovana masa) po krugu radijusa r.

M a)

r m

rn rθ

νn

νθ

M b)

C
rn

rθ

e
m

C

r

e

c)

µ



4.2 BOROV MODEL ATOMA 95

E:\04.fm 7/1/04

m1r1g = m2r2g (4.2.19)

ili:

. (4.2.20)

Kretaçe elektrona oko jezgra po kruænoj orbiti radijusa r moæemo shvatiti kao rota-
ciju krutog tela koje se sastoji od dve taåkaste mase, M i m, na konstantnom rasto-
jaçu r. Tada elektron i jezgro jednovremeno rotiraju istom ugaonom brzinom, ω,
oko zajedniåkog centra mase koji se nalazi na rastojaçu rn od jezgra i re od elekt-
rona, pri åemu je rn + re = r. Prema analogiji sa krutim telom jednaåina (4.2.20)
ovde vaæi:

(4.2.21)

odakle dobijamo radijuse putaça elektrona i jezgra:

(4.2.22)

. (4.2.23)

Sada na ovaj sistem primeçujemo drugi Borov postulat:

. (4.2.24)

Kako imamo dve mase, m i M, koje kruæe oko zajedniåkog centra perifernim brzi-
nama υe i υn na rastojaçima re i rn, respektivno, ukupan moment koliåine kretaça
(na koji se odnosi Borov uslov kvantiraça), jednak je zbiru nuklearnog i elektron-
skog momenta:

L = Le + Ln = nñ (4.2.25)

Le = mυere = m (4.226)

(4.2.27)

. (4.2.28)

Nas ne zanimaju relativna rastojaça elektrona i jezgra od centra mase pa ih se, ko-
risteñi relacije (4.2.22) i (4.2.23), u izrazu (4.2.28) moæemo osloboditi:

. (4.2.29)
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Izvlaåeçem ispred zagrade proizvoda m⋅M, sabiraçem razlomaka i skrañivaçem
dobijamo:

. (4.2.30)

Uvoœeçe nove promenÿive µ:

(4.2.31)

najzad se dobija:

. (4.2.32)

Poreœeçem ovog izraza sa jednaåinom (4.2.28) dobijamo vaænu relaciju:

. (4.2.33)

Promenÿiva µ naziva se redukovanom masom. Pojam redukovane mase ima veliki
znaåaj zbog toga ãto se rotacija krutog tela sa dve taåkaste mase M i m, na konstant-
nom rastojaçu, r, moæe predstaviti kao rotacija taåkaste mase µ po kruænoj putaçi
r, kao ãto se vidi iz posledçe jednaåine. Drugim reåima, kretaçe elektrona i jezgra
oko zajedniåkog centra mase moæe se opisati istim jednaåinama koje su izvedene za
sluåaj da je masa jezgra beskonaåna, s tim ãto se u izrazima masa elektrona za-
meçuje redukovanom masom. Na primer, ako æelimo da izraåunamo rotacionu ki-
netiåku energiju jezgra i elektrona koji kruæe oko zajedniåkog centra mase imamo:

(4.2.34)

. (4.2.35)

Zamenom izraza u brojiocu po relaciji (4.2.33) konaåno dobijamo:

(4.2.36)

ãto je ekvivalentno izrazu (uz r = υ) za kinetiåku energiju elektrona koji kruæi oko
jezgra beskonaåno velike mase, jednaåina (4.2.4). Prema tome, vidimo da
uvoœeçem redukovane mase sve (do sada) izvedene jednaåine za atom vodoniko-
vog tipa vaæe uz zamenu :
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(4.2.37)

(4.2.38)

. (4.2.39)

Zato ãto Ridbergova konstanta zavisi od redukovane mase, jednaåina (4.2.39),
a ova opet od mase jezgra, jednaåina (4.2.31), oåigledno je da ñe konstanta za raz-
liåite atome vodonikovog tipa biti neznatno razliåita:

(4.2.40)

ili:

. (4.2.41)

Ovaj odnos je grafiåki prikazan na Slici 4.2.3 gde se vidi da Rµ postaje praktiåno ne-
zavisno od mase jezgra za M = 20 a.j.m. Uoåÿiva je izrazita zavisnost Ridbergove
konstante od mase jezgra pri maçim masama. Na primer, za atom vodonika

 a za atom deuterijuma, koji ima dvostruko veñu masu,
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Slika 4.2.3 Zavisnost Ridbergove konstante od mase atomskog jezgra.
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Uporeœujuñi vrednost za Ridbergovu konstantu, Rµ = 1,0967758 ×107 m-1 sa
eksperimentalnom, R = 1,09677576 × 107 m-1 vidimo da postoji slagaçe na sedam
znaåajnih cifara. Ovakvo slagaçe nesumçivo ukazuje na ispravnost Borovih postu-
lata i na vaÿanost Borove teorije kada je reå o spektrima atoma vodonikovog tipa.
Na primer, primenom izraza (4.3.41) na atom vodonika moguñe je spektroskopski
odrediti odnos mase protona (jezgra atoma vodonika) i mase elektrona:

(4.2.42)

To je, takoœe, ohrabrilo istraæivaåe da kvantitativno tumaåe spektre atoma vodoni-
kovog tipa ãto je neposredno dovelo do dva znaåajna rezultata – otkriña deuteri-
juma, Odeÿak 4.4.1, i pravilnog tumaåeça spektara zvezda, Odeÿak 4.4.2.

4.3 FRANK-HERCOVI OGLEDI

4.3.1 Pobuœivanje atoma sudarima – odreœivanje energije 
pobuœivanja (ekscitacije)

Prema Borovoj teoriji, moguña energijska staça atoma su diskretna, a atom
emituje foton energije hv prelazeñi iz kvantnog staça viãe energije En u kvantno
staçe niæe energije Em (Borov uslov frekvencije):

hv = En – Em.

Potvrda ovog (i drugih Borovih postulata) bila je
objaãçeçe spektra vodonikovog atoma pomoñu Boro-
vog modela atoma. Meœutim, ispravnost Borove teorije
moæe da se potvrdi i eksperimentima u kojima se
prouåavaju sudari elektrona sa odreœenim atomima.
Ovakve eksperimente joã 1913. godine izvodili su Õ.
Frank i G. Herc (James Franck, 1882–1964; Gustav
Hertz, 1887–1975), ãto im je 1925. donelo Nobelovu
nagradu za fiziku. Eksperimenti Franka i Herca imali su
u svoje vreme ogroman znaåaj jer su omoguñili nepo-
sredno odreœivaçe Plankove konstante h.

Principijelna ãema Frank-Hercovog eksperimenta
prikazana je na Slici 4.3.1. Tri elektrode (katoda, anoda
i reãetka, odnosno mreæica) smeãtene su u cevi u kojoj
se nalazi æivina para pri pritisku od 1 mm Hg. Elektroni
koje emituje usijana katoda ubrzavaju se elektriånim
poÿem koje postoji izmeœu katode i reãetke i pri tome
stiåu kinetiåku energiju, T (= eU). Jaåina poÿa moæe da
se meça promenom napona (U) izmeœu katode i

reãetke (na primer, od 0 do 30 V). Anoda na kojoj se skupÿaju elektroni i koja je ve-
zana za galvanometar kojim se meri struja, ima za 0,5 V niæi potencijal od potenci-
jala reãetke. To znaåi, da u prostoru izmeœu reãetke i anode vlada za elektrone uspo-
ravajuñe elektriåno poÿe. Kreñuñi se od katode ka mreæici elektroni se sudaraju sa
atomima æive pri åemu gube kinetiåku energiju. Zbog toga do anode dolaze samo

Mp

me

------  1836 15.,=

Slika 4.3.1 Ãematski prikaz
Frank-Hercovog ogleda. Struja
se meri galvanometrom G. Sa a
je oznaåena anoda, g je reãetka a
k katoda koja se neposredno gre-
je pomoñnim izvorom napona.
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elektroni sa energijom veñom ili jednakom od energije usporavajuñeg poÿa izmeœu
mreæice i anode, u ovom sluåaju 0,5 eV. Zavisnost jaåine elektriåne struje koja pro-
lazi kroz galvanometar od napona koji je uspostavÿen izmeœu katode i mreæice ima
oblik kao na Slici 4.3.2.

Kako se sa slike vidi, s porastom napona struja u poåetku jednoliåno raste, pa
pri nekoj odreœenoj vrednosti napona dostiæe maksimum. Posle toga struja opada i
dostiæe minimum, a zatim opet raste, itd. Minimum struje pri odreœenoj vrednosti
napona pokazuje to da najveñi broj elektrona nema dovoÿno energije, jer su je izgu-
bili u sudarima sa atomima æive, da preœe put na kojem vlada usporavajuñe poÿe, od
mreæice do anode.

Energija elektrona pri elastiånim sudarima sa atomima æive (u elastiånim su-
darima atomi æive preuzimaju od elektrona energiju u obliku kinetiåke, pa za ovaj
tip sudara vaæe zakoni o odræaçu kinetiåke energije i impulsa) praktiåno se ne
meça zbog velike razlike u masama partnera koji se sudaraju, pa je pad struje posle-
dica neelastiånih sudara elektrona i atoma æive. U neelastiånim sudarima sa elektro-
nima, primÿenu energiju atom æive pretvara u neki oblik svoje unutraãçe energije.
Kako se minimumi struje zapaæaju pri odreœenim vrednostima napona izmeœu ka-
tode i mreæice, npr. 4,9 V ili 9,8 V, zakÿuåujemo da atomi æive u neelastiånim suda-
rima “preuzimaju” od elektrona energiju koja je prosti umnoæak iznosa od 4,9 eV.
Apsorbujuñi ovu taåno odreœenu energiju atomi æive se pobuœuju i prelaze u viãe
energijsko staçe (viãe kvantno staçe). Na osnovu poloæaja minimuma struje za-
kÿuåujemo da energije ekscitacije (pobeœivaça) atoma æive, koja se definiãe kao
razlika energije pobuœenog (kvantnog) staça i osnovnog staça u kojem se atomi
æive normalno nalaze, iznosi 4,9 eV. Takoœe, sledi da su elektroni sposobni za nee-
lastiåni sudar s atomima samo ako imaju energiju jednaku (ili veñu) od energije po-
buœivaça najniæeg (pobuœenog) kvantnog staça. Tako se iz toka krive vidi da struja
jednoliåno raste do napona od 4,9 V, ãto znaåi da elektroni sa energijama niæim od
4,9 eV trpe samo elastiåne sudare. Pri naponu od 4,9 V struja opada, jer izvestan broj
elektrona gubi svu svoju energiju u neelastiånim sudarima, pa ne moæe da preœe put
od reãetke do anode, na kojem vlada usporavajuñe poÿe. Kada je energija elektrona
znatno veña od 4,9 eV, tada oni i posle neelastiånog sudara zadræavaju dovoÿnu ko-
liåinu energije da preœu put mreæica – anoda, pa struja opet poåiçe da raste.

Svi elektroni koji su, pri odreœenoj vrednosti
ubrzavajuñeg napona, pretrpeli neelastiåni sudar
stiæu na anodu sa istom energijom, nezavisno od
vrednosti energije koju su u trenutku sudara imali,
ãto moæe da se pokaæe na sledeñi naåin: pretposta-
vimo da je potencijal katode 0, potencijal anode VA

i da je reãetka ukloçena. Neka elektron pretrpi
neelastiåni sudar na mestu na kojem je potencijal
Vx. Preostaje mu energija e (Vx-VE), gde je eVE ka-
rakteristiåna energija koju je elektron predao
atomu æive. Potencijalna razlika na preostalom
putu do anode je (VA-Vx), pa se energija elektrona
uveñava do vrednosti:

e(Vx-VE) + e(VA-Vx) = e(VA-VE)
Slika 4.3.2 Zavisnost struje od

ubrzavajuñeg napona izmeœu kato-
de i reãetke u Frank-Hercovom og-
ledu. Struje su reda veliåine nA.
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Kao ãto smo pokazali, ova energija ne zavisi od mesta na kojem se dogodio
prvi neelastiåni sudar. Ukoliko je ubrzavajuñi potencijal dovoÿno visok, elektron na
svom putu moæe da pretrpi viãe neelastiånih sudara, pa otuda periodiåno pojavÿi-
vaçe maksimuma (i minimuma). Tako struja drugi put poåiçe da opada pri vred-
nosti napona od 9,8 V – elektroni ubrzani potencijalnom razlikom od 9,8 V mogu da
pretrpe neelastiåni sudar sa atomima æive dva puta, a u svakom pojedinom sudaru
gube energiju od 4,9 eV.

Iz eksperimenta sledi da je vrednost energije od 4,9 eV bitna karakteristika
atoma æive i ona predstavÿa prvi potencijal pobuœivaça æive ili taånije energiju
potrebnu da atom æive preœe iz osnovnog u prvo pobuœeno kvantno staçe. Prema
Borovom postulatu, oåekujemo da pobuœeni atom æive posle kratkog vremena (oko
10-8 sekundi) preœe u osnovno staçe uz emisiju kvanta energije:

Å

(h je Plankova konstanta, λ talasna duæina, v frekvencija, a c brzina svetlosti). I ovo
oåekivaçe su potvrdili Frank i Herc koji koji su spektrografom detektovali zraåeçe
iz cevi talasne duæine 2537 Å a zatim na osnovu ove vrednosti talasne duæine odre-
dili i Plankovu konstantu h.

Sistematsko odreœivaçe energije pobuœivaça, odnosno ekscitacionih poten-
cijala razliåitih kvantnih staça vrãi se, takoœe, primenom metode elektronskih su-
dara. Za ovakva mereça koristi se savrãenija eksperimentalna tehnika. Glavni
nedostatak prethodne aparature bila je nemoguñnost razdvajaça bliskih maksi-
muma. Proraåuni pokazuju to da oblik krive zavisi od veliåine pada potencijala na
duæini sredçeg slobodnog puta l, odnosno od proizvoda l grad(U) [grad(U)=dU/dx].
Ukoliko je ova veliåina maça, maksimumi su oãtriji, boÿe mogu da se odrede kri-
tiåni potencijali i boÿe je razdvajaçe bliskih energija pobuœivaça. Meœutim, ako je
l grad(U) malo, tada ne mogu da se odrede energije viãih stepena ekscitacije. Ovaj
nedostatak Frank i Herc izbegli su i aparaturu izmenili tako da su se elektroni ubrza-
vali u jednom delu aparature, a sudarali se sa ispitivanim atomima u drugom delu.
Bilo je dovoÿno da se za ovo uvede joã jedna reãetka g1, na malom rastojaçu od ka-
tode k, u poreœeçu s veliåinom sredçeg slobodnog puta elektrona.

Na putu k-g1 elektroni stiåu celokupnu energiju, a ne gube je u sudarima jer je
u ovoj oblasti vrlo nizak pritisak. Sudari se deãavaju u prostoru izmeœu dve reãetke
g1 i g2. U ovoj oblasti ili nema elektriånog poÿa ili je ono takvo da omoguñuje blagi
porast energije elektrona. Izmeœu reãetke g2 i anode, kao i u prethodnom sluåaju,
postoji usporavajuñe elektriåno poÿe, Slika 4.3.3. Za odreœivaçe viãih ekscitacionih
potencijala treba da se podesi i pritisak gasa. Pritisci treba da budu niæi. Ovo je
vaæno jer je pri viãem pritisku broj elastiånih sudara elektrona sa atomima veliki
tako da gubici energije elektrona u ovim procesima nisu viãe zanemarÿivi. Pri dovo-
ÿno niskom pritisku i dovÿno visokom ubrzavajuñem naponu, postoji moguñnost da
se pobude i viãa energijska staça u atomu. Meœutim, vrednosti potencijala dobijene
neposredno eksperimentalnim putem, ne daju stvarne vrednosti ekscitacionih poten-
cijala jer nije iskÿuåena moguñnost da elektroni predaju atomima energiju u dva ili
viãe sudara, tako da tumaåeçe maksimuma, dobijenih eksperimentalnim putem, nije
jednostavno.

En Em hv 
hc

λ
------  4.9eV λ 2530=⇒===–
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4.3.2 Odreœivanje energije jonizacije

Na osnovu prethodno opisanih eksperimenata mogu da se odrede energije ek-
scitacije atoma, dakle razlike u energijama razliåitih kvantnih staça. Apsolutne
vrednosti energija kvantnih staça, E1, E2, ... dobijaju se odreœivaçem energija joni-
zacije atoma koja je definisana kao energija koju treba dodati da bi se elektron koji
ima najmaçu energiju veze u atomu (çih obiåno nazivamo perifernim ili spo-
ÿaãçim) potpuno udaÿio iz atoma. Postoje razliåite metode za odreœivaçe joniza-
cionih potencijala. U Hercovoj metodi, koriãñen je ureœaj koji se sastoji od katode k,
reãetke g1 cilindriåne reãetke g2 i cilindriåne anode a. Dodavaçem elektrode f, ovaj
ureœaj, koji je koriãñen prvenstveno za odreœivaçe energija ekscitacije, mogao je da
se upotrebi i za odreœivaçe energije jonizacije, Slika 4.3.4. U ovom eksperimentu
reãetka g2 spaja se s anodom (åime se one dovode na isti potencijal) i uspostavÿa se
potencijalska razlika izmeœu elektrode f (koja se zagreva) i reãetke g2. Elektroni
emitovani termoemisijom sa vlakna f izdvajaju se na anodi, a galvanometrom G
meri se jaåina termoelektronske struje. Pokazano je da jaåina termoelektronske
struje raste s porastom jaåine struje kojom se zagreva vlakno f ali samo do odreœene
granice, posle koje porast struje prestaje. Pri velikim jaåinama struje grejaça, oko
vlakna f obrazuje se oblak elektrona koji spreåava daÿi izlazak elektrona iz vlakna.
Struja bi daÿe rasla samo ako bi se smaçilo negativno naelektrisaçe oko vlakna f,
na primer, zbog rekombinovaça elektrona i pozitivnih jona nastalih u interakciji
elektrona, emitovanih sa katode k i ubrzanih u prostoru k-g1, i molekula gasa koji se
nalazi unutar cilindriåne reãetke g2. Moæemo, dakle, da zakÿuåimo da bi zbog nasta-
jaça pozitivnih jona u aparaturi, odmah porastao termoelektronski tok izmeœu f i g2.
Zato se i uspostavÿenim naponom izmeœu katode k i mreæice g1 (koji moæe da se
meça) elektroni ubrzavaju do energije koja je dovoÿna da izazove jonizaciju prisut-
nog gasa. Iz krive zavisnosti jaåine termoelektronske struje od napona izmeœu ka-

Slika 4.3.3 Aparatura za odreœi-
vaçe viãih potencijala ekscitacije.
Elektroni praktiåno svu kinetiåku
energiju stiåu na putu izmeœu ka-
tode k i prve reãetke g1, a sudaraju
se sa atomima æive u prostoru iz-
meœu g1 i g2.

Slika 4.3.4 Aparatura za odreœivaçe potencijala jo-
nizacije; (levo) aparatura je u svemu sliåna onoj prika-
zanoj na Slici 4.3.1 osim ãto sadræi mreæicu g2; (desno)
zavisnost termoelektronske struje nastale emisijom
elektrona sa vlakna f od ubrzavajuñeg napona izmeœu
katode, k i mreæice g1. Sa Uj je oznaåen potencijal joni-
zacije.
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tode, k i mreæice g1, Slika 4.3.4 (desno), moæe da se odredi energija jonizacije prisut-
nih atoma (molekula) gasa.

Na Slici 4.3.5
prikazan je prvi
jonizacioni po-
tencijal (energija
potrebna da se iz
neutralnog atoma
udaÿi spoÿaãçi
elektron) u zavis-
nosti od rednog
broja elementa.
Kao ãto se vidi,
jonizacioni po-
tencijal predsta-
vÿa tipiånu peri-
ferijsku osobinu
atoma, pa, prema
tome, periodiåno
zavisi od rednog
(atomskog) broja
elementa.

Najveñe vrednosti jonizacionih potencijala imaju atomi inertnih gasova, dok
alkalni atomi imaju najniæe vrednosti potencijala jonizacije. Do sada smo govorili o
prvim jonizacionim potencijalima koji se odnose na energije koje su potrebne za os-
lobaœaçe jednog elektrona iz neutralnog atoma. Meœutim, vaæno je da se odrede i
vrednosti energija potrebnih da se udaÿe sukcesivno drugi, treñi... elektron iz odgo-
varajuñeg jona. Za prouåavaçe uzastopnih stepena jonizacije i za odreœivaçe pri-
rode pozitivnih jona primeçuju se metode masene spektrometrije. Poãto se mase-
nim spektrometrom odreœuje odnos naelektrisaça prema masi ne/M, jon sa
naelektrisaçem ± n odgovara masi M/n (jer je ne/M=e/M/n).

4.4 SISTEMI SLIÅNI ATOMU VODONIKA

Izvanredno slagaçe Borove teorije sa eksperimentima na vodonikovom
atomu jasno je ukazalo na to da se ona moæe primeniti i za opisivaçe sistema sliånih
atomu vodonika. U poåetku, to se odnosilo na sisteme kod kojih oko atomskog jez-
gra kruæi jedan elektron, znaåi, izotope vodonika, jedanput jonizovanog helijuma,
He+, dva puta jonizovanog litijuma, Li++, itd. Kasnije se primena Borove teorije
proãirila i na druge sisteme koji se sastoje od dve åestice åija je energija uzajamnog
privlaåeça obrnuto proporcionalna rastojaçu meœu çima odnosno na sve sisteme
koji se mogu svesti na navedenu dvoåestiånu interakciju. Postoje brojni sistemi koji
ispuçavaju taj uslov: pored deuterijuma i jednoelektronskih jona (koji su meœu pr-
vima bili razmatrani), to su tricijum, mionijum, pozitronijum, mionski atomi, Rid-
bergovi atomi, itd. Ovi sistemi se mogu kvantitativno ispitati primenom Borove teo-
rije jednostavnom zamenom konstanti, mase i naelektrisaça odgovarajuñih åestica
od kojih je sistem izgraœen, u formulama izvedenim za atom vodonika. U ovom
odeÿku opisañemo nekoliko zanimÿivih sistema koristeñi Borov model atoma. Neki
sistemi su na ovaj naåin prvi put identifikovani (deuterijum, He+) dok za druge (na

Slika 4.3.5 Jonizacioni potencijal za elemente do rednog broja 93.
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primer, Ridbergove atome) analiza po Borovom modelu predstavÿa najjednostavniji
naåin za opisivaçe i predviœaçe nekih çihovih osnovnih osobina.

4.4.1 Izotopi vodonika

Po osobinama, vodoniku su najsliåniji çegovi izotopi, deuterijum i tricijum. U
tim atomima proton (jezgro atoma vodonika) je zameçen jezgrom koje ima isto na-
elektrisaçe ali koje pored protona poseduje neutrone – jedan neutron kod deuterijuma
i dva neutrona kod tricijuma. Tako je masa jezgra deuterijuma pribliæno 2Mp a masa
jezgra tricijuma 3Mp (Mp – masa protona). Tada, s obzirom na to da je m/Mp « 1
(m – masa elektrona), jednaåina (4.3.42), taåan izraz za redukovanu masu, µ  (4.3.31):

(4.4.1a)

moæe se pisati u pribliænom obliku, kao:

. (4.4.1b)

[Jednaåina (4.4.1b) je dobijena razvijaçem izraza (4.4.1a) u Tejlorov red u okolini
(m/M) ≈ 0; zadræan je samo prvi ålan razvoja kojim se za (m/M) « 1 sasvim dobro
aproksimira originalna funkcija (4.4.1a)]. Iz ove formule nalazimo da je redukovana
masa za atom vodonika:

. (4.4.1c)

za atom deuterijuma:

(4.4.1d)

i za atom tricijuma:

(4.4.1e)

S obzirom na to da je m « Mp oåigledno je da su redukovane mase vodonika, deuter-
ijuma i tricijuma veoma bliske i da se mogu bez velike greãke zameniti masom sa-
mog elektrona, m. Ove male razlike (reda 0,1%) se mogu zaista zanemariti ako se
posmatraju i uporeœuju opãte osobine atoma kao ãto su radijus atoma, jednaåina
(4.2.37), i energija jonizacije, jednaåina (4.2.38); vidimo da su obe veliåine prak-
tiåno iste za atom vodinika i çegove izotope. Meœutim, preciznost spektroskopskih
mereça dovoÿno je velika da se razlike od 0,1% sa lakoñom mogu uoåiti i meriti.
Kako je pokazano u prethodnom odeÿku, za atom vodonika postignuto je slagaçe
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izmeœu izmerene i izraåunate Ridbergove konstante na sedam znaåajnih cifara,
dakle sa greãkom pribliæno hiÿadu puta maçom od razlika koje se javÿaju zbog
promene mase atomskog jezgra. To znaåi da male razlike u redukovanim masama za
izotope vodonika, mogu spektroskopski da budu opaæene ãto je svojevremeno isko-
riãñeno za otkriñe deuterijuma.

Potraga za deuterijumom poåela je nakon otkriña neutrona, 1932. godine. Çe-
govo postojaçe u prirodnom vodoniku ranije je indirektno utvrœeno na osnovu ra-
zlike od 0,02% meœu vrednostima za atomsku masu vodonika dobijenu hemijskim
metodama i masenospektrometrijski. Koncentracija deuterijuma u prirodnom vodo-
niku bila je previãe niska da bi mogao da se opazi masenom spektrometrijom ali i
dovoÿno visoka da promeni atomsku masu odreœenu hemijskim metodama. (Danas
je poznato da prirodna rasprostraçenost deuterijuma iznosi 0,0156 %.) Godine
1932. Juri (H. C. Urey) je, sa saradnicima, propuãtajuñi elektriåno praæçeçe kroz
gasoviti vodonik dobijen uparavaçem 3 l teånog vodonika na zapreminu do 1 ml u
Balmerovoj Hβ liniji na 4861,326 Å pronaãao novu malu komponentu talasne
duæine 4860,000 Å åiji je poloæaj taåno odgovarao izotopu sa masom 2. Za to ot-
kriñe, zapravo otkriñe deuterijuma, Juri je 1934. godine dobio Nobelovu nagradu za
hemiju.

4.4.2 Jednoelektronski joni

Jednoelektronski jon ima istu strukturu kao atom vodonika s tom razlikom ãto
atomsko jezgro ima naelektrisaçe +Ze i masu M. Promena mase jezgra utiåe samo
na redukovanu masu sistema i saglasno jednaåini (4.4.1b) taj uticaj opada sa poras-
tom mase jezgra. Promena redukovane mase ne utiåe bitno na osnovne osobine sis-
tema (radijus i energiju jonizacije) zbog åega u spektrima dolazi samo do neznatnog
pomeraça linija kako je veñ opisano kod deuterijuma.

Porast naelektrisaça jezgra mnogo je vaæniji i u velikoj meri utiåe na pro-
menu osobina jednoelektronskih jona u odnosu na osobine vodonikovog atoma. Po-
rast naelektrisaça jezgra dovodi do porasta elektrostatiåke interakcije jezgro-elekt-
ron. Posledica toga je smaçeçe Borovog radijusa jona i porast energije jonizacije.
U odeÿku 4.2 naãli smo da radijus Borovog atoma opada sa porastom naelektrisaça
jezgra, u jednaåini (4.2.11):

(4.4.2a)

ili:

(4.4.2b)

a da energija vezivaça elektrona (stoga i energija jonizacije) raste sa kvadratom na-
elektrisaça atomskog jezgra, u jednaåini (4.2.13):

(4.4.3a)
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ili: . (4.4.3b)

Znaåi, vodoniku sliåni joni maçi su
od atoma vodonika ãto se moglo i oåeki-
vati s obzirom na jaåe privlaåeçe elekt-
rona i jezgra. Mnogo vaæniji je porast
energije vezivaça i energije jonizacije sa
porastom naelektrisaça jezgra. Zbog
kvadratne zavisnosti energije od naelektri-
saça dolazi do brzog porasta energije jo-
nizacije i do pomeraça spektralnog do-
mena, u kome joni emituju ili apsorbuju
zraåeçe, u ultraÿubiåastu oblast a za do-
voÿno veliko naelektrisaçe jezgra i u ob-
lasti x-zraåeça.

Na Slici 4.4.1 dat je uporedni preg-
led energijskih nivoa, prema jednaåini
(4.4.3a) za atom vodonika i jone He+ i
Li++.

Pored brzog pada energije osno-
vnog nivoa sa porastom naelektrisaça sa
Slike  4.4.1 se  moæe  uoåiti  to da pri ne-
kim vrednostima glavnog kvantnog broja
nH, nHe, i nLi, energije u sva tri sistema, za-
nemarujuñi razlike u redukovanim ma-
sama, postaju meœusobno jednake. Ovo je
lako objasniti pomoñu izraza (4.4.3a).
Poãto energija zavisi od odnosa (Z/n)2 to
se staça sa istom energijom mogu postiñi
pri razliåitim vrednostima Z i n za koje je çihov odnos konstantan. Na primer, jon
sa naelektrisaçem Zjon. e i glavnim kvantnim brojem njon. ima istu energiju kao i
atom vodonika kada je:

ili s obzirom na to da je ZH = 1:

(4.4.4)

Jednaåina (4.4.4) pokazuje uslov da energija jona bude jednaka energiji atoma vodo-
nika u staçu sa glavnim kvantnim brojem nH. Neka se atom vodonika nalazi u sle-
deñem, viãem kvantnom staçu definisanom kvantnim brojem nH+1. Saglasno us-
lovu (4.4.4) posmatrani jon istu energiju postiæe kada mu je glavni kvantni broj nj. =
Zj·(nH+1)=nj+Zj. Dakle, kada se za vodonik kvantni broj promeni za jedinicu, za pos-
matrani jon kvantni broj se meça za Zj, tj. izmeœu dva susedna vodonikova nivoa
postoji Zj–1 nivoa jona åije je naelektrisaçe Zj. Zbog toga je, prividno, broj ener-
gijskih nivoa kod jednoelektronskih jona Z puta veñi.

Ej E0Z
2··

=

Slika 4.4.1 Energijski nivoi atoma vodo-
nika, H i çemu sliånih jona, jedanput jonizo-
vanog helijuma, He+, i dva puta jonizovanog li-
tijuma, Li++.
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Relativna promena poloæaja energijskih nivoa kod vodoniku sliånih jona
odraæava se i na çihove spektre. Prvo, kratkotalasne granice spektralnih serija po-
meraju se ka maçim talasnim duæinama (odnosno ka viãim frekvencijama). Drugi
oåigledan efekt je porast broja spektralnih linija u posmatranom spektralnom pod-
ruåju u odnosu na vodonikov spektar. Oba efekta su direktna posledica porasta na-
elektrisaça atomskog jezgra i u direktnoj su vezi sa porastom energije vezivaça
elektrona i opisanom prividnom porastu broja energijskih nivoa. Pre pojave Borove
teorije ovi efekti nisu bili oåigledni te su stoga mnogi spektri pogreãno interpreti-
rani.

U okviru Borove teorije ove efekte je lako objasniti. Balmerovu formulu za
spektralne serije atoma vodonika (4.2.17):

(4.4.5a)

za jednoelektronske jone moæemo pisati u opãtem obliku kao:

(4.4.5b)

gde je Rjon. Ridbergova konstanta za dati jon a Z redni broj elementa od koga jon po-
tiåe. Uvlaåeçem rednog broja Z u zagradu, posledçi izraz moæemo pisati u obliku
ekvivalentnom onome za atom vodonika:

(4.4.5c)

U potpunoj analogiji sa energijskim nivoima, Slika 4.4.1, ekvivalentne spektralne
serije dobijamo kada je ispuçen uslov (4.4.4). Odavde neposredno sledi da izmeœu
svakog para susednih spektralnih linija atoma vodonika postoji Z-1 linija u spektru
jednoelektronskih jona, tj. da je gustina spektra (broj linija u posmatranom spekt-
ralnom intervalu) kod jona Z puta veña.

Ovi efekti naroåito su bili korisni pri tumaåeçu spektara zvezda, kojima po
pravilu, glavni doprinos daju linije helijuma i vodonika. Kod He+ jona naœene su
sledeñe serije:

I Lajmanova,

(4.4.6a)

II Lajmanova,

(4.4.6b)
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Faulerova,

(4.4.6c)

Pikeringova,

(4.4.6d)

Ako izraz za Pikeringovu seriju napiãemo kao i jednaåinu (4.4.5c) (uz Z2=4)
imamo:

. (4.4.6)

Odavde je oåigledno da se ålanovi serije sa parnim vrednostima k poklapaju
sa linijama Balmerove serije vodonikovog atoma, Slika 4.4.2. Meœu çima postoji
samo neznatna razlika zbog razliåitih redukovanih masa. U poåetku se smatralo da
Faulerova serija u spektrima zvezda potiåe od vodonika koji se u prisustvu helijuma
nalazi u nekom posebnom staçu. Meœutim, Bor je pretpostavio da serija potiåe od
jedanput jonizovanog helijuma, ãto je kasnije potvrœeno i eksperimentalno, sni-
maçem spektra åistog helijuma u laboratorijskim uslovima.

4.5 BOROV MODEL I PRINCIP KORESPONDENCIJE

Princip korespondencije je univerzalni fiziåki princip koji je 1923. godine for-
mulisao Bor:

Svaka nova fiziåka teorija koja opisuje fenomene van granica klasiåne fi-
zike (u podruåju velikih brzina – relativistiåka mehanika, u mikrosvetu –
kvantna mehanika) kada se primeni na klasiåne objekte mora dati iste rezul-
tate kao i klasiåna fizika.

Poznato je da se izrazi relativistiåke mehanike (koja opisuje fiziåke pojave u
sistemima koji se kreñu brzinama bliskim brzini svetlosti), svode na klasiåne izraze
ako se dopusti da se . U kvantnoj mehanici, meœutim, izrazi kojima se opi-
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Slika 4.4.2 Spektralne serije vodonikovog atoma i helijumovog jona He+: (gore) Balmerova serija
atoma vodonika; (dole) Pikeringova serija He+ jona.
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suju pojave u mikrosvetu ne mogu se tako lako svesti na klasiåne uglavnom zbog
toga ãto mnoge pojave mikrosveta nemaju klasiåne analogone. U tom sluåaju, s ob-
zirom na to da vaæi isti princip, kaæe se da svakoj klasiånoj veliåini korespondira
(odgovara) neka kvantno mehaniåka veliåina. Tada, primenom kvantne mehanike na
makroskopski problem korespondirajuñe veliåine postaju identiåne.

Primena principa korespondencije na Borovu teoriju atoma je posebno znaåa-
jna zbog toga ãto daje logiåku vezu izmeœu Borovih postulata (do kojih je on doãao
genijalnom intuicijom) i klasiåne elektrodinamike sa kojom su Borovi postulati u
direktnoj suprotnosti.

Kako je veñ ranije pomenuto, klasiåna elektrodinamika predviœa da naelektri-
saçe koje se nalazi u ubrzanom kretaçu (kruæno kretaçe je jedan oblik ubrzanog
kretaça) mora kontinualno da emituje elektromagnetnu energiju. Primeçena na
elektron koji kruæi oko jezgra, klasiåna elektrodinamika predviœa da elektron treba
da emituje elektromagnetne talase åija je frekvencija jednaka frekvenciji kruæeça
elektrona. S druge strane, prema Borovoj teoriji, elektron koji kruæi po stacionarnoj
orbiti ne emituje zraåeçe. Zraåeçe se emituje samo pri prelasku elektrona iz jedne
stacionarne orbite u drugu.

Prema principu korespondencije ovi, u suãtini protivureåeni stavovi biñe iden-
tiåni ako se primene u uslovima koji odgovaraju klasiånim. Drugim reåima, Borova
teorija, kao opãtija, primeçena na atom u “klasiånim” uslovima mora dati rezultate
identiåne onima koje daje klasiåna elektrodinamika. Uslove moæemo smatrati “kla-
siånim” ako je promena energije elektrona (skok iz jedne orbite u drugu) zanema-
rÿivo mala u odnosu na çegovu energiju, tj. . Pod takvim uslovima
promena energije u odnosu na ukupnu energiju moæe se smatrati kontinualnom –
klasiånom:

(4.4.7)

odakle zamenom Borovog izraza za energiju elektrona dobijamo:

(4.4.8)

S obzirom na to da je minimalna vrednost ∆n=1, relativna promena energije
teæi nuli ako glavni kvantni broj, n, teæi beskonaånosti. Ovu åiçenicu je intuitivno
lako shvatiti sa dijagrama energijskih nivoa, Slika 4.1.2, iz koga se vidi da je sa po-
rastom glavnog kvantnog broja energijska razlika meœu susednim nivoima sve
maça, tj.  sa porastom n.

Prema tome, saglasno principu korespondencije, frekvencija zraåeça koje
emituje elektron pri prelazu sa nivoa n na nivo k, pri åemu je n, k » |n-k| treba da
bude jednaka frekvenciji rotacije elektrona u nivou n (≈ k). Klasiånu frekvenciju
obrtaça elektrona u nivou n, νk1, izraåunavamo na osnovu çegove periferne brzine,
υn, i radijus orbite, rn:

(4.4.9)
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(4.4.10)

(4.4.11)

Frekvenciju zraåeça po Borovom modelu dobijamo pod uslovom da su
kvantni brojevi n i k veliki, tj. n, k » |n-k|. Tada vaæi:

(4.4.12)

(4.4.13)

(4.4.14)

Iz (4.4.12) i (4.4.13) neposredno sledi da je:

(4.4.15)

Tada se Ridbergova jednaåina moæe pisati u obliku:

(4.4.16)

odakle se zamenom razlike kvadrata iz brojioca po relaciji (4.4.15) i proizvoda u
imeniocu po (4.4.14) dobija:

(4.4.17)

Izraæavaçem Ridbergove konstantne, R∞, po Borovom modelu, za ∆n=1, do-
bijamo:

(4.4.18)

odnosno: (4.4.19)

Prema tome, frekvencija zraåeça elektrona koji prelazi iz kvantnog staça u
susedno, pri vrlo visokim kvantnim brojevima, n, jednaka je frekvenciji kruæeça is-
tog elektrona oko jezgra. Time je protivreåenost izmeœu Borove i klasiåne teorije
ukloçena. Borova teorija kao opãtija vaæi i za atomske i za makroskopske pojave
dok klasiåna teorija moæe da se primeni samo na makroskopske pojave. Pri tome se
kao kriterijum da li je pojava klasiåne ili kvantne prirode koristi relativni odnos
ukupne energije i promene energije. Ako je promena energije veoma mala u po-
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reœeçu s ukupnom energijom onda se pojava moæe tumaåiti i klasiånim kvantnim
zakonima. Ako je, pak, promena energije pribliæno jednaka energiji sistema, tada se
za vaÿan opis mora koristiti kvantna teorija.

Najopãtiji kriterijum za ocenu kome tipu sistema pripada, klasiånom ili kvant-
nom, je da se posmatra dejstvo u çemu. Ako su dimenzije sistema i mase åestica u
çemu takve da je dejstvo po veliåini uporedivo sa Plankovom konstantnom, 6,62 ×
10-34 Js, tada su pojave kvantne prirode. U sluåaju da je dejstvo mnogo veñe od
Plankove konstantne tada se moæe smatrati da je h=0, diskretni karakter dejstva
iãåezava i pojava se moæe opisati klasiånim zakonima.

4.6 BOR-ZOMERFELDOVA TEORIJA 

DODATAK 4.6 

D-4.6.1 Moment impulsa – ugaoni moment 

Impuls , tela mase, m, koje se kreñe pravolinijski brzinom, , dat je izrazom: 

(D-4.6.1) 

Krivolinijsko kretaçe moæe se razloæiti na kruæno i pravolinijsko razlagaçem brzine na radi-
jalnu i tangencijalnu: 

Mnoæeçem vektorski sleva radijusom krivine, , dobijamo:

Poãto je , to je i proizvod ta dva vektora jednak nuli, pa je: 

Vektor  naziva se moment impulsa (ili ugaoni moment). S obzirom na

to da je  normalno na  apsolutna vrednost çihovog proizvoda jednaka je proizvodu çi-
hovih apsolutnih vrednosti pa konaåno imamo: 

 (D-4.6.2)

gde je jediniåni vektor normalan na ravan u kojoj se telo kreñe. Tangencijalna brzina,  moæe se

izraziti preko ugaone brzine ω jednostavnom relacijom 

pa je s obzirom na  tako da na kraju iz (D-4.6.2) dobi-

jamo vrednost ugaonog momenta: 

(D-4.6.3a)

ili u skalarnom obliku:
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. (D-4.6.3b)

Diferenciraçem izraza (D-4.6.3a) dobijamo: 

.

S obzirom na to da je  imamo da je  odakle sledi :

. (D-4.6.4)

U potpunoj analogiji sa pravolinijskim kretaçem gde se sila definiãe kao prvi izvod impulsa,

kod kruænog kretaça definiãe se moment sile,  kao prvi izvod momenta impulsa (ugaonog
momenta): 

(D-4.6.5)

ili s obzirom na to da je :

(D-4.6.6)

gde je  sila. Ako je sila  centralna, tj.,  tada je  pa je: 

takoœe:  (D.4.6.7)

Drugim reåima, pri kretaçu pod uticajem centralnih sila ugaoni moment je konstantan i kre-
taçe se odvija u jednoj ravni. 

D-4.6.2 Energija tela u eliptiånoj putaçi 

Za opis ovog kretaça najboÿe je izbarati polarni koordinatni sistem. Poloæaj taåke u
ravni odreœuju dve polarne koordinate  i  koje su sa Dekartovim h, y vezane relacijama,
Slika D-4.6.1:

(D.4.6.8)

Kinetiåka energija u Dekartovim koordinatama izraæava se u obliku:

 (D.4.6.9a)

. (D.4.6.9b)
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Kinetiåku energiju u polarnim koordinatama nalazimo smenom koordinata iz (D-4.6.8)
u (D-4.6.9b).

Diferenciraçem izraza (D-4.6.8) dobijamo: 

(D-4.6.10)

Zamenom (D-4.6.10) u (D-4.6.9b) dobijamo izraz za kinetiåku energiju izraæenu u polarnim
koordinatama: 

(D-4.6.11)

Treba uoåiti to da dve komponente kinetiåke energije mogu da se pridruæe radijalnom i tan-
gencijalnom kretaçu, tj.:

. (D-4.6.12)

D-4.6.3 Harmonijski oscilator

Iz Hukovog zakona sledi da je elastiåna sila , proporcionalna pomeraçu, , i da de-
luje u suprotnom pravcu od çega, Slika D-4.6.2: 

(D-4.6.13)

gde je  konstanta elastiånosti.

Slika D-4.6.1 Koordinate taåke T u ravni mogu se ekviva-
lentno izraziti bilo u Dekartovim (x,y), bilo u polarnim koordi-
natama (r,ϕ). Transformacija iz jednih koordinata u druge izvodi
se pomoñu (D-4.6.8).
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Elastiåna sila  telu mase m sa otklonom x0 od ravnoteænog poloæaja saopãtava ubrzaçe 
pa je saglasno izrazu (D-4.6.13): 

. (D-4.6.14)

Prelaskom u skalarni oblik (s obzirom na to da su  paralelni) uz 

 dobijamo:

(D-4.6.15)

Ovo je linearna diferencijalna jednaåina drugog reda koju smo reãavali u odeÿku D-2.2.4 a
åije opãte reãeçe ima oblik: 

(D-4.6.16)

uz:

(D-4.6.17)

Partikularno reãeçe dobijamo iz poåetnog uslova da je pri t = 0 telo imalo otklon x0. Poãto je
otklon maksimalan znaåi i da je za t = 0 Tada je: 

i konaåno:

(D-4.6.18)

Impuls px: 

(D-4.6.19)

Kinetiåka energija, T: 
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(D-4.6.20)

Potencijalna energija, U, jednaka je radu koji izvrãi spoÿaãça sila da telo prenese iz ravno-
teænog poloæaja  u proizvoÿni poloæaj x:

(Sila koja vrãi rad deluje nasuprot elastiånoj sili.):

S obzirom na to da je  [izraz (D-4.6.17)] najzad dobijamo: 

(D-4.6.21)

Ukupna energija, E: 

(D-4.6.22)

D-4.6.4 Jednaåina elipse u pravougaonim i polarnim koordinatama 

Elipsa je geometrijsko mesto taåaka za koje je suma rastojaça od dve zadate taåke (fo-
kusa) konstantna, Slika D-4.6.3a: 

(D-4.6.23)

Svako od fokalnih rastojaça  i  (fokalni radijus vektor taåke elipse s apscisom x) iz-
raæava se formulom: 

T
1
2
---mυ2 

px
2

2m
--------  1

2
---mx0

2=== ω2 ωt( )
2 .sin

x 0 U 0=,=( )

dA dV Fds kx=== dx.

U kx x kx
2

2
----

0

x
kx2

2
------- k

2
---
 
 = x0

2
ωt( ) .2

 cos==d

0

x

∫=

k mω2=

U
1
2
---mω2x0

2 cos2
 ωt( ).=

E U T
1
2
---mω

2
x

2
0  cos2

ωt( )  sin2
ωt( ) ]+[=+=

E
1
2
---mω2x0

2
.=

Slika D-4.6.3 Elipsa i
çeni parametri: a) u Dekar-
tovom sistemu; b) u polar-
nom koordinatnom sistemu.
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(D-4.6.24)

gde je a velika poluosa elipse,  çen ekscentritet: 

(D-4.6.25)

i  mala poluosa elipse. Iz posledçeg izraza nalazimo odnos male i velike poluose: 

. (D-4.6.26)

Fokusi elipse,  i , leæe na velikoj osi elipse s obe strane centra, , na rastojaçu :

. (D-4.6.27)

Fokalni parametar, , predstavÿa polovinu tetive koja prolazi kroz jedan fokus a koja je
paralelna sa malom poluosom: 

. (D-4.6.28)

Kada se ose elipse poklapaju sa koordinatnim osama tada je kanoniåka jednaåina elipse ob-
lika: 

(D-4.6.29)

U polarnim koordinatama najjednostavniju jednaåinu elipse dobijamo tako ãto centar koordi-
natnog sistema  postavimo u jedan çen fokus (dakle, pomerimo je za  po apscisi), Slika
D-4.6.3b. Tada je jednaåina elipse (D–4.6.29) oblika: 

(D-4.6.30a)

ili s obzirom na to da je:

(D-4.6.30b)
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Odnos meœu koordinatama (x, y) i  je isti kao ranije, jednaåine (D-4.6.8). Uoåimo li da
je: 

(D-4.6.31)

(D-4.6.32)

transformacijom koordinata prema jednaåinama (D-4.6.8) nalazimo: 

Zamenom ovih odnosa u jednaåinu (D-4.6.30b) dobijamo kvadratnu jednaåinu po  åija su
reãeça: 

S obzirom na to da  mora biti pozitivno uzimamo reãeçe sa pozitivnim znakom pa dobi-
jamo: 

(D-4.6.33a)

Najzad, oslobodimo li se fokalnog parametra pomoñu izraza (D-4.6.31) nalazimo da je jed-
naåina elipse u polarnim koordinatama:

(D-4.6.33b)

Borova teorija koja se odlikovala smeloãñu i jednostavnoãñu dala je odgovore
na mnoga vaæna pitaça u vezi sa spektrima i strukturom atoma vodonikovog tipa,
ali je veñ u prvom pokuãaju da objasni neke druge pojave zapala u ozbiÿnu krizu.
Na primer, çome nije mogao da se objasni Zemanov efekt (tj. cepaçe spektralnih
linija u magnetnom poÿu). Isto tako, iz Borove teorije nije bilo moguñe ni naslutiti
zaãto se spektralni prelazi meœu izvesnim nivoima odigravaju a meœu drugima ne. 

Istovremeno, oni koji su verovali u ispravnost Borovog pristupa nastojali su
da poboÿãaju Borovu teoriju i da je uåine prikladnom i za opisivaçe drugih pojava.
Najlogiånije poboÿãaçe Borovog planetarnog modela atoma, u potpunoj analogiji
sa rotacijom planeta oko Sunca, je dopuãtaçe moguñnosti da se elektron kreñe po
eliptiånim orbitama. Takav model razvio je A. Zomerfeld (Arnold Johannes Wilhem
Somerfeld, 1868–1951) i na osnovu çega doãao do zakÿuåka da spektralne linije iz
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spektara vodonikovog tipa moraju imati finu strukturu. Na çegov zahtev Fridrih

Paãen je vrlo paæÿivo ispitao spektralnu liniju helijuma talasne duæine 
(koja odgovara prelazu sa n=4 na n=3) i uoåio to da se linija sastoji od 13 bliskih li-
nija. Slagaçe sa predviœaçima Zomerfelda bilo je zapaçujuñe, tako da je taj uspeh
bio uporeœivan sa proraåunima Leverijea (Leverrier) i Adamsa (Adams) na osnovu
kojih je predviœeno postojaçe planete Neptun pre nego ãto je ona zaista i opaæena.
Kasnije se pokazalo da je fina struktura spektralnih linija sasvim druge prirode i da
je Zomerfeldova teorija u osnovi pogreãna. (Meœutim, poãto je to jedina teorija iz
koje se poreklo i priroda kvantnih brojeva moæe intuitivno razumeti mi ñemo je ipak
detaÿnije razmotriti.)

4.6.1 Harmonijski oscilator

Vilson (W. Wilson) i Zomerfeld (A. Sommerfeld) su nezavisno pronaãli me-
tod za kvantizaciju akcionih integrala (integrala dejstva) klasiåne mehanike. Potre-
ban uslov za primenu te metode je to da su svaka generalisana koordinata qk i çoj
pridruæeni moment pk periodiåne funkcije vremena. Tada je integral dejstva u
jednom periodu kretaça kvantovan, tj.: 

(4.6.1)

Za ilustraciju razmotriñemo jednodimenzioni harmonijski oscilator za koji su gene-
ralisana koordinata i impuls i , respek-
tivno. Primenom uslova za kvantovanje integrala dejstva dobijamo: 

=

(4.6.2)

.

Prema tome, dobijamo da su amplitude oscilovaça kvantovane: 

(4.6.3)

kao i energijska staça: 

(4.6.4)
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Klasiåna i stara kvantna teorija, koja se upravo ovde izlaæe, pogreãno pripisuju os-
novnom staçu energije oscilatora vrednost nula (E= 0 za n=0). Meœutim, obe daju
ispravno rastojaçe meœu susednim energijskim nivoima. 

Iz oscilatornih nivoa, meœutim, nema podataka o tome koji prelazi su najvero-
vatniji, odnosno koji prelazi su zabraçeni. Ovi podaci se direktno dobijaju iz nove
kvantne mehanike u okviru pravila izbora. U staroj kvantnoj teoriji ova pravila se
delom mogu dobiti promenom Borovog principa korespondencije poreœeçem oso-
bina sa osobinama klasiånog oscilatora. Tako, poãto klasiåni oscilator emituje samo
jednu fekvenciju (a ne i harmonike), sledi da je pravilo odabiraça za kvantni oscila-
tor, .

Dvodimenzioni harmonijski oscilator moæemo smatrati superpozicijom dva
ortogonalna jednodimenziona oscilatora koji osciluju po pravcima x i y. Tada su
energijski nivoi dati zbirom energija za x i y oscilacije: 

(4.6.5a)

Ako je oscilator izotropan, tj. kx = ky tada je  

i: (4.6.5b)

gde je n=nx+ny. Meœutim, za n=1 sada imamo ne jedno veñ dva staça (nx = 0, ny =1 i
nx=1, ny = 0 ) koja imaju istu energiju. Za takva staça se kaæe da su degenerisana.
Uopãte, nivo energije, En, dvodimenzionog, izotropnog, oscilatora je (n+1)-put de-
generisan. Sliåno, energija n-tog nivoa trodimenzionog izotropnog oscilatora, ta-
koœe, data je izrazom , gde je  pri åemu je
degeneracija (n+1)(n+2)2.

Moæe se reñi da stepen degeneracije predstavÿa broj naåina na koji se moæe
realizovati izvesno energijsko staçe, En, definisano kvantnim brojem, n. Kod izo-
tropnog trodimenzionog oscilatora gde je  svakom kombinacijom
kvantnih brojeva i , åiji je zbir n, realizuje se staçe, taånije skup staça, sa
jednom te istom energijom, . Stepen degeneracije energijskog staça, , trodi-
menzionog, izotropnog oscilatora najlakãe izraåunavamo tako ãto posmatramo uti-
caj porasta dimenzionalnosti na degeneraciju. Kako je veñ reåeno, energijski nivoi
jednodimenzionog oscilatora nisu degenerisani poãto se svako energijsko staçe
moæe realizovati samo na jedan naåin. Kod dvodimenzionog, izotropnog oscilatora
kvantni broj  je linearna kombinacija kvantnih brojeva i .
Poãto za dato  kvantni broj moæe imati ukupno  razliåitih vrednosti

 to je i degeneracija sistema +1. (I kvantni broj  ima +1
vrednosti, s tim ãto one zavise od veliåine kvantnog broja , tj. .) Do-
damo li na ovaj sluåaj i kretaçe u treñoj dimenziji, definisano novim kvantnim bro-
jem, , imamo da je . Ako posmatramo odreœeno ener-
gijsko staçe definisano kvantnim brojem  tada je stepen degeneracije iz çega
izvedenog dvodimenzionog staça definisanog kvantnim brojem  zavisan od ve-
liåine kvantnog broja  s obzirom na to da je . Znaåi, za  izve-
deni dvodimenzioni sistem je  puta degenerisan, za  degeneracija je

, za =2 degeneracija je -1, itd. U opãtem sluåaju degeneracija pomoñnog
dvodimenzionog sistema je . Ukupnu degeneraciju trodimenzionog
sistema nalazimo sabiraçem po  svih moguñih dvodimenzionih staça, pri åemu

 moæe imati vrednosti od 0 do : 
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ωx ωy ω= =

En nñω=
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Meœutim, ako se oscilator uåini anizotropnim, tj.  za 
 svako energijsko staçe moæe se realizovati samo na jedan jedini naåin za-

visno od kombinacije kvantnih brojeva  i . Razliåite energije 
za  s obzirom na relaciju (4.6.4) podrazumevaju da su i osnovne frek-
vencije i  meœusobno razliåite. Samerÿivost ovih osnovnih frekvencija
moæe da se iskoristi kao pogodan kriterijum za ocenu degeneracije sistema. (Frek-
vencije su samerÿive ako se jedna od çih moæe izraziti kao celobrojni umnoæak
druge.) Degeneracija sistema se uklaça ako frekvencije pojedinih oblika kre-
taça definisanih sopstvenim kvantnim brojevima, nisu samerÿive. U sistemu
koji nije degenerisan, odreœeno energijsko staçe moæe se postiñi samo jednom
kombinacijom kvantnih brojeva. 

Pitaçe degeneracije staça i çenog uklaçaça moæe se formulisati i na sle-
deñi naåin. Degeneracija u nekom sistemu koji se moæe opisati sa viãe kvantnih bro-
jeva delimiåno ili potpuno se uklaça pojavom novog oblika periodiånog kretaça
åija je frekvencija nesamerÿiva sa frekvencijama postojeñeg kretaça. Kao ãto ñe se
videti, kod Zomerfeldovog modela atoma vodonika, åija se energijska staça mogu
opisati sa tri kvantna broja,  i m degeneracija po kvantnom broju  se uklaça
tako ãto se uzima u obzir rotaciono kretaçe orbite zbog relativistiåke promene mase
a po m tako ãto se sistem unese u magnetno poÿe u kome orbite poåiçu da prece-
suju. 

4.6.2 Atom vodonikovog tipa 

Kretaçe elektrona oko nepomiånog jezgra predstavÿa specijalni sluåaj kre-
taça u poÿu centralnih sila, tj. sila åiji pravac delovaça sve vreme prolazi kroz
jednu taåku, a åija veliåina predstavÿa samo funkciju rastojaça od ove taåke. 

Razmatramo kretaçe elektrona koji kruæi oko jezgra s naelektrisaçem +Ze i
masom mnogo veñom od mase elektrona, , tako da se centar mase nalazi u
jezgru. Izmeœu jezgra i elektrona deluje Kulonova privlaåna sila pa je potencijalna
energija elektrona u poÿu jezgra: 

(4.6.6)

Ovo kretaçe je identiåno kretaçu planeta oko Sunca gde je potencijalna energija
planeta data sliånim izrazom ali je prouzrokovana delovaçem ne elektrostatiåke veñ
gravitacione sile. (Zato se i oznaåava kao Keplerov problem.) Za ovakvo kretaçe
vaæi zakon o odræaçu energije i zakon o odræaçu ugaonog momenta pa su ukupna
energija sistema, E, i ugaoni moment,  konstante:
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(D-4.6.11) 

(4.6.7)

i:

. (4.6.8)

Nas ne zanima neposredna zavisnost ugla,  i radijus vektora, r, od vremena veñ
samo çihova uzajamna veza. Stoga ñemo se pogodnim zamenama iz prethodne dve
jednaåine osloboditi svih izvoda po vremenu. Iz izraza (4.6.8) dobijamo: 

(4.6.9)

a iz pravila za diferenciraçe sloæene funkcije: 

uzimajuñi  iz (4.6.9) dobijamo: 

. (4.6.10)

Eliminisaçem izvoda po vremenu u izrazu za ukupnu energiju  zamenom (4.6.9) i
(4.6.10) u (4.6.7) neposredno dobijamo: 

i nakon sreœivaça:

(4.6.11)

Uvoœeçem nove promenÿive, :

(4.6.12)

uz: 
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(4.6.13)

dobijamo istu jednaåinu u neãto pogodnijem obliku: 

(4.6.14)

Ova diferencijalna jednaåina moæe se reãiti neposrednim integraÿeçem nakon
razdvajaça promenÿivih. Meœutim, ako je joã jedanput diferenciramo moæemo je
svesti na posebno pogodan oblik: 

. (4.6.15)

Poãto u opãtem sluåaju  nije jednako nuli, to znaåi da je za reãeçe jednaåine
potrebno da izraz u zagradi bude jednak nuli. Tada iz jednaåine (4.6.15) dobijamo: 

(4.6.16)

Ovo je nehomogena diferencijalna jednaåina drugog reda. Çena reãeça se dobijaju
sabiraçem opãteg reãeça iz çe izvedene homogene jednaåine: 

(4.6.17)

i partikularnog reãeça nehomogene jednaåine. Oåigledno je to, da je jedno reãeçe
nehomogene jednaåine (4.6.16):

(4.6.18)

Opãte reãeçe homogene jednaåine, kao ãto smo videli kod harmonijskog oscilatora
(D-4.6.16) je:

(4.6.19)

A i B su konstante koje treba odrediti iz poåetnih uslova. Tako se opãte reãeçe do-
bija u obliku:

(4.6.20)

(4.6.21)
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Recimo da su poåetni uslovi zadati tako da je ϕ = 0 za minimalno r (tj. maksimal-
no ρ):

Izraåunavaçem prvog i drugog izvoda iz opãteg reãeça dobijamo da je B=0 i A>0
pa je reãeçe oblika:

(4.6.22)

ãto predstavÿa jednaåinu elektronske orbite. Iz ove jednaåine teãko je prepoznati
oblik orbite i odrediti çene osnovne parametre. Meœutim, uporeœivaçem ove jed-
naåine sa jednaåinom elipse u polarnim koordinatama koja je oblika:

(D-4.6.33a) (4.6.23)

ili uzimaçem reciproåne vrednosti:

(4.6.24)

uoåava se znaåajna sliånost. Pri tome je kod elipse ε–ekscentricitet, a–velika polu-
osa i b – mala poluosa, pri åemu vaæi:

(4.6.25)

(4.6.26)

(Ne meãati ekscentricitet ε, sa dielektriånom konsatnom, ε0!!!). Na osnovu sliånosti
naãeg reãeça [jednaåina (4.6.22)] i jednaåine elipse (4.6.24), sledi:

(4.6.27)

i:

(4.6.28)

Da bismo izrazili parametre orbite (a, b, ε) u funkciji osnovnih fiziåkih veliåina (E,
e, Z, m, L, ...) izraåunañemo eksplicitno vrednost konstante A zamenom reãeça ρ,
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jednaåina (4.6.22) u originalnoj diferencijalnoj jednaåini (4.6.14). Potraæimo li prvi
izvod jednaåine (4.6.22):

i zamenimo ga u jednaåini (4.6.14), nakon sreœivaça dobijamo:

(4.6.29)

Uvrãtavaçem (4.6.29) u (4.6.28) dobijamo:

(4.6.30)

Sada iz jednaåina (4.6.26), (4.6.27) i (4.6.30) lako izraåunavamo parametre orbite.
Deÿeçem (4.6.30) sa (4.6.27) dobijamo:

(4.6.31)

a zamenom (4.6.31) u (4.6.30):

(4.6.32)

Najzad, zamenom (4.6.31) i (4.6.32) u (4.6.25):

(4.6.33)

4.6.3 Bor-Zomerfeldovo kvantovanje

Energiju elektrona u eliptiånoj putaçi neposredno dobijamo iz jednaåine
(4.6.32):

(4.6.34)

Iz ovog skupa kontinualnih vrednosti treba na osnovu pravila kvantovaça nañi od-
govarajuñe dopuãtene energijske nivoe.

U eliptiånoj orbiti elektron ima dva stepena slobode, koji odgovaraju nezavi-
snim koordinatama r i ϕ, pa je nepohodno primeniti dva kvantna uslova:
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(4.6.35)

Pri tome su pr i pϕ impulsi pridruæeni koordinatama r i ϕ, tj. radijalni i tangencijalni
impuls (pϕ =L):

(4.6.36)

Za kretaçe u poÿu centralne sile pϕ = L = const. te se iz integrala dejstva nepo-
sredno dobija:

(4.6.37)

(4.6.38)

nϕ je azimutni kvantni broj.
Primena kvantnog uslova za r zahteva priliåno sloæena izraåunavaça (u koje

se neñemo ovde upuãtati) na osnovu kojih se dobija:

(4.6.39)

ili s obzirom na jednaåinu (4.6.26):

(4.6.40)

Zbir dva kvantna broja nr i nϕ naziva se glavni kvantni broj, n:

(4.6.41)

pa je:

. (4.6.42)

Energiju sistema sada moæemo dobiti kvadriraçem jednaåine (4.6.42) i zamenom a2

i b2 iz jednaåina (4.6.32) i (4.6.33) uz L=nϕñ [jednaåina (4.6.38)]:

(4.6.43)
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Vidimo, da bez obzira na postojaçe dva kvantna uslova, dobijamo isti izraz za ener-
giju elektrona kao i pri kretaçu po kruænim orbitama. Energija zavisi samo od gla-
vnog kvantnog broja n.

Meœutim, za datu vrednost n postoji viãe orbita sa razliåitim nϕ – energijska
staça su degenerisana. Poãto je b/a = nϕ/n (4.6.42) i kako je b<a sledi da je
(nϕ)max.=n. Isto tako, b>0 tj. nϕ>0 odakle proizlazi da se azimutalni kvantni broj, za
dato n kreñe od 1 do n: nϕ = 1, 2, 3, ...n. Zbog toga je svako staçe sa glavnim kvant-
nim brojem n, n-tostruko degenerisano. Za nϕ<n orbite su eliptiånog oblika, dok za
nϕ = n dobijama kruæne orbite, kao ãto je prikazano na Slici 4.6.1.

Energija elektrona, bez obzira na oblik orbite, zavisi samo od glavnog kvant-
nog broja, n, tj. orbite sa razliåitim ekscentricitetom su degenerisane. Na ovom
mestu Zomerfeld je uveo relativistiåku korekciju za masu elektrona. Za orbitu sa
velikim ekscentricitetom elektron prolazi pored jezgra veoma velikom brzinom, pa
relativistiåka promena mase postaje primetna. Ãto je putaça elektrona bliæa jezgru
to je i çegova periferna brzina na tom delu putaçe veña (III Keplerov zakon), pa
time i relativistiåka promena mase. Promena mase elektrona utiåe na lokalni oblik
orbite zbog åega ona meça relativni ugao pri svakom obilasku elektrona oko jezgra.
U duæem vremenskom intervalu gledano, orbita obrazuje rozetu kao ãto je prikazano
na Slici 4.6.2. Sa takvom popravkom teorije, energijski nivoi su, umesto jednaåine
(4.6.43), dati pribliænim izrazom:

(4.6.44a)

gde je E0 energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti H atoma a α konsanta fine strukture:

(4.6.44b)

Slika 4.6.1 Elektronske orbite u vodoniku
sliånom atomu prema Bor-Zomerfeldovom mo-
delu. Kada je nϕ = n orbite su kruænog oblika. Za
nϕ<n orbite su eliptiåne. Eliptiånost orbite zavisi od
odnosa nϕ/n. Meœutim, energija orbite zavisi samo
od vrednosti glavnog kvantnog broja n. Atomsko
jezgro se nalazi u æiæi elipse.
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Ova konstanta je ime dobila otuda ãto je (numeriåki) ispravno objasnila fino cepaçe
linija vodonikovog spektra.

Uklaçaçe degeneracije kod eliptiånih orbita najlakãe je shvatiti u kontekstu
pojave novog oblika periodiånog kretaça åija je frekvencija nesamerÿiva sa frek-
vencijom postojeñeg kretaça po elipsi. Naime, zbog relativistiåke promene mase,
eliptiåke orbite poåiçu da rotiraju oko atomskog jezgra, pri åemu frekvencija rota-
cije elipse kao celine nije samerÿiva sa frekvencijom kruæeça elektrona po elipsi.
Frekvencija kruæeça elektrona po elipsi zavisi samo od vrednosti glavnog kvantnog
broja, n, dok frekvencija rotacije cele eliptiåne putaçe zavisi od eksentriciteta elipse
odnosno od odnosa nϕ/n. S obzirom na to da za dato n postoji niz vrednosti nϕ, sva-
koj od çih odgovara po jedna frekvencija rotacije elipse, odnosno svakom nϕ odgo-
vara po jedno energijsko staçe. Drugim reåima, svakom energijskom staçu odgo-
vara samo jedna kombinacija kvantnih brojeva n i nϕ – degeneracija je ukloçena.

S ozbirom na to da se energija staça znatno maçe meça sa promenom
kvantnog broj nϕ nego sa promenom kvantnog broja n, to ñe se uklaçaçe degenera-
cije zbog relativistiåke promene mase na postojeñe energijske nivoe odraziti u vidu
pojave fine strukture nivoa, saglasno jednaåini (4.6.44). Na Slici 4.6.3 prikazan je
odnos energijskih nivoa atoma vodonika dobijenih na osnovu Borove, Zomerfel-
dove i Dirakove teorije. Borova teorija, kako je veñ pokazano u poglavÿu 4.4. i ne
predviœa pojavu fine strukture energijskih nivoa. Zomerfeldova teorija pojavu ce-
paça elektronskih nivoa objaãçava relativistiåkom promenom mase elektrona u
eliptiånim orbitama, dok Dirakova, koja uz male dopune i danas predstavÿa naj-
kompletniju sliku o strukturi atoma vodonika, pojavu fine strukture objaãçava kom-
binovanim relativistiåkim (spin) i talasnim osobinama elektrona. Interesantno je uo-
åiti da postoji potpuno slagaçe izmeœu broja i poloæaja energijskih nivoa po
Zomerfeldovoj i po Dirakovoj teoriji. Naime, Dirak je za poloæaj energijskih nivoa
dobio jednaåinu istog oblika kao i Zomerfeld, s tom razlikom ãto je azimutni
kvantni broj, nϕ zameçen unutraãçim kvantnim brojem j (j=l+s, l=nϕ–1, s – spinski
kvantni broj, videti odeÿak 4.8):

(4.6.44c)

Slika 4.6.2 Zbog relativistiåke promene
mase pri kretaçu u blizini atomskog jezgra do-
lazi do promene oblika elektronske orbite. Po-
red rotacije elektrona po eliptiånoj orbiti, do-
lazi i do rotacije orbite oko çene æiæe. Rota-
ciona frekvencija orbite, za dati glavni kvantni
broj, n, zavisi od ekscentriciteta orbite, tj. od
nϕ. Poãto orbite sa razliåitim kombinacijama
kvantnih brojeva n i nϕ imaju razliåite frekven-
cije rotacije to ñe imati i razliåite energije.
Tako, rotacija orbite oko æiæe uklaça degene-
raciju staça. Posledica toga je pojava fine
strukture u optiåkim spektrima.
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Naæalost, kvantitativno slagaçe Zomerfeldove slike sa Dirakovom i sa izve-
denim eksperimentima sasvim je sluåajno. Zomerfeldovo objaãçeçe fine strukture
spektralnih linija vodonika i vodoniku sliånih atoma bilo je uspeãno zbog toga ãto su
se greãke zbog zanemarivaça talasne prirode elektrona i zbog zanemarivaça posto-
jaça spina elektrona uzajamno poniãtile! Uprkos tome, Zomerfeldov model je imao
veliki znaåaj jer je uz çegovu pomoñ bilo moguñe objasniti åitav niz pojava,
poåevãi od spektara alkalnih metala pa do pojave cepaça spektralnih linija u mag-
netnom poÿu.

4.6.4 Prostorno kvantovanje

Do sada smo posmatrali kretaçe elektrona samo u jednoj ravni gde postoje
dva stepena slobode koja moæemo pridruæiti koordinatama elektrona. Meœutim, ako
posmatramo realan sluåaj, kretaçe elektrona u prostoru, treba razmotriti tri stepena
slobode poãto se prostorne koordinate opisuju sa tri nezavisne promenÿive. Drugim
reåima, treba uzeti u obzir i moguñnost da razliåite orbite sa kvantnim brojevima n i
nϕ imaju razliåite orijentacije u prostoru. Zbog izotropije prostora (istovetnosti oso-
bina u svim pravcima), razliåitim prostornim orijentacijama sa istim kvantnim bro-
jevima n i nϕ odgovara jedna ista vrednost energije, pa se kaæe da su staça degeneri-
sana. Ova degeneracija se javÿa åak i ako se uzme u obzir relativistiåka promena
mase elektrona. Ako se javi bilo kakav poremeñaj koji uklaça izotropiju osobina,
razliåite orijentacije mogu imati razliåite energije. Drugim reåima, poremeñaj uk-
laça degeneraciju. Poremeñaj izotropije prostora mora biti takav da utiåe na
elektron u orbiti. To moæe da bude elektriåno ili magnetno poÿe. Na primer, kada se
atom unese u magnetno poÿe, zbog postojaça magnetnog i mehaniåkog momenta
elektronske orbite, dolazi do precesije orbita, tj., do rotacije orbite kao celine oko
spoÿaãçeg magnetnog poÿa. Precesija je novi oblik periodiånog kretaça åija frek-
vencija nije samerÿiva ni sa frekvencijom kruæeça elektrona po orbiti niti, pak, sa
frekvencijom kruæeça eliptiånih orbita uzrokovanog relativistiåkom promenom

Slika 4.6.3 Veza izmeœu poloæaja energijskih nivoa po predviœaçima Bora, Zomerfelda i Diraka.
Odstupaça od Borovih energijskih nivoa uveñana su za faktor (137)2.
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mase elektrona. Pojava novog oblika kretaça sa nesamerÿivom frekvencijom u od-
nosu na frekvencije veñ postojeñeg kretaça, kako je veñ naglaãeno, uklaça degene-
raciju.

Poloæaj elektrona u prostoru odreœuje se sa tri prostorne koordinate, r,  i 
kao ãto je prikazano na Slici 4.6.4:

(4.6.45)

U ovom sluåaju kvantni uslovi dobijaju oblik:

(4.6.46)

Impulsi pridruæeni odgovarajuñim koordinatama su:

(4.6.47)

(Koordinatom  izraæava se kretaçe elektrona po projekciji orbite na ekvatorijalnu
ravan dok se sa  izraæava ugaona koordinata za kretaçe u prostornoj orbiti.) Prva
dva kvantna uslova sliåna su onima koje smo imali kod opisivaça kretaça
elektrona u ravni. Zbog toga ñemo ovde razmatrati samo impuls . Sa Slike 4.6.4
se vidi da koordinata  karakteriãe kretaçe projekcije elektrona u ekvatorijalnoj
ravni a çen odgovarajuñi impuls  predstavÿa projekciju ukupnog momenta ko-
liåine kretaça L na z-osu. Fiziåki, pravac ove ose moæe da se zada, na primer, bes-
konaåno malim magnetnim poÿem, u åijem pravcu delovaça definiãemo z-osu.
Lako je pokazati da je = const. sluæeñi se istim argumentima kao i kod .
Naime, poãto je L = const., to znaåi da i çegova projekcija u izabranom pravcu
mora, takoœe, biti konsantna. Otuda kao i za  dobijamo:

(4.6.48)

Znaåi, projekcije momenta impulsa (ugaonog momenta) na pravac poÿa imaju
kvantovane vrednosti. Drugim reåima, orijentacija orbite u prostoru nije proizvo-
ÿna, veñ postoji diskretan niz moguñih orijentacija.
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Kvantni broj  je uvek pozitivan, poãto se odnosi na apsolutnu vrednost pro-
jekcije orbitnog momenta. Meœutim, projekcije mogu biti i negativne, tj. elektron
moæe kruæiti i u obrnutom smeru u odnosu na onaj koji smo do sada razmatrali.
Zbog toga je celishodno uvesti novi kvantni broj, m, magnetni kvantni broj, koji
moæe biti kako pozitivan tako i negativan:

(4.6.49)

Drugim reåima, projekcija momenta impulsa (ugaonog momenta) je kvantovana i
odreœena magnetnim kvantnim brojem, m, koji moæe imati vrednosti od  do + :

. (4.6.50)

Neka je, na primer: ; tada je 

Prema tome, pri  moguñe su samo tri orijentacije orbite; pri n = 2 imamo pet tak-
vih orijentacija (m = 2, 1, 0, –1, –2) ili uopãte za  imamo 2k + 1 orijentacija or-
bite.

Sada ñemo pokazati da su dva novouvedena kvantna broja “ekvatorijalni”, ,
i “polarni”, , jednostavnom relacijom povezani sa azimutnim kvantnim brojem

:

. (4.6.51)

Sa Slike 4.6.5 se vidi da izmeœu uglova ,  i  postoji veza:
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Slika 4.6.4 Uz odreœivaçe koordinata elektrona u sfernom koordinatnom sistemu.
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. (4.6.52)

Ovo je oåigledno ako pustimo da uglovi postaju beskonaåno mali tako da sferni
trougao moæe da se smatra ravanskim trouglom za koji na osnovu Pitagorine teo-
reme imamo gorçu relaciju. Mnoæeñi izraz (4.6.52) sa m/dt dobijamo:

ili kompaktnije:

. (4.6.53)

Integraÿeçem izraza (4.6.53) po sferi dobijamo:

. (4.6.54)

Odavde, poreœeçem sa kvantnim uslovima:

neposredno dobijamo:

(4.6.55)

Prema tome, staçe elektrona koji kruæi oko jezgra moæe se opisati sa tri neza-
visna kvantna broja:

glavni kvantni broj, n:
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Slika 4.6.5 Uz pronalaæeçe veze meœu razliåi-
tim kvantnim brojevima.
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azimutni kvantni broj, :

magnetni kvantni broj, m:

Pomoñu çih se izraæavaju parametri elektronskih orbita:
velika osa eliptiåne putaçe, a:

(4.6.56)

– radijus prve Borove orbite H atoma,
mala osa eliptiåne putaçe, b:

(4.6.57)

energija elektrona, En:

(4.6.58)

– energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti H atoma i ugao koji zaklapa normala
na ravan orbite u odnosu na pravac spoÿaãçeg magnetnog poÿa (kada poÿe po-
stoji):

(4.6.59)

4.6.5 Kvantni broj nϕ i fina struktura linija vodonikovog spektra

Dopuãtajuñi moguñnost da se elektroni kreñu po eliptiånim orbitama, videli
smo da je svako çegovo staçe sa glavnim kvantnim brojem, n, n-tostruko degeneri-
sano (nϕ = 1, 2, ...n). Svakom degenerisanom staçu odgovara jedna vrednost kvant-
nog broja nϕ, tj. jedna eliptiånost orbite. Iz jednaåine (4.6.44) meœutim, vidi se da re-
lativistiåka zavisnost mase elektrona od çegove brzine (tj. eliptiånosti orbite)
uklaça degeneraciju. To dovodi do pojave vrlo male razlike izmeœu energijskih
staça sa datim n i razliåitim vrednostima nϕ. Zbog male vrednosti faktora α2 nivoi
su toliko bliski da na normalnom dijagramu nivoa cepaçe ne moæe biti prikazano.
Zbog toga se dijagrami konstruiãu tako da se za dato n termovi sa razliåitim nϕ crtaju
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jedan pored drugoga na istoj visini, dok se staça sa istim nϕ i razliåitim n crtaju
jedno iznad drugoga, Slika 4.6.6. Broj podnivoa raste sa porastom kvantnog broja n.
Prema Ricovom kombinacionom principu svaki podnivo bi trebalo da se kombinuje
sa bilo kojim drugim podnivoom; drugim reåima, çihova energijska razlika bi tre-
balo da odgovara po jednoj spektralnoj liniji. Saglasno tome, svaka spektralna linija
vodonika bi trebalo da se sastoji od velikog broja komponenata.

Koriãñeçem instrumenata sa visokim razlagaçem zaista je uoåeno da se linije
vodonikovog spektra sastoje od viãe komponenata, samo ãto je çihov broj znatno,
maçi od onoga koji se oåekuje na osnovu kombinacionog principa. Ovo neslagaçe
je uslovÿeno tzv. pravilima izbora, koja iz poluklasiåne slike, nije moguñe izvesti.
Pravila izbora detaÿnije ñemo razmatrati u okviru kvantnomehaniåke slike. Ovde
ñemo samo pomenuti osnovno pravilo da se azimutni kvantni broj mora meçati za 1,
tj.  To je lako razumeti u sklopu korpuskularne slike fotona, po kojoj foton
kao åestica ima sopstveni moment koliåine kretaça (ãto je ekvivalentno polarizaciji
elektromagnetnog talasa u talasnoj slici). Prema zakonu o odræaçu ugaonog momen-
ta, koji vaæi i za atome koji zraåe, ugaoni moment posmatranog sistema mora biti
konstantan (L = const.). To znaåi da pri emisiji åestice koja poseduje ugaoni moment
mora da se meça i ugaoni moment sistema koji je emituje. Poãto je sopstveni moment
fotona  i promena momenta impulsa elektrona åijim prelazom dolazi do
emisije zraåeça mora biti  tj.  U vezi sa spektrom vodoniko-
vog atoma to znaåi da svaka linija Lajmanove serije (n = 1) nastaje kombinovaçem
samo dve vrste termova  Svaka linija Balme-
rove serije nastaje kombinovaçem tri vrste termova 

 
Paãenova pet, itd…

Primeri

Primer 4.6.1 Prirodni sistem jedinica kvantne elektrodinamike obrazuje se tako ãto
se za osnovne jedinice (masu, duæinu, vreme i energiju) uzimaju vrednosti koje od-
govaraju nekim elementarnim åesticama i fundamentalnim interakcijama. Tako je u
ovom sistemu jedinica:

– jedinica mase – masa mirovaça elektrona, ;
– jedinica energije – energija mase mirovaça elektrona, 

;

– jedinica duæine – Komptonova talasna duæina elektrona  podeÿena sa 2π,
(odeÿak 7.3): 

– jedinica za vreme:
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i:
– jedinica naelektrisaça – naelektrisaçe elektrona, 
Ovako definisan sistem jedinica koristan je jer moæe da pruæi jasnu sliku o re-

lativnim dimenzijama atomskih objekata, pojava, interakcija i sl. Na primer, energija
elementarne elektrostatiåke interakcije moæe se izraziti kao energija Kulonove inte-
rakcije izmeœu dva elementarna naelektrisaça koja se nalaze na elementarnom (je-
diniånom) rastojaçu, 

Ocenu veliåine ove interakcije dobijamo izraæavajuñi je u prirodnim jedinicama za
energiju, :

Slika 4.6.6 Energijski nivoi i spektralne serije atoma vodonika: a) Borov model; b) Bor-Zomer-
feldov model. Punim linijama prikazani su dozvoÿeni a isprekidanim linijama zabraçeni prelazi za
Lajmanovu i Balmerovu seriju. Treba uoåiti da su prelazi moguñi samo za  nϕ∆ 1.±=

a) b)
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Uporedimo li dobijeni izraz sa jednaåinom (4.6.44b) kojom je definisana konstanta
fine strukture, α, vidimo da je:

(P-4.6.1.1)

iz dobijenog odnosa moæemo izvuñi dva korisna zakÿuåka. Prvo, konstantu fine struk-
ture, α:

sada moæemo shvatiti kao veliåinu elektrostatiåke interakcije dva jediniåna (atom-
ska) naelektrisaça na jediniånom (atomskom) rastojaçu izraæenu u atomskim jedi-
nicama energije , dakle, izraæenu u odnosu na energiju mase mirovaça
elektrona. Drugo, mala apsolutna vrednost konstante α pokazuje da je elektrosta-
tiåka interakcija relativno slaba interakcija.

Poãto u izraz za α ne ulazi masa elektrona, to znaåi da se çome izraæava uza-
jamno elektrostatiåko delovaçe bilo koje dve elementarne åestice sa naelektri-
saçem e. Stoga je konstanta fine strukture α jedna od pravih fundamentalnih
konstanti prirode.

Istraæivaçe osnovnih jednaåina preko konstante fine strukture, α, ne samo da
ih åini kompaktnijim nego daje i novi naåin za çihovo tumaåeçe.

Treba istañi da ovo ipak nije jedinstven i opãteprihvañen naåin za definiciju
prirodnog sistema jedinica.

Primer 4.6.2 Izraziti Borov atomski radijus preko konstante fine strukture i protu-
maåiti dobijenu formulu.

REÃENJE:

Iz definicije konstante fine strukture (4.6.44b) i (P-4.6.1) nalazimo da je:

Zamenom ovog odnosa u izraz za Borov atomski radijus:

(4.3.11)

dobijamo:

(P-4.6.2.1)

gde je  Komptonova talasna duæina elektrona. Za prvu Borovu orbitu atoma vo-
donika, a0, gde je n = 1 i Z = 1 nalazimo:
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.

Dakle, konstantu fine strukture moæemo shvatiti kao odnos Komptonove talasne
duæine i Borovog radijusa atoma.

Primer 4.6.3 Izraziti brzinu elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika preko
konstante fine strukture, α.

REÃENJE:

Brzina elektrona u n-toj Borovoj orbiti data je izrazom:

(4.3.10)

Zamenom radijusa iz prethodnog zadatka nalazimo:

(P-4.6.3.1)

odakle za prvu Borovu orbitu atoma vodonika (Z = 1, n = 1) dobijamo:

(P-4.6.3.2)

Dakle, periferna brzina elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika 137 puta je
maça od brzine svetlosti. Zbog toga relativistiåki efekti imaju mali znaåaj kod
atoma vodonika åime moæe da se objasni sjajan uspeh Borovog modela.

Iz ovog razmatraça vidimo da konstantu fine strukture, α, moæemo definisati
i kao odnos brzine elektrona u prvoj Borovoj orbiti i brzine svetlosti.

Primer 4.6.4 Izraziti energiju elektrona u Borovoj orbiti preko konstante fine struk-
ture.

REÃENJE:

Energija elektrona u Borovoj orbiti data je izrazom:

(4.3.13) .

Kvadriraçem izraza za konstantu fine strukture (P-4.6.1.1) i preureœivaçem dobijamo:

ãto zamenom u jednaåinu za energiju daje:
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. (P-4.6.4.1)

Za prvu Borovu orbitu atoma vodonika, Z = 1, n = 1, nalazimo:

.

Vidimo da je energija elektrona u prvoj Borovoj orbiti atoma vodonika zanemarÿivo
mala u odnosu na energiju mase mirovaça elektrona. Iz toga, kao i ranije zakÿuåu-
jemo da kod atoma vodonika relativistiåki efekti mogu da se zanemare bez veñih ne-
voÿa u vezi sa kvantitativnim tumaåeçem rezultata.

Primer 4.6.5 Izraziti Ridbergovu konstantu u prirodnom sistemu jedinica:

.

4.7 SPEKTRI ATOMA ALKALNIH METALA

Jedna od veoma vaænih odlika Bor-Zomerfeldove teorije jeste da pruæa mo-
guñnost za kvalitativno razumevaçe porekla i nastanka razliåitih serija u spektrima
atoma alkalnih metala, koristeñi analogiju sa atomom vodonika i çegovim spek-
trima.

U prvim posmatraçima spektara litijuma, natrijuma ili bilo koga drugog al-
kalnog metala bilo je teãko uoåiti zakonomernost u poloæaju spektralnih linija.
Meœutim, 1890. su Paãen, Kajzer i Runge, a u isto vreme i Ridberg, otkrili da linije
mogu da se razvrstaju u nekoliko serija koje se delimiåno prekrivaju. Serija sa
najsjajnijim linijama nazvana je glavnom (engl. principal), sa najboÿe definisanim
linijama oãtrom (engl. sharp), a sa slabije definisanim linijama difuznom (engl. dif-
fuse). Åetvrta serija je pogreãno nazvana fundamentalnom (engl. fundamental) jer se
kasnije pokazalo da niãta nije fundamentalnija od bilo koje druge serije. Prema kom-
binacionom principu, serije se mogu prikazati kao linearne kombinacije odgovara-
juñih spektralnih termova.
Glavna (principal) serija:

(4.7.1)

k = 2, 3, 4, ....

II sporedna, oãtra (sharp):

(4.7.2)

k = 2, 3, 4, ....
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I sporedna, difuzna (diffuse):

(4.7.3)

k = 3, 4, 5, ....

Bergmanova, fundamentalna (fundamental):

(4.7.4)

k = 4, 5, 6, ....

Ovde su s, p, d i f konstante koje su karakteristiåne za razliåite alkalne atome, a R je
Ridbergova konstanta. Vrednost s kreñe se od 0,4 za Na do 0,87 za Cs; p se meça
od nule do 0,3 dok su vrednosti d i f vrlo male i primetno se razlikuju od nule samo
za najteæe alkalne atome.

Ako uporedimo ove (empirijske) jednaåine sa Ridbergovom formulom za
spektralne serije vodonikovog atoma (4.2.4):

Lajmanova:

(4.7.5)

Balmerova:

(4.7.6)

Paãenova:

(4.7.7)

Breketova:

(4.7.8)

Pfundova:

(4.7.9)

ν̃
R

2 p+( )
2

------------------- R

k d+( )
2

------------------–=

ν̃
R

3 d+( )
2

------------------- R

k f+( )
2

-----------------–=

ν̃ RH

1
12
---- 1

k2
----– 

  R

12
---- R

k
2

----–= =

ν̃ RH

1
22
---- 1

k2
----– 

  R

22---- R

k
2----–= =

ν̃ RH

1
32
---- 1

k2
----– 

  R

32---- R

k
2----–= =

ν̃ RH

1
42
---- 1

k2
----– 

  R

42---- R

k
2----–= =

ν̃ RH

1
52
---- 1

k2
----– 

  R

52---- R

k
2----–= =



138 4. STARA KVANTNA TEORIJA

E:\04.fm 7/1/04

vidimo da su one istog oblika, s tim ãto su kod vodonika konstante s, p, d i f jednake
nuli. Ovim karakteristiånim konstantama (s, p, d i f) uzima se u obzir poremeñaj or-
bite optiåkog elektrona nastao prisustvom drugih elektrona u niæim elektronskim or-
bitama koji za to vreme ne emituju zraåeçe.

4.7.1 Efektivno naelektrisaçe i konstanta zaklaçaça

Poznato je da atomi alkalnih metala imaju jedan (optiåki) elektron, te da se po
hemijskim osobinama mogu svrstati ispod vodonika u periodnom sistemu. Stoga se,
u prvoj aproksimaciji, kretaçe ovog elektrona moæe opisati analogno kretaçu
elektrona u vodonikovom atomu, s tom razlikom ãto se ovaj elektron kreñe u efek-
tivnom poÿu koje je superpozicija poÿa jezgra i ostalih elektrona, Slika 4.7.1. Tada
je, po analogiji sa energijom elektrona u atomu vodonikovog tipa gde je:

(4.4.3a) (4.7.10)

energija elektrona kod alkalnih metala data izrazom:

. (4.7.11)

Zeff je efektivno naelektrisaçe:

(4.7.12)

a  konstanta zaklaçaça. U idealnom sluåaju kada ne bi bilo interakcije op-
tiåkog elektrona sa ostalim elektronima, tj. kada bi se ostali elektroni kretali samo u
maloj zapremini u okolini jezgra, efektivno naelektrisaçe bi bilo jednako jedi-
niånom, tj.:

. (4.7.13)

Meœutim, zbog prodiraça optiåkog elektrona u unutraãçost elektronskog oblaka,
Slika 4.7.2, imamo da je:

(4.7.14)

tj. efektivno nalektrisaçe je veñe od 1.

Kako smo veñ videli, svakom energijskom nivou u vodonikovom atomu odgo-
vara viãe eliptiånih putaça razliåitog ekscentriciteta. Meœutim, za razliku od vodo-
nika, kod alkalnih metala ovi nivoi nisu degenerisani åak i kada zanemarimo relati-
vistiåku promenu mase elektrona. Orbite sa najveñim ekscentricitetom najviãe se
pribliæavaju jezgru zbog åega na çih elektriåno poÿe jezgra deluje mnogo jaåe jer
naelektrisaçe jezgra nije kompenzovano naelektrisaçem ostalih (unutraãçih) elekt-
rona. Drugim reåima, ove orbite imaju najveñe efektivno naelektrisaçe, ãto sa-

E
hcRZ

2

n2
---------------–=

E
hcRZ 2

eff

n2
------------------–=

Zeff Z σn nϕ,–=

σn nϕ,

σn nϕ,  Z 1–=

σn nϕ, Z< 1–



4.7 SPEKTRI ATOMA ALKALNIH METALA 139

E:\04.fm 7/1/04

glasno jednaåini (4.7.11) dovodi do sniæavaça çihovih energijskih nivoa. Znaåi,
kod eliptiånih putaça energija spoÿaãçeg elektrona je niæa od energije elektrona u
kruænoj putaçi. Kod atoma vodonika, zanemarimo li mali relativistiåki efekt, ove
dve energije su jednake.

Odstupaçe energijskih nivoa elektrona kod alkalnih metala od nivoa u atomu
vodonika zavisi od izduæenosti elipse, tj. od kvantnog broja  koji odreœuje ugaoni
moment. Ovde treba uoåiti bitnu razliku izmeœu zavisnosti energije elektrona od 
kod vodonika i kod alkalnih metala. Kod vodonika zavisnost je veoma slaba i posle-
dica je relativistiåke promene mase elektrona koja je najizrazitija kod orbita sa
najveñim ekscentricitetom. U spektrima vodonikovog atoma ova zavisnost dovodi
do pojave fine strukture spektralnih linija. Kod alkalnih metala, zavisnost energije
elektrona od ekscentriciteta orbite (pored relativistiåke promene mase) posledica je
promene efektivnog elektriånog poÿa prouzrokovane prodiraçem putaçe op-
tiåkog elektrona u unutraãçost orbita elektrona u niæim energijskim staçima, Slika
4.7.2.

Poãto efektivno naelektrisaçe zavisi od kvantnih brojeva n i  razmotriñemo
sistematski uticaj razliåitih vrednosti  na energijsko staçe elektrona, Slika 4.7.3.

s orbita, nϕ= 1. Ove elipse su najizduæenije pa je za çih odstupaçe energije
od izraza (4.7.10) najveñe. Elipsa za  prve spoÿaãçe ÿuske predstavÿa sta-
bilno staçe spoÿaãçeg elektrona alkalnih metala, jer ima najniæu energiju. Kreñuñi
se po toj elipsi elektron velikim delom svoje orbite ulazi u prostor unutraãçih ÿuski.
Ove orbite nazivaju se s-orbite a çihovi spektralni termovi oznaåavaju se slovom s.
Svakoj spoÿaãçoj ÿusci, razliåitog glavnog kvantnog broja n, odgovara jedna s or-
bita i spektralni term, nS.

Slika 4.7.1 Optiåki elektron u poÿu jezgra:
a) kod vodonikovog atoma na elektron deluje
poÿe jezgra direktno; b) kod alkalnih metala
jezgro je zakloçeno elektronima iz doçih or-
bita pa na elektron deluje efektivno poÿe koje
je superpozicija poÿa jezgra i ostalih elek-
trona.

-e

a) b)

-e

+Ze
+Zeff e

Slika 4.7.2 Uklaçaçe degeneracije energijskih ni-
voa kod eliptiåkih putaça: a) kod vodonikovog atoma
degeneracija se uklaça zbog relativistiåke promene
mase; b) kod alkalnih metala daleko veñi znaåaj ima
promena efektivnog naelektrisaça zbog prodiraça
putaçe optiåkog elektrona u unutraãçost doçe elek-
tronske ÿuske.
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p orbita, nϕ= 2. U litijumovom atomu u osnovnom staçu spoÿaãçi elektron
se kreñe u drugoj ÿusci pa  odgovara kruænoj orbiti. Zbog toga je ener-
gija ovoga staça vrlo bliska energiji elektrona u odgovarajuñem staçu kod atoma
vodonika. Kod natrijuma, meœutim,  odgovara elipsi. Zbog toga su
kod alkalnih metoda, poåevãi od natrijuma, energije elektrona sa ovim azimutalnim
kvantnim brojem niæe od energije elektrona kod vodonika u istom kvantnom staçu.
Orbite sa  oznaåavaju se slovom p a çihovi termovi P, odnosno nP gde je n
glavni kvantni broj.

d orbita, nϕ = 3. Za treñu ÿusku  ovim kvantnim brojem definiãe se
kruæna orbita. Kod åetvrte ÿuske odgovarajuña orbita je eliptiåna, meœutim, sa vrlo
malim ekscentricitetom. Stoga je energija ove orbite bliska energiji odgovarajuñe or-
bite vodonikovog atoma. Orbite se oznaåavaju slovom d a spektralni termovi nD.

f orbita, nϕ = 4. Energije ovih orbita vrlo su sliåne onima za vodonikov atom
poãto se javÿaju tek u åetvrtoj ÿusci kada je radijus  Slika 4.7.3. Za 
eliptiåne putaçe imaju vrlo mali ekscentricitet i neznatno odstupaçe od kruænih.
Oznaka orbita je f a termova nF.

Prema tome, sistem spektralnih termova alkalnih metala moæe se predstaviti
sumarno sledeñim simbolima:

4.7.2 Efektivni kvantni broj i kvantni defekt

Drugi naåin da se posmatra energija elektrona kod alkalnih metala je da se
efektivno naelektrisaçe smatra jediniånim,  a da se umesto glavnog
kvantnog broja, n, koristi efektivni kvantni broj  Tada se izraz za energiju
elektrona (4.7.10) moæe pisati na sledeñi naåin:

orbita spektralni term

s 1 nS

p 2 nP

d 3 nD

f 4 nF.

nϕ n 2= =

nϕ 2  n, 3= =

nϕ 2=

n 3=( )

16a0, n 4>

Slika 4.7.3 Orbite elektrona po
Bor-Zomerfeldovom modelu za
vrednosti glavnog kvantnog broja
od 1 do 4.

1s

n = 2 n = 3 n = 4

a = a0 a = 4a0 a = 9a0 a = 16a0
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(4.7.15)

Ovde se odstupaçe energije elektrona od energije u atomu vodonika umesto preko
efektivnog naelektrisaça izraæava efektivnim kvantnim brojem, je
kvantni defekt. I kvantni defekt zavisi od n i , pa je energija elektrona u staçu sa
glavnim kvantnim brojem n i azimutalnim kvantnim brojem :

(4.7.16)

Najzad, da bi se izrazi (4.7.16) povezali sa termovima spektralnih serija, datih jed-
naåinama (4.7.1) – (4.7.4), potrebno je osloboditi se zavisnosti energije elektrona od
glavnog kvantnog broja. To se postiæe jednostavnom transformacijom:

(4.7.17)

gde se zavisnost energije od glavnog kvantnog broja prenosi na celobrojni parame-
tar k i numeriåke konstante s, p i d:

(4.7.18)

Iz ovih izraza za energiju elektrona lako je dobiti odgovarajuñe spektralne termove:

(4.7.19)
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Prema izbornom pravilu, kvantni broj  meça se za jedinicu,  pa su
moguñi prelazi  .... Najlakãe se opaæaju prelazi sa
osnovnih, nepobuœenih staça poãto su pri normalnim laboratorijskim uslovima ova
staça najverovatnija. Tada se spektralne serije (4.7.1) – (4.7.4) mogu predstaviti
kao kombinacija odgovarajuñih spektralnih termova:

glavna serija

II sporedna (4.7.20)

I sporedna

fundamentalna

ovde treba uoåiti da numeriåke konstante 1, 2, 2 i 3 ne predstavÿaju vrednost gla-
vnog kvantnog broja n nego parametra k kojim se karakteriãe dati spektralni term. A
nekad u istim termovima figuriãe glavni kvantni broj…. Zbrka sa ovim simbolima
nastala je davno i odræala se do danaãçih dana zbog toga ãto se prelazi sa osnovnih
nivoa alkalnih metala (2s za litijum, 3s za natrijum, …. 6s za cezijum) predstavÿaju
zajedniåkom vrednoãñu k = 1. Meœutim, u praksi nije teãko dokuåiti o kojem para-
metru (k ili n) je reå.

Dijagram energijskih staça atoma litijuma prikazan je na Slici 4.7.4. On je u
opãtim crtama sliåan dijagramu za vodonikov atom. Zbog pravila izbora, 
moguñi su samo prelazi izmeœu susednih nizova termova.

Na Slici 4.7.5 prikazan je sistem termova atoma litijuma i litijumu sliånih
jona, Be+, B++, C3+, N4+ i O5+. Na desnoj strani sa n* oznaåen je glavni kvantni broj a
isprekidanom linijom poloæaj terma za atom vodonika. Termovi su korigovani za

nϕ nϕ 1,±=∆

S P P, D P, S D, F→ → → →

ν̃ 1S kP        k 2  3, …,=–=

ν̃ 2P kS        k 2  3, …,=–=

ν̃ 2P kD        k 3  4, …,=–=

ν̃ 3D kF        k 4  5, …,=–=

nϕ∆ 1±=

Slika 4.7.4 Dijagram energijskih nivoa liti-
jumovog atoma.
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razliåito naelektrisaçe jezgra faktorom 1/(Z - p)2, gde je p broj elektrona u doçim
elektronskim ÿuskama. Za prikazane elemente p = 2 pa Z - p ima vrednosti 1, 2, 3,…
Prema tome, ako su alkalnim metalima sliåni spektri istovremeno i vodoniku sliåni
onda deÿeçem svih termova sa (Z - p)2 treba da dobijemo iste vrednosti za iznose
çihovih energija. To se zaista dobija samo za D i F termove åije su energije veoma
bliske energijama odgovarajuñih termova vodonikovog atoma. Kod drugih termova
dolazi do odstupaça koje je najveñe za S termove, kako je ranije veñ opisano.

Treba uoåiti da sa porastom naelektrisaça jezgra, Z, odstupaçe energije od
vodonikovih termova postaje sve maçe. Ovo se objaãçava åiçenicom da se sa po-
rastom Z radijus orbita unutraãçih elektrona smaçuje tako da efektivno elektriåno
poÿe koje deluje na spoÿaãçi elektron postaje sve bliæe pravom Kulonovom poÿu.
Prema tome, Bor-Zomerfeldova teorija u staçu je taåno da opiãe spektre atoma vo-
donika, da predvidi postojaçe çihove fine strukture kao i da kvalitativno opiãe
spektre alkalnih metala. Meœutim, vrlo rano je otkriveno da se spektralne linije al-
kalnih metala sastoje od dve komponente åije poreklo nije moguñe opisati kvantnim
brojevima n i nϕ. Otuda je bilo jasno da elektron u atomu poseduje neki novi stepen
slobode koji u teorijskim razmatraçima joã nije uziman u obzir.

4.8 FINA STRUKTURA SPEKTARA ALKALNIH METALA I SPIN ELEKTRONA

Dva niza kvantnih brojeva, n i nϕ Bor-Zomerfeldove teorije mogu da opiãu
opãte osobine spektara alkalnih metala ali ne i finu strukturu çihovih linija koja je
za najveñi broj linija vrlo oåigledna. Spektralne linije alkalnih metala su
sastavÿene od parova linija, dubleta. Katkad su dubleti prañeni i treñom, znatno

Slika 4.7.5 Dijagram energijskih staça litijuma i litijumu sliånih jona do kiseonika.
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slabijom, satelitskom linijom. Na primer, poznata æuta linija natrijuma predstavÿa
dublet sa komponentama na 589,0 i 589,6 nm. Ovde je razlika meœu komponen-
tama dubleta 0,6 nm. Za lakãe atome razlika je maça; za litijum je toliko mala da
se moæe videti samo instrumentima koji poseduju izvanredno veliku moñ razla-
gaça. Kod cezijuma komponente dubleta razmaknute su 40 nm.

Da bi se opisala dubletna struktura tih linija bilo je potrebno pretpostaviti da
su P, D i F energijski nivoi (termovi) dubletni nivoi (tj. da svaki nivo sadræi dve
komponente) a da su S nivoi (termovi) singuletni. Ove osobine spektralnih termova
moguñe je objasniti uvoœeçem novog stepena slobode za elektron i to takvog u
kome ñe elektron imati jednu od dve moguñe vrednosti. Novom stepenu slobode
pridruæen je i novi kvantni broj.

Priroda novog kvantnog broja kao i çegov fiziåki smisao nisu bili jasni sve
dok Goudsmit i Ulenbek (Goudsmit, Uhlenbeck) 1925. godine nisu pretpostavili da
se on moæe pripisati rotaciji elektrona oko sopstvene ose. Ovom pretpostavkom
kompletiran je planetarni model atoma, u kome se pored rotacije elektrona oko jez-
gra (planeta oko Sunca) uzima u obzir i rotacija elektrona oko sopstvene ose (rota-
cija planeta oko sopstvene ose). Sopstveni ugaoni moment (spin) i çemu pridruæeni
magnetni moment nezavisni su od orbitnog kretaça elektrona i mogu se smatrati
unutraãçom konstantom elektrona poput çegove mase i naelektrisaça.

Veliåina spinskog momenta u jedinicama ñ nominalno je data sa sñ gde je s
spinski kvantni broj. U atomskom, ili u spoÿaãçem magnetnom poÿu postoje dve mo-
guñe orijentacije elektrona koje se predstavÿaju magnetnim spinskim kvantnim bro-
jem ms. Kao i kod orbitnog magnetnog kvantnog broja m1 koji ima vrednosti od -nϕ do
+nϕ sa jediniånim inkrementom, ms moæe imati vrednosti od -s do +s uz  S
obzirom na to da su moguña samo dva staça, ona moraju biti +s i -s. Razlika meœu
çima mora biti jedinica [s - (-s) = 1] pa imamo 2s = 1, tj.:

(4.8.1)

Poãto energija staça zavisi od ukupnog momenta impulsa, zbira orbitnog i
spinskog momenta, moæe se definisati novi kvantni broj, unutraãçi kvantni broj
koji je jednak algebarskom zbiru orbitnog i spinskog kvantnog broja. Oznaåimo li

ukupni moment koliåine kretaça sa , orbitni ugaoni moment sa  i spinski mo-

ment sa  dobijamo:

. (4.8.2)

Za spinski moment smo veñ rekli da je ñ/2 (kasnije ñemo videti da to nije sasvim
taåno) i da je uvek prañen i magnetnim spinskim momentom.

Orbitni ugaoni moment izraæavamo kao celobrojni umnoæak od ñ:

(4.8.3)

l = 0, 1, 2, …, n - 1

koji je ekvivalentan Bor-Zomerfeldovom momentu  i jed-
nak çemu kada je:

ms 1.=∆

s
1
2
---     i    ms

1
2
--- .±==

 j  l

s

 j  l s+=

l  lñ=

L( nϕñ, nϕ 1 2 … n.), ,==
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(4.8.4)

Ova razlika meœu momentima, iako mala, ima izvanredno veliki znaåaj. Naime, kla-
siåno shvataçe orbitnog kretaça ne dopuãta  jer bi tada elektron prolazio
kroz jezgro. Meœutim, u kvantnoj teoriji åiçenica da elektron moæe da se naœe u po-
loæaju jezgra ne samo da nije protivreåna fiziåkoj slici nego je vrlo korisna za opisi-
vaçe nekih pojava. Ovde je dovoÿno samo da kaæemo da u kvantnoj slici putaça
elektrona ne postoji ni kao koncept, pa stoga nije teãko zamisliti staçe elektrona sa
nultim orbitnim momentom. U ovom sluåaju kada pokuãavamo da objasnimo
dubletnu strukturu spektralnih linija alkalnih metala, suoåeni smo s åiçenicom da su
S termovi singuletni. Poãto je çihova energija odreœena kombinacijom orbitnog i
spinskog momenta, direktno sledi da orbitni moment S termova mora biti jednak
nuli. U tom sluåaju, spinska staça su degenerisana i postoji samo jedan energijski
nivo, saglasno eksperimentalnim opaæaçima. Sama åiçenica da moramo da
napustimo kvantni broj  ukazuje na granicu vaÿanosti Bor-Zomerfeldove teorije
a s çom i intuitivne slike o strukturi atoma. Slika je sve maçe oåigledna i sve viãe
formalizovana. To jasno ukazuje na potrebu za potpuno novim konceptualnim tu-
maåeçem strukture atoma, o åemu ñe viãe reåi biti kasnije u vezi sa Ãredingerovom
jednaåinom.

S obzirom na izraz (4.8.3), vrednosti orbitnog kvantnog broja, l, za termove S,
P, D i F su 0, 1, 2 i 3 respektivno. Kombinovaçem kvantnih brojeva l i s dobijaju se
sledeñe vrednosti unutraãçeg kvantnog broja, j:

(4.8.5)

Za S termove  Za P termove  ili 3/2, za D termove j = 3/
2 ili 5/2 i za F termove j = 5/2 ili 7/2. Prema tome, P, D i F nivoi pod uticajem elekt-
ronskog spina postaju dubletni.

Pravilo izbora za kvantni broj l isto je kao i za :

dok za j vaæi:

(4.8.6)

Poãto je dubletno cepaçe nivoa relativno malo na dijagramu energijskih staça ter-
movi sa razliåitim j vrednostima nanose se jedan pored drugog, kao ãto je pokazano
na Slici 4.8.1 za termove kalijuma. Pri tome su çihove oznake sledeñe:

multipletnost(orbitni kv. broj, l)unutraãçi kv. broj, j

l nϕ 1.–=

nϕ 0=

nϕ

j l
1
2
---        za     l 0>±=

j
1
2
---      za     l 0.= =

j 1/2= j l 1/2 1/2=±=

nϕ

l 1        l 0≠∆±=∆

j∆ 1 0.,±=
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ili:

gde multipletnost oznaåava broj
naåina  na koji mogu da se
realizuju razliåita elektronska
spinska staça, 2S + 1, gde je
S rezultujuñi spinski broj. Za
viãeelektronske atome S pred-
stavÿa algebarski zbir spinova
pojedinih elektrona, 
Za alkalne metale, poãto ima-
ju jedan optiåki elektron, S = s
= 1/2 pa je multipletnost svih
termova 2. (Treba uoåiti da se
slovima s i S pored toga oz-
naåavaju i orbite i çima prid-
ruæeni spektralni termovi za l
= 0. Ne meãati jedne s drugi-
ma!). Vrednost orbitnog kvant-
nog broja, izraæava se odgova-
rajuñim slovom, kako je veñ po-
menuto. Najzad, kvantni broj j
se izraåunava pomoñu izraza
(4.8.5). Na primer, spektralni
term natrijuma sa orbitnim
kvantnim brojem l = 1, i unu-
traãçim kvantnim brojem j =

3/2 oznaåava se 2P3/2. Poãto imaju samo po jedan optiåki elektron svi spektralni
termovi atoma alkalnih metala su dubletni, 2s + 1 = 2(1/2) + 1 = 2.

Prema tome, za opisivaçe spektara alkalnih metala potrebno je uzeti u obzir
tri stepena slobode elektrona, koji se predstavÿaju sa kvantnim brojevima n, l i s (ili
n, l i j). Meœutim, kao ãto ñe se videti u sledeñem odeÿku, ako se posmatra spektar
atoma koji se nalazi u magnetnom poÿu, potrebno je uzeti u obzir i åetvrti stepen
slobode koji se izraæava magnetnim kvantnim brojem, ml. Åetiri kvantna broja su
dovoÿna za potpuno opisivaçe staça elektrona u atomu.

Fridrih Paãen (Friedrich Paschen, 1865–1947), rodio se u Ãverinu (Nemaåka) i bio profesor
u Tibingenu i Bonu. Godine 1908. proãirio je Balmerovu formulu na infracrveni deo spektra
vodonikovog atoma (Paãenova serija). Zajedno sa Bakom (Back) 1912/13. otkrio je Paãen-
Bakov efekt, cepaçe linija u jakom magnetnom poÿu.

Semjuel Abraham Gudsmit (Samuel Abraham Goudsmit, 1902–1978), predavao je na
Miåigen univerzitetu u An Arboru (1928–1941) i na MIT-u (Masaåusetski tehnoloãki institut)
u Kembriõu (Masaåusets, SAD). Od 1948. radio je u Brukhavenskoj nacionalnoj laboratoriji
(Apton, dræava Çujork, SAD), uglavnom baveñi se strukturom atomskih spektara. Da bi ob-
jasnio multipletnost spektralnih linija Gudsmit je zajedno sa Ulenbekom 1925. godine uveo
spin elektrona u kvantnu teoriju.

2s 1lj
+

Slika 4.8.1 Dijagram energijskih nivoa atoma kalijuma; k
je empirijski, redni broj terma kao u izrazima (4.7.1)–(4.7.4)
i (4.7.18)–(4.7.20).

S s.∑=
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Õorõ Juõin Ulenbek (Georg Eugen Uhlen-
beck, 1900–1988), je bio profesor Univerziteta
u Urtehtu i An Arboru (Miåigen, SAD). Godine
1925. zajedno sa S. A. Goudãmitom uveo je hi-
potezu o unutraãçoj rotaciji elektrona – spin
elektrona.

Jan Robert Ridberg (Janne Robert Rydberg,
1854–1919), rodio se u Halãtadu (Ãvedska). Od
1901. bio je profesor u Lundu i radio na peri-
odnom sistemu elemenata i spektralnim seri-
jama. Po çemu su nazive dobili Ridbergova
konstanta, i, u novije vreme, Ridbergovi atomi.

Johan Jakob Balmer (Johann Jakob Balmer,
1858–1898), ãvajcarski matematiåar. Predavao je na Bazelskom koleõu za gospoœice a od
1865. do 1890. takoœe i na Univerzitetu u Bazelu. Godine 1885. postavio je formulu kojom je
opisan tada poznati deo serije vodonikovog atoma (Balmerova serija). Kasnije je uoåio vezu
izmeœu çegove konstante k i Ridbergove konstante, kao i çenu ulogu granice serije.

Teodor Lajman (Theodore Lyman, 1874–1954), rodio se u Bostonu, i od 1910. do 1947. bio
direktor Õeferson fiziåke laboratorije na Harvardu. Bio je pionir u poÿu UV spektroskopije.
Godine 1906. otkrio je seriju linija vodonikovog atoma u UV oblasti, koja je po çemu i do-
bila ime.

Nils Bor (Niels Bohr, 1885–1962), rodio se u Kopenhagenu i doktorirao na tamoãçem uni-
verzitetu 1911. godine. Radio je u Kevendiãkoj laboratoriji kod Õ. Õ. Tomsona i na
Manåesterskom univerzitetu kod E. Raderforda. Godine 1913. uspeãno je primenio Plankovu
hipotezu na Raderfordov planetarni model atoma, a 1920. osnovao je u Kopenhagenu Institut
za teorijsku fiziku. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je 1922. godine za ispitivaçe strukture
atoma i zraåeça koje iz çih izvire.

Arnold Johan Vilhelm Zomerfeld (Arnold Johann
Wilhelm Sommerfeld, 1868–1951), rodio se u Ke-
nigsbergu (Nemaåka) danaãçem Kaliçingradu
(Ruska Federacija), gde je zavrãio studije. Od 1906.
do 1940. bio je profesor Minhenskog univerziteta.
Autor je oko 300 nauånih radova i desetak kçiga. Ba-
vio se kvantnom teorijom atoma, spektroskopijom i
matematiåkom fizikom. Pored drugih priznaça, do-
bitnik je Plankove medaÿe (1931), Lorencove me-
daÿe (1939) i Erstedove medaÿe (1948).

Gustav Hertz (Gustav Hertz, 1887–1975), sinovac Hajnriha
Herca, pronalazaåa radio-talasa, rodio se u Hamburgu, bio profe-
sor u Haleu i Berlinu a kasnije naåelnik istraæivaåke laboratorije
u fabrici “Simens”. Godine 1911. zapoåeo je istraæivaça (za-
jedno sa Frankom) pobuœivaça atoma u sudaru sa elektronima,
za koja su çih dvojica dobili Nobelovu nagradu za fiziku 1925.
godine. Od 1945. radio je na razliåitim projektima u Sovjetskom
Savezu.

Ulenbek, Kramer i Gudsmit

Zomerfeld (levo) i Bor (desno)
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Õejms Frank (James Franck, 1882–1964), rodio se u Ham-
burgu. Radio je u Institutu za fiziåku hemiju Kajzer Vilhelm a
1920. postaje i profesor u Getingenu. Godine 1933. emigrira iz
Nemaåke i 1935. postaje profesor fizike na Univerzitetu Õon
Hopkins u Baltimoru. Od 1938. do 1947. profesor je fiziåke he-
mije u Åikagu. Zajedno sa G. Hercom u Fiziåkom institutu u Ber-
linu ispitivao je prenos energije u sudarima elektrona sa gasnim
atomima. Ti su rezultati podræali Plankovu kvantnu hipotezu i
Borovu teoriju o nastanku spektralnih linija. Godine 1925. Frank
i Herc su podelili Nobelovu nagradu za fiziku za pronalazak za-
konitosti pri sudaru elektrona i atoma.


