
3. KVANT DEJSTVA

3.1 ZRAÅENJE CRNOG TELA

D-3.1 Jednaåina ravnog talasa

Razmotrimo talase koji se prostiru duæ neke prave linije, na primer, æice åiji se jedan
kraj odræava u staçu oscilovaça. Oznaåiñemo sa s rastojaçe (elongaciju) taåke æice od
çenog ravnoteænog poloæaja. Talasni proces ñe biti definisan ako se zna vrednost s u svakom
trenutku vremena t, za sve vrednosti poloæaja x duæ pravca prostiraça talasa. Neka se talasni
proces odlikuje kruænom frekvencijom ω i amplitudom a (najveñe rastojaçe od ravnoteænog
poloæaja). Bitna karakteristika talasa je i talasna duæina λ koja predstavÿa najmaçe rastojaçe
duæ x-ose izmeœu dve taåke (A i B na Slici D-3.1.1) koje osciluju u istoj fazi. Pored zavisnosti
veliåine pomeraça s od poloæaja x u datom trenutku, talasni proces odlikuje se i zavisnoãñu u
od vremena t. Ako se oscilacije u taåki A izvode po zakonu:

s = a cos ωt (D-3.1.1)

pri åemu t predstavÿa vreme od poåetka oscilovaça, tada ñe oscilacije koje se ãire od taåke A
doñi do neke taåke A′ na rastojaçu x za vreme τ = x/υf, gde je υf tzv. fazna brzina talasa. Fazna
brzina talasa povezuje talasnu duæinu λ s periodom oscilovaça T, vremenom posle kojeg se u
posmatranoj taåki ponovo uspostavÿa ista faza oscilovaça:

. (D-3.1.2)

Oscilacije u taåki A′ vrãe se po zakonu:

s = a cos ωt′ (D-3.1.3)

pri åemu pretpostavÿamo da se oscilacije ne priguãuju, tj. da je amplituda a stalna. U trenutku
t′ taåka A′ je u istoj fazi oscilovaça kao taåka A u trenutku t, tako da moæemo t′ u jednaåini
(D-3.1.3) da zamenimo sa t - τ, odnosno sa t-x/υf:

. (D-3.1.4)
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Ukoliko postoji neka poåetna faza ϕ kao na Slici D-3.1.1, tada ravni monohromatski talas pri-
kazujemo izrazom:

. (D-3.1.5)

Povrãina åije sve taåke imaju istu vrednost faze naziva se ekvifazna povrãina. U posmatranom
sluåaju ekvifazna povrãina je ravan:

x = const.

a normala na ovu povrãinu poklapa se sa x-osom. Iz uslova konstantnosti faze:

. ⇒  .

sledi da fazna brzina oznaåava brzinu pomeraça ekvifazne ravni. Funkcija s odlikuje se vre-
menskom i prostornom periodiånoãñu. Na osnovu vremenske periodiånosti proizlazi da posle
konstantnog perioda vremena T mora da bude zadovoÿena sledeña jednakost:

ãto je ispuçeno za:

 ⇒  

gde je ν linijska uåestanost. Zbog prostorne periodiånosti sledi da se, u datom trenutku t, pri
promeni koordinate x za λ (talasna duæina), vrednost funkcije s ne meça, ãto izraæavamo jed-
nakoãñu:

odnosno:

s a ω t
x

υ f

----– 
  ϕ+cos=

Slika D-3.1.1 Uz jednaåinu ravnog talasa.
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 ⇒  

ili:

υf = λν

a to je jednaåina koja povezuje faznu brzinu i talasnu duæinu.
Posmatrajmo sada opãtiji sluåaj. Neka se naã talas prostire u pravcu x′, koji s koordi-

natnim osama x, y, i z redom zaklapa uglove α, β i γ. Ovo je istovremeno i pravac normale na
ekvifaznu ravan, dok jednaåina ekvifazne ravni u ovom sluåaju glasi:

x cos α + y cos β + z cos γ = const.

Talasni vektor6 koji je po definiciji usmeren duæ pozitivne normale na ekvifaznu ravan, pred-
staviñemo u obliku:

dok je intenzitet talasnog vektora:

(D-3.1.6)

odakle se dobijaju sledeñe veze:

;  ; . (D-3.1.7)

Kako posmatramo prostiraçe talasa duæ x-koordinate, to jednaåina (D-3.1.5) sada ima sledeñi
oblik:

. (D-3.1.8)

Veza izmeœu x′- koordinate i koordinata x, y i z izraåunava se iz proste geometrijske slike i ima
oblik:

pa se, zameçivaçem ove jednakosti u (D-3.1.8) i uz υf = λν, dobija:

= (D-3.1.9)

6 Talasni vektor se prema usvojenim konvencijama oznaåava simbolom k kojim se, takoœe, oznaåava i
jediniåni vektor duæ x-ose ãto, naæalost, moæe izazvati zabunu.
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= .

Kako su na osnovu jednaåine (D-3.1.6) komponente talasnog vektora:

; ;

sledi:

(D-3.1.10)

gde je  radijus vektor bilo koje taåke na ekvifaznoj povrãini. Na osnovu jednaåine (D-3.1.10)
izraz (D-3.1.9) moæe da se napiãe u obliku:

(D-3.1.11)

Jednaåina ravnog talasa moæe da se napiãe kako u trigonometrijskom obliku [jednaåine
(D-3.1.8), odnosno (D-3.1.11)], tako i u kompleksnom obliku:

(D-3.1.12)

ili ako se uvede kompleksna amplituda:

. (D-3.1.13)

Napomenimo da jednaåine ravnog talasa [(D-3.1.11) i (D-3.1.13)] predstavÿaju parti-
kularna reãeça parcijalne diferencijalne jednaåine drugog reda, talasne jednaåine. Naime, iz
osnovnih jednaåina elektromagnetnog poÿa u vakuumu – iz Maksvelovih jednaåina moæe da
se pokaæe da jaåine elektriånog i magnetnog poÿa van izvora poremeñaja, zadovoÿavaju dife-
rencijalnu jednaåinu istog oblika, pa se ponaãaju na isti naåin kako u prostoru tako i u vre-
menu. U sredini koja nije provodna ova diferencijalna jednaåina (talasna jednaåina) ima oblik:

(D-3.1.14)

s ovde predstavÿa komponentu jaåine elektriånog ili magnetnog poÿa. Lako moæe da se po-
kaæe da jednaåine ravnog talasa, jednaåine (D-3.1.12) i (D-3.1.13), zadovoÿavaju diferenci-
jalnu jednaåinu (D-3.1.14) odnosno predstavÿaju çena partikularna reãeça.

Krajem 19. veka bilo je dobro poznato da zagrejana åvrsta tela emituju elekt-
romagnetno zraåeçe u kojem su zastupÿene sve talasne duæine (odnosno frekven-
cije) ali s razliåiitm intenzitetom. Kao ãto emituju, åvrsta tela mogu i da apsorbuju
zraåeçe koje se odlikuje odreœenom spektralnom raspodelom karakteristiånom za
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odreœenu temperaturu. Telo apsorpcijom dobija, a emisijom gubi energiju. Sistem
koji od okoline prima energiju koja upravo kompenzuje gubitak energije usled
zraåeça nalazi se u ravnoteæi i pripisujemo mu neku temperaturu T. Ukoliko je ener-
gija koju telo dobija spoÿa nedovoÿna za potpunu kompenzaciju energije izgubÿene
zraåeçem, dolazi do smaçeça unutraãçe energije tela, zbog åega se naruãava
ravnoteæa. Kad je gubitak energije izgubÿene zraåeçem mali u odnosu na ukupnu
energiju, temperatura tela opada relativno sporo, pa se uprkos çenoj promeni moæe
smatrati da je zraåeçe ravnoteæno i u skladu s trenutnom temperaturom T.

U nauci se obiåno umesto razmatraça sloæenog, stvarnog sistema posmatra
pretpostavÿeni, uproãñeni model. U fiziåkoj hemiji je, na primer, poznat koncept
idealnog gasa na osnovu åega se izvodi jednaåina idealnog gasnog staça koja samo
pribliæno opisuje ponaãaçe realnog gasa koji se tek na visokoj temperaturi i na nis-
kom pritisku ponaãa kao idealni. Tako se i teorijska razmatraça svih pojava vezanih
za zraåeçe tela na odreœenim temperaturama odnose na ravnoteæno zraåeçe i iz-
vode na modelu crnog tela. Crno telo se definiãe kao telo koje potpuno apsorbuje
upadno zraåeçe, nezavisno od talasne duæine. Objasnimo ovo detaÿnije.

Neka na telo pada, po jedinici povrãine u jedinici vremena i u okolini neke ta-
lasne duæine λ, gustina fluksa energije Φλ:

(3.1.1)

pri åemu je E energija, S povrãina, t vreme, a λ talasna duæina. Neko realno telo deli-
miåno apsorbuje, a delimiåno reflektuje upadno zraåeçe. Tada se apsorbovana gus-
tina fluksa Fλ′ definiãe kao apsorbovna energija oko talasne duæine λ po jedinici
povrãine tela u jedinici vremena. Odnos apsorbovane i upadne gustine fluksa, pred-
stavÿa sposobnost tela da apsorbuje zraåeçe date talasne duæina λ, oznaåava se sa Aλ

a naziva se spektralna apsorpcija:

(3.1.2)

Aλ je neimenovani broj koji za realna tela zavisi od talasne duæine i uvek je maçi od
jedinice. Crno telo apsorbuje u potpunosti celokupno zraåeçe koje padne na çega,
pa je u tom sluåaju Aλ = 1 za svako λ.

Spektralna emisiona sposobnost – ekscitancija Mλ definiãe se kao energija
koju telo emituje sa jedinice povrãine u jedinici vremena u okolini neke talasne
duæine λ.

Vezu izmeœu apsorpcione i emisione spektralne sposobnosti tela izraæava Kir-
hofov (Kirchoff Gustav Robert, 1824–1887) zakon, po kojem je odnos apsorpcione i
emisione spektralne sposobnosti tela nezavisan od prirode tela i potpuno je odreœen
spektralnom raspodelom zraåeça u staçu ravnoteæe na odreœenoj temperaturi:

. (3.1.3)

Ova jednaåina, takoœe, pokazuje to da telo koje viãe apsorbuje, viãe i emituje. Za ap-
solutno crno telo je Aλ = 1 za sve talasne duæine, pa iz (3.1.3) sledi:
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. (3.1.4)

To znaåi da je spektralna ekscitancija crnog tela, Mλ jedinstvena funkcija tempera-
ture i talasne duæine. Ovaj zakon Kirhof je postavio 1859. godine polazeñi od ter-
modinamiåkih principa.

U prirodi ne postoji telo sa osobinama koje u potpunosti odgovaraju crnom
telu. Na primer, telo pokriveno slojem åaœi ima Aλ = 1 samo u ograniåenom inter-
valu talasnih duæina. Crno telo, meœutim, moæe dobro da se predstavi ãupÿinom
koja je okruæena ravnomerno zagrejanim zidovima (npr. ãupÿina ravnomerno zag-
rejane laboratorijske peñi), Slika 3.1.1. Tada se ravnoteæno zraåeçe, koje se uspos-
tavÿa u ãupÿini, odlikuje spektralnom raspodelom energije koja je identiåna raspo-
deli za apsolutno crno telo.

3.1.1 Eksperimentalno prouåavaçe zraåeça crnog tela

Ravnomerno zagrejana ãupÿina u praksi predstavÿa model crnog tela. Kroz
mali otvor na ãupÿini oslobaœa se zraåeçe koje se zatim analizira. Na Slici 3.1.2
(levo) kao model crnog tela, po zamisli Lumera (Lummer) i Pringshajma
(Pringsheim), uzet je cilindar s dvostrukim zidovima. Prostor izmeœu zidova ko-
riãñen je kao termostat za odræavaçe stalne temperature u svim delovima suda. Ovo
je ostvareno proticaçem pare kÿuåale vode za visoke temperature, odnosno teånog
vazduha za niske temperature, izmeœu zidova cilindra. Pomoñu aparature kao na
Slici 3.1.2 (desno) izvrãeno je spektralno razlagaçe emitovanog zraåeça. Zraåeçe
crnog tela prvo se fokusira pomoñu soåiva l na razrez s1 kolimatora B. Ovim soåi-
vom postiæe se “obasjavaçe” prizme snopom paralelnih zraka. Prizma skreñe zrake
razliåitih talasnih duæina u razliåitim pravcima u skladu sa zakonima prelamaça. Pri
odreœenom poloæaju durbina C kroz pukotinu s2 prolazi zraåeçe iz opsega talasnih
duæina od λ1 do λ1 + ∆λ1. Ovo zraåeçe pada zatim na detektor (u ovim prvim ekspe-
rimentima bio je to nagaravÿeni termoelement) koji meri gustinu fluksa zraåeça.
Pri nekom drugom poloæaju durbina meri se gustina fluksa zraåeça u okolini talasne
duæine λ2, taånije u opsegu talasnih duæina od λ2 do λ2 + ∆λ2.

Rezultati ovakvog mereça, zatim, su grafiåki predstavÿeni u pravouglom
koordinatnom sistemu, pri åemu se na ordinatu nanosi spektralna ekscitancija Mλ, a
na apscisu talasna duæina λ i tako za nekoliko temperatura. Dobijaju se krive koje
predstavÿaju eksperimentalnim putem odreœenu zavisnost Mλ(λ, T), T je apsolutna
temperatura i vaæe za crno telo (Slika 3.1.3). Uoåava se to da spektralna ekscitancija
(emisiona sposobnost) raste s porastom temperature, pri åemu se apscise maksi-
muma krivih s porastom temperature pomeraju ka krañim talasnim duæinama. Na
niæim temperaturama vrednosti λ leæe u oblasti veñih talasnih duæina, pa telo emi-

Mλ f λ T,( )=

Slika 3.1.1 Ãupÿina kao crno telo. Zrak ulazi kroz mali ot-
vor u ãupÿinu iz koje moæe da izaœe tek posle niza refleksija.
Kako se pri jednoj refleksiji odbije k-ti deo fluksa, posle n
refleksija odbijen je kn-ti deo prvobitnog fluksa. Poãto je k
maçe od jedinice, za dovoÿno veliki broj refleksija kn je
pribliæno nula, pa je apsorpciona sposobnost bliska jedinici
za svaku talasnu duæinu.

A

1
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tuje preteæno infracrveno zraåeçe (zraåeçe åija je talasna duæina reda veliåine sto-
tine mikrona). Krive sliånog toka dobijaju se kada se na ordinati predstavi spekt-
ralna gustina energije uλ koja se definiãe kao energja koju emituje jediniåna
zapremina crnog tela u okolini talasne duæine λ (dimenzije J m-4):

⇒ dλ.

Spektralnu gustinu energije crnog tela moæemo da definiãemo i oko neke frekvencije
ν i tada je oznaåavamo sa uν (dimenzije J m-3 s). Veza izmeœu uλ i uν dobija se iz sle-
deñih jednaåina:

Slika 3.1.2 Ureœaj za analizu zraåeça crnog tela: (levo) crno telo prema izradi Lumera i Prings-
hajma. Pumpa, pomoñu koje se meça pritisak u aparaturi, spojena je na prikÿuåke a odnosno a′.
Teåni vazduh oznaåen je sa b, a zraåeçe iz ãupÿine posmatra se kroz mali otvor c; (desno) aparatura
za spektralno razlagaçe zraåeça. Soåivo l fokusira zraåeçe crnog tela (zraci 1 i 2) i usmerava ga na
razrez s1 kolimatora B, odakle dopire do prizme P, koja vrãi spektralno razlagaçe. Kolimator C sluæi
za usmeravaçe dobijenog spektra na detektor D.
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Slika 3.1.3 Eksperimentalno dobijena zavisnost
spektralne ekscitancije crnog tela od talasne duæine
na razliåitim temperaturama. Krivama 1, 2, 3 i 4 od-
govaraju temperature od 977, 1227, 1477 i 1727 0C,
redom. Mλ se asimptotski pribliæava nuli za male ta-
lasne duæine.
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, 

gde je c brzina svetlosti. Iz prethodnih jednaåina sledi:

 ili  . (3.1.5)

3.1.2 Zakoni zraåeça crnog tela

Neke od osobina krivih Mλ = f(λ,T) saæete su u obliku zakona zraåeça. Ste-
fan-Bolcmanov zakon glasi:

ekscitancija M apsolutno crnog tela proporcionalna je åetvrtom stepenu temperature
tela T:

(3.1.6)

pri åemu je σ konstanta proporcionalnosti koja po najnovijim mereçima ima vred-
nost 5,67 × 10-8 Wm-2K-4. Na Slici 3.1.3 ekscitancija M predstavÿa povrãinu ispod
krive Mλ = f(λ) za neku odreœenu temperaturu T. Do ovog zakona Ãtefan je doãao eks-
perimentalnim putem 1879, dok ga je Bolcman 1884. objasnio teorijski. Vinov zakon
pomeraça (Wilhelm Wien, 1864–1928, dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1911),
daje vezu izmeœu temperature T i apscise maksimuma krivih Mλ = f(λ,Τ):

(3.1.7)

Zakon tvrdi da je talasna duæina koja odgovara maksimumu spektralne eksci-
tancije tela, obrnuto proporcionalna apsolutnoj temperaturi T pri åemu je c' =
0,00289 Km. Tako na 5000 K maksimum krive leæi u æuto-zelenoj oblasti spektra pri
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Slika 3.1.4 Stojeñi talasi: a) sto-
jeñi talas usmeren duæ x (y, z)-ose;
b) stojeñi talas usmeren u proizvo-
ÿnom pravcu. (Talasni vektor s
koordinatnim osama, x, y i z zaklapa
uglove α, β i γ, redom.)
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3.1.3 Rejli-Õinsov i Vinov zakon zraåeça

Pri prouåavaçu zraåeça crnog tela postavio se pred nauånike problem teorij-
skog objaãçeça eksperimentalnim putem utvrœene spektralne raspodele zraåeça
predstavÿene funkcijama  odnosno . Oslaçajuñi se na za-
kone klasiåne fizike, Rejli i Õins (J. W. Reyleigh, 1842–1919; J. H. Jeans 1887–
–1946) su oko 1900. godine, odredili spektralnu raspodelu zraåeça crnog tela.
Rejli-Õinsova jednaåina zraåeça crnog tela nije bila taåna i samo se u graniånim
sluåajevima, za velike talasne duæine i visoke temperature, pomoñu çe taåno mogla
da izraåuna energija zraåeça. Ipak, ova teorija, pokazujuñi slabosti i ograniåeça
klasiåne fizike, ukazivala je i na naåin za prevazilaæeçe ovih ograniåeça. Proraåun
spektralne raspodele zraåeça crnog tela sastojao se iz dva dela. U prvom delu Rejli
je “prebrojao” elektromagnetne talase odreœenih frekvencija ν koji nastaju u ãu-
pÿini kojom predstavÿamo crno telo, a u drugom delu pripisao svakom od talasa
odreœenu sredçu energiju Esr . Spektralna gustina energije koja nastaje u ãupÿini
tada je jednaka proizvodu broja talasa s frekvencijom u okolini ν i sredçe energije
po jednom talasu.

Rejli-Õinsova teorija zraåeça crnog tela zasnovana je na sledeñim razma-
traçima. Neka je crno telo zatvorena, evakuisana ãupÿina oblika kocke zapremine
V, okruæena zidovima na temperaturi T koji idealno odbijaju zraåeçe. Prema Maks-
velovoj (Maxwell James Clerk, 1831–1879) elektromagnetnoj teoriji, elektromag-
netno zraåeçe pobuœuje se oscilovaçem elektriånih dipola (dipol se sastoji iz dva
naelektrisaça jednaka po koliåini, a suprotnog znaka). Tako, oscilovaçem elektriå-
nih dipola zidova ãupÿine, u çoj nastaje elektromagnetno poÿe koje se odlikuje

jaåinama elektriånog,  i magnetnog poÿa  i gustinom energije u (pogledati i
poglavÿe 9.3 o zraåeçu atoma):

pri åemu je c brzina svetlosti u vakuumu, a  çegova elektriåna propustÿivost.
Elektromagnetno poÿe u ãupÿini åine elektromagnetni talasi razliåitih uåestanosti
(frekvencija) i spektralne gustine uν. Elektromagnetne talase nastale u ãupÿini raz-
loæiñemo na elementarne (stojeñe) talase razliåitih frekvencija i razliåitih pravaca.
Uzeñemo, takoœe, da svakom stojeñem talasu odgovara neka sredça energija Esr

koja je jednaka, ãto se dokazuje u elektrodinamici, sredçoj energiji linearnog osci-
latora åijim je oscilovaçem ovo zraåeçe pobuœeno. Tada je spektralna energija
zraåeça crnog tela uν jednaka proizvodu broja stojeñih talasa s frekvencijama iz-
meœu ν i ν +  i sredçe energije Esr.. Istaknimo da broj stojeñih talasa frekvencije
ν odgovara broju oscilatora frekvencije ν åijim su oscilovaçem pobuœeni ovi talasi.
Posmatrajmo, dakle, stojeñe talase koji nastaju u kocki ivice a. Koordinatni sistem
postavÿamo kroz ivice kocke, Slika 3.1.4, a posmatramo talas koji se ãiri u pozi-
tivnom smeru x-ose, reflektuje na stranicama kocke koje su paralelne zy zidovima
stvarajuñi stojeñi talas. Uslov za nastanak ovakvog stojeñeg talasa talasne duæine λ u
kocki ivice a je:

(3.1.8)

Mλ f λ T,( )= uν F= ν T,( )

E H

u
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ε0c
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pri åemu je n = 0,1,2. Uslovom (3.1.8) kaæemo da se na zidovima talasi “gase”, dok
je rastojaçe izmeœu zidova takvo da izmeœu çih moæe da se smesti celi broj polo-
vina talasnih duæina. Sliåni uslovi vaæe za stojeñe talase koji se prostiru u smeru y- i
z-ose.

Posmatrajmo sada opãtiji sluåaj. Neka se ravni  talas ãiri u pravcu koji sa
x-, y- i z-osom zaklapa redom uglove α, β i γ, Slika 3.1.4. Ovo je istovremeno i pra-

vac talasnog vektora  ravnog talasa kojeg prikazujemo jednaåinom (videti jed-
naåinu D-3.1.13):

. (3.1.9)

pri åemu je ω ugaona frekvencija, t vreme,  radijus vektor bilo koje taåke na ekvi-

faznoj ravni, a  je talasni vektor. Talas reflektovan zidovima kocke prostire se u
suprotnom smeru i prikazujemo ga funkcijom:

. (3.1.10)

Slagaçem talasa s1 i talasa s2 nastaje talas s. Uveãñemo graniåni uslov takav da je
funkcija s = 0 u svakom trenutku vremena t za x,y,z = 0. Kad u jednaåinama (3.1.9) i
(3.1.10) umesto r, odnosno x,y,z stavimo vrednosti nula, dobijamo vezu izmeœu fun-
kcija s1, s2 i s, odnosno koeficijenata A i B da bi postavÿeni graniåni uslov bio zado-
voÿen:

 ⇒  ⇒ . (3.1.11)

Eksponencijalnu funkciju s pretvoriñemo sada u trigonometrijski oblik pomoñu Oj-
lerove formule:

. (3.1.11a)

Drugi uslov koji obezbeœuje da talas ostane “zatvoren” u zapremini kocke je:
s = 0 za x,y,z = a

ãto je ispuçeno kad je:

⇒  ⇒

(3.1.12)

gde su n, n1, n2 i n3 celi brojevi. Ovakav talas, poãto je ograniåen na odreœenu zapre-
minu, ne moæe se smatrati progresivnim veñ predstavÿa vrstu oscilatornog procesa
zarobÿenog u kocki. Kad se uzme u obzir da je intenzitet talasnog vektora:
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(3.1.13)

i da je:

(3.1.14)

uslovi definisani jednaåinom (3.1.12) postaju:

(3.1.15)

Reãimo sada (3.1.15) po n1, n2 i n3, zamenivãi prethodno λ jednakoãñu c/ν (c je
brzina svetlosti). Dobijamo sledeñi sistem jednaåina:

(3.1.15a)

Jednaåine (3.1.15) i (3.1.15a) pokazuju da tri broja (n1, n2 i n3) odreœuju svaki poje-
dini talas koji ima frekvenciju ν. Dignimo na kvadrat svaku od prethodnih jed-
naåina, a zatim ih meœusobno saberemo:

(3.1.16)

Jednaåina (3.1.16) ne sadræi viãe kosinuse uglova jer je cos2α + cos2β + cos2γ = 1. Za-
meniñemo sada u jednaåini (3.1.16) brojeve n1, n2 i n3 promenÿivim x, y i z. Dobijamo
izraz koji je jednak jednaåini sfere polupreånika R (= 2aν/c):

(3.1.17)
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Pridruæujuñi promenÿivim x, y i z niz celih brojeva 0, 1, 2, 3,… izdeliñemo prostor
ovakve sfere na niz kocki jediniåne zapremine. Temena takvih kocki imaju koordi-
nate (n1, n2 i n3) a kako je svako teme (ima ih osam) zajedniåko za osam susednih
kocki, to je svaka kocka jediniåne zapremine odreœena sa tri broja (n1, n2, n3). Kako

jednom stojeñem talasu odgovara trojka brojeva (n1, n2, n3), to znaåi da jedna jedi-
niåna kocka predstavÿa jedan stojeñi talas. Zbir zapremina svih elementarnih kocki,
kad je λ dovoÿno malo u poreœeçu s dimenzijama kocke, jednak je jednoj osmini
zapremine sfere odreœene uslovom (3.1.17). Faktor 1/8, kojeg je uveo Õins, potre-
ban je zato ãto uraåunavamo samo kocke koje leæe u prvom oktantu, Slika 3.1.5.
Kako je reå o kockama jediniåne zapremine, to je ova zapremina istovremeno jed-
naka broju elementarnih kocki. Kako je svaka kocka odreœena trojkom brojeva n1,
n2, n3, a svakoj trojki brojeva odgovara jedan stojeñi talas, ovo je istovremeno i broj
stojeñih talasa N s frekvencijama od 0 do ν:

Uzimajuñi u obzir (3.1.17) dobija se:

(3.1.18)

Za a = 1, odnosno pri jediniånoj zapremini:

(3.1.18a)

Broj stojeñih talasa s frekvencijama izmeœu ν i ν + ∆ν jednak je 1/8 zapremine
sferne ÿuske debÿine dR i radijusa R i izraåunava se diferenciraçem po ν jednaåine
(3.1.18):

Slika 3.1.5 Uz izvoœeçe Õinsove formule.
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Za jediniånu zapreminu izraz se pretvara u:

(3.1.19)

Kako je reå o transverzalnim (popreånim) talasima, a oni mogu da se sloæe od 2 line-
arna talasa koji stoje upravno jedan na drugi, jednaåinu (3.1.19) ñemo pomnoæiti sa 2:

(3.1.20)

Jednaåinom (3.1.20) prikazan je Rejlijev broj ili broj oscilatora (broj stojeñih ta-
lasa) åija je frekvencija u okolini ν. Emitovanu energiju po jedinici zapremine, u op-
segu frekvencija ν i ν + ∆ν, dobiñemo kad broj stojeñih talasa dn pomnoæimo
sredçom energijom oscilatora Esr:

du = Esr dn ⇒

(3.1.21)

Vrednost sredçe energije oscilatora, Rejli je izraåunao primeçujuñi teoremu
statistiåke fizike o ravnomernoj raspodeli energije po stepenima slobode. Prema
ovoj teoremi, svakom stepenu slobode kretaça odgovara jednaka sredça kinetiåka
energija i ona iznosi 1/2 kT, gde je k Bolcmanova konstanta, a T temperatura. Kako
je sredça potencijalna energija oscilatora jednaka çegovoj sredçoj kinetiåkoj ener-
giji, to je ukupna energija oscilatora jednaka:

(3.1.22)

Iz (3.1.22) sledi da sredça energija oscilatora zavisi samo od temperature T, pa,
prema tome, moæe kontinualno da se meça. Zameçivaçem Esr sa kT u (3.1.18) do-
bija se:

(3.1.23)

Kad se u jednaåini (3.1.23) frekvencija  zameni odnosom c/λ i uzme u obzir jed-
naåina (3.1.5) dobija se drugi oblik Rejli-Õinsovog zakona:

(3.1.24)
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Jednaåinama (3.1.23) i (3.1.24) Rejli i Õins izrazili su raspodelu energije koja se
emituje po jedinici zapremine crnog tela u okolini neke talasne duæine λ (odnosno
frekvencije ν).

Rejli-Õinsov zakon pokazuje slagaçe sa eksperimentalno odreœenom spek-
tralnom raspodelom zraåeça crnog tela samo u oblasti velikih talasnih duæina i vi-
sokih temperatura. Za visoke frekvencije odnosno male talasne duæine, Rejli-Õin-
sova formula daje besmislene rezultate, poãto iz çe sledi da pod tim uslovima crno
telo emituje beskonaånu energiju. Takoœe, ukupna emitovana energija u celom op-
segu frekvencija , prema Rejli-Õinsovom zakonu, beskonaåna je:

Kako Rejli-Õinsov zakon dovodi do zakÿuåka (koji je u suprotnosti sa eksperimen-
tima) da najveñi deo energije u spektru toplotnog zraåeça leæi u kratkotalasnom
delu, P. Erenfest (Paul Ehrenfest, 1880–1933) naziva ovakvo staçe “ultravioletna
katastrofa”.

Grafiåki prikaz Rejli-Õinsove jednaåine, zajedno sa eksperimentalnom kri-
vom, prikazan je na Slici 3.1.6.

Vin 1896. godine predlaæe svoju jednaåinu za energiju koju u jedinici zapre-
mine oko neke talasne duæine λ emituje crno telo na temperaturi T:

(3.1.25)

pri åemu su c1 i c2 eksperimentalne konstante. Vinov zakon zraåeça dobro tumaåi
spektralnu raspodelu energije crnog tela samo u oblasti malih talasnih duæina i nis-
kih temperatura.

Slika 3.1.6 Spektralna gustina energije crnog tela kao funkcija talasne duæine na tempera-
turi od 3000 K: a) 1 – kriva dobijena eksperimentalnim putem; 1’ – kriva nacrtana na osnovu
Rejli-Õinsovog zakona; b) eksperimentalna i teorijska kriva praktiåno se poklapaju za veñe
talasne duæine.
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Oba ova zakona, izvedena krajem 19. veka na osnovu principa klasiåne me-
hanike, taåno su prikazivala raspodelu zraåeça crnog tela samo u graniånim oblas-
tima spektra – ili za velike talasne duæine i temperature (Rejli-Õinsova formula) ili
kod malih talasnih duæina i niskih temperatura (Vinova). Nijedna od çih, ni u
najgrubÿim crtama, nije mogla da protumaåi eksperimentalne rezultate u celom
spektru zraåeça crnog tela.

3.2 PLANKOV ZAKON ZRAÅENJA

Problem raspodele energije u spektru zraåeça apsolutno crnog tela razreãio je
Maks Plank (Max Karl Ernst Ludwig Plank, 1858–1947, Nobelova nagrada za fi-
ziku 1918), uvodeñi 1900. godine smelu hipotezu koja je protivreåila celokupnom
sistemu predstava klasiåne fizike. Plank je pretpostavio da je energija harmonijskog
oscilatora koji osciluje frekvencijom ν, åime se pobuœuje zraåeçe, diskretna ve-
liåina. Takva diskretna veliåina E izraæava se onda kao celobrojni7 umnoæak neke
najmaçe koliåine energije E0, E = nE0 = nhν. Sa h je oznaåena univerzalna kons-
tanta, koja predstavÿa najmaçe dejstvo koje postoji u prirodi (h = 6,62 × 10-34 Js)
i koja ñe kasnije u åast samoga Planka biti nazvana Plankova konstanta, n je ceo
broj; vrednost proizvoda hν oznaåava elementarnu koliåinu, odnosno kvant ener-
gije. Plankova konstanta je univerzalna konstanta kvantne mehanike. U åisto kla-
siånoj teoriji materije ova konstanta se ne pojavÿuje i zbog svoje male vrednosti
nema znaåaja. O ovoj “novoj” konstanti sam Plank kaæe:

“Posle svih ovih rezultata8, iza kojih stoje mnoga zvuåna imena, sudiji koji ne
æeli da se o åiçenice ogluãi, ne ostaje nikakva druga moguñnost nego da u sistemu
univerzalnih fiziåkih konstanti prizna puno graœansko pravo i kvantu dejstva koji se
u svakoj od pojedinaånih, iz ãarolikog mnoãtva raznovrsnih pojava, pokazuje uvek
kao ista veliåina, oko 6,54 × 10-27 erg.s. Mora izgledati neobiåno da je priroda, u
isto vreme kada je misao o opãtoj relativnosti prokråila sebi put i postala opãtepri-
hvañena, baã na jednom mestu, gde se to najmaçe moglo predvideti, stvorila neãto
apsolutno, jednu stvarno nepromenÿivu jedinicu mere, pomoñu koje se u trenutku
vremena sadræana veliåina dejstva moæe predstaviti sasvim odreœenim, samovoÿom
prirode, odabranim brojem.”

Prema tome, energije oscilatora mogu da budu:

E0, 2E0, 3E0, ...., nE0, …;

odnosno:

hν, 2hν, 3hν, ...., nhν, … .

Kako frekvencija izraåenog odnosno apsorbovanog zraåeça odgovara frekvenciji
oscilovaça oscilatora, crno telo emituje odnosno apsorbuje energiju diskontinu-
alno, u kvantima energije. Polazeñi od ove ideje, Plank je odredio novu vrednost
sredçe energije oscilatora.

Pretpostavio je da oscilatori mogu da imaju razliåite energije, pri åemu:

7 Ako za nulu energije uzmemo energiju nultog oscilatornog nivoa.
8 Plank misli na Ajnãtajnovo tumaåeçe fotoefekta i specifiånih toplota åvrstih tela koriãñeçem kvanta

energije, na oglede Franka i Herca kao i na one u vezi sa x i γ zraåeçem, smatrajuñi istovremeno da je kvantna
hipoteza svoju najjaåu potvrdu dobila izgradçom atomske teorije Nilsa Bora.
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N0 oscilatora ima enrgiju 0,

N1 oscilatora ima energiju hν,

N2 oscilatora ima energiju 2hν

-------------------------------------

Ni oscilatora ima energiju ihν.

Broj oscilatora Nm sa odreœenom energijom Em = mhν (za çih se kaæe da su u
odreœenom energijskom staçu), odrediñemo pretpostavÿajuñi klasiånu, Bolc-
manovu, raspodelu oscilatora po energijama:

U gorçoj jednaåini k je Bolcmanova konstanta, T je temperatura, a e prirodni broj
(= 2.7182818). Sredçu energiju oscilatora Esr izraåunañemo kao koliånik ukupne
energije E svih oscilatora i çihovog broja N:

(3.2.1)

Ukupna energija E moæe da se predstavi u obliku zbira proizvoda broja oscilatora s
odreœenom energijom i energije oscilatora, s tim ãto se sumiraçe vrãi od nule do
beskonaånosti:

ili krañe:

(3.2.2)

Na sliåan naåin odrediñemo ukupni broj oscilatora N:

odnosno:

(3.2.3)

Kombinovaçem jednaåina (3.2.1), (3.2.2) i (3.2.3) dobija se:
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Uveãñemo smenu , pa je tada:

Poãto je y < 1, izraz u imeniocu predstavÿa geometrijsku progresiju åiji je zbir:

(3.2.4)

Brojilac moæe da se preuredi na sledeñi naåin:

Kad iskoristimo (3.2.4) dobijamo:

(3.2.5)

Prema tome, sredça energija oscilatora iznosi:

ili ako umesto y ponovo napiãemo :

(3.2.6)

Energiju , koju po jedinici zapremine u okolini neke frekvencije  emituje crno
telo, dobiñemo kad broj oscilatora frekvencije  pomnoæimo Plankovim izrazom za
sredçu energiju oscilatora, jednaåina (3.2.6), umesto sa kT ãto je klasiåni izraz za
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sredçu energiju oscilatora koju su koristili Rejli i Õins. Kao broj oscilatora Plank
uzima istu onu vrednost koju su izraåunali Rejli i Õins jer se pretpostavkom o kon-
tinualnosti energije utiåe na stepen pobuœenosti oscilatora, odnosno na çihovu
sredçu energiju ali ne i na çihov broj. Kombinujuñi (3.1.20) i (3.2.6) dobijamo:

odnosno:

. (3.2.7)

Jednaåina (3.2.7) predstavÿa jedan od uobiåajenih izraza Plankovog zakona
zraåeça. Uzimajuñi u obzir (3.1.5), dobija se Plankov zakon zraåeça u drukåijem
obliku:

. (3.2.8)

Grafiåki prikaz Plankovog zakona zraåeça dat je na Slici 3.2.1a i 3.2.1b.

Slika 3.2.1 Krive od 1 do 4 predstavÿaju Plankov zakon zraåeça pri temperaturama
od 1500, 2000, 2500 i 3000 K, redom. Krivom 4′ prikazan je Rejli-Õinsov zakon na tem-
peraturi od 3000 K; (levo) prikaz jednaåine (3.2.7). Rejli-Õinsova funkcija poklapa se s
Plankovom funkcijom samo u oblasti niskih frekvencija; (desno) prikaz jednaåine (3.2.8).
Rejli-Õinsova funkcija poklapa se s Plankovom funkcijom samo u oblasti velikih talas-
nih duæina.
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Plankov zakon zraåeça, izveden uz pretpostavku da energije oscilatora mogu
da budu samo diskretne, åime se podrazumeva da se energija emituje i apsorbuje
diskontinualno (u kvantima), u potpunoj je saglasnosti s eksperimentalnim rezulta-
tima koji se odnose na raspodelu energije u spektru zraåeça crnog tela.

Iz Plankove jednaåine, kao graniåni sluåajevi, mogu da se izvedu Rejli-Õin-
sova i Vinova jednaåina. Posmatrajmo, najpre, oscilatore koji osciluju vrlo niskim
frekvencijama, npr. reda veliåine herca. Tada su çihovi susedni energijski nivoi raz-
maknuti samo za oko 7 ×10-34 J, dakle leæe vrlo blizu jedan drugom, pa im je i dis-
kontinualnost praktiåno neuoåÿiva, Slika 3.2.2. Plankovu jednaåinu, u ovom slu-
åaju, moæemo da izrazimo tako ãto eksponencijalni faktor ehν/kT razvijemo u
Maklorenov red:

Poãto je hν << kT, dovoÿno dobru aproksimaciju dobijamo ako se zadræimo samo na
prva dva ålana reda:

pa je uν:

ãto predstavÿa Rejli-Õinsovu jednaåinu. Ovakav rezultat mogao je da se oåekuje jer
kad hν → 0, kvantni nivoi leæe toliko blizu jedan drugome da takoreñi kontinualno
prelaze jedan u drugi, pa mogu da se posmatraju i “klasiåno”, Slika 3.2.2 (desno).

Kod visokih frekvencija i niskih temperatura (ãto je oblast vaæeça Vinovog
zakona), sledi da je ehν/kT » 1, pa u imeniocu Plankove jednaåine jedinica moæe da se
zanemari. Tako Plankov zakon za visoke frekvencije i za niske temperature ima ma-
tematiåki oblik:
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Slika 3.2.2 Ãematski prikaz energijskih nivoa oscilatora:
(levo) kvantni nivoi oscilatora koji osciluje viãom frekvenci-
jom su razdvojeni i diskretnost energije je oåigledna; (desno)
kvantni nivoi oscilatora koji osciluje vrlo niskom frekvenci-
jom toliko su bliski, pa oscilator moæe da se posmatra na
“klasiåni” naåin.
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.

U posledçem sluåaju kvanti energije su veliki, pa su susedni energijski nivoi
oscilatora razmaknuti, Slika 3.2.2 (levo).

Napomenimo joã jednom da je Plankova hipoteza o diskontinualnosti energije
znaåila prekretnicu u razvoju moderne fizike i da je kasnije ugraœena u formalizam
kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike.

Primeri

Primer 3.2.1 Pokazati da vaæi jednaåina M = πI gde je M ekscitancija, a I intenzitet
zraåeça crnog tela.

REÃENJE: 

Intenzitet zraåeça I definiãemo kao koliåinu energije koja se u jedinici vre-
mena izraåi sa jediniåne povrãine u u pravcu normale na povrãinu u jediniåni pros-
torni ugao. Posmatrajmo zraåeçe sa elementa povrãine dS, Slika 3.2.3, u smeru n
[pri åemu je (n,N) = θ], obuhvañeno difirencijalnim elementom prostornog ugla
dΩ. Tada, prema Lamberovom zakonu, u oznaåenom smeru efikasno zraåi povrãina
dSn koja je jednaka projekciji povrãine dS na pravac normalan na n:

dSn = dS cosθ

pa je:

. (3.2.9)
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Slika 3.2.3 Posmatra se zraåeçe koje se 
emituje u smeru normale n u prostorni 
ugao dΩ.. Efektivno zraåi povrãina dSn.

Slika 3.2.4 Posle izvesnog vremena dt iz-
raåena energija nalazi se u zapremini 

vaÿka visine cdt a osnovice dSn.
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Prema definiciji, ekscitanciju crnog tela M dobijamo integraÿeçem jednaåine (3.2.9)
po celom prostoru. Prostorni ugao koji se definiãe kao koliånik povrãine elementa
sfere i kvadrata radijusa sfere jednak je dΩ = sinθ dϕ (θ je ugao izmeœu radijus vek-
tora normalnog na element povrãine i z-ose, a ϕ je azimutni ugao, dakle ugao izmeœu
projekcije radijus vektora na xy-ravan i x-ose), pa je:

(3.2.10)

jer je:

.

Primer 3.2.2 Dokazati da izmeœu intenziteta zraåeça crnog tela I i energije koju crno
telo izraåi po jedinici zapremine u postoji veza:

(3.2.11)

gde je c brzina svetlosti.

REÃENJE: 

Sa povrãine dS za vreme dt izraåi se u smeru n, koji s normalom na dS, N,
zaklapa ugao θ + dθ, u elementarni prostorni ugao dΩ, energija dE, Slika 3.2.4

dE = I cosθ dΩ dS dt.

Posle vremena dt ova energija nañi ñe se u zapremini:

dV = c dt dSn

gde je c brzina svetlosti. Gustina zraåeça energije je tada:

jer je dS cosθ = dSn. Posle skrañivaça i integraÿeça dobijamo:

.

Ako je reå o potpunom nepolarizovanom zraåeçu vaæi jednaåina:
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jer je nepolarizovani zrak, u pogledu prenoãeça energije, ekvivalentan s dva zraka is-
tog intenziteta, koji su polarizovani u dvema uzajamno normalnim ravnima.

Primer 3.2.3 Izvesti Stefan-Bolcmanov zakon pomoñu Plankovog zakona zraåeça i
odrediti vrednost Stefan-Bolcmanove konstante.

REÃENJE: 

Ukupna gustina energije zraåeça apsolutno crnog tela je:

.

Kako je:

zbir geometrijske progresije, sledi:

.

(Smatramo da je dozvoÿeno izvuñi sumu ispred znaka integracije.) Posle parcijalnog
integraÿeça dobija se:

.

Kako je:

dobija se:

.
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Na osnovu (3.2.9) i (3.2.10) sledi da je:

.

Na osnovu toga je:

.

Primer 3.2.4 Odrediti broj kvanata talasne duæine od 500 do 520 nm, koje zraåi crno
telo zapremine 1cm3 na temperaturi od 2000 K.

REÃENJE:

Energiju koju, po jedinici zapremine, zraåi crno telo u opsegu talasnih duæina
λ i λ + dλ (pogledati jednaåinu 3.2.8) je:

.

U naãem sluåaju uzeñemo za λ sredçu vrednost, dakle 510 nm, a za dλ = ∆λ = 10 nm,
pa je:
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.

Jedan foton nosi energiju hc/λ, pa je broj fotona n:

.

Maks Ernst Ludvig Plank (Max Karl Ernst Ludwig Planck, 1858–
1947), roœen je u Kilu (Nemaåka), a diplomirao je na Berlinskom
univerzitetu. Doktorirao je u 21. godini s tezom iz termodinamike.
Godine 1885. postao je profesor na Kilskom univerzitetu, a 1889.
profesor teorijske fizike na Berlinskom univerzitetu. U okviru ter-
modinamiåkih istraæivaça poåeo je da se bavi problemom toplotnog
zraåeça i godine 1899, joã uvek smatrajuñi da je Vinova radijaciona
jednaåina ispravna, otkrio je novu prirodnu konstantu – Plankov
kvant dejstva. Godine 1900. postavio je jednaåinu koja je ispravno
opisivala zakon zraåeça crnog tela. Dan kad je Plank otkriñe ove
jednaåine saopãtio Nemaåkom fiziåkom druãtvu, 14. decembar
1900, smatra se, “roœendanom kvantne teorije”. Godine 1918. dobio
je Nobelovu nagradu za fiziku, za otkriñe energijskih kvantova.

Vilhelm Vin (Wilhelm Wien, 1864–1928), roœen je u Gafkenu
(Nemaåka) i bio je profesor u Ahenu, Gisenu, Vircburgu i Min-
henu. Joã dok je bio Helmholcov asistent, 1893. godine, otkrio je
zakon pomeraja. Godine 1896. objavio je (mada samo pribliæno
taåan) zakon zraåeça crnog tela. Nobelovu nagradu za fiziku
dobio je 1911. godine za otkriña u vezi sa zakonima zraåeça
toplote.

Lord Õon Vilijams Strut Rejli (John Williams Strutt, 3rd baron
Rayleigh, 1842–1919), roœen je u Langford Grovu. Bio je profesor u
Kevendiãovoj laboratoriji u Kembriõu (1879–1884) i u Kraÿev-
skom druãtvu u Londonu (1884–1905). Izmeœu ostalog, ispitivao je
intenzitet zvuka mereñi pritisak na pokretnoj ploåici (Rejlijev disk),
zakÿuåio da plava boja neba potiåe od rasejaça svetlosti na moleku-
lima u vazduhu (Rejlijevo rasejaçe) i godine 1905. postavio zakon
zraåeça poznat kao Rejli-Õinsov zakon, koji predstavÿa specijalni
sluåaj Plankovog zakona. Neslagaça u mereçu brzine zvuka u
azotu dovela su çega i Remzija do otkriña argona 1894. godine. No-
belovu nagradu za fiziku dobio je 1904. godine za istraæivaçe gus-
tine najvaænijih gasova i za otkriñe argona u vezi s tim ispitivaçima.
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