
7. FOTON – ELEKTROMAGNETNI KVANT

7.1 FOTOELEKTRIÅNI EFEKT

DODATAK 7.1

D-7.1 Klasiåna i kvantne statistike

Klasiåni zakon raspodele åestica po energijama postavili su J. Maksvel i L. Bolcman
polazeñi od sledeñih pretpostavki:

a) Verovatnoña da odreœeni molekul A ima energiju ε, nezavisna je od toga da li drugi
molekuli B, C, D, ... imaju istu ili neku drugu vrednost energije – kao ãto je kod bacaça
kocke verovatnoña svakog pojedinaånog rezultata pri bacaçu nezavisna od prethodnog ba-
caça;

b) Prema klasiånoj statistici, verovatnoña da u jednom sistemu N åestica ima energiju
izmeœu ε i ε + dε odreœena je brojem naåina ostvarivaça ovog staça;

c) Pretpostavÿa se da åestice mogu da se razlikuju, a raspodela se odreœuje prema kri-
terijumu maksimalne verovatnoñe.

Primeri
Primer D–7.1.1 Na koliko naåina pet åestica moæe da se raspodeli tako da dve imaju energiju
ε1, a tri energiju ε2.
Åestice ñemo oznaåiti brojevima: 1, 2, 3, 4, i 5. Traæena raspodela moæe da se ostvari na sle-
deñe naåine: 

Ovih 10 naåina moæe da se izraåuna pomoñu izraza: 5!/ (2! 3!)=(5⋅4⋅3⋅2⋅1)/(2⋅1⋅3⋅2⋅1)=10.

ε1 ε2

1 2 3 4 5
1 3 2 4 5
1 4 2 3 5
1 5 2 3 4
2 3 1 4 5
2 4 1 3 5
2 5 1 3 4
3 4 1 2 5
3 5 1 2 4
4 5 1 2 3 .
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Primer D–7.1.2 Sistem se sastoji od tri åestice, a energija sistema je 3u. Ako svaka åestica
moæe da ima energiju 0, u, 2u, odrediti najverovatniju raspodelu.
Prva moguñnost jeste da sve tri åestice imaju energiju u: w = 3!/3! = 1.
Druga moguñnost jeste da dve åestice imaju energiju 0, a treña energiju 3u. Kako åestice
mogu da se razlikuju oznaåavamo ih sa 1, 2, 3, pa ovakva moguñnost moæe da se ostvari na tri
naåina: 1. naåin: 1 (0) 2 (0) 3(3u); 2. naåin: 1 (0) 2 (3u) 3 (0); 3. naåin: 1 (3u) 2 (0) 3 (0). Ova
tri naåina dobijamo pomoñu jednaåine w = (3!)/(1! 2!) = 3.
Treña moguñnost jeste da jedna åestica ima energiju 0, druga u, a treña 2u. Ovo moæe da se
ostvari na ãest naåina poãto åestice mogu da se razlikuju: 1. naåin: 1 (0) 2 (u) 3 (2u); 2. naåin:
1 (0) 2 (2u) 3 (u); 3. naåin: 1 (u) 2 (2u) 3(0); 4. naåin: 1 (u) 2 (0) 3(2u); 5. naåin: 1 (2u) 2 (0) 3
(u); 6. naåin: 1 (2u) 2 (u) 3 (0). Broj naåina ostvarivaça ovakve raspodele w izraåunava se po
jednaåini: w = 3!/(1! 1! 1!) = 6. Najverovatnija je treña raspodela jer moæe da se ostvari na
viãe naåina.

D-7.1.1 Bolcmanova raspodela

Podelimo celokupni prostor na male oblasti i oznaåimo ih indeksima i = 1,2,3..i. U i-toj
oblasti nalazi se Ni åestica sa energijom εi. Svaka oblast sadræi gi ñelija, ãto znaåi da svaku
åesticu moæemo da raspodelimo na gi naåina. Gi je statistiåka teæina staça εi i predstavÿa broj
staça iste energije. Izraåunavamo sada verovatnoñu w da:

N1 åestica bude u oblasti 1, sa energijom ε1,
N2 åestica bude u oblasti 2, sa energijom ε2,
Ni åestica bude u oblasti i, sa energijom εi.

Ova verovatnoña jednaka je:

. (D-7.1.1)

Izraz (D-7.1.1) podrazumeva da åestice mogu da se razlikuju. Potraæimo sada prirodni loga-
ritam izraza (D-7.1.1):

(D-7.1.2)

i na çega primenimo Stirlingovu formulu koja vaæi kada je broj N veoma veliki:

.

Tada se dobija:

. (D-7.1.3)

Potraæimo maksimum raspodele, ãto znaåi d lnw, uz uslov da su energija i ukupni broj åestica
stalni:

(D-7.1.4) (D-7.1.5)

Takoœe, vaæi:

w
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(D-7.1.4a) (D-7.1.5a)

Zbog uslova (D-7.1.4) i (D-7.1.5) kao i (D-7.1.4a) i (D-7.1.5a), sve varijacije (diferencijali)
nisu nezavisne, ãto se uzima u obzir pomoñu metode Lagranæevih multiplikatora. Jednaåina
(D-7.1.4a) pomnoæi se sa -α, a jednaåina (D-7.1.4b) sa -β, pa se dobija:

.

Prethodni izraz dodaje se na d lnw i izjednaåava s nulom:

(D-7.1.6)

Izraåunañemo sada izraz (D-7.1.6), uzimajuñi u obzir (D-7.1.3):

=

. (D-7.1.7)

Izraz (D-7.1.7) jednak je nuli kad se izraz u zagradi izjednaåi s nulom:

(D-7.1.8)

pa je, konaåno, broj åestica Ni sa energijom εi:

. (D-7.1.9)

Konstante A i β odrediñemo razmatraçem (Maksvelove) raspodele molekula jednoatomnog
gasa po brzinama. Energija molekula zavisi od impulsa (brzine) ali i od poloæaja molekula u
prostoru kad se on nalazi pod uticajem spoÿaãçih sila (npr. Zemÿine teæe). Smatrañemo da
energija, odnosno brzine mogu da se meçaju kontinualno, pa ñemo sa diskretnih veliåina (en-
ergija npr.) preñi na kontinualne i sume zameniti integralima. Broj molekula sa energijom u
okolini εi koji smo prema (D-7.1.9) izrazili kao diskretnu veliåinu Ni napisañemo u diferenci-
jalnom obliku kao dN. Broj molekula dN åiji su poloæaji izmeœu r i r+dr ili u pravouglom
koordinatnom sistemu izmeœu x+dx, y+dy i z+dz, a brzine izmeœu υ i υ+dυ ili u pravouglom
sistemu izmeœu υx+dυx, υy+dυy i υz+dυz proporcionalan je elementu zapremine (faznog)
prostora dx dy dz dυx dυy dυz:

(D-7.1.10)

pa broju staça energije εi, gi iz jednaåine (D-7.1.9) odgovara veliåina prostora brzina:
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(D-7.1.11)

odnosno:

. (D-7.1.11a)

Ovakav element “zapremine” u sfernom koordinatnom sistemu ima oblik:

(D.7.1.12)

Kako nas interesuje samo intenzitet brzine, integraliñemo po uglovima θ i ϕ:

pa se integral (D-7.1.12) svodi na:

. (D-7.1.12a)

Ukupan broj åestica N odreœujemo integraÿeçem izraza (D-7.1.10), uz uzimaçe u obzir
(D-7.1.12a), kao i da je:

(D-7.1.13)

gde smo u (D-7.1.13) koristili da je kinetiåka energija ε = mυ2/2 (m je masa molekula). Izraz
za ukupnu energiju ima oblik:

. (D-7.1.14)
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Vrednost prvog integrala u navedenom izrazu je nula, pa sledi da je:

. (D-7.1.15)

Kad se ukupna energija E [izraz (D-7.1.14)] podeli ukupnim brojem åestica N [izraz
(D-7.1.13)], dobija se izraz (D-7.1.15) pomnoæen sa 3/mV ili:

. (D-7.1.16)

Ako se setimo da je na osnovu kinetiåke teorije gasova ukupna energija E = nkT (n=N/V), gde
je n broj molekula po jedinici zapremine, k Bolcmanova konstanta, a T apsolutna tempera-
tura, tada se iz (D-7.1.16) dobija:

. (D-7.1.17)

Konstantu A odreœujemo reãavaçem integrala (D-7.1.13). Integral se izraåunava parcijalnim
integraÿeçem:

(D-7.1.18)

= .

Napomenimo da je integral u drugom redu jednaåine (D-7.1.18) Ojlerov integral:

. (D-7.1.19)

Zamenom izraåunatog integrala (D-7.1.18) kao i vrednosti β, prema (D-7.1.17) i (D-7.1.13),
dobijamo A:
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. (D-7.1.20)

Kad se u jednaåinu (D-7.1.10) unesu vrednosti konstanti A i β dobijamo Maksvel-Bolcmanov
zakon raspodele molekula (jednoatomnog gasa) po brzinama:

(D-7.1.21)

odnosno broj åestica dN (u odnosu na ukupan broj åestica N) koje imaju brzine izmeœu υ i υ

+dυ. Koristeñi vezu izmeœu kinetiåke energije i brzine (  i da je 
) raspodelu po brzinama izraæavamo kao zakon raspodele po energijama:

. (D-7.1.22)

Maksvel-Bolcmanov zakon raspodele prikazan je na Slici D-7.1.1. Na ordinatu su nanete 
vrednosti, prema (D-7.1.21):

u zavisnosti od brzine υ za åetiri razliåite temperature.

D-7.1.2 Boze-Ajnãtajnova statistika

Statistike Boze-Ajnãtajnova i Fermi-Dirakova su kvantne statistike. One uzimaju u ob-
zir kvantovanost energije i za razliku od Maksvel-Bolcmanove statistike polaze od pretpo-
stavke da åestice ne mogu da se razlikuju. Boze-Ajnãtajnova statistika vaæi za åestice s ce-
lobrojnim spinom (to su npr. fotoni, atomi s parnim brojem åestica s polubrojnim spinom,
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itd.). Prema Bornovom tumaåeçu talasne funkcije (videti poglavÿa 8.4 i 9.2), pri permutaciji
dveju identiånih åestica ne dobija se novo staçe.
Primer D-7.1.3 Rapodeliti åetiri åestice na tri ñelije tako da u jednoj budu tri åestice, u drugoj
jedna, a u treñoj nijedna. Po Bolcmanovoj raspodeli, u ñelije a, b, c rasporediñemo åestice 1,
2, 3 i 4:

na åetiri naåina: 4!(31 1!) = 4. Postoje åetiri staça. Prema Boze-Ajnãtajnovoj statistici postoji
samo jedno staçe jer åestice ne mogu da se razlikuju.

Kao pri izvoœeçu Maksvel-Bolcmanove raspodele, celokupni prostor ñemo razdeliti
na male oblasti koje obeleæavamo indeksima i. U i-toj oblasti nalaziñe se Ni åestica. Svaka
oblast sadræi odreœeni broj elementarnih ñelija. U i-toj oblasti nalazi se gi ñelija. Pitaçe je na
koliko razliåitih naåina moæemo da raspodelimo Ni åestica po elementarnim ñelijama i-te
oblasti, pod pretpostavkom da åestice ne mogu da se razlikuju?

Primer D-7.1.4 Raspodeliti åetiri åestice na tri ñelije (a, b, c):

Brojevi u ñeliji sada oznaåavaju broj åestica, a ne samu åesticu. Kao ãto vidimo, ukupni broj
permutacija u naãem primeru je 15, ãto se u opãtem sluåaju izraæava jednaåinom: gi (gi-1 + Ni)!
Kako åestice ne moæemo da razlikujemo:

.

Uzmimo da se u prvoj oblasti nalazi N1 åestica, u drugoj N2, u treñoj N3, . . . . Celokupni broj
raspodela jednak je umnoãku svih raspodela po pojedinim oblastima:

. (D-7.1.23)

Odrediñemo prvo prirodni logaritam izraza (D-7.1.23):

i zatim zanemariti 1 i u brojiocu i imeniocu:

a b c
1 2 3 4
1 2 4 3
1 3 4 2
2 3 4 1

a b c a b c a b c a b c
3 1 0 1 1 2 2 2 0 4 0 0
3 0 1 1 2 1 2 0 2 0 4 0
1 0 3 2 1 1 0 2 2 0 0 4.
1 3 0
0 3 1
0 1 3
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. (D-7.1.24)

Primenom Stirlingove formule na (D-7.1.24) dobijamo:

. (D-7.1.25)

Uz uslov stalnosti broja åestica N i ukupne energije E [videti (D-7.1.4) i (D-7.1.5)] i pomoñu
metode Lagranæevih multiplikatora (kao kod izvoœeça Maksvel-Bolcmanove raspodele),
najverovatniju raspodelu odrediñemo iz izraza:

. (D-7.1.26)

Diferencirañemo izraz (D-7.1.25) i zameniti ga u (D–7.1.26):

Prethodnu jednaåinu ñemo malo srediti:

(D-7.1.27)

Izraz (D-7.1.27) jednak je nuli kad je:

. (D-7.1.28)

Jednaåina (D-7.1.28) predstavÿa Boze-Ajnãtajnovu raspodelu åestica po energijama. Prime-
niñemo je sada na fotone, kvante elektromagnetnog zraåeça. Izraz o odræaçu energije ima
tada oblik:  (h je Plankova konstanta, a v frekvencija) dok je statistiåka teæina gi
koja je jednaka broju staça iste energije, ovde fotona iste energije, jednaka Rejlijevom broju
koji smo izveli u poglavÿu 3.1 [jednaåina (3.1.20) i (3.1.24)]:

. (D-7.1.29)

Uz pretpostavku da broj fotona ne mora biti stalan, broj fotona ni (po jedinici zapremine)
frekvencije v, prema Boze-Ajnãtajnovoj raspodeli (D-7.1.28) uz (D-7.1.29), je:

(D-7.1.30)
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(umesto β napisali smo kT, a umesto ε, hv). Kad izraz (D-7.1.30) pomnoæimo energijom hv
dobijamo energiju koja se emituje u okolini frekvencije v:

(D-7.1.31)

ili Plankov zakon raspodele.

Primeniñemo sada Boze-Ajnãtajnovu statistiku na jednoatomni gas (s parnim brojem
åestica s polubrojnim spinom). Kako broj atoma u ovom sluåaju mora da bude stalan, za-
dræañemo konstantu α iz (D-7.1.28). Za statistiåku teæinu gi opet uzimamo izraz (3.1.19), ãto

je Rejlijev broj ali ga ovog puta delimo sa 2, pa je  jednaåina
(3.1.24). Podsetimo se na to da smo faktor 2, pri izvoœeçu Rejlijevog broja, uveli zbog pola-
rizovanosti elektromagnetnih talasa, pa ovog puta nema potrebe da ga uraåunavamo. Pod λ
sada podrazumevamo De Broÿijevu talasnu duæinu atoma (videti poglavÿe 8.1). Podsetimo
se takoœe da smo Rejlijev broj odredili kao broj stojeñih (elektromagnetnih) talasa u okolini
frekvencije v odnosno talasne duæine λ. Kako nas sada interesuje broj staça atoma, sabi-
rañemo çima pridruæene De Broÿijeve talase ãto za rezultat opet daje (3.1.19) odnosno polo-

vinu Rejlijevog broja. De Broÿijeva talasna duæina je λ = h/p = h/  (videti poglavÿe
8.1), gde su h, p, ε, m, Plankova konstanta, impuls, kinetiåka energija i masa atoma, redom.
De Broÿijevu talasnu duæinu λ (i dλ) izraziñemo u funkciji kinetiåke energije i odrediti g:

. (D-7.1.32)

.

Sada moæemo napisati Boze-Ajnãtajnov zakon raspodele åestica po energijama:

(D-7.1.33)

α se odreœuje izraåunavaçem integrala izraza (D-7.1.33) po svim energijama. Raåun poka-
zuje da je konstanta α kod normalnih temperatura vrlo velika, pa se 1 u imeniocu moæe zane-
mariti. Tada Boze-Ajnãtajnova raspodela prelazi u Bolcmanovu:

.

Samo na najniæim temperaturama Boze-Ajnãtajnova raspodela znatno odstupa od
Bolcmanove pri nekim normalnim gustinama åestica. Tek na zvezdama, gde je materija vrlo
gusta a i temperatura visoka, dolaze do izraæaja kvantni uticaji, a raspodela åestica po energi-
jama opisuje se Boze-Ajnãtajnovim zakonom.
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D-7.1.3 Fermi-Dirakova statistika

Kod åestica s polubrojnim spinom (elektroni, nukleoni) koje nazivamo fermioni treba
da se uzme u obzir i Paulijev princip iskÿuåeça. Ovaj princip pokazuje da se u jednom kvan-
tnom staçu moæe nalaziti samo jedna åestica ãto, takoœe, predstavÿa bitnu razliku u odnosu
na klasiånu raspodelu. Verovatnoñu neke raspodele proraåunañemo polazeñi od sledeñih prin-
cipa:

a) åestice ne mogu da se razlikuju,
b) u jednom kvantnom staçu moæe biti samo jedna åestica.
Razdelimo prostor na oblasti koje sadræe elementarne ñelije. U i-toj oblasti sa gi ñelija,

nalazi se Ni åestica. S obzirom na to da se u jednoj ñeliji moæe nalaziti samo jedna åestica,
broj åestica je maçi ili najviãe jednak broju ñelija. Zamislimo da smo åestice rasporedili po
ñelijama oblasti. Nove raspodele dobijamo kad variramo indekse ñelija. Ako meœusobno per-
mutujemo pune ñelije, a çih ima Ni ne dobijamo novu raspodelu. Ne dobijamo novu raspo-
delu ni kad permutujemo prazne ñelije, a çih ima gi-Ni. Ukupni broj razliåitih permutacija Ni

åestica na gi ñelija jednak je:

a ukupni broj permutacija koji daje raspodelu åestica fermiona je:

. (D-7.1.34)

Primenom Stirlingove formule odrediñemo prirodni logaritam izraza (D-7.1.34):

(D-7.1.35)

Uz uslov stalnosti broja åestica Ni i ukupne energije E, prema jednaåinama (D-7.1.4) i
(D-7.1.5) i pomoñu metode Lagranæevih multiplikatora, najverovatniju raspodelu odre-
diñemo (kao i u sluåaju Bolcmanove i Boze-Ajnãtajnove satistike) iz izraza:

. (D-7.1.36)

Diferenciraçem izraza (D-7.1.35) i zameçivaçem u (D-7.1.36) dobija se:

. (D-7.1.37)

Izraz (D-7.1.37) jednak je nuli za:

. (D-7.1.38)

Broj staça iste energije (stepen degeneracije), zbog dva moguña usmereça spina je izraz
(D-7.1.32):
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(D-7.1.39)

i dva puta je veñi kod fermiona nego kod bozona. Konaåno, Fermi-Dirakova raspodela åe-
stica po energijama ima oblik:

. (D-7.1.40)

Funkcija:

(D-7.1.41)

naziva se Fermijeva funkcija i merilo je zaposednutosti pojedinog kvantnog staça. Umesto α
uvedimo sada novu konstantu -εF/kT, gde sa F oznaåavamo tzv. Fermijev nivo, a sa εF ener-
giju ovog nivoa. Fermijeva funkcija konaåno izgleda:

. (D-7.1.42)

Na apsolutnoj nuli, T = 0, funkcija f ima osobine: ; . To znaåi
da na apsolutnoj nuli åestice, npr. elektroni u metalu, zaposedaju kvantna staça od najniæeg
do najviãeg (Fermijevog nivoa). Svi nivoi niæi od Fermijevog i zakÿuåno s Fermijevim pot-
puno su ispuçeni elektronima (f = 1). Svi nivoi iznad Fermijevog potpuno su prazni (f = 0),
Slika  D-7.1.2. Na ordinati je prikazana funkcija f, a na apscisi energija ε. Ukupni broj elekt-
rona n u staçima energije od ε = 0 do ε = εF, na apsolutnoj nuli, jednak je integralu izraza (D-
7.1.40), pri åemu je tada funkcija f = 1:

(D-7.1.43)

.

Jednaåina pokazuje da energija Fermijevog nivoa (na apsolutnoj nuli) zavisi od gustine elek-
trona n u provodnoj zoni metala. Izraåunañemo sada energiju Fermijevog nivoa natrijuma.
Pretpostaviñemo da je broj elektrona jednak broju atoma natrijuma, tj. da jedan atom daje po
jedan slobodan elektron (model slobodnog elektronskog gasa). Kako je atomska masa natri-
juma 23, a gustina 0,93 g/cm3, gustina elektrona n je:

.
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Kad se ova vrednost za n zajedno s Plankovom konstantom h (=6,626⋅10-34J ⋅ s) i masom
elektrona m (= 9,109 ⋅10-31) zameni u (D-7.1.43), dobija se da je vrednost energije Fermije-
vog nivoa εF = 3,04 eV. Ova vrednost energije daleko je iznad kinetiåke energije åije je merilo
kT (prema zakonima ravnoteæne termodinamike). Ovoliku energiju “klasiåan” elektronski gas
imao bi tek na 35 250 K. Dakle, “elektronski gas” u metalu nije “klasiåan” gas veñ tipiåni
Fermijev. Na Slici D-7.1.3 prikazana je zavisnost dn/dε kao funkcija ε, na apsolutnoj nuli,
prema (D-7.1.43).

Na temperaturama iznad apsolutne nule, Fermijeva funkcije je razliåita od nule i za
, ãto govori o tome da elektroni popuçavaju nivoe i iznad Fermijevog. Energija Fer-

mijevog nivoa je sada energija pri kojoj je vrednost Fermijeve funkcije f(εF) = 0,5, videti
(D-7.1.42). Funkcija f(εF), ipak, brzo teæi nuli ãto se vidi i sa Slike D-7.1.2, pa çena vrednost
pri ε-εF=0,1 eV iznosi oko 0,02 (maksimalna vrednost je 1). Na Slici D-7.1.3 prikazana je i
zavisnost dn/dε kao funkcija ε, za dve temperature prema (D-7.1.40).

Kod provodnika, energija Fermijevog nivoa, εF meça se sa temperaturom po sledeñem
zakonu:

. (D-7.1.44)

Drugi ålan predstavÿa malu popravku i iznosi oko 0,01% na sobnoj temperaturi. Dakle,
moæemo da zakÿuåimo da se kod provodnika energija Fermijevog nivoa praktiåno ne meça
s temperaturom.

Fotoelektriåni efekt je pojava emisije elektrona iz metala pod dejstvom svetlo-
sti. Otkrio ga je sluåajno, joã 1887. godine, R. Herc (Heinrich Rudolf Hertz, 1857–
–1894), izvodeñi eksperimente pomoñu kojih je æeleo da pokaæe postojaçe elektro-
magnetnih talasa i tako potvrdi Maksvelovu elektromagnetnu teoriju. Herc je prime-
tio da se izmeœu kuglica od cinka vrlo lako javÿa varniåeçe kad se jedna od çih os-
vetli ultravioletnom svetloãñu. Sledeñe detaÿno istraæivaçe fotoelektriånog efekta
izveo je A. Stoletov u periodu od 1888. do 1890. godine. Koristio je ureœaj kao na
Slici 7.1.1, koji åini evakuisana cev u kojoj se nalazi uglaåana metalna ploåa vezana
za negativni pol izvora napona i sluæi kao katoda.

Metalna mreæica bila je povezana s pozitivnim polom baterije i predstavÿa
anodu. Utvrœeno je da struja teåe kroz galvanometar kad se katoda osvetli ultravio-
letnom svetloãñu. Kako je sud bio evakuisan, struja je mogla nastati samo na raåun
naelektrisanih åestica (elektrona) izbijenih iz metala.

ε εF>

εF T( ) εF0 1  
π

2

12
------ kT

εF0

------
 
 

2

–=
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Opisana pojava jeste spoÿaãçi fotoefekt.
Çega treba razlikovati od unutraãçeg fotoefekta
o kojem ovde neñe biti govora.

Vrlo fine eksperimente vezane za fotoelek-
triåni efekt izveo je 1902. godine Lenard (Philipp
Lenard, 1862–1947; Nobelova nagrada za fiziku
1905) i na osnovu çih doãlo se do saznaça da:

a) intenzitet fotostruje zavisi od intenziteta
svetlosti kojom se obasjava metalna ploåa od-
nosno katoda;

b) energija emitovanih elektrona zavisi
samo od frekvencije upadne svetlosti (i s çom
raste linearno) ali ne zavisi od intenziteta svet-
losti;

c) postoji karakteristiåna, graniåna frekven-
cija za svaki metal ispod koje se, ma koliko dugo
se osvetÿava povrãina metala, ne javÿa fotoefekt.

Eksperimentalnim putem dobijena saznaça o fotoelektriånom efektu trebalo
je protumaåiti teorijski, polazeñi od vaæeñih fiziåkih zakona. Tada je to, pre svega,
bila klasiåna elektromagnetna teorija. Oåigledno je da elektroni u metalu, pod dej-
stvom svetlosti, dobijaju energiju potrebnu da napuste metal. S glediãta klasiåne
elektrodinamike, to bi znaåilo da elektromagnetni talasi koji padaju na povrãinu me-
tala izazivaju prinudne oscilacije elektrona sa amplitudama koje su proporiconalne
amplitudama samih talasa. Ako sile koje zadræavaju elektrone u metalu nisu velike,
oåekivali bismo emisiju elektrona åije su brzine proporcionalne amplitudama upad-
nih elektromagnetnih talasa. Podsetiñemo se na to da je energija elektromagnetnog
zraåeça S koja proœe kroz jediniånu povrãinu u jednoj sekundi [videti poglavÿe 9.3
i jednaåinu (9.3.4)] jednaka:

(7.1.1)

gde je ε0 dielektriåna konstanta vakuuma, c brzina svetlosti dok je E jaåina elek-
triånog poÿa. Jednaåina (7.1.1) u opãtijem obliku glasi:

(7.1.1a)

gde je  Pointingov vektor a  i  su vektori elektriånog poÿa i magnetne induk-
cije. Kod elektromagnetnih talasa vaæi:

pa moæemo napisati (7.1.1). Vektor elektriånog poÿa E, prema (D-3.1.13), ima ob-
lik:

dok je çegov intenzitet  (uzima se realni deo kompleksnog
broja). A je amplituda talasa, ω ugaona frekvencija, t vreme,  talasni vektor, a vek-

Slika 7.1.1 Aparatura za prouåa-
vaçe fotoefekta. Instrument za me-
reçe napona oznaåen je sa V, a instru-
ment za mereçe struje sa G.
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tor  definiãe poloæaj taåke u ekvifaznoj ravni (videti D-3.1). Intenzitet elektromag-
netnog zraåeça I, polazeñi od (7.1.1), definiãe se kao sredça vrednost od :

(7.1.2)

i proporcionalan je (kvadratu) am-
plitude. Prema tome, prema klasiånoj
teoriji oåekuje se proporcionalnost iz-
meœu brzine, odnosno kinetiåke ener-
gije emitovanih elektrona, i amp-
litude talasa, a kako je amplituda pro-
porcionalna intenzitetu, jednaåina
(7.1.2), i intenziteta talasa. Eksperi-
menti, naprotiv, pokazuju da brzine
emitovanih elektrona ne zavise od in-
tenziteta upadne svetlosti, veñ samo
od çene frekvencije. Teoriju foto-
elektrånog efekta postavÿa 1905. A.
Ajnãtajn.

Pre nego ãto iznesemo detaÿe
ovog tumaåeça, reñi ñemo neãto o
raspodeli energije elektrona u metalu.

Elektroni u provodnoj traci me-
tala (elektronski gas) nalaze se u po-
tencijalnoj jami dubine U na razliåi-
tim energijskim nivoima, Slika 7.1.2.
Na apsolutnoj nuli (T=0) najviãi

energijski nivo zaposednut elektronima, EFO, naziva se Fermijev nivo (Enrico
Fermi, 1901–1954; Nobelova nagrada za fiziku 1938). Na temperaturama ,
prema Fermi-Dirakovoj (Paul Dirac, 1902–1984, podelio sa E. Schrödingerom
1933. godine Nobelovu nagradu za fiziku) statistici, postoji verovatnoña da elek-
troni imaju energiju  [videti D-7.1.3, npr. jednaåine (D-7.1.40)–(D-7.1.44)].
Ova verovatnoña raste s porastom temperature. Na niæim temperaturama verovat-
noña brzo teæi nuli za energije veñe od EF. Da bi se elektron udaÿio iz metala treba
da mu se doda energija. Ova energija naziva se izlazni rad A i definiãe se u odnosu
na elektrone s najveñom energijom u metalu (na apsolutnoj nuli) Em, dakle, u odnosu
na Fermijev nivo i jednaka je, prema Slici 7.1.2, apsolutnoj vrednosti energije Fer-
mijevog nivoa. Elektronima koji leæe dubÿe u potencijalnoj jami i, prema tome,
imaju maçu energiju treba da se saopãti energija veña od A, ili kako se vidi sa slike,
najviãe A0, ãto odgovara energiji koju treba saopãtiti elektronima u najniæem nivou
energije.

Vratimo se sada na Ajnãtajnovu teoriju fotoelektriånog efekta. Polazeñi od
Plankove kvantne hipoteze, Ajnãtajn iznosi pretpostavku da je elektromagnetno
zraåeçe mlaz “åestica” kvanata, sa energijom hv, gde je h Plankova konstanta, a v
frekvencija. Godine 1926. Õ. N. Luis (Gilbert Newton Lewis, 1875–1946) uvodi
izraz foton kao drugi naziv za kvant energije hv. Ajnãtajn objaãçava fotoelektriåni
efekt uzajamnim dejstvom dve åestice, jednog elektrona u metalu i jednog kvanta
energije hv. U takvoj interakciji, kvant energije hv apsorbuje se u potpunosti. Ako je

r
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Slika 7.1.2 Energijski nivoi elektrona u metalu.
Izlazni rad A definiãe se u odnosu na elektrone s
najveñom energijom (na apsolutnoj nuli) u metalu.
Horizontalne linije oznaåavaju ukupnu energiju elek-
trona (zbir kinetiåke T i potencijalne U).
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energija kvanta veña od izlaznog rada A, tada elektron napuãta metal s kinetiåkom
energijom:

. (7.1.3)

Jednaåina (7.1.3) izraæava zakon o odræaçu energije pri interakciji foton-elektron.
Pre uzajamnog dejstva postojao je foton sa energijom hv i elektron u metalu. Posle
interakcije, u kojoj elektron potpuno apsorbuje foton energije hv, nastaje slobodni
elektron koji ima kinetiåku energiju  (ukoliko je ). Energija A ut-
roãena je na izlazak elektrona na povrãinu metala. Analizom jednaåine (7.1.3) za-
kÿuåujemo da:

1) fotoelektriåni efekt nije moguñ kad je ;
2) graniåna, najniæa frekvencija (ili, kako se joã kaæe, crvena granica foto-

efekta) pri kojoj je joã uvek fotoefekt moguñ, dobija se iz uslova hv = A; u ovom
sluåaju kinetiåka energija emitovanih elektrona jednaka je nuli;

3) maksimalna kinetiåka energija emitovanih elektrona zavisi samo od frek-
vencija upadne svetlosti i linearna je funkcija frekvencije.

Pri eksperimentalnom ispitivaçu fotoefekta odreœuje se zavisnost fotostruje
od napona izmeœu emitera i kolektora. Pozitivni napon znaåi da je emiter katoda a
kolektor anoda (kao ãto je naznaåeno na Slici 7.1.1), pa se pri takvim naponima
elektron nalazi u elektriånom poÿu koje ga ubrzava. Negativni napon znaåi obrnuti
polaritet emitera i kolektora – emiter je sada anoda a kolektor katoda, pa na elek-
trone deluje usporavajuñe elektriåno poÿe. Kad energija usporavajuñeg poÿa eU
postane jednaka ili veña od kinetiåke energije elektrona s maksimalnom kinetiåkom
energijom, elektroni “osloboœeni” iz metala dejstvom svetlosti, ne mogu da preœu
put od emitera do kolektora zbog dejstva usporavajuñeg poÿa i fotostruja I opada do
nule:

.

Tako je minimalni usporavajuñi napon dovoÿan da zaustavi tok fotostruje i merilo
maksimalne kinetiåke energije elektrona ( ). Kad bi svi osloboœeni elek-
troni imali istu brzinu, pa prema tome i istu kinetiåku energiju ε, zavisnost jaåine fo-
tostruje od napona izmeœu emitera i kolektora imala bi oblik kao na Slici 7.1.3a.
Meœutim, obiåno se ne dobija ovakvo naglo smaçeçe jaåine struje veñ tok zavi-
snosti jaåine fotostruje od napona izmeœu elektroda ima oblik kao na Slici 7.1.3.b.
Jaåina fotostruje postepeno slabi poãto elektroni napuãtaju povrãinu metala razliåi-
tim brzinama odnosno kinetiåkim energijama, a çihov broj odreœen je Fermi-Dira-
kovom raspodelom. Jaåina struje proporcionalna je broju elektrona n koji stignu do
kolektora, a do kolektora pri usporavajuñem naponu U stiæu svi elektroni sa energi-
jom koja je jednaka ili veña od eU = ε:

(7.1.4)

gde je n broj elektrona, indeks F oznaåava da je raspodela po energijama Fermi-Di-
rakova, f je Fermijeva funkcija [videti jednaåinu (D-7.1.40)]. Sama raspodela moæe
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da se rekonstruiãe diferenciraçem, eksperimentalnim putem dobijene krive I= ϕ(U)
kao ãto je oznaåeno jednaåinom (7.1.4). Tada postoji moguñnost da se odredi razlika
∆ izmeœu maksimalne energije elektrona (I = 0) na nekoj temperaturi T i one koja
odgovara Fermijevom nivou (za ε = εF, Fermijeva funkcija f = 0,5) a izlazni rad,
prema (7.1.3), obraåuna u odnosu na Fermijev nivo.

Opisañemo sada eksperiment koji je izveo R. Milken tokom 1916. i za to doba
izvrãio strogu eksperimentalnu proveru Ajnãtajnove jednaåine za fotoelektriåni
efekt. Napomenimo to da je tek deset godina kasnije, 1926. godine, formulisana
Fermi-Dirakova statistika. Provera se sastojala u odreœivaçu maksimalne kinetiåke
energije emitovanih elektrona pri razliåitim frekvencijama upadne svetlosti. Pri
tome, maksimalna kinetiåka energija fotoelektrona moæe da se izrazi kao proizvod
naelektrisaça elektrona e i najmaçeg usporavajuñeg napona Umin koji je potreban
da zaustavi tok fotoelektrona sa emitera (εm = eUmin). Ovaj napon trebalo je da se
eksperimentalno odredi.

Pri proveri Ajnãtajnove jednaåine maksimalnu kinetiåku energiju osloboœenih
fotoelektrona trebalo je ãto taånije odrediti, ãto nije bilo jednostavno iz dva razloga.
Prvo, kriva zavisnosti jaåine fotostruje od napona ne preseca apscisnu osu veñ joj se
asimptotski pribliæava, pa je vrednost minimalnog usporavajuñeg napona u izvesnoj
meri neodreœena. Drugo, zbog neizbeænog postojaça kontaktne razlike potencijala
izmeœu elektroda u aparaturi, Slika 7.1.4, kriva treba da se translatorno pomeri za
vrednost ovog potencijala, a çega nije lako odrediti. Zbog toga se priliåno dugo åe-
kalo na eksperimentalnu potvrdu Ajnãtajnove jednaåine.

Pri ovakvom mereçu koristi se metoda sfernog kondenzatora. Zbog poseb-
nosti kretaça elektrona u elektriånom poÿu ovakvog kondenzatora, gde jednu elek-
trodu åini mala metalna kuglica a drugu sferna metalna obloga, kriva zavisnosti
jaåine fotostruje od napona strmo se spuãta, pa se napon, potreban da zaustavi tok
emitovanih elektrona, moæe vrlo taåno odrediti. Na Slici 7.1.5. prikazana je ãema
eksperimentalnog ureœaja. Monohromatska svetlost, kroz kvarcni prozoråiñ, dos-
peva u evakuisani balon S, åija posrebrena unutraãça strana predstavÿa spoÿçu ob-
logu kondenzatora. Metalna kulgica M je od ispitivanog materijala (na primer, od
cinka) i sluæi kao unutraãça obloga. Potenciometrom R uspostavÿa se odreœeni na-
pon u kondenzatoru. Ovaj napon meri se voltmetrom V. Potencijal kuglice meri se
elektrometrom E. Kuglica se osvetÿava svetloãñu razliåitih talasnih duæina, a kao

Slika 7.1.3 Jaåina fotostruje u funkciji napona: a) zavisnost jaåine fotostruje od napona izmeœu
kolektora i emitera u hipotetiåkom sluåaju kad svi elektroni imaju istu energiju; b) zavisnost jaåine
fotostruje od napona izmeœu kolektora i emitera u stvarnom sluåaju.

I

Umin U Umin U

I
a) b)
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rezultati mereça dobijaju se krive date na Slici 7.1.6a i 7.1.6b. Da bi se spreåila
emisija elektrona sa kolektora (sferne metalne obloge), na çega se nanosi metal koji
ima daleko veñi izlazni rad, u ovom sluåaju srebro.

Pri odreœenoj potencijalnoj razlici krive poåiçu da opadaju i nezavisno od
upotrebÿene talasne duæine svetlosti. Ova potencijalna razlika upravo je jednaka
kontaktnoj razlici potencijala, koja se odreœuje bez posebnih mereça. Preseci krivih
I sa apscisom U odreœuju vrednosti:

Slika 7.1.4 Metali 1 i 2 razlikuju se u dubini potencijalne jame a samim tim i u broju energijskih
staça elektrona. Kad se metali spoje, nastaje izjednaåavaçe nivoa najviãe energije, a kontaktna raz-
lika potencijala jednaka je razlici izlaznih radova.
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Slika 7.1.5 Ãema eksperimentalnog ure-
œaja koji je koristio Miliken pri proveri Ajn-
ãtajnove jednaåine za fotoefekt. Optiåki deo
sastoji se i od izvora polihromatske svetlosti
I, blende Z i disperzionog elementa D. Svet-
lost izabrane talasne duæine pada na kuglicu
od ispitivanog materijala M, koja sa slojem K
åini obloge kondenzatora. Na obloge se do-
vodi napon koji moæe da se meça pomoñu
otpornika R1 i R2. Preklopnik P2 sluæi za
meçaçe polariteta. Struja koja protiåe kroz
kolo meri se kvadrant-elektrometrom E koji
je spojen u idiostatiåkom spoju (bez po-
moñnog izvora).
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U1min za frekvenciju svetlosti ν1

U2min za frekvenciju svetlosti ν2

gde je ν1< ν2.

Prema tome9:
eU1 = mυ1

2/2 za frekvenciju ν1

eU2 = mυ2
2/2 za frekvenciju ν2.

Rezultati mereça pokazuju da maksimalna kinetiåka energija elektrona raste s po-
rastom frekvencije. Kad se vrednosti minimalnih usporavajuñih napona pri kojima
se zaustavÿa tok emitovanih elektrona, predstave u zavisnosti od ν, dobija se prava
kao na Slici 7.1.7a. Iz nagiba prave moæe da se odredi vrednost Plankove konstante
(h = e tgα). Prava U = f(ν) seåe U-osu, a iz veliåine ovog odseåka moæe da se iz-
raåuna vrednost izlaznog rada za konkretni metal. Na Slici 7.1.7 b) prikazane su
prave koje predstavÿaju fotoelektriåni efekt sa dva razliåita metala, a na Slici 7.1.8
prikazane su vrednosti izlaznih radova u zavisnosti od rednog broja.

Izlazni rad elektrona iz metala maçi je od energije jonizacije slobodnih
atoma. To znaåi da su elektroni u metalima slabije vezani. Metali s maçim energi-
jama jonizacije imaju i maçi izlazni rad elektrona. Izlazni rad elektrona zavisi od
kristalne strukture metala. Dakle, metali koji kristaliãu u razliåitim kristalnim obli-
cima imaju i razliåite izlazne radove za svaki od ovih oblika. Hemijski postojani me-

9 Uz eU1 odnosno mυ2/2 izostavÿeni su indeksi min. odnosno max.

Slika 7.1.6 Zavisnost jaåine fo-
tostruje od napona izmeœu emitera
i kolektora: a) pri osvetÿavaçu
emitera svetloãñu razliåitih frek-
vencija; b) pri osvetÿavaçu emi-
tera svetloãñu iste frekvencije a
razlitiåih intenziteta.
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Slika 7.1.7 Zavisnost minimalnog usporavajuñeg napona, taånije, eU, izmeœu emitera i kolektora
(potrebnog da zaustavi tok emitovanih elektrona) od frekvencije upadne svetlosti: a) za jedan metal;
b) za dva razliåita metala. 
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tali, npr. platina, imaju veliki izlazni rad elektrona, oko 10 eV, dok alkalni metali
imaju najmaçe vrednosti izlaznih radova (od 3 do 4 eV-a).

7.2 X-ZRAÅENJE

Rendgensko ili x-zraåeçe otkrio je 1895. godine V. K. Rendgen (Wilhelm
Conrad Röntgen, 1845–1923, godine 1901. dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za
ovo otkriñe) ispitujuñi luminiscenciju pod uticajem katodnih zraka (brzih elektrona)
u cevima za praæçeçe. Rendgen je zapazio da novo, do tada nepoznato zraåeçe, ta-
koœe, izaziva jaku luminiscenciju nekih supstancija, kao ãto su cinksulfid, cinksili-
kat, barijum-platinocijanid. U ovim prvim eksperimentima rendgensko zraåeçe do-
lazilo je sa zidova cevi za praæçeçe kao posledica udara elektrona o çih. Meœutim,
joã jaåe zraåeçe nastaje kad se na put elektronskog mlaza postavi komad metala
(antikatoda) koji tada, pod dejstvom udara brzih elektrona, emituje zraåeçe.

Neka od vaænih svojstava rendgenskog zraåeça uoåio je sam Rendgen. Pored
luminiscencije, x-zraci izazivaju i jonizaciju sredine kroz koju prolaze i deluju na
fotoploåu. Odlikuju se velikom prodornoãñu a ne skreñu u elektriånom i magnetnom
poÿu, ãto je iskÿuåivalo moguñnost da je reå o naelektrisanim åesticama. Kako se o
prirodi tog zraåeça nije tada mnogo znalo sam Rendgen nazvao ga je x (nepoznato)
zraåeçe.

Danas se zna da rendgenski zraci nastaju usporavaçem snopa brzih elektrona,
odnosno elektrona velike energije. Nastaju u evakuisanim cevima (za praæçeçe)
kakve je otprilike koristio i Rendgen, a u kojima se naspram katode postavÿa me-
talna anoda (antikatoda). Zagrevaçem katode iz çe se emituju elektroni. Pod de-
jstvom visokog napona od nekoliko desetina, pa i stotina hiÿada volti koji se uspos-
tavÿa u cevi, ovi elektroni se ubrzavaju i usmeravaju na antikatodu, sa koje se
emituje rendgensko zraåeçe, Slika 7.2.1.

Slika 7.1.8 Zavisnost izlaznog rada od rednog broja.
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Po svojoj prirodi rendgenski zraci su elektromagnetni talasi åija je talasna
duæina mnogo maça od talasne duæine vidÿive svetlosti i kreñe se u opsegu od 10
nm do 0,01 nm. To odgovara energijama x-fotona od 1 keV do 100 keV. X-zraci po-
kazuju inferferenciona i difrakciona svojstva, karakteristiåna za sve talase. Spektar
x-zraåeça moæe da ima neprekidni (kontinualni, sliåno “beloj” svetlosti) ili linijski
(diskretni) spektar – tada se govori o karakteristiånom rendgenskom zraåeçu.

7.2.1 Difrakcija x-zraåenja na kristalnoj reãetki

Talasna priroda x-zraåeça nedvosmisleno je dokazana eksperimentima difrak-
cije na kristalnoj reãetki. Talasi pokazuju pojavu difrakcije pri prolasku kroz uzanu
pukotinu åije su dimenzije reda veliåine talasne duæine upotrebÿenog zraåeça.

Poåetkom 1912. godine, åuveni nemaåki nauånik Maks fon Laue (Max von
Laue, 1879–1960, dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1914. godine za otkriñe difrak-
cije x-zraåeça na kristalima), predloæio je da se x-zraåeçe propusti kroz kristal i
pokaæe difrakcija x-zraåeça na kristalima. Da bi se razumela genijalnost ove ideje
treba da znamo da 1912. godine talasna priroda rendgenskog zraåeça nije bila u
potpunosti dokazana, a çegova talasna duæina bila je samo pribliæno poznata.

Teorija o strukturi kristala bila je u to vreme samo hipoteza, mada je joã 1824.
godine L. A. Zeber (L. A. Seber), nemaåki fiziåar, pretpostavio da su atomi u krista-
lima poreœani u srediãçim taåkama odreœenih geometrijskih tela, dok je 1848. go-
dine francuski nauånik A. Brave (A. Bravais) dao predstavu o kristalnoj reãetki u
obliku koji je kasnije prihvañen.

Teorija kristala zasnovana je na predstavi kristalne reãetke. Zamisliñemo kris-
talnu reãetku kao skup taåaka pravilno rasporeœenih u prostoru. Mreæom pravih ove
taåke mogu da se poveæu, åime se zapremina kristalne reãetke deli na niz jediniånih
ñelija koje imaju oblik nekog geometrijskog tela. Ako svaku taåku kristalne reãetke
zamenimo identiånim atomom, jonom ili grupom atoma, dobijamo kristalnu struk-
turu. Naglaãavamo, dakle, da je reãetka mreæa taåaka, a u kristalnoj strukturi svaka
taåka reãetke zameçena je materijalnim jedinicama ili izgraœivaåkim åesticama
kristala.

Maks von Laue je pretpostavio da kristal moæe da deluje kao prirodna optiåka
reãetka. Materijalni centri kristala tada odgovaraju narezima, a çihova meœusobna
rastojaça pukotinama reãetke. Potreban uslov za difrakciju jeste da red veliåine
meœuatomskog rastojaça u kristalu odgovara redu veliåine talasne duæine x-zraåeça.
Fiziåari Volter Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) prihvatili
su da eksperimentalno ostvare Laueove zamisli. Sam Max von Laue pisao je o tome:
“Bilo je potrebno malo diplomatije da se Fidrih i Kniping oslobode sumçi u pog-

Slika 7.2.1 Laueova metoda za difrakciju x-zraåeça na kristalnoj
reãetki. Snop polihromatskog x-zraåeça sa antikatode A fokusira se
pomoñu debelog zaklona D, difraktuje na kristalu C i ostavÿa na fo-
toploåi F tragove rasutog x-zraåeça.
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ledu uspeha eksperimenta i izvedu ga, najpre sa sasvim jednostavnim sredstvima, po
mom planu. Kao kristal sluæio je bakarni sulfat, jer se od çega lako mogu dobiti po-
godni i pravilni komadi. Pravac propuãtaça zrakova prepustili smo sluåaju. Na fo-
tografskoj ploåi iza kristala, prvi put su se, pored traga primarnog zraka koji je do-
lazio neposredno od antikatode, pojavili tragovi skrenutih zrakova, dakle oåekivani
spektri reãetke... Teorija je zapravo veñ bila gotova prenoãeçem sa obiåne na re-
ciproånu reãetku i tako je Zomerfeld mogao 8. juna 1912. podneti Minhenskoj aka-
demiji zajedniåki rad Fridriha, Knipinga i moj o interferenciji rendgenskih zrakova
koji je osim teorije sadræavao i niz karakteristiånih snimaka.”

Fridrih i Kniping ozraåivali su x-zraåeçem prvo kristal plavog kamena, a za-
tim i druge kristale. Kako se mali deo upadnog zraåeça difraktuje, trebalo je da se
kristal ozraåuje viãe sati da bi se na fotoploåi dobili tragovi difraktovanog snopa. Re-
zultat tog eksperimenta bili su tzv. Laueovi dijagrami koje je kvantitativno prouåio
sam Laue. Na çima se vidi raspored åestica kristala sa kojih se rasejava zraåeçe
(slika reciproåne reãetke), pa je ovim eksperimentima ne samo dokazana talasna pri-
roda x-zraåeça veñ je i hipoteza o kristalnoj reãetki podignuta na nivo sigurne, eks-
perimentalno ispitane kristalografske teorije. Pomoñu Laueove interferencije poãlo
je za rukom engleskim nauånicima, ocu i sinu Henriju i Lorensu Bragu (Henry
Bragg, 1862–1942; Lawrence Bragg, 1890–1971; podelili Nobelovu nagradu za fi-
ziku 1915. za analizu kristalnih struktura pomoñu x-zraåeça) da odrede talasnu
duæinu rendgenskog zraåeça i dimenzije kristalne reãetke. Laueovo otkriåe imalo je
veliki znaåaj za nauku o atomu, jer su eksperimenti difrakcije x-zraåeça omoguñili
da se atomi “vide”.

Razmotrimo sada detaÿnije difrakciju x-zraåeça na kristalnoj reãetki i nasta-
jaçe odgovarajuñe difrakcione slike na zaklonu (fotoploåi), tzv. Laueovom meto-
dom, Slika 7.2.1.

Uzani snop x-zraka, dobijen prolaskom x-zraåeça iz rendgenske cevi kroz mali ot-
vor na debelom zaklonu, pada na kristal i zatim na fotoploåu. Na fotoploåi nastaje
difrakciona slika koja se sastoji iz srediãçe mrÿe, koju izaziva upadni snop x-zra-
åeça, i izvesnog broja mrÿa koje su simetriåno rasporeœene oko srediãçe mrÿe. Po-
reklo ovakve difrakcione slike najlakãe moæe da se shvati ako se pretpostavi da upot-
rebÿeni kristal ima kubnu strukturu. Izabrañemo pravougli koordinantni sistem sa
osama paralelnim osama kristala, Slika 7.2.2. Pretpostavimo da su izgraœivaåke åes-
tice kristala rasporeœene duæ zamiãÿenih linija, paralelnih koordinantnim osama.
Neka upadni snop x-zraåeça pada na kristal u smeru koji se poklapa s pozitivnim
smerom x-ose.

Slika 7.2.2 Kristal u koordinat-
nom sistemu.

Slika 7.2.3 Jednodimenziona
reãetka na kojoj se difraktuje
x-zraåeçe koje dolazi iz pravca
x-ose. 1 i 2 su upadni, a 1′ i 2′
difraktovani zraci.
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Da bismo razumeli nastajaçe difrakcione slike, posmatrajmo prvo meœude-
jstvo x-zraåeça s jednodimenzionom reãetkom åije su åestice rasporeœene duæ z-ose
na meœusobnom rastojaçu a, Slika 7.2.3. x-zraåeçe (zraci 1 i 2) pada na kristal pod
uglom γ0 = 90° a åestice kristala postaju centri rasejavaça. One rasejavaju zraåeçe
u svim pravcima, a rasejani talasi meœusobno interferiãu, pri åemu moæe da doœe do
çihovog poniãtavaça ili pojaåavaça. Prema zakonima optike, da bi se pojavio di-
frakcioni maksimum, svi pristigli talasi moraju da budu u fazi, pa do konstruktivne
interferencije dva talasa dolazi ako je çihova putna razlika jednaka celobrojnom
umnoãku talasnih duæina λ. Prema Slici 7.2.3, putna razlika δ difraktovanih zraka 1′
i 2′ je:

(7.2.1)

Slika 7.2.4 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki postavÿenoj u pravcu z-ose (levo):
x-zraci odreœene talasne duæine λ pri odreœenom redu difrakcije l, nastali difrakcijom polihromat-
skog x-zraåeça na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki åije taåke leæe duæ z-ose, prostiru se pod
odreœenim uglom u odnosu na z-osu. To znaåi da leæe na obvojnici konusa åija je osa paralelna z-osi;
(desno): difrakcione slike na zaklonu imaju oblik hiperbola (presek konusa sa ravni zaklona, koji je
postavÿen pararelno yz-ravni, je hiperbola).
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Slika 7.2.5 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki (levo): difraktovani zraci (za dato λ)
razliåitih redova difrakcije k, leæe po obvojnicama konusa; (desno): difrakcija x-zraåeça sa jednodi-
menzione reãetke postavÿene u pracu y-ose. 1 i 2 su upadni, a 1′ i 2′ su difraktovani zraci.
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gde je l = ..., -2, -1, 0, +1, +2, ...
Uslov (7.2.1) je uslov za konstruktivnu interferenciju i daje pravce difrak-

cionih maksimuma, odreœenog reda difrakcije, za odreœenu talasnu duæinu λ. Ove
prave leæe na obvojnicima konusa åija je osa paralelna z-osi, a ugao otvora 2γ. Za
razliåite vrednosti broja l (viãi redovi difrakcije) pri istoj talasnoj duæini λ, dobijaju
se konusi razliåitih otvora. Ako se na nekom rastojaçu od linijske reãetke postavi
fluorescentni ekran ili fotoploåa (npr. u ravni paralelnoj yz-ravni), tragovi interfe-
rencionih konusa na zaklonu imaju oblik hiperbola, Slika 7.2.4 (desno). Posmat-
rajmo sada interakciju zraåeça s jednodimenzionom kristalnom reãetkom åije su
taåke postavÿene u pravcu y-ose, Slika 7.2.5. Zraci 1 i 2 padaju na kristal pod uglom
β0 = 90° u odnosu na y-osu (iz x-pravca). Åestice kristala rasejavaju ih u svim prav-
cima ali samo zraci koji su rasejani pod uglom β zadovoÿavaju uslov za konstrukti-
vnu interferenciju. Putna razlika difraktovanih zrakova 1′ i 2′ data je sledeñom jed-
naåinom:

gde je a(=AB) konstanta reãetke. Uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:

(7.2.2)

gde je k ceo broj, a β ugao koji zaklapaju difraktovani zraci sa y-osom. Uslov (7.2.2)
zadovoÿavaju svi zraci rasporeœeni na konusima åije su ose paralelne y-osi sa otvo-
rima 2β za k = 1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). Tragovi ovih konusa na zaklonu po-
stavÿenom paralelno yz-ravni opet su hiperbole.

Posmatrajmo sada sluåaj kad zraåeçe iz pravca x-ose pada na dvodimenzionu
kristalnu reãetku åije su taåke rasporeœene duæ z-ose i y-ose. Tada se difrakcioni
maksimumi javÿaju u pravcima koji istovremeno zadovoÿavaju uslove (7.2.1) i
(7.2.2). Difrakciona slika na zaklonu postavÿenom paralelno yz-ravni sastoji se iz
mrÿa koje geometrijski odgovaraju mestima preseka veñ pomenutih hiperbola.
Svaka mrÿa na zaklonu odreœena je parom brojeva l i k za svako λ. Na ovaj naåin
ravanska reãetka razlaæe kontinualno zraåeçe u spektar. 

δ AC AB βcos= =

a βcos kλ=                  k  ..., -2, -1, 0, +1, +2, ...=( )

Slika 7.2.6 Difrakcija x-zraåeça na jednodimenzionoj kristalnoj reãetki (desno): difrakcija x-zra-
åeça sa jednodimenzione reãetke postavÿene u pravcu x-ose. 1 je upadni zrak, a 1′ i 1′′ su difrakto-
vani zraci; (levo): difraktovani zraci (za dato λ) razliåitih redova difrakcije m, leæe po obvojnicama
konusa.
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Da bismo razmotrili difrakciju x-zraåeça na trodimenzionoj kristalnoj reãetki
posmatrañemo i interakciju x-zraåeça, Slika 7.2.6, koje opet dolazi iz pravca x-ose
(pa je ugao koji zaklapa upadni snop sa x-osom α0 = 0), s jednodimenzionom kristal-
nom reãetkom. Taåke leæe duæ x-ose a konstanta reãetke opet je a. Åestice kristala
rasejavaju zraåeçe u svim pravcima, ali samo zraci rasejani pod uglom α zado-
voÿavaju uslov konstruktivne interferencije. Putna razlika izmeœu difraktovanih
zrakova 1′ i 2′ je:

a uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:

(7.2.3)

Ovaj uslov zadovoÿavaju zraci rasporeœeni po obvojnici konusa åija je osa paralelna
x-osi, a otvor konusa je 2α za m = +1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). ili -1. Linije preseka
ovih konusa sa ravni zaklona, koji je postavÿen paralelno zy-ravni, su krugovi.

Kako sada izgleda difrakciona slika na zaklonu posle difrakcije na trodimenzi-
onoj kristalnoj reãetki? Uslovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) moraju da budu zadovoÿeni
istovremeno. To znaåi da se na zaklonu pojavÿuju difrakcione mrÿe u taåkama pre-
seka kruænica s hiperbolama, Slika 7.2.7, ãto je ispuçeno samo za odreœeno λ.
Naœimo ovu talasnu duæinu. Iz (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) dobija se:

(7.2.1′)

(7.2.2′)

(7.2.3′)

Uglovi α, β i γ povezani su jednaåinom:

(7.2.4)

Jednaåine (7.2.1′), (7.2.2′) i (7.2.3′) dignu se na kvadrat, saberu i iskoristi se uslov
(7.2.4):

ili:

(7.2.5)

δ AB AC– a a αcos– a 1 αcos–( )= = =
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Znaåi, pri zadatom upadnom uglu zraåeça (u naãem sluåaju  i
) difrakcioni maksimum odreœenog reda u odreœenom pravcu (α, β, γ) ja-

vÿa se za talasnu duæinu koja je odreœena jednaåinom (7.2.5). Napomenimo da us-
lovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) zahtevaju da je λ<a. Meœutim, λ ne sme da bude mnogo
maçe od konstantne reãetke a jer su tada i uglovi, α, β i γ vrlo mali pa se difrakcija
teãko zapaæa. U Laueovoj metodi, kristali se ozraåuju polihromatskim x-zraåeçem,
u åijem se kontinualnom spektru uvek nalaze talasi s talasnom duæinom λ koja zado-
voÿava jednaåinu (7.2.5).

7.2.2 Bragov metod difrakcije x-zraåenja na kristalima

Fiziåari Henri i Lorens Brag, protumaåili su pojavu rasejavaça x-zraåeça na
kristalnoj reãetki kao refleksiju sa ravni kristala koje na zraåeçe deluju poput ogle-
dala. U skladu s ovom interpretacijom oni su postavili i odgovarajuñi uslov neopho-
dan za pojaåavaçe (konstruktivna interferencija) reflektovanog zraåeça. Radom H.
i L. Braga postavÿene su osnove analize strukture kristala rendgenskim zraåeçem.

Prema ovoj zamisli smatra se da taåke kristalne reãetke pripadaju sistemima
meœusobno paralelnih ravni koje, kada se projektuju na ravan slike, daju prave,
Slika 7.2.8. Te ravni mogu da budu razliåito usmerene u prostoru. Sistemi ravni raz-
likuju se u broju atoma pa jedinici povrãine a date ravni i po rastojaçu d (izmeœu
paralelnih ravni). Veliåina a/d je konstanta za odreœeni sistem paralelnih ravni i jed-
naka je broju atoma po jedinici zapremine kristala.

Izveãñemo sada Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju. Neka na kristal
pada snop monohromatskog x-zraåeça pod uglom  u odnosu na sistem paralelnih
ravni sa kojih se zraåeçe reflektuje. Ove ravni, u ravni slike ostavÿaju tragove u
vidu paralelnih pravih, a, b, c, Slika 7.2.9. Atomi (joni ili molekuli) koji åine kristal
rasejavaju zraåeçe u svim pravcima. Nas zanima pod kojim uglovima dolazi do
konstruktivne interferencije reflektovanog zraåeça, dakle do onog koje je rasejano
u pravcu . Ako posmatramo samo ravan a, Slika 7.2.9. vidi se da se za bilo koju ta-
lasnu duæinu λ upadnog zraåeça dobija konstruktivna interferencija rasejanog
zraåeça kad je ugao jednak uglu , jer su putne duæine za sve zrake meœusobno

Slika 7.2.7 Interferenciona slika na zak-
lonu kao rezultat difrakcije x-zraåeça na trodi-
menzionoj kristalnoj reãetki. Dva skupa hiper-
bola i familija krugova rezultat su preseka ko-
nusa, duæ kojih leæe rasejani zraci, sa ravni
ekrana (ravan paralelna yz-ravni). Interferen-
cione mrÿe nastaju samo u taåkama preseka
odgovarajuñih hiperbola i kruænica, saglasno
matematiåkom uslovu 7.2.5.

z
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jednake. Moæemo, prema tome, da smatramo da se snop reflektovao sa ravni a.
Meœutim, deo upadnog snopa prolazi daÿe kroz kristal, pa se reflektuje i sa ravni b,
c, itd. Zraci 1′ i 2′ reflektovani ovim ravnima meœusobno interferiãu. Pri tome, do-
lazi do pojaåavaça odnosno do konstruktivne interferencije samo onih zrakova åija
je razlika puteva jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina. Putna razlika zra-
kova 1′ i 2′ reflektovanih sa ravni a i b je:

pa je Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju dat jednaåinom:

(7.2.6)

gde je d rastojaçe izmeœu paralelnih ravni,  ugao izmeœu upadnog (i reflekto-
vanog) snopa i ravni kristala, a n je ceo broj. Bragov uslov daje pravac difrakcionog
maksimuma za odreœenu familiju paralelnih ravni i talasnu duænu λ i za dati red dif-
rakcije n, u Bragovoj ravni odreœenoj pravcem upadnog i reflektovanog zraka. I
Laueov i Bragov izraz za konstruktivnu interferenciju u osnovi su ekvivalentni.
Prema Laueovom tumaåeçu, zraåeçe pada na kristal pod uglom α0 i dolazi do dif-
rakcije, Slika 7.2.10. Difraktovani zraci 1′ i 2′ se pojaåavaju ako su u fazi, tj. ako je
çihova putna razlika jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina. Sa Slike
7.2.10 putna razlika δ je:

i kad je α0 = 90° sledi da je Laueov uslov za konstruktivnu interferenciju:

(7.2.7)

Prema Bragovom tumaåeçu, difrakciju shvatamo kao refleksiju sa odreœenog
sistema ravni, Slika 7.2.11.
Tako zrak 1, koji u odnosu na ravan a pada pod uglom α0 a difraktuje se pod uglom
α, zaklapa sa ravni b ugao  pod kojim se i reflektuje sa çe. Ravan b je jedna u nizu
pararelnih mreænih ravni na meœusobnom rastojaçu d. Iz malog trougla ABC sledi
da je:

(7.2.8)

Slika 7.2.8 Tragovi sistema paralelnih ravni. Slika 7.2.9 Uz izvoœeçe Bragovog uslova za 
konstruktivnu interferenciju.
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Veliåina a iz (7.2.8) zameni se u (7.2.7) i uzme se u obzir da je:

 ⇒ 

pa se dobija:

.

Bragov uslov pojaåavaça.
Ãema eksperimentalnog ureœaja za ispitivaçe strukture kristala Bragovom

metodom prikazna je na Slici 7.2.12. Paralelni snop monohromatskog zraåeça pada
na pÿosan kristala koja je paralelna seriji ravni sa kojih æelimo da dobijemo reflek-
siju. Difraktovano zraåeçe detektuje se pomoñu jonizacione komore ili fotoemul-
zije. I kristal i detektor nalaze se na obrtnom postoÿu. U eksperimentu, pri obrtaçu
kristala oko ose normalne na Bragovu ravan za ugao θ, detektor mora da se okrene
za ugao 2θ. Pri uglovima izmeœu pravca upadnog snopa i pÿosni kristala, koji zado-
voÿava Bragovu jednaåinu, dobija se zacrçeçe na filmu, odnosno porast struje u
jonizacionoj komori.

Slika 7.2.10 Difrakcija na 
jednodimenzionoj reãetki.

Slika 7.2.11 Zrak 1 se u odnosu na ravan a difraktuje 
dok se u odnosu na ravan b reflektuje.
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Slika 7.2.12 Ãema eksperimentalnog ure-
œaja po Bragu. Upadni snop x-zraåeça 1 pada
pod uglom θ definisanim Bragovim uslovom
na kristal C a difraktovani zraci 1’ se detektuju
pomoñu jonizacione komore JK.

1’

θ

C

2θ

1 JK



258 7. FOTON – ELEKTROMAGNETNI KVANT

E:\07.fm 7/1/04

7.2.3 Metod kristalnog praha (Debaj-Ãererova metoda)

Iz Bragove jednaåine sledi da konstruktivna interferencija zraåeça reflekto-
vanog ravnima kristalne reãetke moæe da se ostvari na viãe naåina. Kristal moæe da
se uåvrsti, a da se upotrebi kontinualno rendgensko zraåeçe. Tada ñe ravni kristala
da “odaberu” onu komponentu zraåeça åija talasna duæina, za odreœeno rastojaçe
izmeœu ravni d i dati ugao θ izmeœu snopa i ravni, zadovoÿava uslov za konstrukti-
vnu interferenciju (Laueova metoda). U Bragovoj metodi, upotrebÿava se monohro-
matsko x-zraåeçe, a obrtaçem kristala traæe se uglovi koji za odreœenu talasnu
duæinu zadovoÿavaju Bragovu jednaåinu.

Treñu varijantu predstavÿa metoda kristalnog praha ili Debaj-Ãererova me-
toda (P. Debye, P. Scherrer). Umesto dobro razvijenih monokristala koristi se kri-
stalni prah. U kristalnom prahu kristaliñi su haotiåno usmereni, pa za svaku seriju
ravni mogu da se naœu kristaliñi koji su u odnosu na upadni snop usmereni tako da
zadovoÿavaju Bragov uslov pri odreœenoj talasnoj duæni λ. Prema tome, uzorak
fino spraãenog kristala stavÿa se na put uskog snopa monohromatskog x-zraåeça.
Za detekciju difraktovanog zraåeça koristi se film, cilindriåno omotan oko uzorka,
Slika 7.2.13. Ako je za odgovarajuñi tip ravni i za talasnu duæni λ, Bragov ugao θ,

tada difraktovani zrak gradi sa upadnim zrakom ugao 2θ. Kako su ravni ovog tipa (i
svih drugih tipova) haotiåno rasporeœene u prostoru, reflektovani zraci grade konus
sa uglom otvora 2θ, oko pravca upadnog snopa. Ovi konusi formiraju na filmu tra-
gove u obliku lukova (lukovi su delovi koncentriånih krugova åiji je centar trag koji
na filmu daje upadni nedifraktovani zrak), od kojih svaki odgovara odreœenom tipu
ravni odnosno redu refleksije n. Ako je R polupreånik cilindriåne komore, a r polu-
preånik kruga, tada vaæi:

Slika 7.2.13 Metoda praha: a) x-zraåeçe iz izvora pada na kristalni prah u ampuli C koja se nalazi
u centru cilindriåne komore polupreånika R unutar koje je film F. Difraktovano zraåeçe predstav-
ÿeno je familijom konusa koje presecaju cilindriåni film ostavÿajuñi na emulziji zacrçeça u vidu
krivih razliåitog polupreånika krivine r; b) geometrijska veza izmeœu polupreånika komore R i po-
lupreånika krivine r pri odreœenom uglu izmeœu upadnog i difraktovanog snopa, 2θ; c) slika razvije-
nog filma.
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Kad se na osnovu prethodne jednakosti, u Bragovoj jednaåini 2 sinθ zameni sa r/R
dobija se:

Tako, na osnovu poznate strukture kristala (d) moæe da se odredi talasna duæina
upotrebÿenog x-zraåeça pomoñu eksperimentalno odreœene vrednosti r i poznatog
polupreånika komore R. Obrnuto, kad je poznata talasna duæina x-zraåeça, moæe da
se ispituje struktura kristala i da se odredi veliåina d.

7.2.4 Kontinualno i karakteristiåno rendgensko zraåenje

Pomenuli smo ranije, da x-zraåeçe nastaje u rendgenskim cevima, pri interak-
ciji brzih elektrona sa atomima antikatode. Kad energija elektrona, kojima se bom-
barduje antikatoda, ne prelazi odreœenu vrednost, karakteristiånu za materijal anti-
katode, nastaje x-zraåeçe koje, sliåno “beloj” svetlosti, ima kontinualni spektar.
Ovo zraåeçe naziva se zakoåno rendgensko zraåeçe. Zavisnost intenziteta od ta-
lasne duæine zakoånog rendgenskog zraåeça predstavÿena je krivama na Slici
7.2.14, za antikatodu od volframa. Na slici su prikazana tri spektra nastala pri ener-
gijama elektrona od 30, 40 i 50 KeV, redom. Krive imaju maksimum i sa strane
veñih talasnih duæina asimptotski se pribliæavaju nuli. Sa strane niæih talasnih
duæina, pri nekoj odreœenoj talasnoj duæini λg, krive se strmo spuãtaju ka nultoj
vrednosti intenziteta. Sa slike se vidi da vrednost graniåne (najniæe) talasne duæine
kontinualnog rendgenskog spektra zavisi od energije elektrona pri åemu vaæi:

λ1g > λ2g > λ3g za E1 < Ε2 < E3 gde je λ1g, graniåna talasna duæina kontinualnog rend-
genskog spektra kad je energija elektrona E1, itd. Ova talasna duæina obiåno se zove
kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog spektra.

r

R
--- tg2θ 2θ 2 θ.sin∼sin∼=

d
r

R
--- nλ.=

Slika 7.2.14 Kontinualni rendgen-
ski spektar volframa. Krive 1, 2 i 3
odgovaraju energijama elektrona od
30, 40 i 50 KeV, redom. Preseci kri-
vih sa apscisom predstavÿaju gra-
niåne talasne duæine kontinualnog
spektra (λg).λ/pm

0 20 40 60 80 100

1

2

3
I

5

10

15

20

25



260 7. FOTON – ELEKTROMAGNETNI KVANT

E:\07.fm 7/1/04

Zakoåno (kontinualno) x-zraåeçe nastaje u interakciji brzih elektrona s ato-
mima mete (antikatode). Na upadne elektrone, kao na naelektrisane åestice, deluju
jezgra atoma mete, meçajuñi im brzinu i oblik putaçe, zbog åega dolazi do emisije
elektromagnetnih talasa (rendgenskog zraåeça). Frekvencija emitovanog zraåeça
zavisi od koliåine energije koju elektron izgubi pri takvoj interakciji. Energija E
emitovana u jednoj sekundi zbog koåeça elektrona u poÿu jezgra atoma antikatode,
prema klasiånoj (Maksvelovoj) elektromagnetnoj teoriji, moæe da se prikaæe jed-
naåinom (pogledati poglavÿe 9.3 i jednaåinu 9.3.8):

(7.2.9a)

pri åemu su e, naelektrisaçe, , radijus vektor a  brzina elektrona. c je brzina
svetlosti a ε0, dielektriåna konstanta vakuuma. Energija koja se emituje potpunim
zaustavÿaçem elektrona poåetne brzine υ0, za vreme ∆t i pri stalnom usporeçu

elektrona, :

 je:

(7.2.9b)

Jednaåina (7.2.9b) pokazuje da je emitovana energija veña ukoliko je usporenje
elektrona a veñe, odnosno poåetna brzina υ0 elektrona veña, a ∆t maçe. Elektroni s
veñom poåetnom brzinom potpuno se zaustavÿaju posle duæeg intervala ∆t (u od-
nosu na elektrone s maçom poåetnom brzinom). Zbog kvadratne zavisnosti energije
E od poåetne brzine elektrona υ0, a linearne zavisnosti od 1/∆t, emitovana energija E
veña je kod elektrona s veñom poåetnom brzinom iako se oni zaustavÿaju u veñem
intervalu vremena ∆t. Razvijaçem funkcije E u Furijeov integral (videti poglavÿe
8), dobija se kontinualni spektar s maksimumom energije åija se apscisa, s porastom
poåetne energije elektrona, pomera ka krañim talasnim duæinama u skladu s eksperi-
mentalno dobijenim spektrima rendgenskog zraåeça sa Slike 7.2.14. Pri razvijaçu
u Furijeov integral javÿaju se, meœutim, frekvencije proizvoÿnih veliåina, odakle
proizlazi zakÿuåak da spektar rendgenskog zraåeça ne sme da bude ograniåen ni sa
jedne strane, a on to jeste sa strane krañih talasnih duæina (veñ pomenuta kratkota-
lasna granica zakoånog rendgenskog zraåeça). Ovo ukazuje na ograniåenost pri-
mene klasiåne elektrodinamike na razmatraçe ove pojave.

Kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog zraåeça moæe da se objasni
teorijom o postojaçu kvanata energije ili fotona. Pri sudaru elektrona i jezgra mete

meça se impuls i energija elektrona a pojavÿuje se foton sa impulsom  i s frek-
vencijom ν odnosno sa energijom hν. Sa druge strane, jezgro atoma mete s masom

M, koje je do interekcije sa elektronom mirovalo, dobija impuls  i energiju En. Za
ovu interakciju napisañemo zakon o odræaçu impulsa i energije:
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(7.2.10)

(7.2.11)

gde su  i  impulsi elektrona pre i posle sudara; Ee i E′e su poåetna energija
elektrona i energija elektrona posle sudara. Na osnovu detaÿne analize ovako posta-
vÿenih jednaåina sledi, da se foton moæe emitovati u bilo kom pravcu i sa energijom
izmeœu nule i neke najveñe vrednosti. Najveña vrednost energije emitovanih fotona
jednaka je kinetiåkoj energiji T (T = Ee - m0c2) elektrona; m0 je masa mirovaça
elektrona. Prema tome:

(7.2.12)

Iz jednaåine (7.2.12), u kojoj je hv energija emitovanog fotona (h je Plankova kon-
stanta, e naelektrisaçe elektrona, a c brzina svetlosti), T kinetiåka energija koju su
elektroni stekli ubrzavaçem u elektriånom poÿu, pri åemu je napon izmeœu elek-
troda iznosio U, odreœuje se kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog
spektra λg . Ovako izraåunata vrednost kratkotalasne granice slaæe se sa onom koja
se dobija iz eksperimenta.

Na Slici 7.2.15 prikazana je kriva zavisnosti intenziteta rendgenskog zraåeça
od talasne duæine, za molibden, pri energiji elektrona od 35 keV. Na krivoj koja ima
kontinualan oblik zapaæaju se dva oãtra maksimuma, pri strogo definisanim talas-
nim duæinama λ1 i λ2. Oni odgovaraju spektralnim linijama karakteristiånog rend-
genskog zraåeça.

Karakteristiåno rendgensko zraåeçe je drugi vid x-zraåeça i ima diskretni ili
linijski spektar, koji je tipiåan (karakteristiåan) za odreœeni atom odnosno hemijski
element. Takav spektar odslikava strukturu unutraãçih energijskih nivoa atoma kao
ãto optiåki spektar odraæava energijski raspored spoÿaãnih nivoa atoma. Mehanizam
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Slika 7.2.15 Rendgenski spektri iridijuma (1),
molibdena (2) i volframa (3) pri energiji upadnih
elektrona od 35 keV. Na kontinualni spektar moli-
bdena superponirana su dva oãtra maksimuma na
talasnim duæinama λ1 i λ2 ãto odgovara spektralnim
linijama karakteristiånog rendgenskog zraåeça.
Energija upadnih elektrona nije bila dovoÿna za
pobuœivaçe rendgenskog karakteristiånog spektra
iridijuma i volframa. λ/pm
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emisije zraåeça iz atoma uvek je isti bilo da je reå o karakteristiånom rendgenskom
zraåeçu (energija fotona reda veliåine KeV-a) ili o zraåeçu mnogo maçe energije
(red veliåine eV-a), jer prema Borovom tumaåeçu atom emituje energiju pri prelazu
elektrona iz viãeg u niæe kvantno staçe. Kad se prelazi vrãe izmeœu kvantnih staça
spoÿaãçih elektrona (åija je energija veze reda veliåine nekoliko eV) nastaje optiåki
spektar. S druge strane, karakteristiåno x-zraåeçe javÿa se pri prelazu elektrona sa
viãih energijskih nivoa na K, L ili M nivo, dakle, na nivoe koji imaju najveñu ener-
giju veze elektrona. Ovi unutraãçi nivoi atoma su, za razliku od spoÿaãçih, pot-
puno ispuçeni elektronima: nivo K (n = 1) sa dva elektrona; nivo L (n = 2) sa osam
elektrona; nivo M (n = 3) sa 18 elektrona, itd., pa se pod normalnim uslovima pre-
lazi na ove nivoe i ne dogaœaju (sa n se oznaåava glavni kvantni broj). Na Slici
7.2.16a kao primer data je ãema energijskih nivoa bakra (Cu), koji u atomskom
omotaåu ima 29 elektrona. Prelaz elektrona na K, L ili M nivo postaje moguñ ako se
u ovim nivoima uprazni bar jedno elektronsko mesto. To se postiæe bombardo-
vaçem atoma elektronima (ili fotonima) velike energije, koji imaju energiju koja je
jednaka ili je veña od energije veze elektrona K, L ili M nivoa odgovarajuñeg atoma.

Vrednost ove energije moæemo da izraåunamo koriãñeçem Borove jednaåine za
energiju elektrona u nivou odreœenim kvantnim brojem n. Na primer, za bakar
(Z=29), na osnovu jednaåine: E = -hcR (Z-1)2, za elektron u K-nivou (n = 1) dobija
se vrednost od 10670 eV. U prethodnoj jednaåini, h je Plankova konstanta, c brzina
svetlosti a R Ridbergova konstanta, dok je konstata zaklaçaça 1. Ovi brzi elektroni
(odnosno fotoni) pobuœuju ili jonizuju atom, stvarajuñi pri tome prazninu u nekom
od unutraãçih nivoa atoma (K, L,...). Nastala praznina, na primer u K-nivou, posle
vrlo kratkog vremena (10-8s), popuçava se elektronom koji prelazi sa energijski
viãeg nivoa, ãto je prañeno emisijom x-kvanata energije hv koja odgovara razlici
energija nivoa izmeœu kojih se dogodio prelaz. Dakle, rendgenski karakteristiåni
spektri nastaju prelazom elektrona na K-nivo (sa L, M, N, ...); na L-nivo (sa nivoa M,
N); na M-nivo (sa nivoa N, ...). Spektralne linije koje nastaju prelazom elektrona na
K-nivo oznaåavaju se kao Kα, Kβ, Kγ u zavisnosti od toga da li elektron prelazi sa L

Slika 7.2.16 Ãema energijskih nivoa atoma bakra; a) nivoi energije; b) spektar rendgenskog
karakteristiånog zraåeça.
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(Kα), sa M (Kβ) ili N (Kγ) nivoa. Spektralne linije koje prate prelaz na L-nivo oznaåa-
vaju se kao Lα, Lβ, Lγ zavisno od toga da li se prelaz vrãi sa M, N nivoa. Pri prelazu
na M nivo, nastaje zraåeçe åije spektralne linije oznaåavamo sa Mα, Mβ, Slika
7.2.16b. Napomenimo da svaki prelaz elektrona na upraæçeno mesto u niæem ni-
vou, stvara novo prazno mesto, ãto za posledicu ima sukcesivne prelaze elektrona sa
viãih nivoa na doça upraæçena mesta, uz emisiju x-fotona odgovarajuñe energije.
Rendgenski spektri svih elemenata sastoje se od malog broja linija, koje su na sliåan
naåin rasporeœene a imaju jednu istu finu strukturu.

Emisija x-zraåeça ima i alternativni proces, a to je emisija Oæeovih elektrona.
Pojava je nazvana u åast nauånika Pjera Oæea (Pierre Victor Auger), koji ju je otkrio
1937. godine. Naime, ãupÿina nastala u K, L, nivou (zbog åega je atom u po-
buœenom staçu) popuçava se elektronom sa viãeg nivoa ali elektronski prelaz ne
prati emisija x-kvanta sa energijom koja bi odgovarala razlici energija nivoa izmeœu
kojih se prelaz dogodio. Na primer, kod prelaza elektrona sa L na K-nivo, ova raz-
lika energije iznosi EK - EL gde su EK i EL energija nivoa K i L i çen ekvivalent se,
kod Oæeovog efekta, troãi za izbijaçe elektrona iz nekog od viãih energijskih nivoa,
npr. M nivoa. U tom sluåaju, elektron sa M nivoa biva udaÿen iz atoma (atom se jo-
nizuje) s kinetiåkom energijom T, koja je jednaka T = (EK - EL) - EjM, gde je EjM ener-
gija veze elektrona u M-nivou (ili energija koja je potrebna da se elektron sa M-ni-
voa udaÿi iz atoma). Oæeov proces dovodi do nastanka dve ili viãe novih ãupÿina u
energijskim nivoima elektrona. Na Slici 7.2.17 ãematski su predstavÿeni radijacioni
(emisija fotona) i Oæeovi (neradijacioni) procesi. Kad se uzmu u obzir oba procesa,
radijacioni i Oæeov, jasno je da intenzitet emitovanog x-zraåeça zavisi od vero-
vatnoñe Oæeovog procesa.

Fluorescentni prinos w definiãe se kao odnos broja emitovanih fotona rend-
genskog zraåeça u datoj spektralnoj seriji prema ukupnom broju nastalih praznina,
N po jedinici vremena:

Slika 7.2.17 Tipovi prelaza: a) radijacioni; b) Oæeov.
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gde je nKα1, itd. broj x-fotona odgovarajuñe frekvencije. Oåigledno je to da je Oæeov
prinos jednak (1-w). Za datu spektralnu seriju w raste s rednim brojem elementa Z.
Oæeov prinos naroåito je veliki kod lakih atoma, Slika 7.2.18.

7.2.5 Fina struktura rendgenskih spektralnih linija

Rendgenski spektri po svojoj prirodi su jednoelektronski spektri. Ãema ener-
gijskih nivoa (termova) atoma s jednom prazninom, u inaåe popuçenoj elektronskoj
ÿusci, sliåna je onoj kod alkalnih atoma. Hajzenberg je joã 1931. godine pokazao da
je energijsko staçe atoma s jednom prazninom u odnosu na potpuno popuçeni
energijski nivo ekvivalentno staçu atoma s jednim elektronom u odreœenom nivou.
Kao i kod alkalnih atoma, svaki energijski nivo sastoji se od (2n-1) viãe ili maçe
bliskih podnivoa (n je glavni kvantni broj), Slika 7.2.19.

Na levoj strani slike oznaåeni su nivoi energije K, L, M (kojima odgovaraju
vrednosti glavnog kvantnog broja n = 1,2,3,... redom), a desno je uz svaki podnivo
napisana vrednost kvantnih brojeva l i j. Za prelaze vaæe pravila izbora: ∆l = +1 ili -
1, a za ∆j = 0, -1 ili +1. Sa slike se vidi da su Kα, Kβ, i Kγ dubleti. Dakle, moæemo da
zakÿuåimo da linije Kα, Kβ, Lα, Lβ, itd. imaju finu strukturu odnosno da se svaka od
çih sastoji od nekoliko vrlo bliskih linija razliåitog intenziteta.

Slika 7.2.18 Fluorescentni prinos w za K
i L rendgensku seriju u zavisnosti od rednog
broja Z.
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Slika 7.2.19 Fina struktura
rendgenskih spektralnih linija.
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7.2.6 Mozlijev zakon

Rendgenski spektri svih elemenata
imaju relativno mali broj spektralnih linija,
koje su na sliåan naåin rasporeœene jedna u
odnosu na drugu, a imaju istu finu struk-
turu. Pri poveñaçu rednog broja Z ele-
menta, rendgenski spektar pomera se u
kratkotalasnu oblast, ne meçajuñi svoju
strukturu. Ova zakonitost izraæena je za-
konom Mozlija (H. G. J. Moseley, 1885-
-1915), prema kome je kvadratni koren
frekvencije emitovanog rendgenskog zra-
åeça odreœene serije, linearna funkcija
rednog broja Z elementa, Slika 7.2.20.
Mozlijevi eksperimenti u vreme kada su iz-
vedeni imali su ogroman znaåaj za odreœi-
vaçe naelektrisaça jezgra atoma. Oni su i
pokazali da su osobine atoma (a takva oso-
bina je i frekvencija emitovanog x-zraåeça) funkcija rednog (atomskog) broja ele-
menta.

Na osnovu Borovog modela atoma ova empirijski otkrivena zakonitost (1913.
godine) moæe da se prikaæe jednaåinom:

U prethodnoj jednaåini R je Ridbergova konstanta, c brzina svetlosti, n i k su
prirodni brojevi (n < k), dok je a konstanta zaklaçaça (vodi raåuna o uticaju drugih
elektrona na efektivno naelektrisaçe kojim jezgro deluje na elektron koji vrãi pre-
laz). Za K seriju a = 1, za L seriju a = 7,5.

7.2.7 Rendgenski apsorpcioni spektri

Ako snop polihromatskog x-zraåeça propustimo kroz neki materijal, nastaje
rendgenski apsorpcioni spektar. Ovaj spektar nema linijsku strukturu, a nema ni
oãtre linije odreœene talasne duæine kao kod optiåkog spektra u apsorpciji. On se
sastoji iz traka s oãtrim ivicima sa strana veñih talasnih duæina. Kontinualnost rend-
genskog apsorpcionog spektra ukazuje na to da jedno od dve energije staça izmeœu
kojih se dogaœa apsorpcija nije kvantovano. Objasnimo ovo boÿe. Apsorbujuñi
energiju, elektron (npr. iz K-nivoa) moæe da preœe u neki od nezaposednutih opti-
åkih nivoa ili u oblast iznad granice serije (granice jonizacije), Slika 7.2.21a. Ako se
zna da su energijske razlike izmeœu optiåkih nivoa zanemarÿivo male u odnosu na
energijski razmak izmeœu nivoa odgovornih za rendgenske spektre (red veliåine eV
i MeV), zakÿuåujemo da se apsorbuje energija koja je jednaka granici serije ili je za
neki (bilo koji) iznos veña od çe. Ovo i uslovÿava izgled apsorpcionog spektra koji
je prikazan na Slici 7.2.21b. Oãtra ivica sa strane veñih talasnih duæina odgovara ap-

Slika 7.2.20 Mozlijev zakon.
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sorpciji granice K serije (apsorpciji energije koja je jednaka energiji jonizacije iz
K-nivoa), a kontinualni spektar s leve strane ivice pokazuje da su elektroni preãli iz
vezanog (kvantovanog) u slobodno (nekvantovano) staçe. Kod apsorpcije iz L-ni-
voa, javÿaju se, sa strane veñih talasnih duæina, tri oãtre ivice koje odgovaraju trima
talasnim duæinama (ili energijama). Ovo stoga ãto se L (n = 2) nivo sastoji iz tri pod-
nivoa, pa, praktiåno, postoje tri (ali dosta bliske) vrednosti energije za granicu L
serije. Napomenimo da postojaçe kontinuuma energije u apsorpciji ukazuje na to da
je nastalo upraæçeno mesto u nekom od unutraãçih slojeva atoma.

Primeri

Primer 7.2.1 Odrediti energije K, L i M-nivoa atoma (a zatim ih predstaviti ãe-
matski) ako je λKα = 2,75 Å, λKβ = 2,54 Å, a talasna duæina koja odgovara granici K-
serije iznosi λK= 2,49 Å. Kolika je talasna duæina Lα linije? O kojem elementu je
reå?

REÃENJE:

Izraåunañemo prvo energije koje odgovaraju Kα , Kβ kvantima, odnosno kvan-
tu granice K serije:

Na sliåan naåin dobija se za:
EKβ = 4,940 keV; EK = 4,980 keV,
Energija K-nivoa je EK = -4,980 keV,
EL - EK = Ekα = 4,515 keV; EL = -4,980 + 4,515 = -0,465 keV,
EM - EK = Ekβ = 4,940 keV; EM = -4,980 + 4,940 = -0,040 keV.
Izraåunajmo sada talasnu duæinu Lα , linije: 
ELα = EM - EL = -0,040 + 0,465 = 0,425 keV; λLα = hc/E = 29 Å.
Primeçujuñi izraz: v = R (Z - 1)2 (1/12 - 1/22) odrediñemo o kojem elementu je reå:

 (Ti)

Slika 7.2.21 Poreklo apsorpci-
onog spektra: a) ãema energijskih
nivoa; b) rendgenski apsorpcioni
spektar. Oãtre ivice sa definisanom
talasnom duæinom odgovaraju vre-
dnosti talasne duæine (energije) gra-
nice serije. Kod L serije granica je
trostruka (jer se L-nivo sastoji od tri
podnivoa), a u sluåaju M serije gra-
nica je petostruka jer se M-nivo sa-
stoji od pet podnivoa.

E A

O
N
M

L

K

K

L1
L2L3

λa) b)

EKα

hc

λ
------ 6 626 10 34–

× Js,( ) 2 998 108
× m s⁄,( )

2 75 10 10–
m×,( ) 1 602 10 19–

J×,( )
------------------------------------------------------------------------------------------ 4 515 keV,,= = =

Z 1–( )
2 1

2 75 10 10– m×,( ) 0 75 1 097 107
× m 1–

,( )×,×
------------------------------------------------------------------------------------------------------------- Z⇒ 22= =



7.3 KOMPTONOV EFEKT 267

E:\07.fm 7/1/04

Primer 7.2.2 Pri ozraåivaçu atoma kriptona monohromatskim rendgenskim zra-
åeçem talasne duæine λ, zapaæeno je da u nekim sluåajevima izleñu iz atoma dva
elektrona: fotoelektron osloboœen iz K-nivoa i elektron osloboœen Oæeovim efek-
tom iz L-nivoa. Energija veze K i L elektrona su 14,4 i 3,0 keV, redom. Odrediti ki-
netiåku energiju oba elektrona ako je talasna duæina upotrebÿenog rendgenskog
zraåeça 0,65 Å.

REÃENJE:

Odredimo najpre energiju kvanta x-zraåeça:

pa je kinetiåka energija elektrona izbijenog sa K-nivoa:
Tk = Eλ – EK = 19,1 keV – 14,4 keV = 4,7 keV a kinetiåka energija Oæeovog elekt-
rona je:
TOæe = (EK–EL) – EL = (14,4 – 2,0) –2,0 = 10,4 keV.

7.3 KOMPTONOV EFEKT

DODATAK 7.3

D-7.3.1 Relativistiåke jednaåine

Masa åestice koja se kreñe brzinom  je:

(D-7.3.1)

gde je  masa mirovaça åestice, a c brzina svetlosti u vakuumu. Mehaniåki impuls  (ko-
liåina kretaça) je:

. (D-7.3.2)

Ukupna energija slobodne åestice koja se kreñe brzinom  je:

. (D-7.3.3)

Iz (D-7.3.2) i (D-7.3.3) sledi:

. (D-7.3.4)
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Iz (D-7.3.4) sledi:

ãto smenom u (D-7.3.3) daje:

odakle se dizaçem na kvadrat cele jednaåine dobija:

a reãavaçem po E dobija se veza izmeœu ukupne energije relativistiåke åestice i çenog im-
pulsa:

(D-7.3.5)

Za slobodnu relativistiåku åesticu (potencijalna energija je jednaka nuli), ukupna energija E
predstavÿa zbir kinetiåke energije T i energije mase mirovaça:

odakle se zameçivaçem u (D-7.3.5) dobija veza izmeœu impulsa i kinetiåke energije åestice:

(D-7.3.6)

Za åestice åija je masa mirovaça jednaka nuli (foton, neutrino), iz (D-7.3.5) i (D-7.3.6) do-
bija se jednostavan odnos izmeœu energije i impulsa:

(D-7.3.7)

Kad se åvrsto telo izloæi dejstvu monohromatskog rendgenskog ili -zraåeça
dolazi do rasejavaça zaraåeça. U spektru rasejanog zraåeça zapaæa se, pod
odreœenim eksperimentalnim uslovima, pored zraåeça talasne duæine , koja odgo-
vara talasnoj duæini upadnog snopa i zraåeçe neãto veñe talasne duæine, ’. Po-
moñu zakona klasiåne fizike nije se moglo objasniti zaãto se u rasejanom snopu ja-
vÿa i zraåeçe veñe talasne duæine od talasne duæine upadnih talasa.
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Kompton (Artur Holly Compton,
1892–1962, Nobelova nagrada za fiziku
1927), izveo je niz eksperimenata tokom
1922/23. godine ispitujuñi (Bragovim)
spektrometrom sastav rasejanog rendgen-
skog zraåeça. Na Slici 7.3.1 prikazana je
ãema Komptonovog ogleda. Monohro-
matsko x-zraåeçe sa antikatode, posle pro-
laska kroz dijafragmu, pada na neko åvrsto
telo sa kojeg se rasejava. Rendgenska cev
moæe da se pomera, åime se meça ugao 
izmeœu pravca upadnog snopa i pravca ra-
sutog zraåeça, koje dolazi do kristala
rendgenskog spektrometra, pomoñu kojeg
se odreœuju çegova talasna duæina i inten-
zitet.

Spektri zraåeça rasutog sa grafita, pri razliåitim uglovima , prikazani su na
Slici 7.3.2 (levo). Spektar prikazan na slici (osim kada je ugao , sadræi dva
maksimuma i ukazuje na postojaçe komponente zraåeça s talasnom duæinom ,
koja odgovara talasnoj duæini upadnog zraåeça, i komponente zraåeça s pro-
meçenom talasnom duæinom ’. Razlika ovih dveju talasnih duæina ( ’– )
raste s porastom ugla rasejavaça . Na Slici 7.3.2 (desno) prikazani su spektri x-
-zraåeça rasuti razliåitim elementima ali u istom pravcu . Kod berilijuma koji je
najlakãi (A=9) intenzitet komponente zraåeça s promeçenom talasnom duæinom
veñi je od intenziteta komponente åija je talasna duæina ostala ista. S porastom
atomske mase intenzitet komponente s promeçenom talasnom duæinom opada i u
rasejanom zraåeçu preovladava komponenta åija se talasna duæina ne meça. Treba
uoåiti to da veliåina promene talasne duæine  ne zavisi od prirode supstancije,
veñ samo od ugla rasejavaça .

Kako je veñ reåeno, Komptonovi eksperimenti nisu mogli da se objasne zako-
nima klasiåne elektrodinamike prema kojima se zraåeçe uzima kao talasna pojava.
Teorijsko objaãçeçe efekta predloæio je sam Kompton polazeñi od pretpostavke da
zraåeçe ima åestiånu prirodu, odnosno da se sastoji od diskretnih kvanata – fotona.
Foton je åestica koja ima masu mirovaça jednaku nuli, odreœenu energiju hv ali i
impuls hv/c [jednaåina (D-7.3.7)], gde je h Plankova konstanta, v frekvencija, a c
brzina svetlosti.

Efekt sada lako moæe da se kvalitativno objasni. Foton se elastiåno sudara sa
slabo vezanim elektronom (uslov da je elektron slabo vezan, u stvari, znaåi da je
energija veze elektrona u atomu zanemarÿivo mala u odnosu na energiju koju elek-
tron primi sudarom i da moæe da se potpuno zanemari u razmatraçu pojave). Pri su-
daru elektron preuzima deo energije fotona pa je çegova energija posle rasejavaça
maça od energije pre rasejavaça. Poãto je talasna duæina obrnuto proporcionalna
energiji (E=hc/ ), rasejani foton ima veñu talasnu duæinu od talasne duæine upad-
nog fotona. Pri tome, elektron napuãta atom brzinom koja zavisi od iznosa primÿene
energije. Najveña energija koju elektron primi od fotona moæe da ga dovede do kre-
taça brzinom koja je bliska brzini svetlosti, pa za kvantitativno tumaåeçe pojave
treba da se uzmu u obzir relativistiåki efekti i da se koriste odgovarajuñe jednaåine
relativistiåke mehanike.

Slika 7.3.1 Ãema Komptonovog eksperi-
menta. X-zraåeçe, rasejano sa åvrstog tela pod
uglom β u odnosu na upadni snop, pada na kri-
stal spektrometra S pomoñu koga mu se odre-
œuju talasna duæina i intenzitet.

h ν
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β
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Za kvantitativni opis pojave
sluæimo se jednostavnom sli-
kom. Foton sa energijom hv i

impulsom  sudara
se sa elektronom koji miruje,
Slika 7.3.3a. Posle sudara fo-
ton nastavÿa da se kreñe sa im-
pulsom  pod uglom  u od-
nosu na prvobitni pravac
kretaça, a elektron odlazi sa
impulsom  pod uglom .
Kako je u pitaçu elastiåni su-
dar, vaæe zakoni o odræaçu
energije i impulsa. To znaåi da
zbir energija (i impulsa) slo-
bodnog fotona i elektrona pre
interakcije mora da bude jed-
nak zbiru energija (i impulsa)
fotona i elektrona posle raseja-
vaça. Naã ciÿ je da na osnovu
ovih zakona i drugih opãtih
jednaåina (veze izmeœu im-
pulsa i energije) naœemo izraz
koji povezuje eksperimental-
nim putem merÿive veliåine.

To su talasna duæina rasejanog x-zraåeça  i ugao rasejaça . Poãto u zakone
odræaça ulaze impuls i energija elektrona koje neposredno ne merimo, oni treba da
se pogodnim raåunskim transformacijama uklone.

Napiãimo sada zakon o odræaçu energije:

(7.3.1)

hv je energija fotona pre sudara, a  energija koja moæe da se pripiãe elektronu u
staçu mirovaça (  je masa mirovaça elektrona). Posle interakcije foton odlazi u

Slika 7.3.2 Prikaz Komptonovog efekta (levo): spektar x-
-zraåenja rasutog na grafitu, pri raznim uglovima β; (desno):
spektar x-zraåenja rasutog na raznim metalima pri stalnom β.
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Slika 7.3.3 Elastiåni sudar fotona i elektrona: a) ãematski prikaz; b) vektorski dijagram.

h ν'

h ν
e β

e’

φ β φ

h ν'

A B

C

p
c

h ν
ca) b)

m0c
2

m0



7.3 KOMPTONOV EFEKT 271

E:\07.fm 7/1/04

pravcu  sa energijom  dok elektron odlazi sa energijom . U jednaåini
(7.3.1) energiju elektrona zameçujemo ekvivalentnim izrazom (koji je funkcija im-
pulsa elektrona), a na osnovu jednaåine (D-7.3.5):

(7.3.2)

Zakon o odræaçu impulsa napisañemo u vektorskom obliku:

(7.3.3)

pri åemu intenzitet impulsa fotona pre i posle rasejavaça iznosi hv/c i , re-
dom. Neka nam vektori impulsa fotona i elektrona predstavÿaju stranice trougla
ABC na Slici 7.3.3b. Ako na ovaj trougao odnosno vektorski dijagram primenimo
kosinusnu teoremu dobijamo:

ãto posle sreœivaça daje:

(7.3. )

U jednaåini (7.3.2) prebacujemo  na levu stranu i tako transformisani izraz
diæemo na kvadrat:

(7.3. )

Oduzmimo jednaåinu (7.3. ) od jednaåine (7.3. ):

Podelimo gorçu jednaåinu sa  pa dobijamo izraz:

(7.3.4)

Kako je  (  je talasna duæina) iz (7.3.4) dobija se:

(7.3.5)

Veliåina  zove se Komptonova talasna duæina i predstavÿa kombina-
ciju tri univerzalne konstante: Plankove konstante h, mase mirovaça elektrona  i
brzine svetlosti u vakuumu c. Komptonova talasna duæina  iznosi 0,0242 .

Na osnovu jednaåine (7.3.5) sledi da promena talasne duæine rasejanog
zraåeça u odnosu na talasnu duæinu upadnog zraåeça zavisi samo od ugla  ali ne
i od talasne duæine upadnog zraåeça . Za  = 0 nema promene talasne duæine dok
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je za  razlika u talasnoj duæini taåno jednaka Komptonovoj talasnoj duæini
. Najzad, najveña promena talasne duæine dobija se za ugao , kad se foton

odbija nazad s talasnom duæinom  Kako promena talasne
duæine ne zavisi od talasne duæine upadnog zraåeça , sledi da je relativna pro-
mena talasne duæine veoma razliåita za upadno x-zraåeçe razliåitih talasnih duæina.

Tako za x-zraåeçe s talasnom duæinom od 100 , promena talasne duæine iznosi
najviãe 4% od upadne talasne duæine . Kod x-zraåeça sredçe tvrdoñe

) promena talasne duæine je oko 10% od upadne talasne duæine, a za
-zraåeçe, promena talasne duæine je reda veliåine same .

Teorijski izvedena jednaåina (7.3.5) taåno tumaåi rezultate dobijene eksperi-
mentom. Proraåunajmo sada vrednosti kinetiåke energije s kojom odlazi elektron
posle Komptonovog rasejaça. Kinetiåka energija T elektrona biñe jednaka razlici
energija fotona pre i posle interakcije:

(7.3.6)

Iz jednaåine (7.3.4) dobija se:

(7.3.7)

Primer Neka upadno x-zraåeçe ima talasnu duæinu od . Kad je ugao
rasejaça :

ãto znaåi da elektron preuzima relativno mali deo energije (1/11) upadnog fotona.
Izraåunajmo sada T/hv kad je talasna duæina upadnog x-zraåeça 0,0242  pri istom
uglu rasejaça:

U ovom sluåaju elektron dobija veñi deo energije (1/2) fotona.
Odredimo sada pravac emitovanih elektrona. Sa Slike 7.3.3 sledi:
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(7.3.8)

Vratimo se na jednaåinu (7.3.4) koju ñemo napisati u obliku:

(7.3.9)

Zamenimo  iz jednaåine (7.3.9) u (7.3.8):

(7.3.10)

Na Slici 7.3.4 predstavÿena je zavisnost ugla pod kojim odlazi elektron od
ugla pod kojim se rasejava foton, kao grafiåki prikaz jednaåine (7.3.10) za tri raz-
liåite vrednosti talasne duæine .

Na Slici 7.3.5 su u obliku polarnog dijagrama prikazani pravci (i energije) rase-
janog fotona i elektrona u Komptonovom efektu.

Slika 7.3.4 Povezanost uglova  i 
izraåunata na osnovu 7.3.10. Kriva 1 odnosi
se na upadno zraåeçe talasne duæine

 kriva 2 je izraåunata za

, a kriva 3 za .
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Slika 7.3.5 Polarni dijagram prikazuje
pravce (i energije) rasejanog fotona i elektrona
u Komptonovom efektu. Dijagram je nacrtan
za talasnu duæinu upadnog zraåeça

. Pravac strelice oznaåava pra-
vac u kojem se rasejava foton odnosno elekt-
ron, dok je çena duæina srazmerna delu ener-
gije koju sa sobom nosi rasejani foton odnosno
elektron. Odgovarajuñi par vektora oznaåen je
istim brojem. Grafik moæe da se nacrta na os-
novu jednaåine 7.3.7.
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Joã treba da rastumaåimo zaãto je kod teæih atoma intenzitet linije s nepro-
meçenom talasnom duæinom znatno veñi od one s promeçenom talasnom
duæinom. Kod teæih atoma velika je verovatnoña za sudar fotona i unutraãçih,
åvrsto vezanih elektrona. Tada iznete pretpostavke za elastiåno rasejavaçe viãe ne
vaæe i mora da se pretpostavi da u tom sluåaju foton izmeçuje impuls i energiju s
atamom u celini, pa se zbog velike mase atoma energija fotona praktiåno ne meça.

Vilhelm Konrad Rendgen (Wilhelm Konrad Röntgen, 1845–
1923). Studirao je na Maãinskom fakultetu u Cirihu a bavio se
eksperimentalnom fizikom kao asistent Avgusta Kunta (August
Kundt, po çemu Kuntova cev). Po zavrãetku studija postaje
profesor na univerzitetima u Strazburu i Gisenu, gde predaje
fiziku i teorijsku fiziku. Na univerzitetu u Vircburgu, åiji rektor
kasnije postaje, predaje eksperimentalnu fiziku. Na ovom
univerzitetu otkriva rendgensko zraåeçe, a 1901. godine za
ovo otkriñe dobija prvu Nobelovu nagradu za fiziku. Rendgen
1900. godine prelazi na univerzitet u Minhenu, na kome pre-
daje do kraja æivota.

Maks fon Laue (Max von Laue, 1879–1960), rodio se u Pfa-
fendorfu (kod Koblenca, Nemaåka). Bio je Plankov student i
profesor u Cirihu, Frankfurtu, Berlinu i od 1946. godine direk-
tor Instituta za fiziåku hemiju i elektrohemiju u Berlinu. Çe-
gov predlog da se kristali ozraåe x-zracima prihvatili su Valter
Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) 1912.
godine. Za objaãçeçe opaæene interferencione slike Laue je
1914. godine dobio Nobelovu nagradu za fiziku. Time je defini-
tivno utvrœena talasna priroda x-zraka i prostorno periodiåna
struktura kristala.

Ser Viliem Henri Brag (Sir William Henry Bragg, 1862–1942),
rodio se u Vestvardu, Velika Britanija. Studirao je matematiku na
Kembriõu a takoœe i fiziku u åuvenoj Kevendiã laboratoriji. Ka-
snije postaje profesor fizike u Adelaidi (Australija), na Lidsu i na
London koleõu, a hemiju predaje na Kraÿevskom institutu. Bavi
se istraæivaçima u razliåitim oblastima fizike a do velikog ot-
kriña dolazi 1913. i 1914. godine, kada, zajedno sa sinom Loren-
som, postavÿa temeÿe nove grane nauke, analize kristalne struk-
ture pomoñu x-zraåeça. Otac i sin Brag pronalaze da se x-zraåeçe
moæe koristiti za sistematsko izuåavaçe strukture kristala. Za ovo
otkriñe, Henri i Lorens Brag nagraœeni su 1915. godine Nobelo-
vom nagradom za fiziku.
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Ser Viliem Lorens Brag (Sir William Laureance Bragg, 1890–
1971), sin je åuvenog fiziåara H. Braga. Roœen je u Adelaidi. Godine
1919. postaje profesor u Manåesteru, a 1937. postaje direktor nacio-
nalne fiziåke laboratorije. Od 1938. je profesor u Kembriõu, a od
1953. na Kraÿevskom institutu u Londonu. Kao dvadesetpetogo-
diãçak, zajedno sa svojim ocem H. Bragom, otkriva jednostavan i
elegantan metod za odreœivaçe talasne duæine rendgenskog zraåeça
difrakcijom na kristalima a samim tim postavÿa i temeÿe metode za
ispitivaçe strukture kristala pomoñu rendgenskog zraåeça, rend-
genske spektroskopije. Za ovo otkriñe, zajedno s ocem H. Bragom,
dobija 1915. godine Nobelovu nagradu za fiziku.

Henri Mozli (Henry Moseley, 1887–1915) je britanski hemiåar.
Raderfordov je uåenik a briÿantno je primenio x-zraåeçe na ispiti-
vaçe atomske strukture. Odredio je, metodom difrakcije na krista-
lima, frekvencije rendgenskog zraåeça velikog broja hemijskih ele-
menata, od aluminijuma do zlata, i pokazao da su kvadratni koreni
frekvencija linearna funkcija jedne veliåine koju je oznaåio sa Q, “a
koja raste za konstantni iznos od jednog elementa do drugog”. Za-
kÿuåio je da ta koliåina moæe samo da bude naelektrisaçe atomskog
jezgra i da ona odgovara rednom broju mesta koje odreœeni hemijski
element zauzima u periodnom sistemu elemenata. Mozli je sa 28 go-
dina poginuo u bici na Galipoÿu u Prvom svetskom ratu.

Artur Holi Kompton (Artur Holly Compton, 1892–1962), rodio
se u Vusteru (Ohajo, SAD) i doktorirao na Prinstonskom univerzi-
tetu 1916. godine. Godine 1920. postaje profesor Waãington uni-
verziteta u Sent Luisu, a 1923. Univerziteta u Åikagu. Od 1942. do
1945. godine bio je direktor Plutonijumskog istraæivaåkog projekta
na Åikaãkom univerzitetu a od 1945. do 1953. godine bio je i rektor
Vaãington univerziteta u Sent Luisu. Godine 1923, pretpostavÿa-
juñi da foton poseduje odreœeni impuls, uspeo je da objasni pro-
menu talasne duæine rendgenskih zraka pri rasejaçu sa materije.
Takoœe, on je prvi nauånik koji je dokazao totalnu refleksiju x-
-zraka. Isto tako, detaÿno se bavio istraæivaçem kosmiåkih zraka.
Za pronalazak efekta koji nosi çegovo ime Kompton je 1927. go-
dine dobio Nobelovu nagradu za fiziku.
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