
9. ATOM – KVANTNOMEHANIÅKA SLIKA

9.1 ATOM VODONIKA

9.1.1 Transformacija koordinata

Ãredingerova (diferencijalna) jednaåina analitiåki moæe da se reãi samo za
jednoelektronske sisteme kao ãto su atom vodonika, jonizovani atomi i molekuli
(H2

+) koji u svom omotaåu imaju samo jedan elektron. Sam Ãredinger je na primeru
atoma vodonika ispitivao vaÿanost jednaåine opãteg tipa koju je predloæio. O ovom
svom radu Ãredinger kaæe: “U ovom prilogu æeleo bih da prvo na najprostijem pri-
meru, primeru vodonikovog atoma, pokaæem da uobiåajeni kvantni uslovi nastaju iz
drukåijih potreba i zahteva u kojima nema unapred reåi o ’celim brojevima’. Ce-
lobrojnost se javÿa kao prirodna posledica odreœenih zahteva sliåno ’celobrojnosti’
åvornih taåaka æice koja osciluje.”

Prouåavaçe strukture vodonikovog atoma od najveñeg je znaåaja za razvoj fi-
ziåkih teorija atoma i molekula. Prva jednaåina kojom je mogao da se proraåuna ta-
lasni broj spektralne serije, bila je tzv. Balmerova formula primeçena na zraåeçe
vodonikovog atoma. Stara kvantna teorija poåiçe Borovim atomskim modelom, åiji
je najveñi uspeh bio baã primena na vodonikov atom. Reãavaçem Ãredingerove jed-
naåine vodonikovog atoma, odnosno odreœivaçem energije i talasnih funkcija do-
kazano je to da je Ãredingerova jednaåina taåna jednaåina, åime je stvorena osnova i
za odreœivaçe strukture viãelektronskih sistema (atoma, molekula), kvantnome-
haniåkim putem, primenom metoda razvijenih u matematici za pribliæno reãavaçe
diferencijalnih jednaåina.

Sada ñemo razmotriti reãavaçe Ãredingerove jednaåine atoma vodonika.
Atom vodonika sastoji se iz dve åestice, elektrona i protona (jezgra), izmeœu kojih
je rastojaçe r. Koordinate elektrona u pravouglom koordinatnom sistemu oznaåa-
vaju se sa (x, y, z), a koordinate jezgra sa (X, Y, Z). Potencijalna energija U je Kulo-
nova i iznosi:

(9.1.1)U
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Ze2 u brojiocu ukazuje na to da je razmatraçe proãireno na sve jednoelektronske
atome (jone). Izraz u imeniocu jednaåine (9.1.1) jednak je rastojaçu elektrona od
jezgra r. Ãredingerova jednaåina za ovaj sistem glasi:

(9.1.2)

 

U jednaåini (9.1.2) m oznaåava masu elektrona, a M je masa jezgra, dok je E ukupna ener-

gija sistema. Talasna funkcija  je funkcija svih ãest koordinata jezgra i elektrona. Dife-
rencijalne jednaåine ovog tipa reãavaju se metodom razdvajaça promenÿivih [videti
odeÿak (8.6.2)], ãto dovodi do “rastavÿaça” diferencijalne jednaåine, u kojoj funkcije i
çeni izvodi zavise od viãe promenÿivih, na viãe jednodimenzionih problema. Moæe se
pokazati to da metoda razdvajaça promenÿivih primeçena na jednaåinu (9.1.2), zbog ko-
rena u imeniocu, ne uproãñava jednaåinu. Zbog toga moramo prethodno transformisati
koordinate tako ãto ñemo koordinate jezgra (X, Y, Z) i koordinate elektrona (x, y, z) pre-
vesti u relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro (xr, yr, zr,) i koordinate centra
mase (x0, y0, z0,). Pri tome koristimo odranije poznate jednaåine koje daju vezu izmeœu
koordinata centra mase i koordinata jezgra i elektrona (videti poglavÿe 4):

(9.1.3)

kao i jednaåine kojima su definisane relativne koordinate elektrona u odnosu na
jezgro:

Odrediñemo sada potrebne diferencijalne operatore:

;

(9.1.4)
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Prethodna jednaåina dobijena je uzimajuñi u obzir da je:

Takoœe, vaæi:

pa jednaåine analogne izrazu (9.1.4) glase:

(9.1.5)

(9.1.6)

Na isti naåin izraåunato je:

;

(9.1.7)

Odgovarajuñi izrazi za ostale koordinate glase:

(9.1.8)

(9.1.9)

Jednaåine (9.1.7), (9.1.8) i (9.1.9) dobijene su uzimajuñi da je:
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Diferencijalni operatori predstavÿeni jednaåinama od (9.1.4) do (9.1.9) uvrste se u
Ãredingerovu jednaåinu (9.1.2), koja posle ove zamene dobija oblik:

Posle sreœivaça prethodne jednaåine dobija se jednostavniji oblik:

(9.1.10)

gde je  redukovana masa (videti poglavÿe 4.2).
Funkcija  koja se pojavÿuje u jednaåini (9.1.10), funkcija je koordinata

centra mase (x0, y0, z0) i relativnih koordinata elektrona u odnosu na jezgro (xr, yr, zr).
Da bi se jednaåina (9.1.10) uprostila (rastavila na jednostavnije åinioce), primeçuje
se metoda razdvajaça promenÿivih. Funkcija  koja zavisi od ãest promenÿivih,
napiãe se sada kao proizvod dve funkcije od kojih svaka zavisi samo od tri prome-
nÿive:

(9.1.11)

Kada se izraz (9.1.11) zameni u (9.1.10) dobija se:

(9.1.12)

Jednaåinu (9.1.12) ñemo podeliti sa  posle åega se dobija:
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(9.1.13)

Prvi ålan jednaåine (9.1.13) zavisi od koordinata (x0, y0, z0), drugi i treñi ålan zavise
od (xr, yr, zr), a çihov zbir jednak je konstanti. Ovo je moguñe samo ako je svaki sa-
birak stalan. Zbog toga se ukupna energije E predstavÿa kao zbir dve konstante E1 i
E2:

(9.1.14)

Uz ovu smenu jednaåina (9.1.13) rastavÿa se na dve. Prva jednaåina glasi:

. (9.1.15)

Druga jednaåina je:

(9.1.16)

Jednaåinom (9.1.15) opisuje se slobodno (translatorno) kretaçe åestice mase
(M+m). Ova jednaåina moæe da se, metodom razdvajaça promenÿivih, rastavi na
tri jednaåine i to uvoœeçem smene:

(9.1.17)

gde smo zvezdicom oznaåili neke nove funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne
promenÿive (zvezdicom obiåno obeleæavamo funkciju koçugovano kompleksnu
funkciji ). Zamenom (9.1.17) u (9.1.15) uz uslov:

(9.1.18)

dobija se sistem od tri diferencijalne jednaåine, sa po jednom nezavisno promenÿi-
vom:
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Reãeça ovih jednaåina poznata su odranije – to su funkcije De Broÿijevih talasa ob-
lika npr. za :

. (9.1.20).

Reãeça  i  analognog su oblika kao (9.1.20), a ukupno reãeçe jednako je
proizvodu ,  i . Joã jednom istaknimo da je energija E1 iz jednaåine
(9.1.18) doprinos energiji atoma vodonika zbog slobodnog (translatornog) pome-
raça atoma. U skladu s tim, vrednost energije E1 nije kvantovana. Struktura energi-
jskih nivoa vodonika, oåigledno, biñe odreœena Kulonovim potencijalom. Odgovori
na pitaça koja su energijska staça atoma vodonika i kakve su talasne funkcije, do-
bijaju se reãavaçem Ãredingerove jednaåine (9.1.16).

9.1.2 Transformacija pravouglih (Dekartovih) u sferne koordinate

Jednaåinu (9.1.16), koja predstavÿa Ãredingerovu jednaåinu u Dekartovim
koordinatama za vodonikov atom, napisañemo izostavÿaçem indeksa 2 uz funkciju

, u obliku:

pri åemu je u izrazu za Kolunov potenicjal, vrednost kvadratnog korena zameçena
relativnom koordinatnom r – rastojaça elektrona od jezgra:

. (9.1.21)

Radi jednostavnosti pisaça, izostavÿena je oznaka r u indeksu koordinata. Moæe se
pokazati da promenÿive u diferencijalnoj jednaåini (9.1.16) zbog faktora (9.1.21) ne
mogu da se razdvoje. Poãto se Kulonov potencijal odlikuje sfernom simetrijom,
problem se reãava prevoœeçem jednaåine (9.1.16) u sferne koordinate.
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Slika 9.1.1 Veza izmeœu Dekartovog i sfer-
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Veza izmeœu sfernih koordinata r,  i  i Dekartovih koordinata x, y i z, Slika
(9.1.1) je sledeña:

;

; (9.1.22)

 

Sada treba da odredimo operator  u sfernim koordi-
natama. Ovu transformaciju vrãimo na sledeñi naåin – uzmimo npr. :

(9.1.23)

Potrebno je, dakle, da se odrede izvodi sfernih koordinata po Dekartovim koordi-
natama:

;

;

.

Na sliåan naåin izvode se i ostale jednaåine, pa se dobija:
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(9.1.25)

.

Drugi izvodi po Dekartovim koordinatama transformiãu se u druge izvode po sfer-
nim koordinatama na sledeñi naåin:

.

Sliånim izraåunavaçem nalaze se i izrazi za x2 i z2 , pa je:

(9.1.26)

Kako je:
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. (9.1.27)
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Drugi pogodan oblik dobija se ako se uoåi da je:

(9.1.28)

9.1.3 Razdvajanje promenljivih u Ãredingerovoj jednaåini za 
vodonikov atom i za sisteme sliåne vodoniku

Ãredingerova jednaåina u sfernim koordinatama za jednoelektronski sistem
glasi:

(9.1.29)

Metod razdvajaça promenÿivih, koji smo koristili i do sada, upotrebiñemo za reãa-
vaçe jednaåine (9.1.29) u kojoj funkcija zavisi sada od tri promenÿive, r, θ i ϕ.
Reãeçe jednaåine (funkcija ψ) predstaviñemo u obliku proizvoda tri funkcije od
kojih svaka zavisi samo od jedne promenÿive. Nameravamo da ovim postupkom
jednaåinu (9.1.29) rastavimo na tri prostije diferencijalne jednaåine u kojima odgo-
varajuñe funkcije zavise samo od jedne promenÿive. Za poåetak uvode se dve funk-
cije R(r) i S(θ,ϕ):

(9.1.30)

Tada je:

Uvrãtavajuñi (9.1.30), kao i izraåunate izvode, u (9.1.29) i mnoæeñi dobijenu jed-
naåinu sa r2/(RS) dobija se:

(9.1.31)

Leva strana jednaåine (9.1.31) sastoji se iz dva ålana od kojih je jedan funkcija samo
r koordinate, a drugi je funkcija samo koordinata θ i ϕ. Poãto je çihov zbir jednak
nuli, mogu da se izjednaåe sa konstantama iste apsolutne vrednosti, ali suprotnog
znaka. Ovu konstantu obeleæiñemo sa f. Tada se jednaåina (9.1.31) rastavÿa na dve:
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(9.1.32)

(9.1.33)

Zatim se na jednaåinu (9.1.33) ponovo primeni metod razdvajaça promenÿivih.
Funkciju S(θ,ϕ) prikazañemo kao proizvod dve nove funkcije, Θ(θ) i Φ(ϕ) od kojih
svaka zavisi samo od jedne promenÿive:

(9.1.34)

Uzimajuñi u obzir da je:

a zatim uvrãtavaçem izvoda (9.1.34) u (9.1.33), dobija se, posle mnoæeça sa sin2θ:

(9.1.35)

Prvi ålan jednaåine (9.1.35) zavisi samo od ϕ, a drugi i treñi zavise od θ. Izjednaåa-
vaçem prvog ålana jednaåine (9.1.35) sa konstantom -m2, a zbira drugog i treñeg
mora biti +m2, tako da je ukupan zbir sva tri ålana nula dobijaju se dve diferenci-
jalne jednaåine:

(9.1.36)

odnosno:

(9.1.37)

Prema tome, problem reãavaça Ãredingerove jednaåine za atom vodonika svodi se
na reãavaçe tri obiåne diferencijalne jednaåine, jedne radijalne (9.1.32) i dve uga-
one, po ϕ (9.1.36) i po θ (9.1.37).

9.1.4 Reãavanje ugaone Ãredingerove jednaåine (po ϕ)

Reãeçe jednaåine (9.1.36):
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potraæiñemo u obliku:

(N je konstanta normiraça). Tada je:

pa se uvrãtavaçem u (9.1.36) dobija karakteristiåna (kvadratna) jednaåina:

pri åemu je dozvoÿeno da m ima i pozitivne i negativne vrednosti. Dakle, reãeçe
jednaåine (9.1.36) je:

Kako talasna funkcija mora da bude jednoznaåna (ãto u ovom sluåaju znaåi da çena
vrednost za uglove ϕ i ϕ + 2kπ mora da bude ista), mora da bude ispuçen i uslov:

odakle sledi:

ãto je ispuçeno samo kada je m ceo broj. Dakle:

Vrednost konstante normiraça N nalazimo iz uslova:

ili posle integraÿeça:

Prema tome, reãeçe Ãredingerove jednaåine (9.1.36) je kompleksna funkcija:

(9.1.38)
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9.1.5 Reãavanje ugaone Ãredingerove jednaåine (po θ)

Jednaåina (9.1.37):

uvoœeçem smene: x = cos θ svodi se na oblik:

(9.1.39)

jer je:

Reãeçe diferencijalne jednaåine (9.1.39) traæimo u obliku:

(9.1.40)

pri åemu funkciju u(x) treba odrediti. Potraæiñemo dΘ/dx i zajedno sa Θ zameniti u
(9.1.39). Posle sreœivaça i skrañivaça sa (1 – x2)m/2 dobija se jednaåina koju treba
da zadovoÿava funkcija u(x):

(9.1.41)

Diferencijalnu jednaåinu (9.1.41) neñemo direktno reãavati nego ñemo pokazati
kako se polazeñi od odreœene funkcije, çenim diferenciraçem, dobija diferenci-
jalna jednaåina po obliku identiåna naãoj åije reãeçe traæimo. Uvodimo prvo funk-
ciju:

(9.1.42)

pri åemu je l ceo, pozitivan broj. Logaritmovaçem i diferenciraçem po x dobija se
iz (9.1.42):

Ako se ova jednaåina (k + 1) puta diferencira po x i ako se uvede oznaka:

(9.1.43)
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dobija12 se nova (diferencijalna) jednaåina koja glasi:

(9.1.44)

i koja je identiåna sa jednaåinom (9.1.41), kada je:

(9.1.45)

gde c’ moæe da bude neka proizvoÿna konstanta. Iz (9.1.45) sledi:

(9.1.46)

Uzimajuñi u obzir (9.1.45) i (9.1.46) konaåno dobijamo funkciju u(x):

(9.1.47)

Uvrãtavaçem (9.1.47) u (9.1.40) dobija se reãeçe ugaone Ãredingerove jednaåine
po θ:

(9.1.48)

U matematici se funkcije tipa (9.1.48) nazivaju pridruæeni Leæanrovi (Legendre) po-
linomi, pa reãeçe ugaone Ãredingerove jednaåine moæe da se napiãe i u obliku:

(9.1.48a)

pri åemu su sa  oznaåeni pridruæeni Leæanrovi polinomi, dok je N konstanta normi-
raça u koju je ukÿuåena konstanta c’. Pridruæeni Leæanrovi polinomi definiãu se kao:

gde su sa Pl(x) oznaåeni Leæanrovi polinomi:

12 Pri tom se koristi binomni obrazac: d
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Naglasimo da l moæe da ima samo celobrojne vrednosti i da je - kada bi l bilo
maçe od |m|, izraz (9.1.48) bi postao nula. Za dato l postoji (l + 1) reãeça koja od-
govaraju sledeñim vrednostima |m|:

(9.1.49)

Vrednost konstante normiraça moæe se odrediti iz uslova:

i ona iznosi:

pa je Θ(θ) konaåno:

(9.1.48b)

9.1.6 Reãavanje radijalne Ãredingerove jednaåine

Preureœivaçem, mnoæeçem sa R/r2 i uvrãtavaçem f = l(l +1), radijalna jed-
naåina dobija oblik:

(9.1.50)

pri åemu uvodimo oznake:

(9.1.51)

Odrediñemo prvo reãeçe asimptotskog oblika jednaåine (9.1.50) i to u sluåaju kada
r →∞. Tada ålanovi koji sadræe 1/r i 1/r2 postaju jednaki nuli, pa se jednaåina
(9.1.50) svodi na znatno prostiju diferencijalnu jednaåinu:

(9.1.52)

Reãeça diferencijalne jednaåine (9.1.52) lako se nalaze i ona su oblika:

(9.1.53)
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gde su C1 i C2 proizvoÿne  konstante. U eksponentu jednaåine (9.1.53) javÿa se
√- Ar. Znak “-” uz A potreban je da bi kvadratni koren bio realan broj, jer je kons-
tanta A, proporcionalna energiji, pa ima negativnu vrednost. Imajuñi na umu da ta-
lasna funkcija mora da bude konaåna za sve vrednosti r, pa i za r →∞, izab-
rañemo C1 = 0. Stavÿajuñi da je C2 = C, dobija se:

(9.1.53a)

Opãte  reãeçe  jednaåine (9.1.50) dobija se koriãñeçem izraza (9.1.53a) ako se C
shvati kao funkcija r. Uvodimo sada novu promenÿivu:

Uzimajuñi u obzir da je:

jednaåinu (9.1.50) transformiãemo i izraæavamo po novoj promenÿivoj ρ:

(9.1.50a)

Zatim reãeçe predstavÿamo u obliku: 

(9.1.54)

pa se zamenom (9.1.54) i odgovarajuñih izvoda u (9.1.50a), dobija jednaåina koju mora
da zadovÿava funkcija : 

(9.1.55)

Reãeçe ove jednaåine traæimo u obliku reda13

(9.1.56)

Iz (9.1.56) sledi: 

13 U jednaåini (9.1.55) javÿaju se singulariteti  Zato se funkcija C(p) predsta-

vÿa potencijalnim redom koji poåiçe ålanom , pri åemu ñe broj  biti odreœen zahtevom da talasna fun-

kcija bude konaåna kada 
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.

(9.1.57)

Uvrãtavajuñi (9.1.56) i (9.1.57) u (9.1.55) dobija se: 

(9.1.58)

Da bi bila zadovoÿena jednakost (9.1.58), koeficijenti uz sve stepene uz  moraju
da budu jednaki nuli. Iz uslova da je koeficijent uz najniæi stepen od  jednak
je nuli, dobija se: 

odnosno: 

Samo prva od dve moguñnosti (s=l) daje pozitivne vrednosti za s, pa, prema tome,
obezbeœuje konaånost talasne funkcije za r=0. Zato ñemo na svakom mestu u
(9.1.58) s zameniti sa l. Izjednaåavaçem koeficijenata uz stepene  s nulom,
dobija se:

odakle sledi: 

(9.1.59)

Jednaåina (9.1.59) predstavÿa rekurentnu formulu – ona omoguñava da se svi koefi-
cijenti reda (9.1.56) izraze preko jednog – npr.  Prema tome, funkcija  se do
na konstantan faktor moæe predstaviti u obliku: 

(9.1.60)
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Usled zahteva da funkcija  bude konaåna funkcija, polinom  mora da se
prekine posle k-tog ålana. Pokazañemo i zaãto. Na osnovu jednaåine (9.1.59) sledi: 

(9.1.61)

Analizirajmo sada funkciju  koja je beskonaåna kada  Kada funkciju 
razvijemo u Mak Lorenov red i izraåunamo koliånik sukcesivnih ålanova reda dobi-
jamo:

Uporeœivaçem koliånika sukcesivnih ålanova Mak Lorenovog razvoja funkcije  i 

naãeg reda , (9.1.61), zakÿuåujemo da bi beskonaåna suma reda  teæila 

baã funkciji . U tom sluåaju je: 

dakle, funkcija  bi imala beskonaånu vrednost, ãto nije dozvoÿeno. Zbog toga

suma  mora da se prekine posle k-tog ålana. To istovremeno znaåi da koefi-
cijent uz (k+1)-vi ålan reda,  mora da bude jednak nuli. Ako se ovaj uslov unese
u rekurentnu formulu (9.1.59) dobija se sledeña jednakost: 

(9.1.62)

Kada se zbir pozitivnih, celih brojeva (k+l+1) oznaåi sa n, pri åemu n moæe da ima
vrednosti l+1, l+2, itd. (jer je k+l najmaçe nula), dobija se: 

ili ako se zamene ranije uvedene oznake za A i B dobija se: 

(9.1.63)

Jednaåina (9.1.63) ista je kao i Borova jednaåina za energiju vodonikovog atoma
(4.2.13). I prema ovoj jednaåini vrednosti energije su kvantovane (brojem n) . Broj
n javÿa se u postupku matematiåkog reãavaça diferencijalne jednaåine kojom opi-

R ρ( ) R ρ( )

aν 1+

aν

---------- 1
ν
---  .=

ν ∞→
lim

e
ρ ρ ∞.→ e

ρ

e
ρ ρν

ν!
-----

ν 0=

∞

∑ bν

v 0=

∞

∑= ρν ⇒
bν 1+

bν

---------- 1
ν 1+
------------ .=   =

e
ρ

R ρ( ) aνρν l+

∑
e

ρ

R ρ( ) e

ρ
2
---–

e
ρ

e

ρ
2
---

;   ρ ∞   R ρ( ) ∞→⇒→=⋅=

R ρ( )

a
v

ρ
v l+∑

ak 1+

k l 1
B

A–
----------- 0.=–+ +

n
B

A–
-----------=

E En

1

4πε0( )2
------------------2π2µZ

2
e

4

n
2
h

2
---------------------- .–= =



408 9. ATOM – KVANTNOMEHANIÅKA SLIKA

E:\09.fm 7/1/04

sujemo vodonikov atom, odnosno kao posledica zahteva da talasna funkcija bude
konaåna. Prema tome, energija vodonikovog atoma moæe da ima samo diskretne
vrednosti, odreœene jednaåinom (9.1.63). Kako sledi iz jednaåine (9.1.63), energija
zavisi samo od tzv. glavnog kvantnog broja n, a ne od kvantnih brojeva l ili m. 

Svakoj energijskoj vrednosti odgovara niz svojstvenih funkcija  koje odgo-
varaju razliåitim vrednostima brojeva l i m. Kako za odreœeno n, broj l moæe da ima
vrednosti n-1, n-2,..., 0, a za svako l broj moæe da bude -l, -l+1, -l+2,..., +l, dakle,
ukupno (2l+1) vrednosti, degeneracija energijskog nivoa koji ima glavni kvantni
broj n je: 

U skladu sa svim onim ãto je reåeno, radijalna funkcija R(r), jednaåina (9.1.60) je
oblika: 

(9.1.64)

k je posledçi ålan reda, k=n-l-1. N je konstanta normiraça. Polinom:

blisko je povezan sa tzv. pridruæenim Lagerovim (Laguerre) polinomima stepena r-s
i reda s, koji se definiãu kao: 

gde je , Lagerov polinom stepena r: 

Moæe se pokazati da je: 

pa reãeçe radijalne jednaåine moæe da se napiãe u obliku: 

(9.1.65)

gde je konstanta normiraça. 
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Znajuñi definiciju Lagerovih odnosno pridruæenih Lagerovih polinoma, poka-
zañemo kako se odreœuje radijalna talasna funkcija u sluåaju kada je n=1, l=0, m=0. 

Znaåi, treba odrediti :

Radijalna funkcija za n=1 i l=0, ima, dakle, oblik: 

Konstanta normiraça  odreœuje se iz uslova: 

(deo elementa zapremine po r je  dr). Daÿe: 

pa se posle parcijalnog integraÿeça dobija: 

Posle zamene granica i vrañajuñi se na definiciju A, jednaåina (9.1.51) u kojoj se za-
meçuje izraz za energiju vodonikovog atoma, jednaåina (9.1.63), dobija se: 

gde je: 

. (9.1.66)
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Kod vodonikoidnih jona velikog rednog broja Z, kada se moæe smatrati da je redu-
kovana masa  jednaka masi elektrona  odgovara taåno Borovom polupre-
åniku (duæina od 0,529 Å). Kada se u jednaåini: 

zameni vrednost za A odnosno za energiju E prema jednaåini (9.1.63) i uzme u obzir
jednaåina (9.1.66) za Borov polupreånik, dobija se: 

(9.1.67)

pa radijalna talasna funkcija za sluåaj n=1 i l=0 konaåno dobija oblik: 

(9.1.68)

Radijalne funkcije  nose u svom indeksu brojeve n i l, åime je naznaåeno da
oblik Lagerovog polinoma zavisi od izbora n i l. Naglasimo joã jednom, da pri zada-
tom n, broj l moæe da uzima vrednosti odreœenom jednaåinom .

9.1.7 Atomske orbitale 

Talasne funkcije koje se dobijaju reãavaçem Ãredingerove jednaåine za vodo-
nikov atom imaju oblik: 

(9.1.69)

pri åemu je: 

(9.1.70)

(9.1.71)

, itd.

(9.1.72)

(9.1.73)

Izraz za  definisan je jednaåinom (9.1.66), a funkcionalne veze izmeœu  i r, od-
nosno konstante A i energije E, definisane su jednaåinama (9.1.60) i (9.1.51). Funk-
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cije su normirane na jedinicu tako da koeficijenti ispred pojedinih funkcija oznaåa-
vaju faktore normiraça. 

Ispitivaçe zavisnosti talasne funkcije od koordinata daje predstavu o verovat-
noñi nalaæeça elektrona u nekoj taåki prostora. Tako, za odreœeni pravac  i ,
moæemo ispitati raspodelu verovatnoñe duæ radijus vektora povuåenog iz jezgra.
Samu verovatnoñu nalaæeça elektrona odreœuje proizvod kvadrata talasne funkcije

 i elemenata zapremine dV ili u opãtem sluåaju dV 

Talasne funkcije pojedinaånih elektrona atoma i molekula nazivaju se orbi-
tale. U zavisnosti od vrednosti broja l, orbitale mogu da budu s-tipa (l=0), p-tipa
(l=1), d-tipa (l=2), f-tipa (l=3), itd. Ali, pre nego ãto preœemo na analizu orbitala
moramo preciznije utvrditi znaåeçe brojeva n, l i m kojima je odreœen oblik talasne
funkcije .

Kvantni brojevi 

Pri reãavaçu Ãredingerove jednaåine za vodonikov atom, javÿaju se brojevi
n, l i m koji su odgovarajuña zamena za kvantne brojeve uvedene u okviru Bor-So-
merfeldove teorije. Poznato je, meœutim, da su kvantni brojevi u okviru Bor-Somer-
feldove teorije, bili uvedeni ad hoc (unapred), dok se pri reãavaçu Ãredingerove
jednaåine oni javÿaju prirodno, kao posledica zahteva da talasna funkcija zadovo-
ÿava oåigledne fiziåke graniåne uslove. 

Na jeziku kvantne mehanike kvantni brojevi su povezani sa svojstvenim vred-
nostima odgovarajuñih operatora. Tako moæe da se pokaæe da broj l zadovoÿava jed-
naåinu:

a broj m jednaåinu: 

pri åemu su  i  operatori koji se pomoñu pravila kvantne mehanike pridruæuju
momentu impulsa (ugaonom momentu) i projekciji momenta impulsa na neku
izbranu osu z. Navedene jednaåine prouåiñemo podrobnije u odeÿku 9.1.8.

s orbitale

Sve orbitale koje imaju nulti orbitni ugaoni moment (l=0) nazivaju se s orbi-
tale. Kod s orbitala podrazumeva se da je i vrednost broja m takoœe nula. Uzmimo
sada 1s orbitalu. Broj (u ovom sluåaju 1) ispred oznake s pokazuje vrednost glavnog
kvantnog broja n. 1s orbitala odgovara atomu vodonika u çegovom osnovnom
staçu – u staçu najniæe energije (tada je glavni kvantni broj n=1). Ugaoni deo (po

 talasne funkcije 1s (kao i ostalih s funkcija, 2s, 3s, itd.) jednak je samo fakto-
rima normiraça: 

videti jednaåinu (9.1.37), dok je: 
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jer je: 

Treba pomenuti to da je deo elementa zapremine po  jednak  . Prema jed-
naåini (9.1.69) 1s orbitala vodonika je: 

(9.1.74)

pri åemu je za  uzet izraz prema jednaåini (9.1.68). 
Na osnovu poznatih izraza za radijalnu funkciju, odnosno za Lagerove i prid-

ruæene Lagerove polinome mogu da se izraåunaju i druge s orbitale: 

(9.1.75)

(9.1.76)

U Tabeli 9.1.1 navedeni su analitiåki oblici radijalnih funkcija vodonikovog atoma, i
to: 1s, 2s, 3s, 4s, 2p, 3p, 4p, 3d i 4f dok su na Slici 9.1.2 ove funkcije (odnosno çi-
hovi kvadrati) prikazani grafiåki. 

Sve s orbitale sferno su simetriåne – ne pokazuju zavisnost od uglova 
ãto se eksplicitno vidi iz relacija od (9.1.74) do (9.1.76). Orbitala osnovnog staça
(1s) eksponencijalno opada sa rastojaçem od jezgra, Slika 9.1.2. Ovo upuñuje na
zakÿuåak da je najveña gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u jezgru. Orbitala
se prostire, meœutim, priliåno daleko od jezgra pokazujuñi to da postoji stvarna ve-
rovatnoña nalaæeça elektrona i na ovim rastojaçima od jezgra. Talasne funkcije 2s
i 3s sliåno se ponaãaju, s tim ãto kvadrat talasne funkcije 2s ima, pored maksimalne
vrednosti pri r=0, joã jedan maksimum na udaÿenosti od  od jezgra. Kvadrat ta-
lasne funkcije 3s ima dva takva maksimuma pri odreœenim vrednostima r. Ovo uka-
zuje na to da je na takvim mestima verovatnije nañi elektron. 

p orbitale

Kod p orbitala je orbitni14 kvantni broj l=1, ãto znaåi da elektron ima ugaoni

moment intenziteta . Ako se razmotri radijalni deo p orbitale  lako moæe da
se pokaæe da je analitiåki oblik  orbitale: 

14 Zadræavamo naziv “orbitni” kvantni broj, mada na prvi pogled izraz “orbitalni” izgleda primerenije jer
Ãredingerov formalizam ne koristi pojam “orbite”. S druge strane, naziv “orbitalni” kvantni broj kao broj koji
definiãe tip orbitale nije dovoÿno precizan jer moæe da se odnosi i na glavni i na magnetni kvantni broj, koji, ta-
koœe, odreœuju tip orbitale. Stoga koristimo naziv “orbitni” kvantni broj kao broj koji kvantuje ugaoni moment
atoma (elektrona).
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(9.1.77)

Oblik polinoma po  odreœujemo na osnovu jednaåine (9.1.65) i definicije prid-
ruæenog Lagerovog i Lagerovog polinoma. Neka je reå o 2p orbitali – u tom sluåaju
je n=2, l=1. Treba, prema tome, odrediti pridruæeni Lagerov polinom L3 kao i Lage-
rov polinom L3. Oblik polinoma, odnosno koeficijenti uz stepene polinoma mogu da
se odrede i pomoñu rekurentne jednaåine (9.1.59), uz uslov da polinom: 
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mora da se prekine kod k-tog ålana. Tako se za 2p orbitalu nalazi: 

pri åemu se uzima da je v=0, l=1 i n=2. Iz prethodnog izraza sledi da je a1 polinoma
nula, ãto znaåi da polinom ima samo ålan a0. Dakle: 

Na isti naåin odreœuje se polinom po  za  orbitalu: 

Dakle, polinom, u sluåaju  orbitale, ima oblik: 

Radijalna funkcija  orbitale, zajedno sa konstantom normiraça moæe da se na-
piãe kao: 

(9.1.78)
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Slika 9.1.3 Kada je l=0, potenci-
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i sila je privlaåna, kriva a. Ako elek-
tron ima orbitni moment, kriva po-
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Za razliku od s orbitala, kod p orbitala (ali i kod ostalih orbitala kod kojih je )
vrednost talasne funkcije, pa i gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona, u taåki r=0
je nula. Na “klasiåan” naåin ovo bi moglo da se rastumaåi postojaçem sile koja u
blizini jezgra na elektron deluje odbojno. I zaista, ako se pogleda jednaåina (9.1.50),
napisana u neãto izmeçenom obliku: 

Tabela 9.1.1 Normirane radijalne talasne funkcije za Z = 1. d=r/a0 i predsta-
vÿa rastojaçe u atomskim jedinicama. Za vodonikoidne atome, u opãtem sluåaju,
funkciju treba pomnoæiti sa (Z/a)03/2 a promenÿivu d u eksponentu zameniti sa Zr/a0:

R1s(d) = 2e-d

tada izraz u sredçoj zagradi daje veliåinu efektivne potencijalne energije Uef elektro-

na koji ima orbitni ugaoni moment :
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.

Kada je l = 0, potencijalna  energija je åisto Kulonovog  tipa, Slika 9.1.3. Za l ≠ 0,
oblik  krive potencijalne energije u blizini  jezgra je drukåiji od Kulonove – sila je
odbojna zbog doprinosa ålana u kojem se javÿa orbitni moment, Slika 9.1.3.

Radijalna distribuciona funkcija

Do sada je, na osnovu zavisnosti kvadrata talasne funkcije od rastojaça r,
mogla da se odredi verovatnoña nalaæeça elektrona na nekom rastojaçu r od jez-
gra, ali u odreœenom pravcu θ i ϕ. Sada nas, meœutim, interesuje verovatnoña
nalaæeça elektrona na nekom rastojaçu r od jezgra, bez obzira na pravac, odnosno
verovatnoña sa kojom se elektron moæe nañi u bilo kojoj taåki sferne ÿuske debÿine
dr, na rastojaçu r od jezgra. Zapremina sferne ÿuske je:

dok je verovatnoña nalaæeça elektrona u sfernoj ÿusci debÿine dr, na rastojaçu r od
jezgra, proizvod funkcije gustine verovatnoñe i zapremine ÿuske:

.
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Slika 9.1.4 Radijalna distribuciona funkcija [D(r) = 4πr2R2(r)], kao funkcija rastojaça r,
za razliåite orbitale.
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Funkcija D(r) naziva se radijalna distribuciona funkcija. Na Slici 9.1.4 prikazane su
radijalne distribucione funkcije za 1s, 2s, 3s, 2p, 3p, itd. orbitale. Sa dijagrama, iz-
meœu ostalog, sledi da je verovatnoña nalaæeça elektrona u osnovnom staçu vodo-
nika najveña pri vrednosti r=0,529 Å – ãto odgovara polupreåniku prve Borove orbi-
tale. Meœutim, za razliku od Borovog modela, prema kojem se oåekuje da se elektron
kreñe po orbitama odreœenog polupreånika (za odreœeno energijsko staçe elekt-
rona), talasna mehanika predviœa da elektron moæe da se naœe, sa izvesnom verovat-
noñom, na bilo kom rastojaçu r od jezgra. Za razliku od s orbitala i çihovih kvad-
rata, koje pokazuju da je najveña gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u jezgru,
radijalna distribuciona funkcija ima vrednost nula za r = 0.

Prostorna zavisnost orbitala

Do sada smo prouåavali zavisnost talasne funkcije od polupreånika r. Bitno je,
takoœe, prouåiti i usmerenost orbitala u prostoru, dakle zavisnost talasne funkcije,
odnosno kvadrata talasne funkcije, od uglova θ i ϕ. Prostorni izgled orbitala
odreœen je proizvodom funkcija Θl,m (θ) i Φm(ϕ), koji se zove sferni harmonik
Ylm(θ,ϕ):

. (9.1.79)

Sferni harmonici su funkcije uglova θ i ϕ kod svih orbitala sa orbitnim kvantnim bro-
jem l razliåitim od nule. Kod s orbitala kod kojih je l = 0, sferni harmonici svode se
na konstante normiraça funkcija Θl,m (θ) i Φm(ϕ), pa su zato s orbitale sferno simet-
riåne. Pri odreœenom kvantnom broju l postoji (2l+1) orbitala sa razliåitim kvantnim
brojem m kojim se kvantuje vrednost projekcije orbitnog ugaonog momenta na pra-
vac z-ose. Problem je, meœutim, u tome ãto je funkcija Φm(ϕ) za m≠0 kompleksna pa
je proizvod Θl,m(θ) ⋅ Φm(ϕ) neprikladan za vizuelno predstavÿaçe orbitala. Zato se pri
vizuelnom predstavÿaçu sfernih harmonika, umesto funkcija Φm(ϕ) za m ≠ 0, koriste
linearne kombinacije funkcija Φm(ϕ) i Φ-m(ϕ): 

(9.1.80)

(9.1.81)

a ovo smemo da uradimo jer su nove talasne funkcije (koje predstavÿaju linearne
kombinacije poåetnih) takoœe, reãeça Ãredingerove jednaåine za vodonikov atom,
åija energija u odsustvu spoÿaãçeg (magnetnog) poÿa zavisi samo od glavnog kvant-
nog broja n. Ovakve linearne kombinacije originalnih funkcija nisu, meœutim, svo-
jstvene funkcije operatora projekcije orbitnog ugaonog momenta lz jer ne odgovaraju
jednoj vrednosti m. Kada se atom vodonika nalazi u magnetnom poÿu, kombinovaçe
talasnih funkcija s istom apsolutnom vrednoãñu za m, a s razliåitim znakom, nema
smisla jer energija vodonikovog atoma u magnetnom poÿu zavisi od usmereça vek-

tora  u magnetnom poÿu. Faktor normiraça Nϕ iznosi u sluåajevima kada je m ≠ 0,

, ãto lako moæe da se izraåuna pomoñu jednaåine (9.1.80), a kada je m = 0,

, ãto znamo odranije (poglavÿe 9.1.4). Dakle, sferni harmonici imaju oblik:

Yl m, θ ϕ,( ) Θl m, θ( ) Φm ϕ( )⋅=

Φm ϕ( ) Φ m– ϕ( )+ Nϕ mϕcos=

Φm ϕ( ) Φ m– ϕ( )– Nϕ mϕsin=

l

1 π⁄

1 2π( )⁄
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(9.1.82)

. (9.1.83)

U drugom sfernom harmoniku izostavÿena je imaginarna jedinica i jer se ona javÿa
kao multiplikativni faktor, pa kao takva moæe da se izostavi, jer i onako fiziåki smisao
ima samo proizvod ψψ* ili (YY*) u kome se imaginarna jedinica gubi. U sluåaju
kada je m = 0, pri nekom l:

. (9.1.84)

Odrediñemo sada tri sferna harmonika 2p orbitale (l = 1, m = ±1 i 0). Pomoñu for-
mule (9.1.48) nalazimo prvo funkciju Θ1,1, l = 1, |m| = 1: 

pa je: Θ1,1(θ) = const. ⋅ sinθ. Lako se dobija da je Θ1,0(θ) = const. ⋅ cosθ (za l = 1 i m =
0). Pozitivna linearna kombinacija funkcija Φ1(ϕ) i Φ-1(ϕ) je cosϕ, a negativna sinϕ,
pa uzimajuñi u obzir vrednosti konstanti normiraça dobijaju se, konaåno, izrazi za
ova tri sferna harmonika:

(9.1.85)

(9.1.86)

. (9.1.87)

Znajuñi kako ugaoni tako i radijalni deo talasne funkcije za l = 1 i n = 2, jednaåina
(9.1.77), moæemo napisati ukupnu talasnu funkciju, ψ2p ili 2p (broj 2 ispred p oz-
naåava vrednost glavnog kvantnog broja) orbitalu:

(9.1.88)

(9.1.89)

(9.1.90)

2px, 2py i 2pz orbitale definisane su jednakostima (9.1.88), (9.1.89) i (9.1.90). Indeksi
x, y i z uz 2p potiåu od toga ãto su ove funkcije proporcionalne x, y i z koordinatama,
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izraæenim u sfernom koordinatnom sistemu [videti (9.1.22)]. Time je i oznaåena us-
merenost orbitale duæ odreœene ose. I zaista, prema (9.1.88) najveña vrednost 2px or-
bitale je za cosϕ = 1 i pri ϕ = 0 i π (pri prikazivaçu orbitala uzimaju se apsolutne
vrednosti funkcija sinϕ, cosϕ, sinθ, itd.), a to je u xy ravni (tada je θ = π/2) pravac x-
-ose. Takoœe, najveña vrednost 2py orbitale je za ϕ = π/2 i ϕ = 3π/2, a to je pravac y-
ose kada je θ = π/2. Najveña vrednost 2pz orbitale je za cosθ = 1. Dakle, za θ = 0 i π,
ãto je pravac z-ose. 2px talasna funkcija jednaka je nuli za x = 0 ili u yz-ravni, 2py je
nula za y = 0 ili u xz-ravni dok je 2pz nula za z = 0 ili u xy-ravni.

Na Slici 9.1.5 prikazani su polarni dijagrami funkcije ψnl gde je ψnl = Rnl (r) ⋅
|Yl,m (θ,ϕ)|. Polarni dijagrami su predstavÿeni u ravnima ϕ = const., takvim da je
Φ(ϕ) = 1, za odreœeno rastojaçe r, pri åemu je tada radijalni deo jednak nekoj kons-
tanti. To, praktiåno, znaåi da su na slici prikazani polarni dijagrami funkcije Θl,m(θ).
Ovaj polarni dijagram dobija se povlaåeçem radijus vektora, pod odreœenim uglom
θ, pri åemu uglu θ = 0 odgovara poloæaj z-ose, a vrednost ugla θ meça se od 0 do 2π
(iako je u sfernom koordinatnom sistemu ugao θ definisan izmeœu 0 i π, uobiåajeno
je da se funkcija Θl,m(θ) prikazuje u celom podruåju 2π). Duæine radijus vektora
srazmerne su apsolutnoj vrednosti funkcije Y(θ, ϕ), odnosno Θ(θ). Ovakvi dijag-

Slika 9.1.5 Polarni dijagram funkcije ψn,l = R |Yl,m (θ,ϕ)|, kod R=1 i ϕ=const. Konture se dobijaju
povlaåeçem radijus vektora pod odreœenim uglovima θ. Duæine radijus vektora srazmerne su ap-
solutnoj vrednosti funkcije Θ(θ). Pravac vertikalne ose je pravac z-ose, a θ je ugao u odnosu na z-osu.
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rami mogu da se crtaju za razliåito r, s tim ãto se najveñom verovatnoñom nalaæeça
elektrona odlikuju orbitale sa onim r, pri kojem je radijalna talasna funkcija najveña.
Sa ove  slike  oåigledna je usmerenost Θ1,0 (θ) (pz) duæ z-ose, odnosno Θ1,1 (θ) duæ
x-ose (px) ili duæ y-ose (py).

Ugaoni delovi (po ϕ) 2px i 2py orbitala odgovaraju
pozitivnoj i negativnoj linearnoj kombinaciji funkcija
Φ+1(ϕ) i Φ-1(ϕ), pri åemu su u indeksu funkcija Φ(ϕ) naz-
naåene vrednosti magnetnog kvantnog broja (m = 1 ili m =
-1). One ne mogu da se upotrebe za analizu ponaãaça
atoma vodonika u magnetnom poÿu. Kod treñe 2p orbitale,
2pz, odreœene funkcijom Θ(θ) i Φ(ϕ) pri vrednosti
magnetnog  kvantnog broja m = 0, projekcija orbitnog uga-
onog momenta na z-osu je nula, dok je funkcija gustine ve-
rovatnoñe nalaæeça elektrona ∼ f(r)⋅cos2θ, videti jednaåine
(9.1.87) i (9.1.90), i prema tome najveña duæ z-ose (θ = 0 i
θ = π).

Postoji izvesna korespondencija izmeœu poloæaja Bo-
rovih orbita i 2px, 2py i 2pz orbitala. Pri kretaçu elektrona
po kruænoj  orbiti  u xy-ravni, ugaoni moment ima pravac
z-ose. Kod 2px i 2py orbitale najveña je verovatnoña
nalaæeça elektrona baã u ravnima koje su normalne na z-
-osu (u kojoj se nalazi Borova orbita), mada postoje i druge
ravni u kojima je ova verovatnoña razliåita od nule. Sliåno
moæe da se kaæe  i  za  2pz  orbitalu  i Borovu orbitu posta-
vÿenu u xz-ravni kada je projekcija momenta impulsa na z-
osu jednaka nuli. Gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona
kod 2pz orbitale najveña je u pravcu z-ose, dakle u ravni
Borove orbite. Na Slici 9.1.6 prikazani su polarni dijagrami
funkcija Θl,m(θ) za m = ± l.

Kod d orbitale, kod koje je vrednost orbitnog kvant-
nog broja l = 2, pomoñu jednaåine (9.1.71) izraåunavaju se
odgovarajuñe funkcije Θ2,m(θ). Zatim se, pomoñu jednaåina
(9.1.82) i (9.1.83), odreœuju i odgovarajuñi sferni harmo-
nici:

(9.1.91)

(9.1.92)

(9.1.93)

(9.1.94)

Slika 9.1.6 Polarni dija-
grami funkcija Θl,m(θ) za
m = ± l.
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. (9.1.95)

Indeks uz sferni harmonik Y oznaåava da je analitiåki oblik date funkcije srazmeran
odgovarajuñoj kombinaciji koordinata. Prostorni izgled d orbitala, zajedno sa çiho-
vim polarnim dijagramima, prikazan je na Slici 9.1.7.

Na Slici 9.1.8 prikazani su kvadrati modula nekoliko ugaonih funkcija
|Yl,m(θ,ϕ)|2: 

.

Y2 0,
1
4
--- 5

π
--- 3 θ 1–

2
cos( )= Y

z
2( )

Slika 9.1.7 Prostorni prikaz i polarni dijagram d orbitala.
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Ovoga puta funkcije Φm(ϕ) su originalne funkcije koje odgovaraju odreœenom kvan-
tnom broju m. Mnoæeçem takve funkcije sa çoj koçugovano kompleksnom funkci-
jom, sferni harmonici pretvaraju se u realne funkcije koje mogu da se nacrtaju, ali se
s druge  strane  gubi zavisnost od ϕ. Takve orbitale su osno simetriåne (u odnosu na
z-osu) i predstavÿaju, prema Bornovom tumaåeçu, funkciju gustine verovatnoñe.

Slika 9.1.8 Prostorni prikaz ugaone funkcije prvih nekoliko orbitala. 
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9.1.8 Orbitni ugaoni moment

Komponente orbitnog ugaonog momenta duæ koordinatnih osa

Vrednosti dinamiåkih promenÿivih, kao ãto su energija, impulsi, momenti im-
pulsa (ugaoni momenti) i çihove projekcije na koordinatne ose, predstavÿaju se u
kvantnoj mehanici svojstvenim vrednostima odgovarajuñih operatora. Odreœuju se
reãavaçem diferencijalne jednaåine tipa Ãredingerove jednaåine kojom se definiãe

ovaj svojstveni problem. Tako se svojstvene vrednosti operatora  (ili , gde se
velikim slovom L oznaåavaju orbitni ugaoni moment, odnosno çegov operator jed-
nog viãeelektronskog atoma) odreœuju iz jednaåine:

. (9.1.96)

Operator  izraåunava se, najpre, u sfernim koordinatama koriãñeçem jednaåine
(8.4.28) kojom je definisan i jednaåine (9.1.25) kojom su predstavÿeni odgovarajuñi
parcijalni diferencijali u sfernim koordinatama:

(9.1.97)

.

Zameçivaçem izraza za , prema (9.1.97), dolazi se do diferencijalne jednaåine:

. (9.1.98)

Reãeçe ove diferencijalne jednaåine traæi se u obliku funkcije ψ=erϕ. Poãto se dife-
rencijal funkcije ψ (po ϕ) i sama funkcija zamene u (9.1.98), dobija se:

dok je sama funkcija ψ:

.
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Kako funkcija mora da ima iste vrednosti za uglove ϕ i ϕ+2π (videti deo 9.1.4), sledi:

(9.1.99)

Iz jednaåine (9.1.99) moæe da se zakÿuåi da su svojstvene vrednosti operatora  jed-
nake proizvodu broja ml i veliåine ñ [h/(2π)]. To, takoœe, znaåi da su moguñe vred-
nosti dinamiåke promenÿive lz (ili, drugim reåima, projekcije vektora orbitnog mo-
menta na izabrani pravac, a obiåno se uzima pravac z-ose) kvantovane i izraæavaju se
kao proizvod (magnetnog) kvantnog broja ml i veliåine ñ. Indeks l kod broja m poka-
zuje da je reå o orbitnom ugaonom momentu.

Veliåina orbitnog ugaonog momenta

Da bi se odredile moguñe vrednosti orbitnog ugaonog momenta, treba da se
reãi problem i odrede svojstvene vrednosti operatora kvadrata ugaonog momenta

:

. (9.1.100)

Prethodno treba izraåunati ovaj operator. Operator kvadrata ugaonog momenta jed-
nak je:

. (9.1.101)

Zatim se odreœuju operatori  i  [operator  veñ je odreœen, jednaåina (9.1.97)].
Koriãñeçem jednaåine (8.4.28) kojom su definisani ovi operatori i (9.1.25) koja sa-
dræi potrebne izvode u sfernim koordinatama, dobija se:

.

. (9.1.102)
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Istim postupkom moæe da se izraåuna :

. (9.1.103)

Kako je  poznato odranije, sada moæe da se odredi  koristeñi (9.1.101):

.

Posle sreœivaça jednaåine dobija se:

.

. (9.1.104)

Ako se ovaj operator primeni na talasnu funkciju  predstavÿenu u obliku proiz-
voda tri funkcije R(r),  i F  [videti jednaåine (9.1.30), (9.1.34) i (9.1.69)] i
zatim dobijeni izraz predstavi u skladu sa svojstvenim problemom (9.1.100), sledi:

.

(9.1.105)
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Obe strane jednaåine (9.1.105) podele se sa  i preostali deo s desne strane
 prebaci se na levu stranu jednaåine, koja ñe se sada izjednaåiti sa nulom:

. (9.1.106)

Jednaåina (9.1.106) ista je kao ugaona Ãredingerova jednaåina za vodonikov atom
(po ) (9.1.37) za:

. (9.1.107)

Kako je prema jednaåini (9.1.46):

gde je l orbitni kvantni broj, iz (9.1.107) sledi da su svojstvene vrednosti operatora

 ili, drugim reåima, moguñe vrednosti kvadrata orbitnog ugaonog momenta:

(9.1.108)

.

Treba podsetiti na to da je, u okviru vektorskog modela atoma jednaåina (9.1.108)
uvedena i koriãñena. Ovde smo pokazali samo kako ona moæe i da se izvede.

Primeri

Primer 9.1.1 Izraåunati najverovatnije rastojaçe od jezgra elektrona vodonikovog
atoma i He+ jona u 1s orbitali.

REÃENJE:

Najverovatnije rastojaçe definiãe se kao rastojaçe r za koje funkcija gustine
verovatnoñe ima najveñu vrednost. Odreœuje se diferenciraçem radijalne distri-
bucione funkcije D(r) (bitno je samo rastojaçe bez obzira na pravac u prostoru) po
polupreåniku r i izjednaåavaçem ovog izraza sa nulom. Prema (9.1.74):

.

Kod vodonikovog atoma, 1s elektron najverovatnije ñe se nañi na rastojaçu , a to

je rastojaçe koje odgovara prvom Borovom polupreåniku (0.529 ). Kod heliju-
movog jona ovo rastojaçe je dva puta maçe, jer je naelektrisaçe helijumovog jona
dva puta veñe od naelektrisaça vodonikovog atoma.

Primer 9.1.2 Odrediti rastojaça r pri kojima radijalna funkcija gustine verovatnoñe
 vodonikovog atoma ima vrednost nula.
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REÃENJE:

Iz Tabele 9.1.1 nalazi se funkcija  i odreœuju se nule ove funkcije:

Ove taåke nazivaju se åvorne taåke, a to su one taåke u kojima funkcija prolazi kroz
nulu (ima nultu vrednost).

Primer 9.1.3 Izraåunati sredçu vrednost radijusa  orbitale vodonikovog atoma.

REÃENJE:

Kako prema Bornovom tumaåeçu talasne funkcije kvadrat talasne funkcije
(ili kvadrat modula kada je ona kompleksna) predstavÿa gustinu verovatnoñe,
sredça vrednost polupreånika r izraåunava se na osnovu definicije sredçe vred-
nosti iz teorije verovatnoñe (videti dodatak uz poglavÿe 8.4).

.

Posle trostrukog parcijalnog integraÿeça dobija se:

9.2 ATOMI SA VIÃE ELEKTRONA

9.2.1 Ãredingerova jednaåina atoma sa N elektrona

Ãredingerova jednaåina za atom sa N elektrona u laboratorijskom koordina-
tnom sistemu ima oblik:
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(9.2.1)

.

Prvi sabirak na levoj strani jednaåine predstavÿa kinetiåku energiju jezgra mase M,
a drugi ålan (jednostruka suma po elektronima) oznaåava kinetiåku energiju elek-
trona mase m. Treñi sabirak predstavÿa elektrostatiåko (Kulonovo) privlaåeçe elek-
trona i jezgra sa naelektrisaçem Ze, a posledçi sabirak prikazuje meœusobnu inter-
akciju elektrona. Treba uoåiti da indeksi k i l, u dvostrukoj sumi koja opisuje
Kulonovo odbijaçe elektrona, moraju da se razlikuju jedan od drugog (elektron ne
interaguje sa samim sobom) i da je uveden åinilac 1/2 da bi se dobio pravilan broj
parnih interakcija (u dvostrukoj sumi svaka interakcija javÿa se dva puta – za elekt-
rone 1 i 2, npr. jednom kao k = 1 i l = 2, drugi put kao k = 2, l = 1).

Broj promenÿivih u Ãredingerovoj jednaåini (9.2.1) je 3 (N + 1). Kao i kod
vodonikovog atoma, prelaskom na sistem centra mase, problem moæe da se svede
na translatorno kretaçe atoma u celini i na kretaçe N elektrona pri nepokretnom
jezgru.

Uveãñemo sada koordinate centra mase: x0, y0 i z0:

(9.2.2)

i relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro:

(9.2.3)

k = 1, 2,.... sa namerom da koordinate (X, Y, Z, x1, y1, z1,..,xN,yN,zN) u jednaåini (9.2.1)
pretvorimo u koordinate (x0, y0, z0, x1r, y1r, z1r,...,xNr,yNr,zNr). Kako se u jednaåinama
(9.2.1) – (9.2.3), x, y i z koordinate javÿaju uvek odvojeno jedna od druge, postupak
moæe da se pojednostavi razmatraçem samo jednog skupa koordinata (npr. x).
Transformisañemo prvo izraz za kinetiåku energiju atoma (sadræi parcijalne izvode )
pomoñu poznatih jednaåina kojima se parcijalni izvodi po koordinatama Q1,
Q2,...,Qn prevode u parcijalne izvode po drugom skupu koordinata q1, q2,...,qn:
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.

U posebnom sluåaju:

.

Koriãñeçem prethodnih jednaåina dobija se:

(9.2.4)

. (9.2.5)

Koristeñi (9.2.4) i (9.2.5) dobija se:

. (9.2.6)

Na isti naåin dobijaju se odgovarajuñi izrazi i za y i z koordinate. Zameçujuñi stare
koordinate novim i u izrazu za potencijalnu energiju, dobija se izraz za Ãredinge-
rovu jednaåinu (9.2.1) u koordinatama centra mase i u relativnim koordinatama:

(9.2.7)

.

.

U prvom sabirku (i samo u çemu) na levoj strani jednaåine (9.2.7) javÿaju se izvodi
koordinata centra mase x0, y0, z0 a M + Nm je masa celog atoma. Ovaj ålan predsta-
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vÿa, dakle, translaciju atoma u celini i on, kao i kod vodonikovog atoma, predstavÿa-
çem talasne funkcije  u obliku proizvoda dve funkcije  i :

(9.2.8)

moæe da se odvoji od ostalog dela Ãredingerove jednaåine. Ostali ålanovi u jednaåini
(9.2.7) zavise samo od koordinata x1r, y1r, z1r,...xNr,yNr, zNr i opisuju kretaçe elektrona
u sistemu centra mase. Treñi sabirak [na levoj strani jednaåine (9.2.7)] koji ukÿuåuje
meãovite izvode po koordinatama para elektrona i naziva se polarizacioni ålan, ima
koeficijent . On je za nekoliko redova veliåine maçi od koeficijenta u
drugom sabirku, , pa moæe da se zanemari. Redukovanu
masu oznaåiñemo sa  i izostaviti ubuduñe indeks r u oznakama
koordinata, tj. pisañemo xk umesto xkr, imajuñi na umu da je sada reå o relativnim
koordinatama elektrona u odnosu na jezgro, dakle, razliåitim od onih u jednaåini

(9.2.1). Suma parcijalnih izvoda po Dekartovim koordinatama  

 oznaåava se sa  rastojaçe k-tog elektrona od jezgra, ,

sa rk, rastojaçe izmeœu k-tog i l-tog elektrona 
sa rkl. Tada Ãredingerova jednaåina, koja opisuje staçe atoma sa N elektrona, dobija
oblik:

(9.2.9)

odnosno:

. (9.2.9a)

Pri åemu je H, Hamiltonov operator:

.

Treba napomenuti to da je u posledçim dvema jednaåinama funkcija  iz jed-
naåine (9.2.8) obeleæena sa .

Jednaåina (9.2.9) je parcijalna diferencijalna jednaåina sa 3N Dekartovih pro-
menÿivih. Uobiåajeni pokuãaj razdvajaça promenÿivih predstavÿaçem funkcije

 u obliku proizvoda viãe funkcija:

(9.2.10)

ne vodi do uspeha, zbog sprege koordinata razliåitih elektrona preko ålanova

. Ãredingerova jednaåina za sve ato-
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me koji imaju viãe od jednog elektrona predstavÿaju tzv. viãeåestiåni problem koji ne
moæe da se reãi u analitiåkom obliku. Dakle, u svim ovim sluåajevima, koriste se prib-
liæne metode reãavaça. U sledeñem poglavÿu, na primeru atoma helijuma, najjed-
nostavnijeg atoma posle vodonikovog, prikazañemo neke osnovne ideje koje se ko-
riste pri pribliænom reãavaçu odgovarajuñe Ãredingerove jednaåine. Zatim ñemo
skicirati opãti naåin reãavaça stacionarne Ãredingerove jednaåine za viãeelektronske
sisteme, tzv. metoda samousaglaãenog poÿa (Hartri–Fokov metod).

9.2.2 Atom helijuma

Helijumov atom ima dva elektrona, pa Ãredingerova jednaåina kojom se on
opisuje glasi:

.

(9.2.11)

Uvoœeçem oznaka:

(9.2.11a)

(9.2.11) dobija oblik:

(9.2.12)

h1 ukÿuåuje koordinate i izvode po koordinatama samo prvog elektrona, h2 samo
drugog elektrona.

U ålanu spregnute su
koordinate oba elektrona. Kao ãto je veñ reåeno, ovaj ålan onemoguñuje razdvajaçe
promenÿivih dva elektrona, odnosno rastavÿaçe ãestodimenzione Ãredingerove
jednaåine (9.2.11) na dve trodimenzione (po koordinatama x1, y1, z1 odnosno x2, y2,
z2) jednaåine.

Jedan od moguñih naåina za pribliæno reãavaçe Ãredingerove jednaåine za He
atom sastoji se u zanemarivaçu ålana , ãto bi odgovaralo fiziåkoj situ-
aciji u kojoj elektroni ne oseñaju prisustvo jedan drugog (model “nezavisnih elek-
trona”). Predstavÿajuñi tada talasnu funkciju He atoma u obliku:

(9.2.13)

i uvrãtavajuñi je u Ãredingerovu jednaåinu (9.2.12) u kojoj je izostavÿen ålan h12 do-
bija se:

(9.2.14)

odnosno uvrãtavajuñi izraze za h1 i h2 iz (9.2.11a):
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(9.2.15)

.

Deÿeçem leve i desne strane jednaåine (9.2.15) sa dobija se:

(9.2.16)

.

Leva strana jednaåine (9.2.16) predstavÿa zbir dva izraza, od kojih prvi izraz zavisi
od promenÿive , a drugi od . Kako su ove prome-
nÿive meœusobno nezavisne, a zbir oba ålana jednak je stalnoj veliåini E, sledi da
svaki od ova dva ålana mora da bude neka konstanta. Ako te konstante oznaåimo sa
E1 i E2, uz uslov E = E1 + E2, iz jednaåine (9.2.16) dobija se:

(9.2.17a)

. (9.2.17b)

Mnoæeçem jednaåine (9.2.17a) sa , a jednaåine (9.2.17b) sa , dobija
se:

(9.2.18a)

. (9.2.18b)

Jednaåine (9.2,18a) i (9.2.18b) identiåne su Ãredingerovoj jednaåini za vodonikov
atom (9.1.16). Kako smo Ãredingerovu jednaåinu za vodonikov atom veñ reãili,
moæemo odmah dobiti i reãeçe za helijumov atom u okviru aproksimacije nezavis-
nih elektrona. Osnovno staçe (staçe najniæe energije) He atoma opisano je ta-
lasnom funkcijom (9.2.13). Kada se uzme da odgovaraju 1s orbitalama vo-
donikovog atoma za Z = 2 (He+ jona), dobija se za :

(9.2.19)
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a odgovarajuña energija je:

. (9.2.20)

Dobijeni rezultat  nije u saglasnosti sa  eksperimentalnom vrednoãñu koja iznosi
-78,6 eV. Ovakvo neslagaçe moglo je i da se oåekuje s obzirom na to da zanemari-
vaçe meœusobnog delovaça elektrona nije bilo motivisano fiziåkim razlozima, veñ
jedino teæçom da se pojednostavi reãavaçe Ãredingerove jednaåine. Pokazañemo,
meœutim, da neki rezultati ovog grubog proraåuna ipak mogu da se iskoriste kao po-
lazna osnova pri primeni finijih postupaka. S tim ciÿem izloæiñemo varijacionu me-
todu.

Varijaciona metoda

Primenom tzv. varijacione metode moæe da se izvrãi uopãtavaçe Ãredinge-
rove jednaåine, koje ukazuje na put za traæeçe pribliænih reãeça. Pomnoæimo obe
strane jednaåine (9.2.9a) sa  i dobijeni izraz integralimo po celom
prostoru:

. (9.2.21)

Iz (9.2.21) sledi:

. (9.2.22)

Ako je, ãto je uobiåajeno, talasna funkcija  normirana, imenilac izraza na desnoj
strani jednaåine (9.2.22) jednak je jedinici. Izraz (9.2.22) je, dakle, ekvivalentan
Ãredingerovoj jednaåini. Pretpostaviñemo sada da se na desnoj strani jednaåine
(9.2.22), umesto taåne talasne funkcije sistema koji se posmatra, javÿa neka prib-
liæna talasna funkcija F. U tom sluåaju veliåina s leve strane jednaåine (9.2.22)
predstavÿa oåekivanu vrednost energije :

. (9.2.23)

Razlika izmeœu izraza (9.2.22) i (9.2.23) moæe matematiåki (na jeziku funkcionalne
analize) da se iskaæe na sledeñi naåin: taåno reãeçe Ãredingerove jednaåine, talasna
funkcija , definisana je, u opãtem sluåaju, u prostoru beskonaånih dimenzija F
(Hilbertov prostor), a pribliæna talasna funkcija F u nekom potprostoru  konaånih
dimenzija. Na osnovu varijacione teoreme, zadovoÿavaçe uslova , pri
åemu  oznaåava varijaciju, ekvivalentno je reãavaçu Ãredingerove jednaåine u
tom potprostoru . Drugim reåima, nalaæeçem varijacije izraza za oåekivanu
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vrednost energije , uz izjednaåavaçe ove varijacije s nulom, dobijaju se us-
lovi koje zadovoÿava najboÿa pribliæna funkcija F iz potprostora .

U praksi se obiåno postupa na jedan od sledeña dva naåina:
a) pretpostavi se da funkcija F zavisi od izvesnog broja parametara a, b,... pa

se iz uslova odreœuju najboÿe vrednosti para-
metara a, b, itd.,

b) funkcija F predstavi se u obliku linearne kombinacije konaånog broja izab-

ranih funkcija (to su tzv. bazisne funkcije) , pri åemu se

najboÿe vrednosti koeficijenata razvoja c1, c2,...cn dobijaju reãavaçem sistema line-
arnih jednaåina koje slede iz uslova  Ako bi broj
bazisnih funkcija bio beskonaåan, optimalna funkcija F bila bi identiåna taånom
reãeçu Ãredingerove jednaåine, . Poãto u praksi mora da se radi s bazisima
konaånih (i ãto je moguñe maçih) dimenzija, vaæno je da se odabere pogodni bazis,
tako da linearna kombinacija relativno malog broja takvih funkcija bude dobra
aproksimacija taånoj talasnoj funkciji.

Moæe da se pokaæe da je energija osnovnog staça bilo kog atoma izraåunata
pomoñu varijacione metode uvek gorça granica taåne energije. Ovo daje mo-
guñnost za oceçivaçe relativne taånosti razliåitih proraåuna. Od dva proraåuna (s
razliåitim funkcijama F) taåniji je onaj koji daje niæu energiju. Meœutim, veliåina
apsolutne greãke ne moæe da se proceni. Moæe, takoœe, da se pokaæe da je oåekivana
vrednost energije bliæa taånoj vrednosti E nego pribliæna talasna funkcija F
taånom reãeçu Ãredingerove jednaåine, .

9.2.3 Primena varijacione metode na He atom

Potraæiñemo sada pribliæno reãeçe Ãredingerove jednaåine za He atom pri-
menom varijacione metode. Na samom poåetku izraåunañemo izraz za oåekivanu
vrednost energije (9.2.23), pri åemu ñemo koristiti egzaktan (nerelativistiåki) Ha-
miltonov operator [jednaåina (9.2.11)], a kao pribliænu talasnu fun-
kciju F uzeñemo funkciju  (9.2.19), koja odgovara modelu nezavisnih elektrona.
Kako je pribliæna funkcija unapred zadata (ne zavisi ni od kakvih parametara pod-
loænih meçaçu) ovde nije reå o uobiåajenom sluåaju kod varijacionog raåuna. Na-
mera nam je da pokaæemo da pomoñu izraza (9.2.23), s priliåno proizvoÿnom ta-
lasnom funkcijom, mogu da se dobiju dosta dobre vrednosti energije (pogledati
posledçu reåenicu prethodnog poglavÿa).

Postupak izvoœeça izraza za pokazañemo u kratkim crtama. Kao i u
sluåaju vodonikovog atoma, pogodno je da sa Dekartovih preœe na sferne koordi-
nate:

.

Element zapremine za integraÿeçe u izrazu (9.2.23) postaje;

.
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Kao pribliæna talasna funkcija uzima se talasna funkcija (9.2.19) koja je i normirana,
a zatim se izraåunava integral:

.

(9.2.24)

pri åemu su Laplasovi operatori sada izraæeni u sfernim koordinatama [iz-
razi sliåni jednaåini (9.1.28) za H-atom], a r12 treba da se izrazi preko promenÿivih

. Kao rezultat takvog izraåunavaça dobija se:

. (9.2.25)

Prvi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.25) potiåe od izraza za kinetiåku energiju,

u Hamiltonovom operatoru. Drugi ålan odgovara interakciji elektrona i jezgra:

.

Ova dva ålana predstavÿaju Hamiltonov operator atoma helijuma u modelu nezavis-
nih elektrona i zbir çihovih doprinosa oåekivanoj vrednosti energije je stvarno:

,

kao i u jednaåini (9.2.20). Treñi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.25) predstavÿa
doprinos energiji zbog uzajamnog odbijaça elektrona. Uvrãtavaçem vrednosti za e,
a0 i Z (=2) u izrazu (9.2.25) dobija se kao oåekivana vrednost energije -74,82 eV.
Ovaj rezultat znatno je bliæi eksperimentalnoj vrednosti od -78,6 eV i jasno poka-
zuje to da je neophodno da se uraåuna meœusobno odbijaçe elektrona.

Sada ñemo uraditi jedan pravi varijacioni raåun s pribliænom talasnom funkci-
jom za koju je pretpostavÿen oblik:

. (9.2.26)

Izraz (9.2.26) razlikuje se od reãeça koje odgovara modelu nezavisnih elektrona po
tome ãto je broj Z (=2) (naelektrisaçe jezgra atoma helijuma) zameçen paramet-
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rom  åija se vrednost odreœuje u skladu s varijacionim principom. Uoåimo da ova
popravka talasne funkcije ima i fiziåko opravdaçe. Prema modelu nezavisnih åes-
tica svaki elektron “oseña” delovaçe celokupnog naelektrisaça jezgra, dakle Ze.
Meœutim, zbog prisustva drugog elektrona, naelektrisaçe jezgra delimiåno je “zak-
loçeno” i treba oåekivati da svaki elektron “oseña” efektivni potencijal , pri åemu
bi  trebalo da bude izmeœu 1 (dejstvo jezgra maksimalno zakloçeno) i 2 (interak-
cija sa jezgrom neometana drugim elektronom).

Potpuno istim postupkom kao i u prethodnom raåunu, za oåekivanu vrednost
energije dobija se funkcijom (9.2.26):

. (9.2.27)

Saglasno s varijacionim principom, najboÿa vrednost parametra  nalazi se iz us-
lova:

(9.2.28)

na osnovu åega sledi:

. (9.2.29)

Najboÿa vrednost , jeste, kao ãto smo i oåekivali, broj koji ima vrednost iz-
meœu 1 i 2. Odgovarajuña energija dobija se uvrãtavaçem izraza za  (9.2.29) u
(9.2.27):

(9.2.30)

åime se pribliæava eksperimentalnoj vrednosti (-78,6 eV) toliko da je relativna
greãka reda veliåine 1%. Ovde treba naglasiti da su obe oåekivane vrednosti ener-
gije [s pribliænom funkcijom (9.2.19) i (9.2.26)], dobijene koriãñeçem egzaktnog
Hamiltonovog operatora, iznad eksperimentalne (taåne) vrednosti, pri åemu boÿa
(fleksibilnija) pribliæna talasna funkcija (9.2.26) vodi do reãeça koje je u boÿoj sa-
glasnosti sa eksperimentom.

Slagaçe rezultata za oåekivanu vrednost energije koji su dobijeni u ovim jed-
nostavnim raåunima, sa odgovarajuñom eksperimentalnom vrednoãñu, u stvari, i
nije tako dobro kako bi se, na osnovu srazmerno male relativne greãke ( %),
moglo zakÿuåiti. Pri tome, treba imati u vidu da se u (spektroskopskim) eksperi-
mentima ne mere neposredno apsolutne energije, veñ da se mere razlike izmeœu
energija razliåitih staça, a ove su same obiåno reda veliåine 1% od ukupne energije.
To znaåi da je za taåno opisivaçe viãeelektronskih atomskih sistema potrebno pri-
meniti finije postupke od ovih upravo prikazanih. O çima ñe biti reåi u jednom od
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sledeñih poglavÿa. Sada ñemo se posvetiti razmatraçu uticaja spina elektrona na
reãeça Ãredingerove jednaåine. Pokazañemo, takoœe, da je pri reãavaçu Ãredinge-
rove jednaåine za atome s viãe elektrona, neophodno uzeti u obzir da su elektroni
identiåne åestice.

9.2.4 Uticaj spina na energiju i talasne funkcije atoma (He)

U prethodnom poglavÿu uspeli smo da dosta taåno izraåunamo energiju os-
novnog staça atoma helijuma. Da bi se, meœutim, objasnili neki drugi eksperimen-
talni rezultati koji ukazuju na:

– postojaçe singuletnih i tripletnih elektronskih staça, pri åemu, u opãtem
sluåaju, jednom singuletnom odgovara tripletno staçe niæe energije,

– osnovno staçe He atoma je singuletno, bez odgovarajuñeg energijski bli-
skog tripleta,

– zabranu spektralnih prelaza izmeœu singuleta i tripleta,
morañemo pri reãavaçu Ãredingerove jednaåine ukÿuåiti spin. Kao ãto je u pogla-
vÿima 5, 6 i 9.1 reåeno, kvantni broj spina pojedinaånog elektrona je 1/2, a projek-
cija spina na bilo koju izabranu osu (po dogovoru to je z-osa) moæe da ima vrednost
1/2 ñ ili – 1/2 ñ. Svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj vrednosti projekcije
na z-osu sz =+1/2 oznaåava se sa α, a svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj
vrednosti projekcije sz =–1/2 sa β. Kao ãto je ranije pomenuto, zbog spinorbitnog
meœudejstva (interakcije) nastaje dodatna energija:

(9.2.31)

pri åemu je  funkcija poloæaja elektrona. Egzaktni Hamiltonov operator atoma
trebalo bi da ukÿuåuje ålan prikazan jednaåinom (9.2.31). Ovo bi znaåilo ukÿuåi-
vaçe i N spinskih (u sluåaju N elektrona), pored 3 N prostornih koordinata, zbog
åega bi se pokazalo kao nemoguñe rastavÿaçe Ãredingerove jednaåine na jednu
jednaåinu koja zavisi samo od prostornih koordinata i drugu koja zavisi od spinskih
promenÿivih. S druge strane, ukÿuåivaçe popravke (9.2.31) u Hamiltonov operator,
dovelo bi do neznatne promene u energiji sistema, pa se zbog navedenih razloga,
ålan (9.2.31) ne unosi u Hamiltonov operator.

Spin elektrona se ipak uzima u obzir i to kroz oblik talasne funkcije. Pretpo-
stavÿa se da ukupna talasna funkcija zavisi kako od prostornih tako i od spinskih
koordinata i predstavÿa se u obliku proizvoda dve funkcije. Jedna od tih funkcija
zavisi samo od spinskih, a druga samo od prostornih koordinata:

(9.2.32)

(  predstavÿa skup svih prostornih, a  skup svih spinskih koordinata). Ciÿ je da se
na ovaj naåin reãavaçe ukupne Ãredingerove jednaåine svede na reãavaçe çenog
prostornog dela (9.2.9).

Razmotriñemo sada kakav konkretni oblik funkcija (9.2.32) dvoelektronskog
sistema, kao ãto je He atom, treba da ima. Sa (1, 2) oznaåiñemo talasnu funkciju
koja odgovara staçu kada se jedan elektron nalazi na jednom mestu, koordinata 1, a
drugi elektron na nekom drugom mestu, koordinata 2. Staçe nastalo zamenom
mesta dva elektrona opisuje se talasnom funkcijom . Poãto u fiziåkim me-

∆E f r( )l s⋅=

f r( )

Ψ r s,( )  ψ r( ) Θ s( )⋅=

r s

Ψ

Ψ 2 1,( )
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reçima elektroni ne mogu da se razlikuju (oni su “identiåne åestice”)15, staça opi-
sana funkcijama  i  odgovaraju istoj fiziåkoj situaciji. Daÿe, fiziåki
smisao ima kvadrat talasne funkcije (predstavÿa gustinu verovatnoñe nalaæeça si-
stema u odreœenom staçu), tako da je:

(9.2.33)

na osnovu åega slede dve moguñnosti:

. (9.2.34)

Indeksi 1 i 2 odnose se na sve, kako prostorne tako i spinske koordinate elektrona
oznaåenih indeksima 1 i 2. Jednaåine (9.2.33) i (9.2.34) su matematiåke formulacije
principa (zakona prirode): ako neka fiziåki merÿiva veliåina zavisi od koordinata
identiånih åestica, tada rezultat mereça mora da bude nezavisan od permutacije tih
koordinata. Sve åestice u prirodi mogu da se podele na fermione koji imaju antisi-
metriånu talasnu funkciju u odnosu na permutaciju koordinata:

i bozone, kojima odgovara simetriåna talasna funkcija:

.

Fermioni imaju polubrojni spin, a bozoni celobrojni. Elektroni, protoni, neutroni
kao i sve sloæene åestice (npr. atomi) koji sadræe neparan broj fermiona su fermioni.

Posledica antisimetrije talasne funkcije kod fermiona je Paulijev princip is-
kÿuåeça, po kojem dva elektrona u atomu ne mogu da imaju ista sva åetiri kvantna
broja.

Talasnu funkciju [videti (9.2.32)] atoma s dva elektrona, predstaviñemo u ob-
liku:

. (9.2.35)

Oåekivana vrednost energije s nerelativistiåkim Hamiltonovim operatorom je tada:

. (9.2.36)

U jednaåinama (9.2.36) koriãñena je skrañena oznaka za integraÿeçe po prostornim
promenÿivim:

15 Problem identiånih åestica postoji, u principu, i u makrosvetu, ali tu ima mnogo maçu ulogu nego na
atomskom nivou. Razlog je u tome ãto se makrotela odlikuju velikim brojem osobina, pa je teãko da se naœu dva
identiåna makroobjekta, osim u idealizovanim modelima. Suprotno ovome, mikroåestice imaju ograniåeni broj
osobina (masa, naelektrisaçe, spin) i problemi povezani sa nemoguñnoãñu çihovog razlikovaça sasvim su
realni.

Ψ 1 2,( ) Ψ 2 1,( )

Ψ2 1 2,( ) Ψ2 2 1,( )=

Ψ 1 2,( )  Ψ 2 1,( )±=

Ψ 1 2,( ) Ψ– 2 1,( )=

Ψ 1 2,( ) Ψ+ 2 1,( )=

Ψ r1 s1 r2 s2,;,( )  Ψ r1 r2,( ) Θ s1 s2,( )⋅=

E〈 〉  Ψ∗ r1 s1 r2 s2,;,( )HΨ r1 s1 r2 s2,;,( ) r1d s1d r2d s2   =d∫∫∫∫=

ψ∗ r1 r2,( )Hψ r1 r2,( ) r1 r2 Θ∗ s1 s2,( )Θ s1 s2,( ) s1d s2  =d∫∫dd∫∫=

ψ∗ r1 r2,( )Hψ r1 r2,( ) r1 r2 dd∫∫=
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i:

.

Jednakost posledçeg i pretposledçeg izraza u (9.2.36) posledica je normiranosti
spinskog dela talasne funkcije:

. (9.2.37)

Dakle, spinski deo talasne funkcije nije ukÿuåen neposredno u proraåun oåekivane
vrednosti energije. Spinski deo, meœutim, posredno utiåe jer odreœuje simetriju
prostornog dela talasne funkcije .

U dosadaãçim razmatraçima talasna funkcija helijumovog atoma predstav-
ÿana je u obliku proizvoda:

. (9.2.38)

U jednaåinu (9.2.38) uvodimo skrañenu oznaku, . Indeks 1 u  oz-

naåava funkciju (npr. 1s, 2p itd.), a broj 1 u zagradi  koordinatu elektrona 1.
Ako se na desnoj strani jednaåine (9.2.38) permutuju elektronske koordinate (od-
nosno elektroni), dobija se funkcija:

(9.2.39)

koja opisuje potpuno istu fiziåku situaciju kao jednaåina (9.2.38). Meœutim, ni funk-
cije (9.2.38) i (9.2.39) ne zadovoÿavaju, u opãtem sluåaju, uslov (9.2.33) odnosno
uslov (9.2.34), jer pri permutaciji elektrona 1 i 2 ne ostaju nepromeçene do na
znak. Kaæe se da funkcije (9.2.38) i (9.2.39) nisu pravilno simetrizovane. Pomoñu
funkcija (9.2.38) i (9.2.39) mogu da se formiraju çihove linearne kombinacije:

(9.2.40a)

(9.2.40b)

od kojih prva, oåigledno, ne meça znak pri permutaciji elektrona 1 i 2, dok druga
pri tome meça znak. Ovakve talasne funkcije su simetrizovane. Faktor  uve-
den je da bi funkcije  bile normirane (pretpostavÿa se da su funkcije 
veñ bile normirane).

Iako su elektroni fermioni, pa çihova talasna funkcija mora da bude antisi-
metriåna u odnosu na permutacije, obe talasne funkcije (9.2.40a) i (9.2.40b), kako
simetriåna tako i antisimetriåna, su od interesa jer one predstavÿaju samo jedan deo
(prostorni) ukupne talasne funkcije. Simetrija talasne funkcije osigurava se kom-

 r1 r1
2 θ1sin r1d θ1d ϕ1d∫∫∫=d∫

 r2 r2
2 θ2sin r2d θ2d ϕ2d∫∫∫=d∫

Θ∗ s1 s2,( )Θ s1 s2,( )  s1d s2 1=d∫∫

ψ r1 r2,( )

ψ r1 r2,( )  φ1 r1( ) φ2 r2( ) φ1 1( ) φ2 2( )⋅≡⋅=

φ1 r1( ) φ1 1( )≡ φ1

1( ) r1≡

φ1 2( ) φ2 1( )⋅ φ2 1( ) φ1 2( )⋅=

ψs 
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2 1( ) φ1 2( )⋅+⋅[ ]=

ψa 
1

2
------- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2– 1( ) φ1 2( )⋅⋅[ ]=

1 2⁄
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binovaçem antisimetriåne prostorne talasne funkcije sa simetriånom spinskom i
obrnuto.

Sada ñemo razmotriti oblik spinske talasne funkcije . Ukupnu spin-
sku funkciju za sistem od dva elektrona, predstaviñemo u obliku proizvoda jed-
noelektronskih spinskih funkcija. Postoje ukupno åetiri moguñnosti:

Druga i treña talasna funkcija predstavÿaju isto fiziåko staçe, a svaka za sebe nije ni
simetriåna ni antisimetriåna u odnosu na permutacije elektrona. Zato se od çih
obrazuje simetriåna i antisimetriåna kombinacija. Prema tome, åetiri spinske funk-
cije su:

(9.2.42)

.

Funkcije  simetriåne su u odnosu na permutaciju elektrona, dok je funk-

cija  antisimetriåna. Faktor  uveden je u  da bi bile normirane.

Kombinovaçem spinskih (9.2.42) sa prostornim (9.2.40) funkcijama dobijaju
se åetiri antisimetriåne ukupne talasne funkcije atoma helijuma (koristi se pravilo:

sa s je oznaåena simetriåna, a sa a antisimetriåna funkcija):

(9.2.43a)

. (9.2.43b)

(9.2.43c)

(9.2.43d)

spin (1) spin (2) ukupna spinska funkcija
1/2 1/2 α(1)α(2)
1/2 –1/2 α(1)β(2) (9.2.41)

–1/2 1/2 β(1)α(2)
–1/2 –1/2 β(1)β(2).

Θ s1 s2,( )

Θ1 α 1( )α 2( )=

Θ2  β 1( )β 2( )=

Θ3  
1

2
------- α 1( )β 2( ) β 1( )α 2( )+[ ]=

Θ4  
1

2
------- α 1( )β 2( )  β– 1( )α 2( )[ ]=

Θ1 Θ2 Θ3, ,
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Kako energija sistema (u okviru aproksimacija koje su usvojene) ne zavisi od
spinskog dela talasne funkcije [videti jednaåinu (9.2.36)], staça opisana funkcijama
Ψ1, Ψ2, Ψ3 odgovarañe istoj energiji (trostruka degeneracija, tripletno staçe). Staçe
opisano sa Ψ4, ostaje nedegenerisano (singulet).

Pre nego ãto poånemo s proraåunom energija koje odgovaraju singuletnom i
tripletnom staçu He atoma, osvrnuñemo se na proraåun energije osnovnog staça
He atoma u odeÿku 9.2.3. Pri izvoœeçu izraza za oåekivanu vrednost energije, tamo
se nije eksplicitno vodilo raåuna o tome da li je talasna funkcija simetrizovana.
Meœutim, kako smo odreœivali samo najniæe staçe He atoma, za funkcije φ1 i φ2

uzeta je 1s orbitala vodonikovog atoma. Ako je, kao u tom sluåaju, φ2 = φ1 = φ, anti-
simetriåna talasna funkcija postaje jednaka nuli, a simteriåna prostorna funkcija
(9.2.40a) je ∼ φ(1) φ(2), tj. upravo onakva kakva je koriãñena u raåunu. U odeÿku
9.2.3, dakle, odreœena je energija singuletnog staça opisanog funkcijom Ψ4
(9.2.43d).

Oåekivana vrednost energije (9.2.36) sada se izraåunava sa funkcijama
(9.2.43), odnosno (9.2.40) za opãti sluåaj kada je φ1 ≠ φ2 :

(9.2.44)

pri åemu se znak “+” odnosi na singuletno, a znak “-” na tripletno staçe. Radi preg-
lednosti, potraæiñemo posebno oåekivane vrednosti za h1, h2 i h12. Pri tome, koris-
timo åiçenicu da operator h1 sadræi samo koordinate i izvode po koordinatama
elektrona 1, ãto omoguñuje da se dvostruki integral [u stvari ãestostruki, videti pri-
medbu posle jednaåine (9.2.36)] rastavi na dva jednostruka (u stvari trostruka) in-
tegrala. Daÿe, operator h2 deluje samo na koordinate elektrona 2. Operator h12

ukÿuåuje koordinate oba elektrona i u tom sluåaju razdvajaçe dvostrukog integrala
nije moguñe:

=

(9.2.45)

Pretpostavÿamo da su funkcije φ1 i φ2 normirane:

tako da se izraz (9.2.45) svodi na:

E〈 〉
1
2
--- φ1 1( ) φ2 2( ) φ2± 1( ) φ1 2( )⋅⋅[ ]

∗
h1 h2 h12+ +( )∫∫=
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2
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∗
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2
--- φ1

∗
1( )h1φ1 1( ) r1 φ2

∗

∫ 2( )φ2 2( )d r2 ±d∫[=
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∗

1( )h1φ1 1( ) r1 φ1
∗

2( )φ2 2( ) r2 ±d∫d∫±
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∗

1( )h1φ2 1( ) r1 φ2
∗
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∗

1( )h1φ2 1( ) r1 φ1
∗
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∗

1( )φ2 1( ) r1d∫ 0=
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(9.2.46)

Ne ulazeñi u to kolika je vrednost < h1 >, utvrœujemo samo da je ona jednaka i za
singuletno i za tripletno staçe [ålanovi s razliåitim znakom iz izraza (9.2.45) su
iãåezli]. Na potpuno isti naåin je:

(9.2.47)

Za h12 dobija se:

(9.2.48)

U izrazu (9.2.48) javÿaju se dve vrste integrala:

(9.2.49)

Jednaåina (9.2.49) predstavÿa tzv. Kulonov integral. Kako je kvadrat talasne funk-
cije gustina verovatnoñe nalaæeça elektrona u odreœenoj taåki prostora, izraz
|φ1(1)|2e predstavÿa gustinu naelektrisaça elektrona 1, a |φ2(2)|2e gustinu naelektri-
saça elektrona 2. Prema tome, relacija (9.2.49), opisuje Kulonovu interakciju “ob-
laka” naelektrisaça koji predstavÿaju elektrone 1 i 2. Uoåava se to da je brojna
vrednost drugog Kulonovog integrala koji se javÿa u izrazu (9.2.48):

(9.2.50)

jednaka vrednosti integrala (9.2.49). Izraz:

(9.2.51)

naziva se integral izmene. On nema klasiånu analogiju (levo od operatora h12, pod
integralom, elektron 1 nalazi se u staçu φ2, a desno od operatora nalazi se u staçu
φ1) i posledica je simetrizovaça talasne funkcije.
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Sabirajuñi izraze za < h1 > (9.2.46), < h2 > (9.2.47) i < h12 > (9.2.48), dobija se
za oåekivanu vrednost energije He atoma:

(9.2.52)

pri åemu se znak “+” u posledçem ålanu odnosi na simetriånu linearnu kombinaciju
prostornih funkcija, odnosno na singuletno staçe, a znak “-” na antisimetriånu pro-
stornu kombinaciju, odnosno na tripletno staçe. Vrednost K uvek je pozitivna, tako
da na osnovu jednaåine (9.2.52) sledi da tripletno staçe leæi za 2K ispod singuletnog
staça obrazovanog od istih jednoelektronskih prostornih funkcija φ1 i φ2. Izraz
(9.2.52) pokazuje kako spin elektrona posredno utiåe na energiju staça atoma i
onda kada Hamiltonov operator ne sadræi spinske koordinate.

Na kraju ovog poglavÿa pokazañemo da talasne funkcije [(9.2.43a) –
(9.2.43d)] mogu da se predstave i u obliku jedne determinante ili linearne kombina-
cije nekoliko determinanti:

; (9.2.53a)

; (9.2.53b)

; (9.2.53c)

(9.2.53d)

Svaka od determinanti u izrazima (9.2.53) predstavÿa odreœenu elektronsku konfi-
guraciju, tj. raspored elektrona po raspoloæivim prostorno – spinskim staçima.
Analiza izraza (9.2.43a) i (9.2.53a) za, npr. Ψ1, pokazuje da ova talasna funkcija
predstavÿa staçe atoma helijuma u kojem se jedan elektron nalazi u prostornoj or-
bitali φ1 sa spinom1/2, a drugi u prostornoj φ2 sa spinom, takoœe, 1/2. Uvedimo sada
pojam spin orbitale. Spinorbitala je proizvod jednoelektronske prostorne talasne
funkcije (orbitala) i jednoelektronske spinske funkcije, α ili β. Ako se, na primer,
elektron 1 nalazi u prostornoj orbitali φ1 sa spinom 1/2, çegovo staçe predstavÿeno
je spinorbitalom koja se oznaåava sa S1:

(9.2.54)

Po Paulijevom principu, u jednoj spinorbitali moæe da se nalazi samo jedan elekt-
ron.

Analiza talasne funkcije Ψ1, pokazuje to da kada bi elektroni 1 i 2 mogli da se
razlikuju jedan od drugog, tada bismo mogli konstatovati i da se elektron 1, na pri-
mer, nalazi u spinorbitali S1 = φ1 α, a elektron 2 u spinorbitali S2 = φ2 α. Ukupna ta-
lasna funkcija koja bi odgovarala toj situaciji bila bi:

E〈 〉 h1〈 〉 h2〈 〉 J K±+ +=

Ψ1
1

2
------- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )α 2( )
=

Ψ2
1

2
------- φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )β 2( )
=

Ψ3
1
2
--- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )β 2( )

1
2
--- φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )
+=

Ψ4
1
2
--- φ1 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ2 2( )β 2( )

1
2
---–

φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( )

φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )
.=

S1 1( ) φ1 1( )α 1( ) .=
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(9.2.55)

ãto predstavÿa proizvod dijagonalnih elemenata (tzv. Hartijev proizvod) determi-
nante (9.2.53a). Postojalo bi, meœutim, i staçe u kojem se elektron 1 nalazi u spin-
orbitali 2, a elektron 2 u spinorbitali 1:

(9.2.56)

Ovo staçe predstavÿa proizvod “nedijagonalnih” (od levog doçeg ka
desnom gorçem uglu) elemenata determinante (9.2.53a). Kako su, meœutim, elekt-
roni 1 i 2 identiåne åestice, talasne funkcije Ψ i Ψ′ opisuju isto fiziåko staçe, a ta-
lasna funkcija koja zadovoÿava zahtev da meça znak pri permutaciji elektrona 1 i 2
je upravo çihova antisimetriåna linearna kombinacija (9.2.43a), koja se dobija raz-
vijaçem determinante (9.2.53a).

9.2.5 Atomi sa viãe elektrona

Ãredingerova jednaåina za atom sa N elektrona ima oblik (9.2.9):

(9.2.57)

pri åemu su sa 1,2,...N u talasnoj funkciji oznaåeni skupovi prostornih i spinskih
koordinata elektrona 1,2,...N. Hamiltonov operator koji se javÿa u jednaåini (9.2.57)
moæe da se predstavi u obliku:

(9.2.58)

pri åemu je:

(9.2.59)

hk opisuje kretaçe k-tog elektrona u poÿu jezgra, nezavisno od prisustva ostalih
elektrona. Ovaj operator sadræi samo koordinate tog k-tog elektrona i naziva se jed-
noelektronski operator. Prvi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.58), koji predsta-
vÿa sumu ovakvih ålanova, naziva se jednoelektronski deo Hamiltonovog opera-
tora. Drugi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.58) ukÿuåuje parne interakcije
elektrona jednog sa drugim i naziva se dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.
Kao ãto je veñ viãe puta reåeno, Ãredingerova jednaåina (9.2.57) moæe da se reãi
analitiåki samo za atome sliåne vodoniku, pa u svim drugim sluåajevima moramo
potraæiti pogodan naåin za çeno pribliæno reãavaçe. U ovom delu izloæiñemo os-
novne ideje najåeãñe primeçivanog postupka za pribliæno reãavaçe jednaåine
(9.2.57), metode samousaglaãenog poÿa, odnosno Hartri-Fokove metode.

Ψ S1 1( ) S2 2( )⋅ φ1 1( )α 1( ) φ2 2( )α 2( )⋅= =

Ψ′ S2 1( ) S1 2( )⋅ φ2 1( )α 1( ) φ1 2( )α 2( ) .⋅= =

ñ
2

2µ
------ ∆k

Ze
2

4πε0

----------- 1
rk

---- 1
2
--- e

2

4πε0

----------- 1
rkl

-----

l k≠

N

∑
k 1=
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∑+

k 1=
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1
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∑
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Hartri-Fokova metoda zasniva se na varijacionom principu. Reãavaçe Ãredin-
gerove jednaåine (9.2.57) zameçuje se nalaæeçem uslova pri kojima varijacija iz-
raza:

(9.2.60)

postaje jednaka nuli. Pri tome je H Hamiltonova funkcija (9.2.58), F je pribliæna ta-
lasna funkcija, a dτi je åetvorodimenzioni zapreminski element:

Na osnovu iskustva s atomom helijuma moæe da se zakÿuåi da sa talasnom
funkcijom tipa:

(9.2.61)

pri åemu S1, S2, SN predstavÿaju jednoelektronske talasne funkcije, mogu da se do-
biju dosta dobre svojstvene vrednosti Ãredingerove jednaåine atoma. Funkcija
(9.2.61) odgovara, po svom obliku, talasnoj funkciji atoma sa N elektrona koji se
meœusobno razlikuju i kreñu se nazavisno jedan od drugog. Kako su elektroni,
meœutim, identiåne åestice, potrebno je funkciju (9.2.61) “antisimetrizovati”. Time
se postiæe da ovako formirana funkcija pri permutaciji bilo koja dva elektrona samo
promeni znak. Zbog toga se uopãtava postupak predstavÿaça talasne funkcije u ob-
liku determinanti. Funkciju (9.2.61) zameçujemo tzv. Slejterovom determinantom:

(9.2.62)

Kada se determinanta (9.2.62) razvije dobija se N! sabiraka, od kojih se svaki sastoji
od proizvoda N spinorbitala. Svaki od ovih proizvoda predstavÿa odreœenu raspo-
delu N numerisanih elektrona po N raspoloæivih spinorbitala. Jedan od tih sabiraka
je i proizvod dijagonalnih elemenata determinante (9.2.62). Ovaj proizvod naziva se
Hartrijev i predstavÿa funkciju (9.2.61). Faktor 1/N! uveden je da bi funkcija F bila
normirana (pretpostavÿeno je da su spinorbitale veñ normirane).

Uoåimo i kako se piãu Slejterove determinante. U prvu vrstu upisujemo sve
raspoloæive spinorbitale S1, S2,......SN pored svake od çih stavÿajuñi u zagradu oz-
naku (1). To znaåi da elektron 1 moæe da se naœe u bilo kojoj od spinorbitala. U
drugu vrstu ponovo ispisujemo sve spinorbitale, ali sada sa oznakom (2), itd. Iz de-
terminantnog oblika funkcije F (9.2.62), odmah se vidi da ona ispuçava Paulijev
princip: ako bi dve spinorbitale bile iste, npr. S1 = S2, tada bi odgovarajuñe kolone u
determinanti (9.2.62) bile iste i cela determinanta bila bi jednaka nuli.

E〈 〉  
… Φ

∗
1 2 … N, , ,( )HΦ 1 2 … N, , ,( ) τ1 …, ,d τNd∫∫

… Φ
∗

1 2 … N, , ,( )Φ 1 2 … N, , ,( ) τ1 …, ,d τNd∫∫
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------=

dτi dx idyidzidsi.=

Φ S1 1( )S2 2( )…SN N( )=

Φ
1

N!
----------

S1 1( ) S2 1( ) …… SN 1( )

S1 2( ) S2 2( ) …… SN 2( )

  ⋅ ⋅ …… ⋅

  ⋅ ⋅ …… ⋅

S1 N( ) S2 N( ) …… SN N( )

.=
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Koriãñeçem funkcije oblika (9.2.62) uzima se u obzir da elektroni ne mogu
meœusobno da se razlikuju, ali je ostao problem uzajamne nezavisnosti (nekorelisa-
nosti) çihovih kretaça.16 Varijacioni princip pokazañe, meœutim, put nalaæeça naj-
boÿih, od svih moguñih, jednoelektronskih talasnih funkcija S1, S2, ...SN.

Oblik Hartri-Fokovih jednaåina znatno je jednostavniji za atome sa “zatvore-
nim ÿuskama”, tj. za atome sa parnim brojem elektrona smeãtenih u N/2 prostornih
orbitala, jednom sa spinom 1/2 drugi put sa spinom -1/2. Za takve atomske sisteme
Slejterova determinanta (9.2.62) dobija oblik:

(9.2.63)

Izraåunavaçem oåekivane vrednosti energije (9.2.60), posle izvesnih transfor-
macija, dobija se tada:

(9.2.64)

Pri tome je:

(9.2.65)

gde je h jednoelektronski operator (9.2.59). Jij i Kij su Kulonov integral i integral iz-
mene, sliåni integralima (9.2.50) i (9.2.51):

(9.2.66)

(9.2.67)

Variraçem oblika prostornih orbitala φ1, φ2,...., φN/2 nalazi se da se minimum izraza
(9.2.64) dobija kada prostorne orbitale zadovoÿavaju tzv. Hartri-Fokove jednaåine:

(9.2.68)

i = 1,2,...N/2, a F je Fokov operator:

16 Talasna funkcija tipa (9.2.62) odgovarala bi taånom reãeçu Ãredingerove jednaåine (9.2.57) u kojoj bi
se izostavio dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.

Φ
1

N!
----------=

φ1 1( )α 1( ) φ1 1( )β 1( ) φ2 1( )α 1( ) φ2 1( )β 1( )…φN 2⁄ 1( )α 1( ) φN 2⁄ 1( )β 1( )

φ1 2( )α 2( ) φ1 2( )β 2( ) φ2 2( )α 2( )  φ2 2( )β 2( )…φN 2⁄ 2( )α 2( ) φN 2⁄ 2( )β 2( )

…          …            …             …        …          

…          …            …             …        …          
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(9.2.69)

pri åemu su Jj i Kj definisani jednaåinama:

(9.2.70)

(9.2.71)

i nazivaju se Kulonov operator i operator izmene, redom.
Hartri-Fokove jednaåine predstavÿaju sistem jednaåina za koje bi na osnovu

oblika (9.2.68) moglo da se zakÿuåi da predstavÿaju svojstvene jednaåine Fokovog
operatora. (Rezultat dejstva operatora F na funkciju φi je ista ta funkcija φi

pomnoæena brojem εi. Meœutim, na osnovu jednaåina (9.2.69), (9.2.70) i (9.2.71)
sledi da i sam Fokov operator zavisi od funkcija φ1, φ2,..., φN/2 koji se dobijaju reãa-
vaçem Hartri-Fokovih jednaåina. Stoga se Hartri-Fokove jednaåine (9.2.68), mo-
raju reãavati iterativno. To znaåi da se prvo izabere neki poåetni skup funkcija φ1

0,
φ2

0,..., φN/2
0, pa se pomoñu çih, a na osnovu jednaåina (9.2.69) – (9.2.71) konstruiãe

odgovarajuñi Fokov operator F0. Zatim se taj operator uvrsti u jednaåine (9.2.68) i
çihovim reãavaçem odredi se novi skup funkcija φ1

1, φ2
1, φN/2.1 Pomoñu ovih funk-

cija konstruiãe se novi Fokov operator F1 i uvrsti u Hartri-Fokove jednaåine (9.2.68),
pa se reãavaçem dobija poboÿãani skup funkcija φ1

2, φ2
2, φN/2.2 Postupak se ponavÿa

do samousaglaãavaça, tj. dok se funkcije φ1, φ2,..., φN/2 (ili vrednosti parametra εi) u
dve uzastopne iteracije viãe bitno ne razlikuju.

Po svojoj matematiåkoj strukturi Hartri-Fokove jednaåine su integrodiferenci-
jalne jednaåine, veoma teãke za reãavaçe. Reãavaju se numeriåki ili se funkcije φ1,
φ2,..., φN/2 predstavÿaju u obliku lineranih kombinacija pojedinih elementarnih funk-
cija ãto vodi do sistema algebarskih jednaåina (Rothanova metoda).

Ukupna energija atoma sa zatvorenim ÿuskama u Hartri-Fokovoj metodi data
je sledeñom jednaåinom:

(9.2.72)

Fokov operator sastoji se iz dva dela: jednoelektronskog operatora hk koji opi-

suje kretaçe k-tog elektrona u poÿu jezgra i ålana  koji predstavÿa in-

terakciju tog elektrona s usredçenim poÿem ostalih elektrona. U osnovi Hartri-Fo-
kove metode leæi, dakle, zamena taånih parnih interakcija izmeœu elektrona
interakcijama pojedinaånog elektrona s usredçenim poÿem ostalih elektrona. Po-
sledica ove aproksimacije jeste da je taånost Hartri-Fokove metode ograniåena
(greãka izraåunate energije je oko 1%). Zbog toga se Hartri-Fokov raåun obiåno

F hk 2Jj Kj–( )

j 1=

N 2⁄

∑+=

J j k( )φi k( ) φj

∗
l( )

1
4πε0

----------- e
2

rkl

-----φj l( ) rl φi× k( )d∫∫=

K j k( )φi k( ) φi

∗
l( )

1
4πε0

----------- e
2

rkl

-----φi l( ) rl φj× k( )d∫∫=

E〈 〉 hi〈 〉 εi+( ).

i 1=

N 2⁄

∑=

2J
j

K
j

–( )
i 1=

N 2⁄

∑



448 9. ATOM – KVANTNOMEHANIÅKA SLIKA

E:\09.fm 7/1/04

upotpuçava primenom metoda koje uzimaju u obzir popravku kretaça elektrona.
Takva je npr. metoda interakcije konfiguracija.

9.2.6 Periodni sistem elemenata

Kao ãto je poznato, Mendeÿejev [Dimitrij Ivanoviñ Mendeleev (1834–1907)]
je 1869. godine postavio periodni sistem elemenata, posle sveobuhvatne i detaÿne
analize fiziåkih i hemijskih svojstava tada poznatih elemenata. Uporeœujuñi osobine
elemenata, uoåio je periodiånu zavisnost fiziåkih i hemijskih svojstava elemenata od
atomske mase. Tako je, konaåno, elemente poreœao po rastuñim atomskim masama
u obliku horizontalnih nizova – perioda, koje je prekidao, a zatim zapoåiçao
reœaçe elemenata u novoj periodi ali tako da se, u vertikalnim nizovima – grupama,
naœu jedan ispod drugog elementi koji pokazuju sliåna hemijska svojstva. Kao ãto je
pomenuto, uoåena je periodiånost pojavÿivaça elemenata sa sliånim hemijskim
osobinama. Danas se ova periodiånost objaãçava periodiånoãñu javÿaça sliånih
elektronskih konfiguracija u odgovarajuñim atomima.

Primenom principa izgradçe periodnog sistema utvrdiñemo sada broj elek-
trona koje u orbitalama vodonikovog tipa sadræi atom odreœenog elementa u svom
osnovnom staçu. Tako se dobija elektronska konfiguracija atoma svakog elementa
u staçu najniæe energije. Princip izgradçe periodnog sistema zasnovan je na sle-
deñim pretpostavkama:

a–elektronska staça su kvantovana,
b–elektronska staça popuçavaju se u skladu s Paulijevim principom,
c–osnovno staçe svakog atoma jeste staçe s najniæom energijom.
Uz ove zahteve, potreban je i poredak orbitala po energijama i on je sledeñi:

Tabela 9.2.1 Redosled orbitala po energijama

Brojevi 1, 2, 3 itd. ispred oznake orbitale oznaåavaju vrednost glavnog kvan-
tog broja. U prikazanom nizu najniæu vrednost energije (odnosno najveñu po ap-
solutnoj vrednosti) ima 1s orbitala. Niæa vrednost glavnog kvantnog broja ne znaåi
obavezno i niæu vrednost odreœene orbitale u odnosu na neku drugu orbitalu s veñim
glavnim kvantnim brojem. Tako orbitala 4s ima niæu vrednost energije od 3d. Dakle,
orbitale se popuçavaju redosledom naznaåenim u Tabeli 9.2.1, pa se tako dobija
elektronska konfiguracija atoma u çegovom osnovnom staçu ili u staçu najniæe
energije. U Tabeli 9.2.2 naznaåen je najveñi broj elektrona u datoj orbitali. Ovaj broj
elektrona odreœen je Paulijevim principom iskÿuåeça.

Tabela 9.2.2 Najveñi broj elektrona po orbitalama

Dakle, nivo s moæe da primi najviãe dva elektrona, nivo p 6 elektrona (jer postoje tri
p orbitale i to px, py i pz), nivo d 10 elektrona, itd.

Poåeñemo sa vodonikom, koji ima jedan elektron. Kada se atom vodonika
nalazi u osnovnom staçu, ovaj elektron je u 1s orbitali, pa se elektronska konfigura-
cija atoma vodonika u osnovnom staçu oznaåava na sledeñi naåin:

1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 5f

s p d f

2 6 10 14
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gde je broj elektrona u orbitali oznaåen kao gorçi indeks. Atom helijuma u os-
novnom staçu ima 2 s elektrona, pa je çegova elektronska konfiguracija:

Daÿe, u periodnom sistemu dolaze litijum koji ima 3 elektrona, berilijum sa 4 i bor
sa 5 elektrona. U osnovnom staçu çihove elektronske konfiguracije su sledeñe:

Li : (1s)2 (2s)1 ; Be : (1s)2 (2s)2 ; B : (1s)2 (2s)2 (2p)1.

Sledeñi u periodnom sistemu je ugÿenik s elektronskom konfiguracijom:

C : (1s)2 (2s)2 (2px)1 (2py)1.

Kako se na osnovu elektronske konfiguracije moæe da vidi, favorizovano je staçe sa
po jednim (nesparenim) elektronom, u npr. 2px i 2py orbitali, u odnosu na moguñnost
da se oba elektrona naœu u istoj orbitali. Vaæno je pri tome razumeti da su sve tri p
orbitale, px, py i pz (koje odgovaraju istom glavnom kvantnom broju) potpuno ravno-
pravne (ekvivalentne). Tako je za osnovno staçe ugÿenikovog atoma verovatnoña
nalaæeça dva nesparena elektrona u px i py potpuno jednaka verovatnoñi da oni budu
u paru px i pz ili u pz i py. Ispisivanje elektronske konfiguracije ugÿenika sa po jednim
elektronom u px i py orbitali treba shvatiti kao konvenciju (stvar dogovora). Tako se
dolazi do pretpostavke u okviru principa izgradçe periodnog sistema:

– elektroni najpre popuçavaju sve raspoloæive orbitale odreœenog nivoa, pa se
tek posle toga ove orbitale dopuçavaju do broja 2 (a najviãe toliko elektrona mogu
da prime). Ovakav naåin popuçavaça povoÿniji je iz elektrostatiåkih razloga;

– elektroni se slabije odbijaju kada pripadaju razliåitim p orbitalama nego
kada su u istoj. Elektronska konfiguracija sledeñeg elementa u periodnom sistemu,
azota, je:

N : (1s)2 (2s)2 (2px)1 (2py)1 (2pz)1.

U vezi s prethodnim izlagaçem je tzv. Hundovo pravilo koje kaæe:
– atom u osnovnom staçu ima takvu elektronsku konfiguraciju koja moæe da

sadræi najveñi broj nesparenih elektrona. Spinovi ovakvih nesparenih elektrona
meœusobno su paralelni, ãto je energetski povoÿnije. Dakle, p elektroni kod npr.
ugÿenika i azota imaju paralelne spinove. Dva elektrona u istoj orbitali, bilo px ili py,
itd. moraju po Paulijevom principu, da imaju antiparalelne spinove, npr. kod atoma
kiseonika:

O : (1s)2 (2s)2 (2px)2 (2py)1 (2pz)1.

Ako se istovremeno posmatra struktura periodnog sistema i popuçenost nivoa i
podnivoa elektronima, vidi se da je K (n = 1) nivo potpuno popuçen elektronima
zakÿuåno s helijumovim atomom, kojim se zavrãava i prva perioda. Popuçavaçem
L nivoa (n = 2) poåiçe druga perioda koja se zavrãava internim elementom
neonom, kod kojeg je i L nivo potpuno popuçen elektronima, ãto odgovara sledeñoj
elektronskoj konfiguraciji:

Ne : (1s)2 (2s)2 (2p)6.

 H    1s( )

 He 1s( )2.
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Neon ima 10 elektrona (kada je atom neona neutralan), ãto znaåi da je çegov redni
broj Z = 10.

Za sve sledeñe elemente kod kojih je Z > 10, elektronske konfiguracije dobi-
jaju se kada se na konfiguraciju neona elektroni dodaju redom u 3s, 3p, 4s… orbi-
tale. Tako, natrijum (Na) sa 11 elektrona ima konfiguraciju:

Na (Z = 11) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)1 ≡  [Ne] (3s)1

sliåno atomu litijuma, åija konfiguracija moæe da se napiãe na sledeñi naåin:

Li (Z = 3) : [He] (2s)1.

Sliånost u osobinama alkalnih atoma potiåe od toga ãto svi alkalni atomi imaju po
jedan nespareni s elektron, dok je ostatak elektronske konfiguracije isti kao konfigu-
racija odgovarajuñeg inertnog gasa. Sliåno moæe da se kaæe i za zemnoalkalne
atome, åije su osobine odreœene konfiguracijom 2 spoÿaãça elektrona – (s)2. Inertni
(plemeniti) gas argon sa 18 elektrona, posledçi je element u treñoj periodi i çegovi
3s i 3p podnivoi potpuno su popuçeni elektronima.

Åetvrta perioda poåiçe kalijumom, åiji je devetnaesti elektron u 4s, dok osta-
tak konfiguracije odgovara elektronskoj konfiguraciji argona. Oåigledno je da ener-
gijski povoÿnije (dubÿe) leæi podnivo 4s nego 3d åije popuçavaçe poåiçe sa skan-
dijumom (Sc), a zavrãava se sa cinkom (Zn) i to tek poãto se potpuno popuni nivo 4s
– konfiguracija elementa kalcijuma:

Ca (Z = 20) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (4s)2 ≡  [Ar] (4s)2.

Zakÿuåno sa cinkom zavrãava se popuçavaçe 3d podnivoa:

Zn (Z = 30) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 ≡  [Ar] (3d)10(4s)2.

Kod galijuma (Ga) poåiçe popuçavaçe 4p podnivoa, koji je potpuno popuçen
elektronima zakÿuåno sa elementom kriptonom (Kr):

Kr (Z = 36) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6.

Tako se u åetvrtoj periodi nalazi 18 elemenata.
Peta perioda poåiçe rubidijumom (Rb) åiji se 37. elektron nalazi u 5s nivou.

Zatim sledi stroncijum (Sr) koji ima 2 elektrona u 5s nivou. 4d nivo poåiçe (kao i u
sluåaju 3d nivoa) da se popuçava posle 5s nivoa. Elementi koji sadræe razliåit broj
elektrona (1–10) u d nivou nazivaju se “prelazni”. Sloæenost ponaãaça ovih eleme-
nata posledica je çihove elektronske konfiguracije. Poåevãi od itrijuma (Y) preko
Zr (cirkonijuma), niobijuma (Nb), molibdena (Mo), itd. do paladijuma (Pd) po-
puçava se 4d podnivo. Ovi “prelazni” elementi imaju razliåit broj d elektrona (od 1
do 10), dok u 5s nivou imaju 1 ili 2 elektrona. Izuzetak je paladijum koji ima pot-
puno popuçen 4d nivo i u 5s nivou nema elektrona:

Pd (Z = 46) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6 (4d)10.

Posle paladijuma dolazi srebro sa 47 elektrona, a çegov 47. elektron je u 5s nivou.
Sledi kadmijum (Cd) sa 2 elektrona u 5s nivou, posle åega se popuçava 5p nivo,
poåevãi od indijuma (In) koji sadræi 1 elektron u 5p nivou, do ksenona (Xe) koji ima
potpuno popuçen 5p nivo:

Xe (Z = 54) : (1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)6 (4d)10 (5s)2 (5p)6.



9.2 ATOMI SA VIÃE ELEKTRONA 451

E:\09.fm 7/1/04

Ksenonom se zavrãava peta perioda sa 18 elemenata.

Ãesta perioda poåiçe cezijumom. Posle cezijuma (Cs) i barijuma (Ba) koji
sadræe po 1 odnosno 2 elektrona u 6s nivou i lantana (La) koji ima i jedan elektron u
5d nivou:

La (Z = 57) : [Xe] (5d)1 (6s)2

poåiçe popuçavaçe nepopuçenog 4f nivoa. Tako nastaje grupa f elemenata, koji
se nazivaju lantanoidi. Sam lantan nije lantanoid jer ne sadræi elektrone u f nivou. f
nivo moæe da primi 14 elektrona, a broj elektrona u f nivou kod razliåitih lantanoida
kreñe se od 2 do 14. U hemijskom pogledu lantanoidi su meœusobno veoma sliåni i
veoma teãko mogu da se razdvoje nekim hemijskim postupcima. Ovakva sliånost
potiåe od istovetne elektronske konfiguracije spoÿnih podnivoa, 5s, 5p i 6s. Najlakãi
lantanoid je element cer (Ce) sa elektronskom konfiguracijom:

Ce (Z = 58) : [Xe] (4f)2 (6s)2.

Poãto se popuni 4f nivo, poåiçe popuçavaçe 5d nivoa (koji moæe da primi ukupno
10 elektrona), a zatim 6p nivoa. Zakÿuåno s radonom zavrãava se ãesta perioda koja
sadræi 32 elementa. Radon ima sledeñu elektronsku konfiguraciju:

Rn (Z = 86) : [Xe] (4f)14 (5d)10 (6s)2 (6p)6.

Sedma perioda poåiçe radioaktivnim elementom francijumom, koji ima je-
dan elektron u 7s nivou i, prema tome, strukturu alkalnih atoma. Zatim sledi radijum
sa 2 elektrona u 7s nivou, pa aktinijum sa 89 elektrona, koji dobija jedan elektron u
6d nivou i ima konfiguraciju sliånu lantanu. Posle torijuma, sa 2 elektrona u 6d ni-
vou, dolazi grupa f elemenata ili aktinoida kod kojih poåiçe popuçavaçe 5f nivoa.
Sliåno lantanoidima i aktinoidi su meœusobno srodni i teãko mogu da se odvoje je-
dan od drugog.

Istaknimo joã jednom da su hemijska i fiziåkohemijska svojstva elemenata
odreœena çihovom elektronskom konfiguracijom. Tako se, elementi prve grupe pe-
riodnog sistema odlikuju jednim elektronom u spoÿaãçem s podnivou. Metalna
svojstva ovih elemenata potiåu od relativno lakog otpuãtaça ovog elektrona koji je
slabo vezan za jezgro. Tako, alkalni atomi imaju meœusobno bliske i, u odnosu na
druge elemente, niæe vrednosti energija jonizacije, videti Sliku 4.3.5. S druge strane,
elementi osme grupe imaju potpuno popuçene nivoe i zato teãko stupaju u hemijske
reakcije, inertni su. Oni imaju i najveñe energije jonizacije. U levom delu periodnog
sistema preovlaœuju elementi s metalnim svojstvima. Oni relativno lako otpuãtaju
elektrone i imaju mali afinitet za primaçe elektrona, za razliku od nemetala kod ko-
jih je situacija obrnuta.

Oznake za pojedini hemijski element prikazanog periodnog sistema eleme-
nata, pored simbola elementa, sadræe çegov redni broj (oznaka gore) i relativnu
atomsku masu Ar(E) koja se definiãe kao:

Ar E( ) x E
A( )

ma E
A( )

mu

-----------------
A

∑=
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gde je x(AE) molski udeo jezgra AE u smeãi izotopa, ma je masa atoma odreœenog
izotopa jednog elementa, a mu je masa koja se uzima za jedinicu mase i koja je jed-
naka 1/12 mase izotopa ugÿenika 12C.

Iako u odnosu na doba u kome je æiveo i radio Mendeÿejev, periodni sistem
elemenata sadræi mnogo viãe elemenata, tabela hemijskih elemenata joã uvek nije
potpuna. Novi, teãki ili superteãki elementi ne postoje u prirodi ali se mogu sinteti-
sati u laboratorijama u kojima se ostvaruju uslovi za odvijaçe razliåitih nuklearnih
reakcija kao i fuzije (sjediçavaça) jezgra atoma. Ovi teãki elementi se nazivaju i
transuranski (redni broj im je veñi od rednog broja urana åiji je redni broj 92) ili
transfermijevski u odnosu na fermijum sa rednim brojem 100. Posledçih godina,
nauånici su uspeli da dobiju mnoge teãke elemente, a najteæi je bio onaj sa rednim
brojem 118. Dobijena jezgra su nestabilna (videti poglavÿa 10 i 11) sa kratkim vre-
menom æivota (smatraju se izuzetno stabilnim kada je to vreme desetak sekundi).
Pri raspadu (to je obiåno α-raspad) dobija se jezgro elementa åiji je redni broj za
dve jedinice maçi i tako redom. U takvom nizu su 1999. godine dobijeni najteæi do
tada poznati teãki elementi rednog broja 118, 116 i 114. Pored toga ãto kratko æive,
superteãki elementi se dobijaju i u vrlo malom prinosu, pa metode za çihovu detek-
ciju i prouåavaçe predstavÿaju posledçu reå nauke i tehnike. Niz elemenata do
rednog broja 118 nije potpun. Joã se åeka na otkriñe jezgara sa rednim brojem 113,
115, 117. Kao ãto je u svoje vreme, raspolaæuñi skromnim sredstvima za istraæivaçe
ali i mnoãtvom podataka o hemijskim elementima i jediçeçima koji su nastali kao
rezultat vrednog rada generacija hemiåara, Mendeÿejev uspeo da predvidi i posto-
jaçe nekih elemenata (npr. inertnih) rezervisavãi mesto za çih u periodnom sis-
temu, tako i danas na osnovu modernih teorija nauånici predviœaju moguñnost sin-
teze (detekcije i ispitivaça) elemenata sve do rednog broja 126. Istaknimo joã i to
da je element sa rednim brojem 101 nazvan Mendeÿejevijum (Md) u åast samoga
Mendeÿejeva.

Nazivi elemenata, poåevãi od elementa sa rednim brojem 104, obrazuju se,
prema preporuci Meœunarodne unije za åistu i primeçenu hemiju, od korena latin-
skog naziva za odgovarajuñi (redni) broj koji element ima, npr. unillquadium (Unq-
104), unillpentium (Unp-105) itd. Postoje i druge varijante oznaåavaça elemenata,
ameriåka i ruska, po kojima elementi dobijaju imena po åuvenim nauånicima. Tako
se u ameriåkoj varijanti npr., element sa rednim brojem 106 naziva seaborgium (Sg)
prema Glenu Siborgu (Glenn Seaborg) istaknutom nauåniku koji se bavio prouåa-
vaçem i sintezom jezgara teãkih elemenata na univerzitetu u Berkliju. Sledeñi u pe-
riodnom sistemu je bohrium, prema Nilsu Boru (Bh, redni broj 107).

Primeri

Primer 9.2.1 Izvesti Hajzenbergovu relaciju neodreœenosti  Uzeti da
su sredçe vrednosti kvadrata koordinate i impulsa prikazane jednaåinama:

Uzima se pozitivno definitni integral:

x∆ p h 4π.⁄≥∆

x
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(9.2.73)

pri åemu je λ realan broj. Jednaåina (9.2.73) moæe da se napiãe na drugi naåin u
obliku:

(9.2.74)

.

Parcijalnim integraÿeçem drugi ålan na desnoj strani jednaåine (9.2.74) pretvara
se u:

(9.2.75)

Prvi ålan na desnoj strani jednakosti (9.2.75) jednak je nuli jer talasna funkcija iãåe-
zava u beskonaånosti. Kada je talasna funkcija normirana, prvi ålan u sredçoj zag-
radi jednak je jedinici, dok je drugi ålan u sredçoj zagradi jednak treñem integralu s
desne strane (9.2.74). Parcijalnim integraÿeçem posledçeg ålana jednakosti
(9.2.74) dobija se:

(9.2.76)

Uvrãtavaçem (9.2.75), (9.2.76) i (9.2.73) dobija se:

(9.2.77)

pri åemu su  i  sredçe vrednosti kvadrata koordinate x i kvadrata kvant-
nomehaniåkog operatora x-komponente impulsa. Kvantnomehaniåki operatori kom-
ponenata impulsa poznati su iz poglavÿa 8.4 (jednaåina 8.4.77). Operator pridruæen
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koordinati jednak je samoj koordinati. Jednaåina (9.2.77) predstavÿa kvadratnu jed-
naåinu po λ. Ova nejednakost zadovoÿena je kada je diskriminanta kvadratne jed-
naåine maça (ili jednaka) od nule:

(9.2.78)

odakle sledi:

(9.2.79)

Relacija (9.2.79) povezuje meœusobno sredçe vrednosti kvadrata koordinate i im-
pulsa. Ako su sredçe vrednosti koordinate impulsa jednake nuli, tada su sredçe
vrednosti kvadrata ovih veliåina jednake disperzijama çihovih vrednosti:

(9.2.80)

U jednaåini (9.2.80) definisana je disperzija D prema teoriji verovatnoñe, pri åemu
je fi relativna uåestanost ili verovatnoña pojavÿivaça veliåine xi. Kako su neodreœe-
nosti koordinate  i impulsa  definisane kao kvadratni koreni çihovih disper-
zija, tada iz (9.2.79) sledi:

(9.2.81)

Na analogni naåin moæe da se izvede relacija neodreœenosti za opãti sluåaj kada
sredçe vrednosti koordinate i impulsa nisu jednake nuli. Tada u integralu (9.2.73)
treba da se x zameni sa  a  sa 

9.3 ATOM I ZRAÅENJE ENERGIJE

Gotovo sve bitne åiçenice o energijskim nivoima atoma dobijaju se iz atom-
skog spektra koji i nastaje kao rezultat radijacionog prelaza atoma sa viãeg na niæi
energijski nivo (emisija) ili sa niæeg na viãi nivo (apsorpcija). Iako prouåavaçe
zraåeça atoma sa teorijske (i eksperimentalne) strane nije tema ove kçige, zbog
suãtinskog znaåaja koje prouåavaçe spektra ima u ispitivaçu strukture atoma, u
ovom poglavÿu izneñemo, na elementarnom nivou, osnovne zakonitosti zraåeça
atoma. Krajçi ciÿ jeste dobijaçe, teorijskim putem, merila, koja se nazivaju pravila
izbora ili pravila prelaza, a koja govore o tome da li je ili nije u principu moguñ radi-
jacioni prelaz izmeœu dva nivoa energije.

DODATAK 9.3

Jednaåine (D-4.6.20) ili (D-4.6.21) pokazuju da se kinetiåka, odnosno potencijalna
energija harmonijskog oscilatora meçaju sa vremenom kao kvadrati sinusne ili kosinusne
funkcije. U ovom poglavÿu izveãñemo i neke druge izraze koji se meçaju sa vremenom na
ovaj naåin. Izraåunavaçe sredçe vrednosti ovakvih izraza podrazumeva nalaæeçe sredçe
vrednosti kvadrata sinusne odnosno kosinusne funkcije. Najpre ñemo izraåunati çihove
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sredçe vrednosti u toku jednog perioda oscilovaça T, a zatim pokazati da se ista vrednost do-
bija za interval vremena t1 koji je mnogo veñi od perioda oscilovaça T. Prema definiciji
sredçe vrednosti za period T dobija se:

(D-9.3.1)

pri åemu se uzima u obzir da je  Na isti naåin, za sredçu vrednost kvadrata
sinusne funkcije dobija se:

(D-9.3.2)

Sredça vrednost kosinusne funkcije u intervalu vremena  izraåunava se kao:

(D-9.3.3)

Kako je  i pri  drugi ålan jednaåine (D-9.3.3) teæi nuli, pa se sredça
vrednost kosinusne funkcije za interval vremena  svodi, takoœe, na vrednost 1/2.

9.3.1 Klasiåna teorija zraåeça

Prema klasiånoj elektromagnetnoj teoriji, elektromagnetno zraåeçe pobuœuje
se oscilovaçem elektriånog dipola. U Dodatku D-6.3.1 definisan je pojam elek-
triånog dipola i analizirana je polarizovanost zraåeça koje nastaje oscilovaçem di-
pola. Dipol (Hercov dipol) je sistem koji åine dva naelektrisaça jednaka po koliåini,
a suprotna po znaku, koja se, u odreœenom trenutku vremena, nalaze na meœusob-
nom rastojaçu r. Pomeraçem napred-nazad, duæ linije koja ih spaja, pozitivno i ne-
gativno naelektrisaçe osciluju. Pri çihovom oscilovaçu duæina r meça se sa vre-
menom. Ako naelektrisaça imaju jednake mase, tada su i çihovi pomeraji pri
oscilovaçu jednaki, ali su suprotnog smera. Kada jedno od naelektrisaça (npr. po-
zitivno) ima mnogo veñu masu od mase drugog naelektrisaça, oscilovaçe dipola
moæe da se posmatra kao oscilovaçe naelektrisaça male mase u odnosu na drugo
naelektrisaçe, koje se zbog velike mase smatra nepokretnim. Ovo se sreñe kod
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atoma gde se jezgro (zbog znatno veñe mase od mase elektrona) smatra nepokret-
nim, pa elektromagnetno poÿe nastaje oscilovaçem elektrona. Elektriåne osobine
dipola karakteriãu se veliåinom koja se naziva dipolni moment 

(9.3.1)

gde je  radijus vektor upravÿen od negativnog ka pozitivnom naelektrisaçu. Kako
dipolni moment ne zavisi od izbora koordinatnog poåetka, najzgodnije je da se
koordinatni poåetak veæe za pozitivno naelektrisaçe. Tada su komponente vektora

pri åemu je q naelektrisaçe dipola. Pri oscilovaçu  se meça sa vremenom, pa

kada je reå o prostom harmonijskom kretaçu dipolni moment  moæe da se napiãe
u obliku:

(9.3.1a)

gde je ω ugaona frekvencija, a t vreme. Elektromagnetno poÿe dipola koji osciluje
prikazañemo, ne ulazeñi u izvoœeçe, pomoñu Maksvelovih jednaåina. Posma-
trañemo, dakle, dipol sa naelektrisaçem q (u najveñem broju sluåajeva to je elekt-
ron, pa je q=-e) koji osciluje duæ z-ose sa nekom frekvencijom v. Nastalo elektro-
magnetno poÿe, na dovoÿno velikoj udaÿenosti od dipola (u talasnoj zoni)
okarakterisano je jaåinama elektriånog poÿa  i magnetnog poÿa  åiji su vektori

normalni jedan na drugi. Veza izmeœu intenziteta vektora jaåine elektriånog poÿa 

i magnetnog poÿa , u SI sistemu jedinica data je odnosom:

.

Intenzitet jaåine elektriånog poÿa  u taåki M, definisanoj u sfernom koordinat-
nom sistemu radijus vektorom 17 (sa poåetkom u taåki O) i uglovima θ i ϕ, u tre-
nutku t, Slika 9.3.1, prikazan je jednaåinom:

(9.3.2)

gde je c brzina svetlosti u vakuumu, θ ugao izmeœu prave duæ koje osciluju dipol i

one koja spaja taåku M i taåku O. Sa se oznaåava drugi izvod dipolnog momenta
po vremenu koji kada se uzme u obzir (9.3.1) dobija oblik:

17 Sa  oznaåava se radijus vektor taåke M, umesto uobiåajenog  da se ne bi u posmatranom sluåaju
izveo (pogreãan) zakÿuåak da naelektrisaça dipola osciluju duæ radijus vektora taåke M.
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.

Izraz t - r1/c u zagradi  pokazuje da se drugi
izvod dipolnog momenta (ubrzaçe dipola) od-
nosi na trenutak vremena t-r1/c. Oåigledno je da
je r1/c vreme koje je potrebno da se proces koji
se prostire brzinom c, prenese od taåke O (oko
koje osciluje naelektrisaçe q), do taåke M u ko-
joj odreœujemo jaåinu elektriånog poÿa, dakle
da preœe rastojaçe r1. Prema tome, elektromag-
netno poÿe nastalo oscilovaçem dipola, ima

konaånu brzinu prostiraça c. Pravci  i 
odreœuju se na sledeñi naåin. Oko taåke O opi-
sana je zamiãÿena sfera sa polupreånikom r1. Za
polarnu osu uzima se osa duæ koje dipol osci-

luje (osa z). Vektor  upravÿen je duæ tangente
na meridijan koji prolazi kroz taåku M, a vek-
tor  ima pravac tangente na paralelu koja, takoœe, prolazi kroz taåku M. Elekt-
riåno poÿe je obrnuto srazmerno rastojaçu r1, a upravo srazmerno ubrzaçu koje
je naelektrisaçe dipola imalo u nekom proãlom trenutku vremena t-r1/c. Gustina
energije elektriånog i magnetnog poÿa (energija po jedinici zapremine) u je:

(9.3.3)

ili ako se uzme da je veza izmeœu intenziteta vektora magnetnog i elektriånog poÿa

:

(9.3.4)

ε0 je elektriåna propustÿivost vakuuma. Kako se poÿe oscilujuñeg dipola prostire
brzinom c, kroz jedinicu povrãine u jednoj sekundi na rastojaçu r1 protiåe energija
S:

ili:

(9.3.5)

Slika 9.3.1 Zraåeçe dipola. Nastalo
elektromagnetno poÿe u taåki M moæe
da se prikaæe vektorima elektriånog i
magnetnog poÿa. Vektor jaåine elek-
triånog poÿa ima pravac tangente na
meridijan u taåki M, a vektor jaåine
magnetnog poÿa ima pravac tangente
na paralelu, takoœe u taåki M.
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Iz jednaåine (9.3.5) vidi se da energija zraåeça raste s kvadratom ubrzaça, a
obrnuto je srazmerna kvadratu rastojaça r1, iz åega sledi da je ukupni protok ener-
gije kroz sferu oko taåke O stalan (povrãina sfere raste srazmerno sa ). Zbog fak-
tora , u jednaåini (9.3.5), protok energije razliåit je u razliåitim pravcima. Na
Slici 9.3.2 prikazana je zavisnost funkcije S od ugla  u obliku polarnog dijagrama.

U pravcu u kojem dipol osciluje, protok energije
S jednak  je nuli  (θ = 0), dok je vrednost  protoka
energije najveña u pravcu koji je normalan na pravac
oscilovaça dipola.

Jednaåina (9.3.5) predstavÿa izraz za protok
energije koja u datom trenutku prolazi kroz odre-
œenu taåku u prostoru, u pravcu koji je definisan
uglom θ. Ukupna energija koju u jedinici vremena
zraåi oscilator, dobija se izraåunavaçem integrala:

(9.3.6)

gde je dθ element povrãine koji u sfernim koordinatama iznosi:

. (9.3.7)

Kada se dθ zameni u (9.3.6) dobija se:

.

Integral  moæe da se napiãe u obliku:

.

Uvoœeçem smene t=cos θ, uz dt=-sinθ dθ, odreœuje se vrednost ovog integrala:

pa je ukupna energija izraåena u sekundi:
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Slika 9.3.2 Polarni dijagram
zavisnosti protoka energije S od
ugla θ.
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. (9.3.8)

Dobijena jednaåina izraæava veliåinu ukupne energije koja se izraåi u jedinici vre-
mena. Kako se drugi izvod dipolnog momenta meça periodiåno s vremenom, meça
se i ukupna izraåena energija E. Praktiåni znaåaj ima sredça, a ne trenutna energija,
jer su zbog velike uåestanosti svetlosti (za vidÿivi deo spektra ona iznosi v ∼ 1015 s-1)
svi ureœaji osetÿivi na sredçu energiju. Izraåunañemo zato, za dovoÿno veliki inter-
val, npr. za jednu sekundu, sredçu emitovanu energiju . Ona je, kako je poka-
zano u Dodatku, jednaka sredçoj energiji za period T:

(9.3.9)

pri åemu je sada  sredça vrednost kvadrata drugog izvoda dipolnog momenta
po vremenu. Kada se dipolni moment meça s vremenom po zakonu harmonijskih
oscilacija, jednaåina (9.3.1a) pri åemu uzimamo realni deo kompleksnog izraza eiωt,
µ=µ0 cos ωt = µ cos 2πvt, sa kruænom frekvencijom ω odnosno linearnom v, tada je

drugi izvod dipolnog momenta:  = −4π2v2 µ0 cos 2πvt, pa se zameçivaçem u
(9.3.9) dobija:

.

Uzimajuñi da je = 1/2 dobija se:

. (9.3.10)

Neka pozitivno naelektrisaçe miruje u koordinatnom poåetku (taåka O, Slika
9.3.1), a negativno naelektrisaçe osciluje duæ z-ose. Tada je µ = qz, a sredça ener-
gija zraåeça prema jednaåini (9.3.9) prikazuje se u obliku:

. (9.3.11)

Ako su oscilacije harmonijske, tada je: z = z0 cos ωt = z0cos 2πvt, a odgovarajuñi

kvadrat drugog izvoda dipolnog momenta po vremenu: = ,

dok je sredça vrednost  = 8 π4v4z02, pa se zameçivaçem u (9.3.11) dobija: 

. (9.3.12)
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Prema tome, jednaåina (9.3.12) daje sredçu energiju koja se emituje kada naelektri-
saçe q osciluje sa frekvencijom v, pri åemu je maksimalna amplituda oscilovaça z0.

9.3.2 Verovatnoñe optiåkih kvantnih prelaza

Vratiñemo se sada na kvantno tumaåeçe emisije odnosno apsorpcije energije.
Atomi, kao ãto je veñ reåeno, mogu imati odreœene (diskretne) vrednosti energije,
pa kaæemo da se nalaze u kvantnim staçima koja su kvantovana brojevima (kvant-
nim brojevima). Apsorpcija odnosno emisija kvanata energije (to su tzv. radijativni
procesi), posledica je promene kvantnog staça atoma. Promena kvantnog staça
atoma moæe da se dogodi spontano ili prinudno, pod dejstvom nekog spoÿaãçeg
uticaja. Neka se Nn atoma nalazi u pobuœenom energijskom staçu n, En. U staçe m,
koje ima niæu energiju Em, pobuœeni atomi mogu da preœu spontano, pri åemu se
emituje kvant energije hv koji je jednak razlici energija staça n i m (hv = En – Em),
Slika 9.3.3. Proces emisije fotona je statistiåke prirode, ãto znaåi da je nemoguñe
predvideti koji ñe atom u kojem trenutku da preœe u niæe kvantno staçe. Moæe da se
definiãe samo verovatnoña spontane emisije Anm (ima dimenzije reciproåne vre-
menu). Ako se pretpostavi da se u viãem kvantnom staçu n nalazi Nn atoma, tada je
emitovana energija po sekundi (broj emitovanih kvanata frekvencije v) jednaka
proizvodu broja atoma u viãem kvantnom staçu n, verovatnoñe prelaza Anm, ener-
gije kvanta hv i statistiåke teæine kvantnog staça gn18:

: (9.3.13)

Apsorpcija kvanata energije hv dogaœa se prinudno, pod uticajem poÿa zraåeça
odreœene gustine uv oko frekvencije v (J⋅s/m3). U prisustvu takvog poÿa atomi, uzi-
majuñi od poÿa energiju hv = En – Em, prelaze iz niæeg kvantnog staça m u viãe
kvantno staçe n. Apsorbovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja atoma
u niæem kvantnom staçu, spektralne gustine enrgije uv, verovatnoñe prelaza Bmn,
statistiåke teæine nivoa m, gm i energije kvanta hv:

. (9.3.14)

Stimulisana emisija je proces u potpunosti obrnut (inverzan) apsorpciji. Za razliku
od spontane emisije, stimulisana emisija je prinudni proces i javÿa se kada se po-
buœeni atomi naœu u nekom poÿu zraåeça. Pod uticajem tog poÿa pobuœeni atomi
prelaze u niæe kvantno staçe uz emisiju kvanata energije hv = En – Em, koji se emi-
tuju u odreœenom pravcu. Emitovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja
atoma u pobuœenom staçu, spektralne gustine energije uv, verovatnoñe prelaza Bnm,

statistiåke teæine nivoa n, gn:

. (9.3.15)

Vezu izmeœu koeficijenata Anm i Bnm izveo je Ajnãtajn i ona moæe da se dobije åisto
statistiåkim razmatraçem. Polazi se od toga da je:

18 Statistiåka teæina nivoa jednaka je broju staça sa istom energijom (degeneracija staça). Statistiåka
teæina elektronskog nivoa sa orbitnim kvantnim brojem L i spinskim S je: g = (2L + 1) · (2S + 1).

Eem AnmNngnhv=

Eaps uvBmnNmgmhv=

Eem uvBnmNngnhv=
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a) relativni broj atoma u nivoima n i m, Nn i Nm, pri termodinamiåkoj ravno-
teæi, odreœen Bolcmanovim zakonom raspodele åestica po energijama:

(9.3.16)

gn i gm su statistiåke teæine nivoa n i m; En i Em su energije nivoa, k je Bolcmanova kons-
tanta (k=R/N=1,38h10-23 J/K, R je univerzalna gasna konstanta, a N – Avogadrov broj).

i da je;
b) kod termodinamiåke ravnoteæe u gasu, gustina zraåeça uv, data je Planko-

vom jednaåinom:

. (9.3.17)

Daÿe, u staçu statistiåke ravnoteæe, brzina svakog elementarnog procesa jednaka je
brzini çemu obrnutog procesa. Tako se pri spontanoj i stimulisanoj emisiji,
smaçuje broj atoma u pobuœenom staçu n i to brzinom υem koja je jednaka
smaçeçu broja atoma (u kvantnom staçu n) u jedinici vremena, -dNn/dt:

- . (9.3.18)
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Slika 9.3.3 Atom i promena energije: a) spontana emisija: atom iz pobuœenog staça n, bez spo-
ÿçeg uticaja, spontano prelazi u kvantno staçe m koje ima niæu energiju, uz emisiju kvanta energije
hv koji se emituje u proizvoÿnom pravcu; b) apsorpcija: atom apsorbuje kvant energije hv i pri tome
prelazi iz kvantnog staça niæe energije u kvantno staçe viãe energije; c) stimulisana energija: atom
u pobuœenom staçu, pod dejstvom upadnog kvanta energije hv, prelazi u niæe kvantno staçe uz emi-
siju kvanta energije hv, koji se emituje u pravcu upadnog kvanta.
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Znak “-” u jednaåini (9.3.18) znaåi da broj atoma u nivou n, opada. Obrnuti proces,
proces apsorpcije, dovodi do poveñaça broja atoma u nivou n i to brzinom υaps koja
je jednaka poveñaçu broja atoma (u kvantnom staçu n) u jedinici vremena, dNn/dt:

. (9.3.19)

Kako je u staçu ravnoteæe υem = υaps, sledi:

. (9.3.20)

Takoœe, vaæi:

. (9.3.21)

Zameçivaçem jednaåina (9.3.21) i (9.3.17) u (9.3.20) i uz koriãñeçe (9.3.16) do-
bija se:

pa iz prethodne relacije sledi veza izmeœu Ajnãtajnovih koeficijenata za spontanu
emisiju Anm i za apsorpciju Bmn:

. (9.3.22)

9.3.3 Kvantnomehaniåka slika zraåenja – dipolni moment prelaza

Protumaåiñemo sada proces apsorpcije i emisije zraåeça sa stanoviãta
kvantne mehanike. Videli smo ranije, da je prema zakonima klasiåne elektro-
dinamike, energija E koja se izraåi po jedinici vremena, jednaåine (9.3.8), (9.3.9):

. (9.3.23)

Prema principu korespondencije, veza izmeœu energije koja se emituje i, uslovno
reåeno, dipolnog momenta atoma u kvantnoj mehanici, istog je oblika kao i veza u
klasiånoj elektrodinamici. To znaåi da treba da za dipolni moment u kvantnoj me-
hanici potraæimo izraz analogan izrazu u klasiånoj mehanici. Imajuñi na umu defi-
niciju dipolnog momenta [relacija (9.3.1)] napisañemo kvantnomehaniåki izraz za
sredçu ili oåekivanu vrednost, npr. koordinate  [videti (8.4.30)]:

(9.3.24)

pri åemu je  talasna funkcija, a * çoj konjugovana funkcija. Proizvod talasnih
funkcija  · * prema Bornovom tumaåeçu predstavÿa gustinu verovatnoñe, pa
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je jednaåina (9.3.24) uobiåajeni izraz za sredçu vrednost prema teoriji verovatnoñe.
Uzimajuñi u obzir (9.3.24) i (9.3.1) dobijamo kvantnomehaniåku definiciju dipolnog
momenta :

(9.3.25)

pri åemu je –e naelektrisaçe elektrona a n u indeksu talasne funkcije  govori da je
reå o talasnoj funkciji n-tog kvantnog odnosno stacionarnog staça atoma. Funkcija

 iz jednaåine (9.3.25) zavisi i od koordinata i od vremena, pa moæe da se napiãe
kao proizvod funkcije  koja zavisi samo od koordinata i jedne eksponencijalne
funkcije kojom se izraæava vremenska zavisnost [videti (8.4.15)]:

(9.3.26)

pri åemu je En energija staça, a t je vreme. Kako funkcija koja je konjugovano
kompleksna funkciji (9.3.26) ima promeçeni znak u ålanu koji prikazuje vre-
mensku zavisnost, iz jednaåine (9.3.25) sledi da je dipolni moment atoma koji se
nalazi u nekom od svojih stacionarnih staça stalan, odnosno nula (videti poglavÿe
9.1) i ne zavisi od vremena. Kada atom prelazi iz kvantnog staça n u kvantno staçe
m (neka je staçe n staçe veñe energije), dolazi,  prema  Borovom  uslovu  frekven-
cije,  do  emisije  kvanta  energije  hv (=En-Em). Prema Dirakovoj teoriji, energija
koju atom emituje odreœena je dipolnim momentom prelaza nm koji zavisi od talas-
nih funkcija n (gorçeg staça oznaåenog kvantnim brojem n) i od konjugovano
kompleksne funkcije m* (doçeg staça sa kvantnim brojem m), pri åemu nije bitno
koja se od funkcija n ili m uzima kao konjugovano kompleksna jer je operator r
ermitski:

(9.3.27)

gde je:

. (9.3.28)

Veliåina:

(9.3.29)

zavisi samo od koordinata i predstavÿa vektor s komponentama:

.

(9.3.30)
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U jednaåinu (9.3.23) uvrãtava se  ili åetvorostruki kvadrat drugog izvoda

momenta prelaza po vremenu, umesto kvadrata drugog izvoda klasiånog dipolnog
momenta po vremenu. Ovo se åini jer se stroæim izvoœeçem pokazuje da je kvant-
nomehaniåki dipolni moment dva puta maçi od klasiånog, pa se koriãñeçem
(9.3.23) dobijaju iste vrednosti izraåenih energija kada se uzme u obzir takav odnos
veliåina klasiånog i kvantnog dipola. Pre toga, izraåunava se drugi izvod momenta
prelaza po vremenu koriãñeçem jednaåine (9.3.27). Prvo ñemo napisati prvi izvod
dipolnog momenta prelaza po vremenu:

(9.3.31)

pa je drugi izvod momenta prelaza jednak:

. (9.3.32)

U izrazu za drugi izvod momenta prelaza, En-Em zameniñemo sa hv, dok se komp-

leksni izraz  (dobijen u ovom obliku posle uvoœeça hv) svodi se na çegov
realni deo, imajuñi na umu da se samo realni deo kompleksnog broja moæe povezati
s realnim fiziåkim veliåinama. Uz ove izmene izraz (9.3.32) dobija oblik:

(9.3.33)

.

Odrediñemo, zatim, kvadrat relacije (9.3.33) i izraåunati çegovu sredçu vrednost
za interval vremena t koji je dovoÿno veliki u odnosu na period oscilovaça T, a koji
se svodi na izraåunavaçe sredçe vrednosti kvadrata kosinusne funkcije, ãto iznosi
(kako je pokazano u Dodatku)1/2:

(9.3.34)

= . (9.3.35)

Uzimajuñi u obzir veñ pomenuti faktor 2, koji podignut na kvadrat daje 4, kojim se
zatim izraz (9.3.35) mnoæi i takav zameçuje u jednaåinu za sredçu energiju
(9.3.23), dobija se:
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. (9.3.36)

Uporeœivaçem jednaåine (9.3.36) s jednaåinom (9.3.10) ili (9.3.12) i uzimajuñi da
emitovane energije “klasiånog” i “kvantnog” dipola treba da budu iste, zaista se do-
bija da klasiåni dipolni moment  i moment prelaza  stoje u vezi:

. (9.3.37)

Izraz (9.3.36) definiãe sredçu energiju jednog dipola koja, u skladu sa jednaåinom
(9.3.13), moæe da se napiãe kao:

(9.3.38)

gde je Anm verovatnoña prelaza koja je na osnovu (9.3.38) jednaka:

. (9.3.39)

Reciproåna vrednost 1/Anm ima dimenzije vremena i jednaka je sredçem vre-
menu æivota τ pobuœenog staça kada je prelaz u doçe staçe m jedino moguñ (vi-
deti i poglavÿe 8.3). Kada je staçe m i osnovno staçe, ovo vreme odreœuje, prema
Hajzenbergovoj relaciji neodreœenosti, prirodnu ãirinu pobuœenog energijskog
staça, odnosno prirodnu ãirinu spektralnih linija emitovanog zraåeça. Obiåno su
moguñi (radijativni) prelazi na razliåita staça sa odreœenom verovatnoñom za
svaki, pa se definiãe zbir ΣAnm (sumira se po m) i tada je sredçe vreme æivota re-
ciproåna vrednost ovoga zbira. Na osnovu jednaåine (9.3.39) sledi da verovatnoñe
prelaza mogu da se izraåunaju kada su poznate talasne funkcije staça atoma izmeœu
kojih se vrãi prelaz. Verovatnoñe prelaza mogu da se odrede i eksperimentalno. Tada
se obiåno odreœuje efektivno vreme æivota τef koje je povezano sa svim procesima
(ne samo radijativnim) koji dovode do smaçeça broja atoma u pobuœenom staçu.

9.3.4 Pravila izbora

Pravila izbora pokazuju to da li je odreœeni kvantni prelaz n → m dozvoÿen ili
nije. Kada je moment prelaza:

razliåit od nule, prelaz je dozvoÿen, a kada je moment prelaza jednak nuli, prelaz je
zabraçen. Kako je veliåina , vektor sa komponentama u pravcu tri koordinatne
ose x, y i z, moæe da se dogodi da neke od komponenti vektora momenta prelaza
budu jednake nuli, a da su druge razliåite od nule. Npr. komponente vektora  u
pravcu x i y ose mogu da budu nula, dok je komponenta  u pravcu z ose razliåita
od nule. Tada se kaæe da je emitovano zraåeçe polarizovano u pravcu z ose. Dakle,
pravila izbora utvrœuju se izraåunavaçem x, y i z komponente vektora momenta
prelaza . Na primeru vodonikovog atoma, åije su talasne funkcije poznate, moæe
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da se pokaæe ovaj postupak. Koristimo sferni koordinatni sistem (x = r cosϕ sinθ; y
= r sinϕ sinθ; z = r cosθ), pri åemu je element zapremine dV = r2 sinθ dr dθ dϕ.
Neka atom prelazi iz kvantnog staça n’l’m’u kvantno staçe n l m (n’l’m’ → nlm),
gde sa n oznaåavamo glavni kvantni broj, l orbitni, a m magnetni kvantni broj. Oz-
naka ’(prim) odnosi se na gorçe kvantno staçe. Komponente momenta prelaza u
sfernim koordinatama date su kao: 

(9.3.40)

.

Ranije je pokazano (poglavÿe 9.1) da se za atom vodonika funkcija ψ predstavÿa
kao proizvod 3 funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne promenÿive r, θ ili ϕ:

. (9.3.41)

Indeksi kod ψ, Θ i Φ su celi brojevi i odgovaraju, kako je ranije pokazano, glavnom
kvantnom broju n, orbitnom kvantnom broju l i magnetnom kvantnom broju m.

Za z-komponentu momenta prelaza, pz moæe da se napiãe:

(9.3.42)

.

Prvi integral u jednaåini (9.3.42), oznaåiñemo sa 1, drugi sa 2 i treñi sa 3. Da bi izraz
(9.3.42) bio razliåit od nule, sva tri integrala moraju da budu razliåita od nule.
Najpre ñemo izraåunati vrednost integrala 3 jer je to i najjednostavnije. Kao ãto od
ranije znamo, funkcija Φm ima oblik exp(imϕ), pa se lako pokazuje da je integral:

uvek jednak nuli, izuzev za m’ = m. Integral 1, u opãtem sluåaju, razliåit je od nule
za bilo koje vrednosti n i l. Daÿe, moæe da se pokaæe, ãto ovde ne izvodimo, da je
integral 2 u izrazu (9.3.42) razliåit od nule samo kada je l’=l+1 i l’=l-1. Pravilo

odraæava zakon o odræaçu ugaonog momenta pri emisiji fotona, o åemu je detaÿnije
bilo reåi u Dodatku D-6.3.2.
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Analizirañemo sada x-komponentu momenta prelaza i napisati je u obliku:

(9.3.43)

.

U treñem integralu u izrazu (9.3.43) javÿa se cos ϕ koji ñemo izraziti kao:

pa treñi integral iz izraza (9.3.43) ima oblik:

.

Ovi integrali razliåiti su od nule samo za m' = m - 1 i m' = m + 1. Drugi integral u
izrazu (9.3.43) razliåit je od nule, takoœe, za l' = l ± 1, dok je prvi integral razliåit
od nule za svaku kombinaciju brojeva n i l. Sliåno moæe da se dobije i za y-kompo-
nentu momenta py. Prema tome, opãte pravilo izbora za magnetni kvantni broj jeste
∆m = 0, ± 1.

Ovakva analiza pokazuje to da je zraåeçe koje nastaje prelazom atoma s viãeg
kvantnog staça na niæe (u magnetnom poÿu) polarizovano u pravcu z-ose, kada je
∆m = 0, jer je tada pz ≠ 0, dok su px = py = 0. S druge strane, zraåeçe koje nastaje pre-
lazom atoma s viãeg na niæi nivo, pri åemu se magnetni kvantni broj m meça za +1
ili za -1, ∆m = ±1, polarizovano je u xy ravni. Ovi zakÿuåci, koji proizlaze iz åisto
teorijskih razmatraça, mogu da se provere eksperimentalno, posmatraçem zraåeça
atoma u magnetnom poÿu. Ovo je tzv. Zemanov efekt (o kojem je ranije bilo govora)
i kojim se pokazuje da je zraåeçe koje nastaje pri ∆m = 0, polarizovano u pravcu z-
-ose (pravac magnetnog poÿa obiåno ima pravac z-ose), a da je za ∆m = ± 1 zraåeçe
polarizovano u xy ravni – oscilacije elektriånog vektora vrãe se u xy ravni, a ona je
normalna na pravac magnetnog poÿa.

Pravila izbora (selekcije) pokazuju to da orbitni kvantni broj elektrona l ili
ukupni kvantni broj atoma L mogu da se meçaju za jedinicu, ∆l = ±1, ∆L = ±1.

Pravilo ∆l = ±1 postaje oåigledno ako se zna da se, pri prelazu atoma iz jednog
staça u drugo, emituje foton åiji je spinski kvantni broj 1. Takoœe, vaæi ∆J = 0, ±1,
gde je J kvantni broj koji kvantuje ukupni ugaoni moment (videti deo 5.4.3), a
spinski kvantni broj pokorava se pravilu ∆S = 0. Prema tome, po pravilu, zabraçene
su kombinacije izmeœu termova s razliåitim multipletnostima. Prelazi izmeœu raz-

px ψ∗n'r θ ϕψncos⋅sin Vd∫ Rn'l' r( )r Rnl r( )r2⋅ r ⋅d

0

∞

∫= =

Θl'm' θ( ) θΘlm θ( ) θsinsin θ Φm' ϕ( ) ϕΦm ϕ( )cos⋅ ϕd

0

2π

∫⋅d

0

π

∫⋅

ϕcos
1
2
--- e

iϕ
e

iϕ–+( )=

1
2
--- e

imϕ–
e

iϕ
e

iϕ–+( )e
im'ϕ⋅ ϕd

0

2π

∫ =

1
2
--- e

i m' 1 m–+( )ϕ ϕ
1
2
--- e

i m 1– m–( )ϕ ϕd

0

2π

∫+d

0

2π

∫=



468 9. ATOM – KVANTNOMEHANIÅKA SLIKA

E:\09.fm 7/1/04

liåitih multipletnosti postaju moguñi (ali slabog intenziteta) ako se uzme u obzir
spin-orbitna sprega. Iz eksperimenta, takoœe, moæe da se vidi da kvantne zabrane
nisu potpuno stroge i da se u spektru javÿaju linije koje se prema pravilima izbora
ne oåekuju. Ovo potiåe otuda ãto se pored dipolnih prelaza za koja vaæe veñ izneta
pravila izbora, javÿa i zraåeçe elektromagnetnih talasa koje potiåe od promena
elektriånih momenata viãeg reda – pre svega kvadrupolnog momenta atoma. Inten-
zitet kvadrupolnog zraåeça odreœuje se integralima tipa:

a dobijaju se pravila izbora: ∆J = 0, ±1, ±2, pod uslovom da zbir kvantnih brojeva koji
se kombinuju nije maçi od 2. Vaæi i pravilo: ∆L = 0, ±1, ±2 (prelaz L' = 0 → L = 0
je zabraçen).

Volfgang Pauli (Wolfgang Pauli, 1900–1958), roœen je u
Beåu, a studirao je u Minhenu. Kao student A. Zomerfelda u
petom semestru napisao je za Matematiåku enciklopediju
pregled o teoriji relativnosti. Godine 1921. u doktoratu je
pokazao da je tadaãça kvantna teorija joã uvek netaåna.
Raspravama i analizama sa Hajzenbergom, Borom i
Bornom znaåajno je doprineo razvoju matriåne mehanike.
Godine 1924. formulisao je princip iskÿuåeça (Paulijev
princip), za koji je 1945. godine dobio Nobelovu nagradu za
fiziku. Iste, 1924. godine, postulirao je postojaçe nuklear-
nog spina da bi objasnio hiperfinu strukturu spektralnih li-
nija. Poãto je izvesno vreme proveo na univerzitetima u Ge-
tingenu, Kopenhagenu i Hamburgu vratio se u Cirih, gde je
1928. godine postao profesor na ETH. Godine 1930. pred-
loæio je hipotezu o postojaçu neutrina. Za vreme Drugog
svetskog rata boravio je u SAD, gde se bavio teorijom me-
zona. Godine 1946. vraña se u Cirih i posveñuje kvantnoj
teoriji poÿa i fizici elementarnih åestica.

Primeri

Primer 9.3.1 Odrediti Ajnãtajnovu verovatnoñu A21 spontane emisije pri prelazu 2p
– 1s kod atoma vodonika. Izraåunati i vreme æivota 2p nivoa.

REÃENJE:

Verovatnoña prelaza izraåunava se koriãñeçem jednaåine (9.3.39). Prethodno ñemo
izraåunati moment prelaza po jednaåini:

. (9.3.44)

Sa ψ∗2,1 oznaåili smo koçugovano kompleksni oblik talasne funkcije 2p nivoa, a sa
ψ1,0 talasnu funkciju 1s nivoa. Moment prelaza  je vektor åije su komponente u po-
larnim koordinatama definisane jednaåinom (9.3.40), pa se ukupni moment prelaza
odreœuje jednaåinom:

ψ∗n'r
2ψn Vd∫
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. (9.3.45)

U poglavÿu 9.1, jednaåinama (9.1.88), (9.1.89) i (9.1.90) definisane su tri 2p orbi-
tale: 2px, 2py i 2pz. Trebalo bi, pomoñu jednaåine (9.3.44) odrediti x, y i z kompo-
nentu momenta prelaza za sva tri prelaza: 2px-1s, 2py-1s i 2pz-1s, a to znaåi izraåuna-
vaçe devet integrala tipa (9.3.44). Lako se, meœutim, pokazuje da je åak ãest od tih
integrala jednako nuli. Za z-komponentu momenta prelaza izmeœu 2pz komponente
p nivoa i 1s nivoa, moæe da se pokaæe da ima vrednost razliåitu od nule. Izraz se do-
bija tako ãto se u (9.3.44) zamene talasna funkcija 2pz na osnovu jednaåine (9.1.90) i
talasna funkcija 1s nivoa pomoñu (9.1.74), a z-komponenta momenta impulsa iz jed-
naåine (9.3.40):

.

Ova jednaåina posle sreœivaça izgleda:

(9.3.46)

gde je a0 prvi Borov polupreånik. Z-komponente momenta prelaza za druga dva mo-
guña prelaza: 2px-1s i 2py-1s mogu da se dobiju na isti naåin. One se razlikuju po ob-
liku integrala po uglovima θ i ϕ . Kako su 2px ∼ sin θ cosϕ odnosno 2py ∼ sin θ sin ϕ,
za oba prelaza integrali po uglovima jednaki su nuli. Znaåi, z-komponenta momenta
prelaza razliåita je od nule samo za prelaz 2pz – 1s.

Na sliåan naåin (9.3.46), za x-komponentu momenta prelaza za prelaz 2px – 1s:

(9.3.47)

koja je, kako ñe se videti kasnije, razliåita od nule. Komponenta x momenta prelaza
za 2pz – 1s i 2py – 1s biñe nula. Opet se lako vidi da su, s obzirom na to da je pz ∼
cos θ, a py ∼ sin θ sin ϕ, integrali po uglovima θ i ϕ x-komponente prelaza 2pz – 1s
jednaki nuli, dok je kod prelaza 2py – 1s integral po uglu ϕ nula. Komponenta x mo-
menta prelaza razliåita je od nule samo za prelaz 2px – 1s, prikazan jednaåinom
(9.3.47). Za prelaz 2py – 1s y-komponenta momenta prelaza moæe da se napiãe kao:

(9.3.48)

pa se izraåunavaçem pokazuje da je razliåita od nule. I u ovom sluåaju vidi se da su,
s obzirom na to da je pz ∼ cos θ a px ∼ sin θ cos ϕ, integrali po uglovima θ i ϕ, y-
komponente momenta prelaza 2 pz – 1s jednaki nuli, dok je kod prelaza 2px – 1s in-
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tegral po uglu ϕ nula. Potrebno je, dakle, izraåunati integral radijalne funkcije, koji
je isti u sva tri izraza (9.3.46), (9.3.47) i (9.3.48), i po dva integrala po uglovima θ i
ϕ u svakom od ovih izraza.

Integral po radijalnoj koordinati r:

; (9.3.49)

odreœuje se viãestrukim parcijalnim integraÿeçem:

(9.3.50)

Svi integrali u izrazu (9.3.50) koji predstavÿaju proizvod funkcije r dignute na ste-
pen m > 0 i eksponencijalne funkcije od r postaju jednaki nuli posle zamene granica
integrala. Posledçi integral u izrazu (9.3.50), koji predstavÿa proizvod konstante i
eksponencijalne funkcije, odreœuje vrednost izraza (9.3.50). On je jednak vrednosti
konstante ispred eksponencijalne funkcije kada se r zameni nulom.

Vrednosti integrala po uglovima θ i ϕ z-komponente momenta prelaza za 2 pz
– 1s, odreœuju se iz:

(9.3.51)

a za x-komponentu momenta prelaza za 2 px – 1s iz izraza:

(9.3.52)

dok je za y-komponentu momenta prelaza za 2py-1s taj izraz: 
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. (9.3.53)

Prema tome, tri komponente momenta prelaza imaju iste vrednosti integrala po ug-
lovima θ i ϕ, pa su momenti prelaza meœusobno jednaki, ãto potvrœuje åiçenicu da
su sve tri 2p orbitale (2px, 2py i 2pz) meœusobno ekvivalentne. Prema (9.3.45) kvad-
rat momenta prelaza je: 

.

Da bi se odredila verovatnoña prelaza A2,1 (odnosno vreme æivota τ) treba da se zna
frekvencija zraåeça. Ona se odreœuje iz izraza za energiju (9.1.63) koji je dobijen
reãavaçem Ãredingerove jednaåine. Ovaj izraz identiåan je jednaåini (4.2.38) za
energiju vodonikovog atoma prema Borovom modelu. Prelaz se vrãi iz kvantnog
staça n = 2 na n = 1, ali, u skladu s pravilima izbora, sa 2p na 1s nivo. Energija (pre-
laza) zavisi samo od glavnog kvantnog broja. Prema tome, frekvencija je: 

. (9.3.54)

Kada se u (9.3.54) zamene masa elektrona m, naelektirsaçe elektrona e, Plankova
konstanta h i kvantni brojevi n = 2 i m = 2, dobija se da je frekvencija prelaza ν =
1,64 ⋅1015 s-1. Vrednost frekvencije, zajedno s kvadratom momenta prelaza, naelekt-
risaçem elektrona e, Plankovom konstantnom h i brzinom svetlosti c, zamene se u
izrazu za verovatnoñu prelaza prema (9.3.39), posle åega se dobija rezultat za
A12=3,3⋅108s-1, a za vreme boravka τ=3,3⋅10-9 s.
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