9. ATOM — KVANTNOMEHANICKA SLIKA
9.1 ATOM VODONIKA
9.1.1 Transformacija koordinata

Sredingerova (diferencijalna) jednacina analiticki moZe da se resi samo za
jednoelektronske sisteme kao Sto su atom vodonika, jonizovani atomi i molekuli
(H,*) koji u svom omotacu imaju samo jedan elektron. Sam Sredlnger je na primeru
atoma vodonika ispitivao valjanost jednacine opSteg tipa koju je predloZio. O ovom
svom radu Sredlnger kaze: ,,U ovom prilogu Zeleo bih da prvo na najprostijem prl-
meru, primeru vodonikovog atoma, pokaZem da uobicajeni kvantni uslovi nastaju iz
drukcijih potreba i zahteva u kojima nema unapred reci o ’celim brojevima’. Ce-
lobrojnost se javlja kao prirodna posledica odredenih zahteva slicno ’celobrojnosti’
¢vornih tacaka Zice koja osciluje.”

Proucavanje strukture vodonikovog atoma od najveéeg je znacaja za razvoj fi-
zi¢kih teorija atoma i molekula. Prva jednacina kojom je mogao da se proracuna ta-
lasni broj spektralne serije, bila je tzv. Balmerova formula primenjena na zraéenje
VOdOHlkOVOg atoma. Stara kvantna teorija pocinje Borovim atomskim modelom, ¢iji
je najvec1 uspeh bio bas primena na vodonikov atom. Resavanjem Sredingerove jed-
nacine vodonikovog atoma, odnosno odredivanjem energije i talasnih funkcija do-
kazano je to da je Sredingerova jednacina tacna jednacina, ¢ime je stvorena osnova i
za odredivanje strukture viSelektronskih sistema (atoma, molekula), kvantnome-
hani¢kim putem, primenom metoda razvijenih u matematici za pribliZzno reSavanje
diferencijalnih jednacina.

Sada éemo razmotriti reSavanje Sredingerove jednaline atoma vodonika.
Atom vodonika sastoji se iz dve Cestice, elektrona i protona (jezgra), izmedu kojih
je rastojanje r. Koordinate elektrona u pravouglom koordinatnom sistemu oznaca-
vaju se sa (%, y, 2), a koordinate jezgra sa (X, ¥, Z). Potencijalna energija U je Kulo-
nova i iznosi:

2
U=_1 Ze : ©.1.1)

A [(x— X+ (y-Y) +(z-2)°
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Ze? u brojiocu ukazuje na to da je razmatranje proSireno na sve jednoelektronske
atome (jone). Izraz u imeniocu jednacine (9.1.1) jednak je rastojanju elektrona od
jezgra r. Sredingerova jednacina za ovaj sistem glasi:

h2 82 82 82 h2 82 82 82
_274(8_}(2+a_y2+a_22) ‘zTn(a_xﬁa—yﬁa—Zz)w— 9.12)
1 Zezlp
= Ey.

AT [ =X 4 (= 1) + (- 2)

U jednacini (9.1.2) m oznacava masu elektrona, a M je masa jezgra, dok je E ukupna ener-
gija sistema. Talasna funkcija y je funkcija svih Sest koordinata jezgra i elektrona. Dife-
rencijalne jednacine ovog tipa reSavaju se metodom razdvajanja promenljivih [videti
odeljak (8.6.2)], $to dovodi do ,.rastavljanja” diferencijalne jednacine, u kojoj funkcije i
njeni izvodi zavise od viSe promenljivih, na viSe jednodimenzionih problema. MoZe se
pokazati to da metoda razdvajanja promenljivih primenjena na jednacinu (9.1.2), zbog ko-
rena u imeniocu, ne upros$éava jednacinu. Zbog toga moramo prethodno transformisati
koordinate tako §to ¢emo koordinate jezgra (X, ¥, Z) i koordinate elektrona (x, y, z) pre-
vesti u relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro (x,, v, z,) i koordinate centra
mase (X, Yo Z,)- Pri tome koristimo odranije poznate jednacine koje daju vezu izmedu
koordinata centra mase i koordinata jezgra i elektrona (videti poglavlje 4):

M m
MX =M - X
+mx = (M +m)x, S x, i +m+Mx
MY +my = (M +m)y, &y, = —A—y4 9.1.3)
y = Yo=Yo= i m T M o
M m

MZ+mz = (M + 0> 20 = Z+ .
mz = ( M)z 2 m+M m+MZ

kao i jednacine kojima su definisane relativne koordinate elektrona u odnosu na
jezgro:

x—X = x, y=-Y =y, 72—-7Z=2z,.
Odredi¢emo sada potrebne diferencijalne operatore:

9 w0 ) _ M 0 2

0X ~ 9Xdx, 9Xdx, M+mdx, Ox,
9 i(i) _ (%iJraxri)(Li_i)@
ox®>  0X\0X/  \0X9dx, 0X0x/\M+modx, Ox
3_2_( M VO 2M 09 9
x> \M+ dx; M+ madxydx, 9y’

9.1.4)
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Prethodna jednacina dobijena je uzimajuci u obzir da je:
ox, _ M ax _
X M+m’ X
Takode, vazi:
% = M X a—yr = —1
Y M+m’ oY
dzg _ M 9z, _
0Z M+m’ 0Z
pa jednacine analogne izrazu (9.1.4) glase:
2 2 2 2
9 ( M 8 S +8_ (9.1.5)
oY" \M+m/ g9y M+mady,dy, 9y’
2 2 2 2 2
P_(M Yy o i o 016
97> dze M+mdz0z, 97’
Na isti na¢in izracunato je:
9 _ dx d N dx, d _ m_d N 9 .
ox  dxdx, 0xdx, M+mdx, 0x,’
9 (a) (axo ox, a)(LiJr_
ox> T ox\0 ox on 9x dx,) \M + mx,
8 ( 8 2m 9 0 0’
— — 1.7
ax M+ ax +M+ma.an.xr+a_xf (9 )
Odgovarajuci izrazi za ostale koordinate glase:
2 2 2 2
a—:( m )9, 2m 909, 0 9.1.8)
dy’ dy, M+mdy,dy, 9y’
8_2_( 82 2m_ 9 9 iz_ ©.1.9)

Jednacine (9.1.7), (9.1.8) i (9.1.9) dobijene su uzimajuci da je:

%_ m Bx,_l
ox M+m’ ox
A

dy M+m’ dy
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dzy _ _m__. dz,

= =1-
dz M+m’ 0z

Diferencijalni operatori predstavljeni jednacinama od (9.1.4) do (9.1.9) uvrste se u
Sredingerovu jednacinu (9.1.2), koja posle ove zamene dobija oblik:

_h_z[(M 28_2+82 (M P9’ 82 (M 29t 82}”_
M dx; ox; \M+m/ 9y ay M+m/ 9z az,

_h_z[( m )OO (m YOO m 28_+8_2}l,_
2mL\M +m/ 9x;  9x;  \M+m/ 9yl 9y \M+m/ 9z8 9z}
1 Ze®

4n8°«/x +y, +2,

Posle sredivanja prethodne jednacine dobija se jednostavniji oblik:

I 9 82 82 82 82 82
e o e v-
dx;  dy, az 2!~L ox. By az
2
1 Ze

4‘}t80 /x +yr2 +Z,

gde je U redukovana masa (videti poglavlje 4.2).

Funkcija W koja se pojavljuje u jednacini (9.1.10), funkcija je koordinata
centra mase (X, Y, Z) 1 relativnih koordinata elektrona u odnosu na jezgro (x Vn 2 ).
Da bi se jednacina (9.1.10) uprostila (rastavila na jednostavnije ¢inioce), primenjuje
se metoda razdvajanja promenljivih. Funkcija ¥ koja zavisi od Sest promenljivih,
napiSe se sada kao proizvod dve funkcije od kojih svaka zavisi samo od tri prome-
nljive:

-y = Ey-

\p Ey (9.1.10)

Y (X, Yor 203 X ¥ Z) = Yi(Xos Yos 20) - WalX ¥ 2,)- 9.1.11)
Kada se izraz (9.1.11) zameni u (9.1.10) dobija se:
h’ 0’ 82 82 h’ 0’ o0 o
) m“’z(a% PR v u‘"'(axf Yoy Tz Jus-
1 ze’

lIflllfz
4me, /x +yr2 +7

Jednacinu (9.1.12) ¢emo podeliti sa y,y, posle cega se dobija:

Ey, v, 9.1.12)

ot o B o

2(M +m)y, 2u¥2\ox; 9y, 9z,
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1 Ze®
ATE XDy w7

Prvi ¢lan jednacine (9.1.13) zavisi od koordinata (x,, y,, z,), drugi i treci ¢lan zavise
od (x,, y,, z.), a njihov zbir jednak je konstanti. Ovo je moguée samo ako je svaki sa-
birak stalan. Zbog toga se ukupna energije E predstavlja kao zbir dve konstante E i
E,:

= E (9.1.13)

Uz ovu smenu jednacina (9.1.13) rastavlja se na dve. Prva jednacina glasi:

2(M + m)wy, onz ayg 8z§ 1 !
h R
2(M+m) m)(aTéJray_jJraTg)w‘ =Ev, . (9.1.15)

Druga jednacina je:

LS I WS R
209:00x; ay; 9z Amey [ e
NN s 1 ze®
Sal e e v

:E2C>

> \l’z = Ez\l’z . (9116)

AME [ 437 4z

Jednacinom (9.1.15) opisuje se slobodno (translatorno) kretanje Cestice mase
(M+m). Ova jednacina moZe da se, metodom razdvajanja promenljivih, rastavi na
tri jednacine i to uvodenjem smene:

+
ox; dy, 0z

Vo= YR (x) - () - Wt (20) (9.1.17)
gde smo zvezdicom oznacili neke nove funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne
promenljive (zvezdicom obi¢no obelezavamo funkciju konjugovano kompleksnu
funkciji V). Zamenom (9.1.17) u (9.1.15) uz uslov:

El = El*+E2*+E3* (9118)

dobija se sistem od tri diferencijalne jednacine, sa po jednom nezavisno promenlji-
vom:

hZ dzllfl* B . .. hZ dzllfz* B . ..
At ae YT e g Y
2 -
h AT gy (9.1.19)

2(m+ M) g7
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Resenja ovih jednacina poznata su odranije — to su funkcije De Broljijevih talasa ob-
lika npr. za Y *:

Y * o= Clexp{éA/Z(M+ m)Exo} + Czexp{_giA/Z(M+ m)Exo}. (9.1.20).

Resenja y,* i y;* analognog su oblika kao (9.1.20), a ukupno resenje jednako je
proizvodu y,*, y,* i y;*. Jo§ jednom istaknimo da je energija E, iz jednacine
(9.1.18) doprinos energiji atoma vodonika zbog slobodnog (translatornog) pome-
ranja atoma. U skladu s tim, vrednost energije E, nije kvantovana. Struktura energi-
jskih nivoa vodonika, o¢igledno, bie odredena Kulonovim potencijalom. Odgovori
na pitanja koja su energijska stanja atoma vodonika i kakve su talasne funkcije, do-
bijaju se reSavanjem Sredingerove jednacine (9.1.16).

9.1.2 Transformacija pravouglih (Dekartovih) u sferne koordinate

Jedna&inu (9.1.16), koja predstavlja Sredingerovu jednadinu u Dekartovim
koordinatama za vodonikov atom, napisa¢emo izostavljanjem indeksa 2 uz funkciju
vV, u obliku:

2u\9x*  9y* 97 0
pri ¢emu je u izrazu za Kolunov potenicjal, vrednost kvadratnog korena zamenjena
relativnom koordinatnom r — rastojanja elektrona od jezgra:

r = A/x2+y2+zz. 9.1.21)

Radi jednostavnosti pisanja, izostavljena je oznaka r u indeksu koordinata. MoZe se
pokazati da promenljive u diferencijalnoj jednacini (9.1.16) zbog faktora (9.1.21) ne
mogu da se razdvoje. PoSto se Kulonov potencijal odlikuje sfernom simetrijom,
problem se reSava prevodenjem jednacine (9.1.16) u sferne koordinate.

Slika 9.1.1 Veza izmedu Dekartovog i sfer-
nog koordinatnog sistema.
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Veza izmedu sfernih koordinata r, ® i @ i Dekartovih koordinata x, y i z, Slika
(9.1.1) je sledeca:

x = rsinBcos@ r= X +y' 47 0<r<o;

rsin Osin @ ¢ = arc tg(@ 0<o<2m; (9.1.22)

~
Il

2+ 2
Xy 0<0<T-

z=rcos® O = arctg

2 2 2 2 2 2
Sada treba da odredimo operator 0°/0x"+9°/dy +97/9z" y sfernim koordi-
natama. Ovu transformaciju vr§imo na sledeéi nacin — uzmimo npr. oY/ dx :

Qv _ dwor, awae , dyde.

9x ~ drox  960x ' dpax 4-123)

Potrebno je, dakle, da se odrede izvodi sfernih koordinata po Dekartovim koordi-
natama:

1

or _ 1, - 2 2.2 _X .
Bx_Z(x +y +27) 2x—r—s1n6cos(p,
3_6 _ 12 2.%. 1 oy = cosecosg_);
* 1+% +2y . A/xz"‘y2 g

z
8_(p__ 1y _ sing
ox 2 2 rsin®

Na sli¢an nacin izvode se i ostale jednacine, pa se dobija:

Jr sinecoscp,ae = cosBcos@ 8_(p = _sing

ox ox r T dx rsin®

or _ . . 90 _ cosBsin@ J¢@ _ cosQ.

Iy = sinBsinQ, Jy = - 3y = 5in®’ (9.1.24)
or _ 06 _ _sinb do _
Pyl cos 09, w9 0.

Koriste¢i jednacine (9.1.24), nalazi se da je:

ay _ . dy  cosBcos@dy sin@ dy
ox SmeCOS(PBr * r 00 rsinfog’
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oy .. 8_\|I cosesm(palp cosQ Iy

y - s1n6s1n(par p 30 rsinGB(p’ (9.1.25)
Wy _ cos 8\|I s1n6ﬂ.
oz Br r d0

Drugi izvodi po Dekartovim koordinatama transformisu se u druge izvode po sfer-
nim koordinatama na sledeci nacin:

Iy _ i(aw) _

9y’ ~ dy g

= sin@sin@ 88 ( By) w;e (aa\p * rC :11% Bacp @‘D

A .o 9y | cosBsing O’y cosesm(palp
= s1n6s1n(p[s1n6s1n(par2 + p 3790 p 86

L CosQ 'y cos oy

osesing_)[ .y . QY
rsin09rg 2 SmeacpJ ;| Sn0sineaag +cosOsingr+

+c0s6sin§[_)8_\|f 1n6s1n598\|! cos® 9’y

cosecos(pa_\q
r 862 r ae rSlnea(Pae rsin e a(P
cos @ 'y 8\|I
me[smesm(pa ¢ + sin@cos Q== P
4 CosBsing o'y + cosecos(pa_\p

cos@ o’y sin@ 8_\|IJ
r 0¢do r 00 rsinea(p2 rsin@de |’

Sli¢nim izratunavanjem nalaze se i izrazi za *y/dx2i d*y/d 22, pa je

Iy Dy oy _ Dy, 20y lailercf_gefﬂEJr;a_z‘E (9.1.26)
ox> 9y’ 9z  or o T rPeer T 2 90 ante 09" -

Kako je:

IM ctgbdy _ 1 Iy oy J oy
00’ P2 00 rzsine(smeae + cosd ) P s1n689(Slne )

00
sledi:

Fy Oy oy _dy 20y | a(leaw) 1oy
ox> 9y’ 97 or° ror rs1n6ae

9.1.27
99/ " /*sin’0 9¢’ ( )
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Drugi pogodan oblik dobija se ako se uoci da je:

82(r\|)’) d a(r\p’) a( oy \If) _ I_M_'_zallf

ot or ar o\ or " P
L T e T 1oy 9.1.28
ax ay 822 r ar rSlneae(Sl ae) rsin26 a(pz ( . )

9.1.3 Razdvajanje promenljivih u Sredingerovoj jednacini za
vodonikov atom i za sisteme slicne vodoniku

Sredingerova jednacina u sfernim koordinatama za jednoelektronski sistem
glasi:

170y, 1 vy, 1 v 2u 1 Zez)
nd —Jy = 0.
roor P s1n689(Sl 86) Fsin° 0 Bcp h2 ( +47t80 r v

(9.1.29)

Metod razdvajanja promenljivih, koji smo koristili i do sada, upotrebi¢emo za reSa-
vanje jednacine (9.1.29) u kojoj funkcija zavisi sada od tri promenljive, r, 6 1 @.
Resenje jednacine (funkcija ) predstavicemo u obliku proizvoda tri funkcije od
kojih svaka zavisi samo od jedne promenljive. Nameravamo da ovim postupkom
jednacinu (9.1.29) rastavimo na tri prostije diferencijalne jednacine u kojima odgo-

varajuce funkcije zavise samo od jedne promenljive. Za pocetak uvode se dve funk-
cije R(r) 1 S(0,9):

y(r,0,9) = R(r)-S(9, 9). (9.1.30)
Tada je:

2 2 2 2
oY _ (dR Oy _ p0 S dy _ 0S5
ar dr’ 9¢’ 09> 06’ 06’

Uvrstavajudi (9.1.30), kao i izracunate izvode, u (9.1.29) i mnoZeéi dobijenu jed-
nacinu sa r*/(RS) dobija se:

10(pdR) By, Ly, 11T, L1 (0S)
Rar\ dr * [ E+4‘n:802r d +sin29 Sa(P smeSae sin® 0.

(9.1.31)

Leva strana jednacine (9.1.31) sastoji se iz dva ¢lana od kojih je jedan funkcija samo
r koordinate, a drugi je funkcija samo koordinata 0 i ¢. Posto je njihov zbir jednak
nuli, mogu da se izjednace sa konstantama iste apsolutne vrednosti, ali suprotnog
znaka. Ovu konstantu obeleZi¢emo sa f. Tada se jednacina (9.1.31) rastavlja na dve:
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10( 2dR)  2u 1 Z_ez) -

Rar(r dr) + K2 (E+411:80 r r=+f (9.1.32)
1 1S, 1 19/(. .0

sin’@ Sa(p2+sin6S8e(Smeae = (9.1.33)

Zatim se na jednacinu (9.1.33) ponovo primeni metod razdvajanja promenljivih.
Funkciju S(6,9) prikazacemo kao proizvod dve nove funkcije, @(8) i P(¢) od kojih
svaka zavisi samo od jedne promenljive:

S(6,9) = () O(0). (9.1.34)
Uzimajucéi u obzir da je:

2 2
IS _ od'®. 3S _ 4dO

a(p2 B d(pw 8_6 B de

a zatim uvrStavanjem izvoda (9.1.34) u (9.1.33), dobija se, posle mnoZenja sa sin?6:

14 sinei(

® 4o’ +5 76 sinecﬂ) +fsin’® = 0. (9.1.35)

do

Prvi ¢lan jednacine (9.1.35) zavisi samo od @, a drugi i treci zavise od 0. Izjednaca-
vanjem prvog ¢lana jednacine (9.1.35) sa konstantom -m?, a zbira drugog i treeg
mora biti +m?, tako da je ukupan zbir sva tri ¢lana nula dobijaju se dve diferenci-
jalne jednacine:

2
1P, e =0 (9.1.36)
odnosno:
1 d(. d@) ( m’ )
_“ == _ = 0. .1.37
Sn646 s1n6de +|f e ®=0 (9.1.37)

Prema tome, problem refavanja Sredingerove jednaine za atom vodonika svodi se
na reSavanje tri obi¢ne diferencijalne jednacine, jedne radijalne (9.1.32) i dve uga-
one, po ¢ (9.1.36) i po 6 (9.1.37).

9.1.4 ReSavanje ugaone Sredingerove jednacine (po 0)

ReSenje jednacine (9.1.36):
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potraZi¢emo u obliku:
® = Ne*™*
(N je konstanta normiranja). Tada je:

)

S = No’e*®
do

pa se uvrStavanjem u (9.1.36) dobija karakteristi¢na (kvadratna) jednacina:

o +m’=0; = o=zim

, O =im

pri ¢emu je dozvoljeno da m ima i pozitivne i negativne vrednosti. Dakle, reSenje
jednacine (9.1.36) je:

q) _ Neimq)

Kako talasna funkcija mora da bude jednoznacna (Sto u ovom slucaju znaci da njena
vrednost za uglove @ i ¢ + 2km mora da bude ista), mora da bude ispunjen i uslov:

img — eim(q)+21t) eimq) . eZ‘!tim

e =
odakle sledi:

1 =i -sin2mm+ cos2mm; = sin2mmn = 0; cos2mm = 1
Sto je ispunjeno samo kada je m ceo broj. Dakle:

m=0,%1,%2, ...

Vrednost konstante normiranja N nalazimo iz uslova:

2n 27
Id?*~<l>d(p = 1; j(Ne”""")*~Ne’""‘Pdcp =1
0 0

ili posle integraljenja:

Prema tome, redenje Sredingerove jednacine (9.1.36) je kompleksna funkcija:

= ——e (9.1.38)

J2m
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9.1.5 ReSavanje ugaone Sredingerove jednacine (po 0)
Jednacina (9.1.37):
2
! d(sin6@)+( - ”; )@ =0

m% de sin O

uvodenjem smene: x = cos 0 svodi se na oblik:

2

H -] -)e -
dx[(l x )dx} e =0 (9.1.39)
jer je:
d _ ddx —sinei
de ~ dxd® dx

ReSenje diferencijalne jednacine (9.1.39) traZimo u obliku:

m

O = (1-19 ulx) (9.1.40)

pri ¢emu funkciju u(x) treba odrediti. PotraZiéemo d®/dx i zajedno sa ® zameniti u
(9.1.39). Posle sredivanja i skradivanja sa (1 — x2)"? dobija se jednacina koju treba
da zadovoljava funkcija u(x):

2
(I=xHu”=2(lml+ 1) - x-u' +(f=|m| =m?) -u = 0; u’sj—;‘; u"s;ﬂj
X

(9.1.41)

Diferencijalnu jednacinu (9.1.41) neemo direktno reSavati nego ¢emo pokazati
kako se polaze¢i od odredene funkcije, njenim diferenciranjem, dobija diferenci-
jalna jednacina po obliku identi¢na nasoj ¢ije reSenje traZimo. Uvodimo prvo funk-
ciju:

y=-1) (9.1.42)

pri ¢emu je [ ceo, pozitivan broj. Logaritmovanjem i diferenciranjem po x dobija se
iz (9.1.42):

(1-x%)y" +2Ixy = 0.
Ako se ova jednacina (k + 1) puta diferencira po x i ako se uvede oznaka:

k ko 2 !
z = ;l—yk = % (9.1.43)
X X
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dobija!? se nova (diferencijalna) jednacina koja glasi:
(1-x)7"=2(k=1+ Dxz"+(2l-k)- (k+ 1)z = 0 (9.1.44)
i koja je identi¢na sa jednac¢inom (9.1.41), kada je:
u=cz m+1=k=Il+1; QI-k)-(k+1) = f—|ml-m" (9.1.45)
gde ¢’ moZe da bude neka proizvoljna konstanta. 1z (9.1.45) sledi:
k=1I1+ml i f=1I1I+1). (9.1.46)
Uzimajuci u obzir (9.1.45) 1 (9.1.46) konacno dobijamo funkciju u(x):
1+ |ml

1

(xX’-1). (9.1.47)

1+|ml

u(x) = ¢’
d
Uvritavanjem (9.1.47) u (9.1.40) dobija se reSenje ugaone Sredingerove jednaine
po 6:

[m] 1+ |m|

00) = c/(1-x)" .

(xz—l)l; X = cos0. (9.1.48)

1 +|m|
X

U matematici se funkcije tipa (9.1.48) nazivaju pridruZeni Lezanrovi (Legendre) po-
linomi, pa reSenje ugaone Sredingerove jednacine moZe da se napiSe i u obliku:

®(0) = NP;'(x) = NP/'(cos8) (9.1.48a)

pri emu su sa P} oznaceni pridruZeni LeZanrovi polinomi, dok je N konstanta normi-
ranja u koju je ukljucena konstanta ¢’. PridruZeni LeZanrovi polinomi definiSu se kao:

‘.’l’_‘ 1+ |m|
> d I

2
dxl+ |m]| ('x - 1 )

o
n _ 2\ 2 d _ 1 _ 2
Pi(x) = (1-x7) d—Pz(X) = 2—1“(1 x)

|ml

X

gde su sa P(x) oznaeni LeZanrovi polinomi:

n n -1
12Pri tom se Koristi binomni obrazac: d—n(uv) = [d—':jv +n[£/n——j@ +
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Naglasimo da / moZe da ima samo celobrojne vrednosti i da je |m| <1 - kada bi [ bilo
manje od |m|, izraz (9.1.48) bi postao nula. Za dato [ postoji (I + 1) reSenja koja od-
govaraju sledeéim vrednostima |m|:

lml =0,12..., 1. (9.1.49)

Vrednost konstante normiranja moZe se odrediti iz uslova:

j@*@sinede =1

0

1 ona iznosi:

[ nd=Im!
No = 5 (+ml)

pa je ®(0) konacno:

1+ 1)U=ImD! ,

9.1.6 Resavanje radijalne Sredingerove jednacine

Preuredivanjem, mnoZenjem sa R/r? i uvrStavanjem f = /(I +1), radijalna jed-
nacina dobija oblik:

d2_R+chI_2+[ B I(l+1)

A+2=-
drt rdr * r 2

JR =0 (9.1.50)
r

pri ¢emu uvodimo oznake:

2UE 1 uze

B = . 9.1.51

4ne, K2 ( )

Odredi¢emo prvo reSenje asimptotskog oblika jednacine (9.1.50) i to u slucaju kada

r —oo, Tada ¢lanovi koji sadrze 1/r i 1/r? postaju jednaki nuli, pa se jednadina
(9.1.50) svodi na znatno prostiju diferencijalnu jednacinu:

2
fl—lf +AR = 0. (9.1.52)
p

ReSenja diferencijalne jednacine (9.1.52) lako se nalaze i ona su oblika:

R(r) = Cie™™ + Ce™ (9.1.53)
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gde su C, i C, proizvoljne konstante. U eksponentu jednacine (9.1.53) javlja se
V- Ar. Znak ,,-” uz A potreban je da bi kvadratni koren bio realan broj, jer je kons-
tanta A, proporcionalna energiji, pa ima negativnu vrednost. Imajuci na umu da ta-
lasna funkcija mora da bude konaCna za sve vrednosti r, pa i za r —oo, izab-
ra¢emo C, = 0. Stavljajuéi da je C, = C, dobija se:

R(r) = Ce™. (9.1.53a)

Opste reSenje jednacine (9.1.50) dobija se koriS¢enjem izraza (9.1.53a) ako se C
shvati kao funkcija r. Uvodimo sada novu promenljivu:

p = 2.J-Ar.

Uzimajuc¢i u obzir da je:

d dpd d & (dp)z d d
=~ ==t= =2/ A—;, ==(F) = =-44—
dr  drdp dp’  ar* dr de de

jednacinu (9.1.50) transformiSemo i izraZavamo po novoj promenljivoj p:

2
(9.1.50a) d'R  2dR [1 B 1_li+1)

+ — +
dp® pdp L4 [ap  p’

Zatim reSenje predstavljamo u obliku:

JR:O.

P
R(p) = C(p)e’ (9.1.54)

pa se zamenom (9.1.54) i odgovarajucih izvoda u (9.1.50a), dobija jednacina koju mora
da zadovljava funkcija C(p):

%*@‘l)%*[(%‘ 1)%J”p+”Jc: 0. (9.1.55)

Resenje ove jednadine traZimo u obliku reda'3

C(p) =Y awp™™"s ar#0. (9.1.56)

1z (9.1.56) sledi:

13U jednaini (9.1.55) javljaju se singulariteti 1/p i l/p2 pri p = 0. Zato se funkcija C(p) predsta-
vlja potencijalnim redom koji po¢inje ¢lanom ps, pri éemu ée broj s> 0 biti odreden zahtevom da talasna fun-
kcija bude konac¢na kada p — 0 .
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dC(p) Z(V-i-s) vp1+v L, dC(p) Z(V+S)(V+S—1)avpl+v 2
dp’
(9.1.57)
Uvrstavajudi (9.1.56) 1 (9.1.57) u (9.1.55) dobija se:
Z{(v+s)(v+s—1)avp‘“ 2+ s)ap T (v s)ap T+
(9.1.58)

(J_A 1) T I+ Dap' Ty = 0.

Da bi bila zadovoljena jednakost (9.1.58), koeficijenti uz sve stepene uz P, moraju
da budu jednaki nuli. Iz uslova da je koeficijent uz najnizi stepen od p, p’ > jednak
je nuli, dobija se:

s(s—1)ag+2sag—1(l+ 1)a, =0 = s2+s—l(l+1)=0

odnosno:

l
—(I+1).

S =

Samo prva od dve moguénosti (s=[) daje pozitivne vrednosti za s, pa, prema tome,
obezbeduje konacnost talasne funkcije za r=0. Zato ¢emo na svakom mestu u
(9.1.58) s zameniti sa [. Izjednadavanjem koeficijenata uz stepene p**'~' s nulom,
dobija se:

B
V+I+1)v+Da,,  +2(v+1+ l)av+l_(v+1)av+(ﬁ_l)av_l(l"' Da,,, =0

odakle sledi:

v+l+1—£—
Ay, /\/_A

a, - v+I+D(v+D+2(v+I+ D) =11+ 1)

(9.1.59)

Jednacina (9.1.59) predstavlja rekurentnu formulu — ona omoguéava da se svi koefi-
cijenti reda (9.1.56) izraze preko jednog — npr. a, Prema tome, funkcija R(p) se do
na konstantan faktor moZe predstaviti u obliku:

_P
R(p) =e 2Zavpv+l gdeje p=2.J-Ar. (9.1.60)
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Usled zahteva da funkcija R(p) bude konacna funkcija, polinom R(p) mora da se
prekine posle k-tog ¢lana. Pokaza¢emo i zaSto. Na osnovu jednacine (9.1.59) sledi:

Ay

. 1
lim ~.
Voo Ay v

(9.1.61)

Analizirajmo sada funkciju e’ koja je beskona¢na kada p — o. Kada funkciju e”
razvijemo u Mak Lorenov red i izratunamo koli¢nik sukcesivnih ¢lanova reda dobi-
jamo:

oo

P _ pv_ v bv+ _L
2’ = Z\ﬁ_ 20 = bvl_v+1'
v=0

v=0

Uporedivanjem koli¢nika sukcesivnih ¢lanova Mak Lorenovog razvoja funkcije e” i

naSeg reda R(p), (9.1.61), zaklju€ujemo da bi beskona¢na suma reda Zavpv” tezila
ba§ funkciji €”. U tom slu¢aju je:

_p 4
R(p)=e’- e =¢’; pooo = R(p)—>oo

dakle, funkcija R(p) bi imala beskona¢nu vrednost, §to nije dozvoljeno. Zbog toga

v+l
suma Zav’p mora da se prekine posle k-tog ¢lana. To istovremeno znaci da koefi-
cijent uz (k+1)-vi ¢lan reda, a,,, mora da bude jednak nuli. Ako se ovaj uslov unese
u rekurentnu formulu (9.1.59) dobija se sledeéa jednakost:

k+l+1—i=0. (9.1.62)

J-A

Kada se zbir pozitivnih, celih brojeva (k+/+1) oznaci sa n, pri ¢emu n moZe da ima
vrednosti [+1, [+2, itd. (jer je k+I najmanje nula), dobija se:

B

n=—

N-A
ili ako se zamene ranije uvedene oznake za A i B dobija se:

1 2n’uz’e’

E=E, = -
(4me,)” n'h’

(9.1.63)

Jednacina (9.1.63) ista je kao i Borova jednacina za energiju vodonikovog atoma
(4.2.13). I prema ovoj jednacini vrednosti energije su kvantovane (brojem n) . Broj
n javlja se u postupku matematickog reSavanja diferencijalne jednacine kojom opi-
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sujemo vodonikov atom, odnosno kao posledica zahteva da talasna funkcija bude
konac¢na. Prema tome, energija vodonikovog atoma moZe da ima samo diskretne
vrednosti, odredene jednacinom (9.1.63). Kako sledi iz jednacine (9.1.63), energija
zavisi samo od tzv. glavnog kvantnog broja n, a ne od kvantnih brojeva [ ili m.

Svakoj energijskoj vrednosti odgovara niz svojstvenih funkcija Wy koje odgo-
varaju razli¢itim vrednostima brojeva [ i m. Kako za odredeno n, broj / moZe da ima
vrednosti n-1, n-2,..., 0, a za svako [ broj moze da bude -/, -/+1, -[+2,..., +1, dakle,
ukupno (2/+1) vrednosti, degeneracija energijskog nivoa koji ima glavni kvantni
broj n je:

n—1

S+ = g(1+2n—1)= n’.

1=0

U skladu sa svim onim §to je receno, radijalna funkcija R(r), jednacina (9.1.60) je
oblika:

k k

» -p
R.(p) =N e’ ZavpV”: N ezplZavpv; p=2-Ar (9.1.64)
v=0 v=0
k je poslednji ¢lan reda, k=n-I-1. N je konstanta normiranja. Polinom:

k

G(p)=p'> a,p’
v=0
blisko je povezan sa tzv. pridruZenim Lagerovim (Laguerre) polinomima stepena r-s

ireda s, koji se definiSu kao:

s ds
dp

gde je L,(p), Lagerov polinom stepena r:

r

d
L, =¢f "
p) e dprpe

—P

Moze se pokazati da je:
G(p) = p'LY (p)
pa resenje radijalne jednacine moZe da se napiSe u obliku:

P P
R.(p) = N, e *G(p) = N,.e 'p'L)} (p) (9.1.65)

gde je N, konstanta normiranja.
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Znajudi definiciju Lagerovih odnosno pridruZenih Lagerovih polinoma, poka-
zacemo kako se odreduje radijalna talasna funkcija u sluc¢aju kada je n=1, I=0, m=0.

Znaci, treba odrediti Lll :
L, = epi(pefp) = e’(e’—pe)=1-p;
dp ’
L = i(l-p): -1 = G(p)= p'(-1)= -1
1 dp .

Radijalna funkcija za n=1 i /=0, ima, dakle, oblik:

_P
Rl,o(") =-N, e %

Konstanta normiranja N, , odreduje se iz uslova:

[R.av = [(R.)rdr =1

0 0

(deo elementa zapremine po r je 1 dr). Dalje:

= 5 -
Nz‘[e e *ridr = Nz_[efzﬂrrzdr
o 0
pa se posle parcijalnog integraljenja dobija:
1 2 2./-Ar 2r —2.J-Ar 1 —2.J-Ar ”
N ———"re ——c +——e =1
v ) an i

Posle zamene granica i vradajuéi se na definiciju A, jednacina (9.1.51) u kojoj se za-
menjuje izraz za energiju vodonikovog atoma, jednacina (9.1.63), dobija se:

3

2
= le() = —Z(z)

(eI

1
1 -
—N'=1 = N, = —2[(—A)2J :
4A°

gde je:

ay = dme, . (9.1.66)
Le
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Kod vodonikoidnih jona velikog rednog broja Z, kada se moZe smatrati da je redu-
kovana masa | jednaka masi elektrona m,, a, odgovara ta¢no Borovom polupre-
¢niku (duZina od 0,529 A). Kada se u jednacini:

p=J-Ar

zameni vrednost za A odnosno za energiju E prema jednacini (9.1.63) i uzme u obzir
jednacina (9.1.66) za Borov poluprecnik, dobija se:

- 22Zr (9.1.67)
n ay
pa radijalna talasna funkcija za slucaj n=1 i /=0 konac¢no dobija oblik:
3 Zr
5 B 3=
R, o(r) = Z(z) e’= Z(z) e (9.1.68)
a a

Radijalne funkcije R(p) nose u svom indeksu brojeve n i /, ¢ime je naznaceno da
oblik Lagerovog polinoma zavisi od izbora n i [. Naglasimo joS§ jednom, da pri zada-
tom 7, broj / moZe da uzima vrednosti odredenom jednac¢inom [/ <n — 1.

9.1.7 Atomske orbitale

Talasne funkcije koje se dobijaju reavanjem Sredingerove jednacine za vodo-
nikov atom imaju oblik:

\lIn,l,m(r9 69 (P) = Rn,l(r) . ®l,m(e) . q)m((P) (9169)

pri Cemu je:

D, (0) = L g —1<m<l (9.1.70)

J2m

L’Ll_‘ 1+ |m|

_ Qi+ U=|mh! 1 o 2 d
Q(G)‘J 20+ 2n

1

(xz—l); x = cosH 9.1.71)

l=n-1,n-2,itd.

1
27V (n=1-1) 12, -5 o
R, /(r) = _K;ﬁ MJ p'e LY (p) 9.1.72)
2
p=2JAr, A= 2“2E, ap = 4n80h—2. 9.1.73)
h We

Izraz za a, definisan je jednacinom (9.1.66), a funkcionalne veze izmedu p 1ir, od-
nosno konstante A i energije E, definisane su jednac¢inama (9.1.60) i (9.1.51). Funk-
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cije su normirane na jedinicu tako da koeficijenti ispred pojedinih funkcija oznaca-
vaju faktore normiranja.

Ispitivanje zavisnosti talasne funkcije od koordinata daje predstavu o verovat-
noc¢i nalaZenja elektrona u nekoj tacki prostora. Tako, za odredeni pravac 0 i @,
moZemo ispitati raspodelu verovatnoée duZz radijus vektora povucenog iz jezgra.
Samu verovatnocu nalaZenja elektrona odreduje proizvod kvadrata talasne funkcije
[W,..|" i elemenata zapremine dV ili u opitem slucaju , ,, V¥, .dV (dV =
= dxdydz = r’drsinfd0cos @ do) .

Talasne funkcije pojedina¢nih elektrona atoma i molekula nazivaju se orbi-
tale. U zavisnosti od vrednosti broja [, orbitale mogu da budu s-tipa (/=0), p-tipa
(I=1), d-tipa (I=2), f-tipa (I=3), itd. Ali, pre nego Sto predemo na analizu orbitala
moramo preciznije utvrditi znacenje brojeva n, [ i m kojima je odreden oblik talasne
funkcijey .

Kvantni brojevi

Pri reSavanju Sredingerove jednacine za vodonikov atom, javljaju se brojevi
n, l i m koji su odgovarajuca zamena za kvantne brojeve uvedene u okviru Bor-So-
merfeldove teorije. Poznato je, medutim, da su kvantni brojevi u okviru Bor-Somer-
feldove teorije, bili uvedeni ad hoc (unapred), dok se pri reSavanju Sredingerove
jednacine oni javljaju prirodno, kao posledica zahteva da talasna funkcija zadovo-
ljava ocigledne fizicke grani¢ne uslove.

Na jeziku kvantne mehanike kvantni brojevi su povezani sa svojstvenim vred-
nostima odgovarajucih operatora. Tako moZe da se pokaZe da broj [ zadovoljava jed-
nacinu:

Py =1+ 1)hy

a broj m jednacinu:

Ly = mhy

A 2.5 . .. £ . . . . -
pri ¢emu su [ i [, operatori koji se pomocu pravila kvantne mehanike pridruZuju
momentu impulsa (ugaonom momentu) i projekciji momenta impulsa na neku
izbranu osu z. Navedene jednacine prouci¢emo podrobnije u odeljku 9.1.8.

s orbitale

Sve orbitale koje imaju nulti orbitni ugaoni moment (/=0) nazivaju se s orbi-
tale. Kod s orbitala podrazumeva se da je i vrednost broja m takode nula. Uzmimo
sada 1s orbitalu. Broj (u ovom slucaju 1) ispred oznake s pokazuje vrednost glavnog
kvantnog broja n. ls orbitala odgovara atomu vodonika u njegovom osnovnom
stanju — u stanju najniZe energije (tada je glavni kvantni broj n=1). Ugaoni deo (po
¢, 0) talasne funkcije 1s (kao i ostalih s funkcija, 2s, 3s, itd.) jednak je samo fakto-
rima normiranja:

videti jednacinu (9.1.37), dok je:
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jer je:
N*[sin8d6 = N*(—cos)| = N2 =1 pa je N = Ry
0

2

Treba pomenuti to da je deo elementa zapremine po 6 jednak sin® d0.Prema jed-
nacini (9.1.69) 1s orbitala vodonika je:

0

3 3,
2 £ 2
\VlS = Rls ' q)ls ' ®1S= L(z) € 2: L(z) e 0 (9174)
Jmta Jma

pri ¢emu je za R, uzetizraz prema jednacini (9.1.68).
Na osnovu poznatih izraza za radijalnu funkciju, odnosno za Lagerove i prid-
ruzene Lagerove polinome mogu da se izracunaju i druge s orbitale:

Zr

ay

3
1 _L Zi _P
ano= = 320 (2] @-pre s p= ©0.175)

22

V300 = Y3,= = 3a,

)(6 6p+pe 9.1.76)

2ﬁr 9[

U Tabeli 9.1.1 navedeni su analitic¢ki oblici radijalnih funkcija vodonikovog atoma, i
to: s, 2s, 3s, 4s, 2p, 3p, 4p, 3d 1 4f dok su na Slici 9.1.2 ove funkcije (odnosno nji-
hovi kvadrati) prikazani graficki.
Sve s orbitale sferno su simetri¢ne — ne pokazuju zavisnost od uglova 0 i @,

Sto se eksplicitno vidi iz relacija od (9.1.74) do (9.1.76). Orbitala osnovnog stanja
(1s) eksponencijalno opada sa rastojanjem od jezgra, Slika 9.1.2. Ovo upuduje na
zakljucak da je najveca gustina verovatnoce nalaZenja elektrona u jezgru. Orbitala
se prostire, medutim, prilicno daleko od jezgra pokazujuéi to da postoji stvarna ve-
rovatnoca nalaZenja elektrona i na ovim rastojanjima od jezgra. Talasne funkcije 2s
i 3s slicno se ponaSaju, s tim Sto kvadrat talasne funkcije 2s ima, pored maksimalne
vrednosti pri r=0, jo§ jedan maksimum na udaljenosti od 4a, od jezgra. Kvadrat ta-
lasne funkcije 35 ima dva takva maksimuma pri odredenim vrednostima r. Ovo uka-
zuje na to da je na takvim mestima verovatnije naci elektron.

p orbitale
Kod p orbitala je orbitni'* kvantni broj /=1, §to znaci da elektron ima ugaoni

moment intenziteta ﬁh . Ako se razmotri radijalni deo p orbitale R, ; lako moZe da
se pokaze da je analiticki oblik R, ; orbitale:

14 Zadrzavamo naziv ,,orbitni” kvantni broj, mada na prvi pogled izraz ,,orbitalni” izgleda primerenije jer
Sredlngerov formalizam ne koristi pO_]al’l‘l ,,orblte S druge strane, naziv ,,orbitalni” kvantni broj kao broj koji
definise tip orbitale nije dovoljno precizan jer moZe da se odnosi i na glavni i na magnetni kvantni broj, koji, ta-
kode, odreduju tip orbitale. Stoga koristimo naziv ,,orbitni” kvantni broj kao broj koji kvantuje ugaoni moment
atoma (elektrona).
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5 P
R, = (%) (L pe’ ; p= Zr (9.1.77)
ay \2

R2R

2.0
4.0 Ls

0 4 81216 20 r/a,
R
R2
0.5 \0‘7 2s
= ri
0 4 8 1216 20 r/a, 0 4 81216 20 r/a,
R R
R2 R2
0.4 0.055 4
0.15 3s 0.003}
] /\'// 7 A Z g / v \M L v >
0 4 81216 20 r/a, 0 4 81216 20 r/a
R R
R2 R2
0.045
3d
0.0065t [ 45 0.002
] /\'// s / / // Y4 % &/ "
0 4 81216 20 t/a, 0 4 81216 20 r/a,

Slika 9.1.2 Radijalne funkcije vodonikovog atoma.

Oblik polinoma po p odredujemo na osnovu jednacine (9.1.65) i definicije prid-
ruzenog Lagerovog i Lagerovog polinoma. Neka je rec¢ o 2p orbitali — u tom slucaju
je n=2, I=1. Treba, prema tome, odrediti pridruZeni Lagerov polinom L3 kao i Lage-
rov polinom L;. Oblik polinoma, odnosno koeficijenti uz stepene polinoma mogu da
se odrede i pomocu rekurentne jednacine (9.1.59), uz uslov da polinom:

p'(ao+ap+ap +...+ap)
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mora da se prekine kod k-tog ¢lana. Tako se za 2p orbitalu nalazi:

Qi1 _ A v+l+1-—n _O+1+1—2_O

a4 ay rl+ DO +D 200+ I+ D)1+

pri ¢emu se uzima da je v=0, /=1 i n=2. Iz prethodnog izraza sledi da je a, polinoma
nula, §to znaci da polinom ima samo ¢lan a,. Dakle:

_P
R2,l: Nzylpe 2 .

Na isti nacin odreduje se polinom po p za 3p orbitalu:

1+1  a v+Il+1-n _0+1+1-3

1
a.  ay (HI+D+D+20v+I+1)—1(I+1) " 2+4-2 ~ 4

‘L2_1+1+1_3_0
a  6+6-3

Dakle, polinom, u slu¢aju 3p orbitale, ima oblik:
const-p(4-p).

Radijalna funkcija 3p orbitale, zajedno sa konstantom normiranja moZe da se na-
pise kao:

3
7ZN\2 1 -2 27
w0 = () S gtee s o= 50 o179
0

Slika 9.1.3 Kada je [=0, potenci-

/A jalna energija je isklju¢ivo Kulonova
i sila je privlacna, kriva a. Ako elek-

tron ima orbitni moment, kriva po-
tencijalne energije ima drukciji oblik

od Kulonove — narocito u blizini jez-

gra i sila je tada odbojna, kriva c.
Ovakav oblik potencijalne energije

utice na vrednost talasne funkcije u

blizini jezgra. Kriva b pokazuje od-

bojni potencijal, U ~ 1/7" .
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Za razliku od s orbitala, kod p orbitala (ali i kod ostalih orbitala kod kojih je [ #0)
vrednost talasne funkcije, pa i gustina verovatnoce nalaZenja elektrona, u tacki r=0
je nula. Na ,klasi¢an” nacin ovo bi moglo da se rastumaci postojanjem sile koja u
blizini jezgra na elektron deluje odbojno. I zaista, ako se pogleda jednacina (9.1.50),
napisana u nesto izmenjenom obliku:

2 2 2
&R 2dR 20E _Z_u[_ 1z l(l+1)hJR:O.
dr’ rdr B R'L 4(me) r 2ur’

Tabela 9.1.1 Normirane radijalne talasne funkcije za Z = 1. d=r/a, i predsta-
vlja rastojanje u atomskim jedinicama. Za vodonikoidne atome, u opStem slucaju,
funkciju treba pomnoZiti sa (Z/a)*? a promenljivu d u eksponentu zameniti sa Zr/a,:

R (d) =2e"

_ L3, _d
Ra(@ = 2 (1-5)

_ 2,3 2,7
R;,(d) = 9ﬁe (3—2d+9d)

d
15, 3, 1 1
R, (d) = 2¢ 4(1—4d+§d2—@d3)
1 7‘_1
R, (d) = —=de’
2r 2/\/6
4 ,t_i
R3]7(d) = de 3(6_d)
27 -3./6
d
R (d) = 1_16 gde 4(1—id+ 8—16d2)
d
Ry, (d) = 4P

81./30

1 4 1
R.(d) = 6—4ﬁd e (1 lzd)
d
d3ej

1

768./35

tada izraz u srednjoj zagradi daje veliCinu efektivne potencijalne energije U, elektro-

—

na koji ima orbitni ugaoni moment /[ :

R4f(d) =
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2 2
1 ze 10+ DR

Uy = ———
4 47‘580 r 2“,‘2

Kada je I = 0, potencijalna energija je ¢isto Kulonovog tipa, Slika 9.1.3. Za [ # 0,
oblik krive potencijalne energije u blizini jezgra je druk¢iji od Kulonove - sila je
odbojna zbog doprinosa ¢lana u kojem se javlja orbitni moment, Slika 9.1.3.

Radijalna distribuciona funkcija

Do sada je, na osnovu zavisnosti kvadrata talasne funkcije od rastojanja r,
mogla da se odredi verovatnoca nalazenja elektrona na nekom rastojanju r od jez-
gra, ali u odredenom pravcu 0 i @. Sada nas, medutim, interesuje verovatnoca
nalaZenja elektrona na nekom rastojanju r od jezgra, bez obzira na pravac, odnosno
verovatnoca sa kojom se elektron moZe na¢i u bilo kojoj tacki sferne ljuske debljine
dr, na rastojanju r od jezgra. Zapremina sferne ljuske je:

27 T 27
rzdr_[d(p_[sine de = r%lrjdcp (-cosB)| = 4nr’ dr
0
0 0 0

dok je verovatnoca nalaZenja elektrona u sfernoj ljusci debljine dr, na rastojanju r od
jezgra, proizvod funkcije gustine verovatnocée i zapremine ljuske:

R*x4nr’dr = D(r)dr D(r) = 47r'R".

r’R? T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T r°R?
0.4 + 10.16
i 3d 7
02 4d 40.08
0.0 | 40.00
r’R? Ol T 8| T 1l6 T 214 T 3|2 T 4; Ol T ? T 116 T 214 T 312 T 41'0 r’R?

i 2
0.16 P 0.16 10.16
= 317 4
0.08 4p 0.08 4f 10.08
0.00 0.00 —/\ 10.00
0 8 16 24 32 40 0 8 16 24 32 4
rag, ray

Slika 9.1.4 Radijalna distribuciona funkcija [D(r) = 4nr>R*(r)], kao funkcija rastojanja r,

za razliCite orbitale.
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Funkcija D(r) naziva se radijalna distribuciona funkcija. Na Slici 9.1.4 prikazane su
radijalne distribucione funkcije za Is, 2s, 3s, 2p, 3p, itd. orbitale. Sa dijagrama, iz-
medu ostalog, sledi da je verovatnoca nalaZenja elektrona u osnovnom stanju vodo-
nika najveéa pri vrednosti =0,529 A — §to odgovara polupre¢niku prve Borove orbi-
tale. Medutim, za razliku od Borovog modela, prema kojem se ocekuje da se elektron
kre¢e po orbitama odredenog polupre¢nika (za odredeno energijsko stanje elekt-
rona), talasna mehanika predvida da elektron moZe da se nade, sa izvesnom verovat-
no¢om, na bilo kom rastojanju r od jezgra. Za razliku od s orbitala i njihovih kvad-
rata, koje pokazuju da je najveca gustina verovatnoce nalaZenja elektrona u jezgru,
radijalna distribuciona funkcija ima vrednost nula za r = 0.

Prostorna zavisnost orbitala

Do sada smo proucavali zavisnost talasne funkcije od poluprecnika r. Bitno je,
takode, prouciti i usmerenost orbitala u prostoru, dakle zavisnost talasne funkcije,
odnosno kvadrata talasne funkcije, od uglova © i ¢. Prostorni izgled orbitala
odreden je proizvodom funkcija ©,, (0) i ®,(¢), koji se zove sferni harmonik

Ylm(e’(p):
Yl,m(e9 (P) = ®l,m(e) . q)m((P) . (9179)

Sterni harmonici su funkcije uglova 0 i ¢ kod svih orbitala sa orbitnim kvantnim bro-
jem [ razli¢itim od nule. Kod s orbitala kod kojih je / = 0, sferni harmonici svode se
na konstante normiranja funkcija ®,,, (8) i ®,,(¢), pa su zato s orbitale sferno simet-
ri¢ne. Pri odredenom kvantnom broju / postoji (2/+1) orbitala sa razli¢itim kvantnim
brojem m kojim se kvantuje vrednost projekcije orbitnog ugaonog momenta na pra-
vac z-ose. Problem je, medutim, u tome Sto je funkcija ®,,(¢) za m#0 kompleksna pa
je proizvod ©,,,(8) - @, (¢) neprikladan za vizuelno predstavljanje orbitala. Zato se pri
vizuelnom predstavljanju sfernih harmonika, umesto funkcija ®,,(¢) za m # 0, koriste
linearne kombinacije funkcija ®,(¢) i P_,(¢):

D,(¢)+P_.(9)
q)m((P) - q)—m((P)

N,cosm@ (9.1.80)
N,sinm@ (9.1.81)

a ovo smemo da uradimo jer su nove talasne funkcije (koje predstavljaju linearne
kombinacije pocetnih) takode, reSenja Sredingerove jednacine za vodonikov atom,
¢ija energija u odsustvu spolja$njeg (magnetnog) polja zavisi samo od glavnog kvant-
nog broja n. Ovakve linearne kombinacije originalnih funkcija nisu, medutim, svo-
jstvene funkcije operatora projekcije orbitnog ugaonog momenta /, jer ne odgovaraju
jednoj vrednosti m. Kada se atom vodonika nalazi u magnetnom polju, kombinovanje
talasnih funkcija s istom apsolutnom vrednoS$¢u za m, a s razliitim znakom, nema
smisla jer energija vodonikovog atoma u magnetnom polju zavisi od usmerenja vek-

-

tora [ u magnetnom polju. Faktor normiranja N, iznosi u sluCajevima kada je m # 0,

l/ﬁ, $to lako moZe da se izracuna pomocu jednacine (9.1.80), a kada je m = 0,

1/.J(2m), $to znamo odranije (poglavlje 9.1.4). Dakle, sferni harmonici imaju oblik:
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Yl, m,cos (|m| q))(e9 (P) = N®l m( e ) CcoS m(P (9 1 82)
Yl, m,sin(\m\q))(e9 (P) = N®l m(e) Sinm(P . (9 1 83)
U drugom sfernom harmoniku izostavljena je imaginarna jedinica i jer se ona javlja
kao multiplikativni faktor, pa kao takva moZe da se izostavi, jer i onako fizi¢ki smisao

ima samo proizvod yy* ili (YY*) u kome se imaginarna jedinica gubi. U slu¢aju
kada je m = 0, pri nekom [:

Y, 0(0,9) = NO,(0). (9.1.84)

Odrediéemo sada tri sferna harmonika 2p orbitale (I = 1, m = £1 i 0). Pomocu for-
mule (9.1.48) nalazimo prvo funkciju ®,,, /=1, |m| = 1:

[T

2
0,.(0) = c’(1-x%) ~;—2(x2—1)15sin6; x=cosO
X

paje: ©,,(0) = const. - sinB. Lako se dobija da je ®, ((8) = const. - cos® (zal=1im=
0). Pozitivna linearna kombinacija funkcija ®,(@) i ®_,(¢) je cos@®, a negativna sing,
pa uzimajuéi u obzir vrednosti konstanti normiranja dobijaju se, konacno, izrazi za
ova tri sferna harmonika:

Y1 coso(0, ) = %/\/%sine cos @ (9.1.85)
Y11 (0, 0) = %/\/%sine sin @ (9.1.86)
Y, 0(0,0) = %/\/%COSG. (9.1.87)

Znajuéi kako ugaoni tako i radijalni deo talasne funkcije za [ = 1 i n = 2, jednacina
(9.1.77), moZemo napisati ukupnu talasnu funkciju, ,, ili 2p (broj 2 ispred p oz-
nacava vrednost glavnog kvantnog broja) orbitalu:

L2 e

Va1 cosg = i(Zﬂ:) 2((%) pe *sin® cos@ = Vo, (9.1.88)
L2

Vo1, sing = i(Zn) 2(5) pe *sin® sing =y, (9.1.89)
P

Voo = };(2") 2((%) pe * cos® = vy, (9.1.90)

2p., 2p, i 2p, orbitale definisane su jednakostima (9.1.88), (9.1.89) i (9.1.90). Indeksi
X, y1zuz 2p poticu od toga $to su ove funkcije proporcionalne x, y i z koordinatama,
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izrazenim u sfernom koordinatnom sistemu [videti (9.1.22)]. Time je i oznacena us-
merenost orbitale duZ odredene ose. I zaista, prema (9.1.88) najvecéa vrednost 2p, or-
bitale je za cos =1 1 pri @ =0 i 7 (pri prikazivanju orbitala uzimaju se apsolutne
vrednosti funkcija sin@, cos®, sin®, itd.), a to je u xy ravni (tada je © = 7/2) pravac x-
-ose. Takode, najveca vrednost 2p, orbitale je za ¢ = /2 i ¢ = 37/2, a to je pravac y-
ose kada je 0 =m/2. Najveca vrednost 2p, orbitale je za cos® = 1. Dakle,za® =01,
Sto je pravac z-ose. 2p, talasna funkcija jednaka je nuli za x = 0 ili u yz-ravni, 2p, je
nula za y = 0 ili u xz-ravni dok je 2p, nula za z = 0 ili u xy-ravni.

1=0 1 2 3 4 5 6 7 8 m

)

Slika 9.1.5 Polarni dijagram funkcije v, ;= R |Y;,, (6,0)|, kod R=1 i @=const. Konture se dobijaju
povladenjem radijus vektora pod odredenim uglovima 6. DuZine radijus vektora srazmerne su ap-
solutnoj vrednosti funkcije ®(0). Pravac vertikalne ose je pravac z-ose, a 0 je ugao u odnosu na z-osu.

Na Slici 9.1.5 prikazani su polarni dijagrami funkcije v,, gde je w,, = R, (7) -
[Y,,, (8,9)]. Polarni dijagrami su predstavljeni u ravnima ¢ = const., takvim da je
®d(p) =1, za odredeno rastojanje r, pri Cemu je tada radijalni deo jednak nekoj kons-
tanti. To, prakti¢no, znaci da su na slici prikazani polarni dijagrami funkcije ®,,,(6).
Ovaj polarni dijagram dobija se povlacenjem radijus vektora, pod odredenim uglom
6, pri ¢emu uglu 6 = 0 odgovara poloZaj z-ose, a vrednost ugla 6 menja se od 0 do 27
(iako je u sfernom koordinatnom sistemu ugao 6 definisan izmedu 0 i 7, uobicajeno
je da se funkcija ©,,(0) prikazuje u celom podrucju 2m). DuZine radijus vektora
srazmerne su apsolutnoj vrednosti funkcije Y(0, @), odnosno ®(8). Ovakvi dijag-



420 9. ATOM - KVANTNOMEHANICKA SLIKA

rami mogu da se crtaju za razliCito r, s tim §to se najveom verovatno¢om nalaZenja
elektrona odlikuju orbitale sa onim r, pri kojem je radijalna talasna funkcija najveca.
Sa ove slike ocigledna je usmerenost ®,,(0) (p,) duZ z-ose, odnosno @, (8) duz
x-ose (p,) ili duz y-ose (p,).

Ugaoni delovi (po @) 2p, i 2p, orbitala odgovaraju
pozitivnoj i negativnoj linearnoj kombinaciji funkcija
D, (¢) 1 D (), pri cemu su u indeksu funkcija P(¢) naz-
nacene vrednosti magnetnog kvantnog broja (m = 1ilim =
-1). One ne mogu da se upotrebe za analizu ponaSanja
atoma vodonika u magnetnom polju. Kod treée 2p orbitale,
2p,, odredene funkcijom ®(0) i P(¢) pri vrednosti
magnetnog kvantnog broja m = 0, projekcija orbitnog uga-
onog momenta na z-osu je nula, dok je funkcija gustine ve-
rovatnoce nalaZenja elektrona ~ f(r)-cos?0, videti jednacine
(9.1.87)1(9.1.90), i prema tome najveca duz z-ose (0 =0 i
0=m).

Postoji izvesna korespondencija izmedu poloZaja Bo-
rovih orbita i 2p,, 2p, i 2p_ orbitala. Pri kretanju elektrona
po kruznoj orbiti u xy-ravni, ugaoni moment ima pravac
z-ose. Kod 2p, i 2p, orbitale najveCa je verovatnoca
nalaZenja elektrona ba$ u ravnima koje su normalne na z-

-osu (u kojoj se nalazi Borova orbita), mada postoje i druge ‘__,,,,_§17@4% O
ravni u kojima je ova verovatnoca razli¢ita od nule. Sli¢no 7
moZe da se kaZze i za 2p, orbitalu i Borovu orbitu posta- A

vljenu u xz-ravni kada je projekcija momenta impulsa na z- et
osu jednaka nuli. Gustina verovatnoce nalaZenja elektrona W
kod 2p. orbitale najveca je u pravcu z-ose, dakle u ravni

Borove orbite. Na Slici 9.1.6 prikazani su polarni dijagrami
funkcija ®,,(0) zam==%[.

Kod d orbitale, kod koje je vrednost orbitnog kvant-
nog broja / = 2, pomocu jednacine (9.1.71) izraCunavaju se
odgovarajuce funkcije 9,,,(0). Zatim se, pomocu jedna¢ina
(9.1.82) i (9.1.83), odreduju i odgovarajuéi sferni harmo-
nici:

®128, 128
®256,256

®512,512

Y2,2,0052q)(e9 (P) = }‘-/\/%Sinze COSZ(P (sziyz) (9191)

Y55 sin29(0, @)

grami funkcija ©,,(0) za

_1 F §in’0 sin2¢ (Y,) (9.192) _ Slika 9.6 Polari dija-
T m=11.
1

Y51 cos0(0, @) = 2A/T—’Ssine cos0 cos@ (Y.,) (9.1.93)

Y51 (0, @) = %Esine cos 0 sin@ (Y,.) (9.1.94)
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Yoo = lﬁ(3cos29—l) (Y.). (9.1.95)
ANT E

Indeks uz sferni harmonik Y oznac¢ava da je analiticki oblik date funkcije srazmeran
odgovarajué¢oj kombinaciji koordinata. Prostorni izgled d orbitala, zajedno sa njiho-
vim polarnim dijagramima, prikazan je na Slici 9.1.7.

Slika 9.1.7 Prostorni prikaz i polarni dijagram d orbitala.

Na Slici 9.1.8 prikazani su kvadrati modula nekoliko ugaonih funkcija
|Yl,m(e’(p)|2:

17,6, )> = ©7,(8) - ,(¢)D*,(¢) = ——©7,.(6).

J2m
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Slika 9.1.8 Prostorni prikaz ugaone funkcije prvih nekoliko orbitala.

Ovoga puta funkcije ®,,(¢) su originalne funkcije koje odgovaraju odredenom kvan-
tnom broju m. MnoZenjem takve funkcije sa njoj konjugovano kompleksnom funkci-
jom, sferni harmonici pretvaraju se u realne funkcije koje mogu da se nacrtaju, ali se
s druge strane gubi zavisnost od ¢. Takve orbitale su osno simetri¢ne (u odnosu na
z-osu) i predstavljaju, prema Bornovom tumacenju, funkciju gustine verovatnoce.
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9.1.8 Orbitni ugaoni moment
Komponente orbitnog ugaonog momenta du? koordinatnih osa

Vrednosti dinamickih promenljivih, kao §to su energija, impulsi, momenti im-
pulsa (ugaoni momenti) i njihove projekcije na koordinatne ose, predstavljaju se u
kvantnoj mehanici svojstvenim vrednostima odgovarajucih operatora. Odreduju se
reSavanjem diferencijalne jednacine tipa Sredingerove jednacine kojom se definiSe

ovaj svojstveni problem. Tako se svojstvene vrednosti operatora [, (ili L., gde se
velikim slovom L oznacavaju orbitni ugaoni moment, odnosno njegov operator jed-
nog viSeelektronskog atoma) odreduju iz jednacine:

Ly = ky. (9.1.96)

Operator l izracunava se, najpre, u sfernim koordinatama koriS¢enjem jednacine
(8.4.28) kojom je definisan i jednacine (9.1.25) kojom su predstavljeni odgovarajuéi
parcijalni diferencijali u sfernim koordinatama:

5 _h[ 0 07 _ A[ . a0 cosBsingd  cos@ d )]
;= i[xa yaJ = i[rs1n6cos(p(s1n6s1n(p$+ p %+rsin6W)J

~

_%["SiHGSiH(P(sinecos(pa cos@cos@ d  sing d }

>t 5 90 rsmede | - D

=t rsin’0 cos @ sin 9 + sin 0 cos O sin @ cos J + cos’ 9 -
= i[ () (PE ¢ (P% (P%J

0

_h
2 10)

—fl[rsinzecos sin i+ sin © cos O sin ¢ cos i—sin2 i}
i PsnPgy PeosPae M Poel =

Zamenjivanjem izraza za l , prema (9.1.97), dolazi se do diferencijalne jednacine:

dy i, _
o sky = 0. (9.1.98)

ReSenje ove diferencijalne jednacine traZi se u obliku funkcije y=e™. Posto se dife-
rencijal funkcije ¥ (po ¢) i sama funkcija zamene u (9.1.98), dobija se:

ik ik

dok je sama funkcija y:
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Kako funkcija mora da ima iste vrednosti za uglove ¢ 1 ¢+27 (videti deo 9.1.4), sledi:

St

=m=m, = 0;£1;£2;+3... (9.1.99)

1z jednacine (9.1.99) moze da se zakljuci da su svojstvene vrednosti operatora [, jed-
nake proizvodu broja m, i veli¢ine A [h/(2m)]. To, takode, znaci da su moguce vred-
nosti dinamicke promenljive /, (ili, drugim recima, projekcije vektora orbitnog mo-
menta na izabrani pravac, a obi¢no se uzima pravac z-ose) kvantovane i izraZavaju se
kao proizvod (magnetnog) kvantnog broja m, i veli¢ine A. Indeks [ kod broja m poka-
zuje da je re¢ o orbitnom ugaonom momentu.

Velicina orbitnog ugaonog momenta

Da bi se odredile moguce vrednosti orbitnog ugaonog momenta, treba da se

resi problem i odrede svojstvene vrednosti operatora kvadrata ugaonog momenta
2

[

Iy = Ay (9.1.100)

Prethodno treba izraunati ovaj operator. Operator kvadrata ugaonog momenta jed-
nak je:

+1 (9.1.101)

Zatim se odreduju operatori gi 1 Ef [operator 22 vec je odreden, jednacina (9.1.97)].
Kori$¢enjem jednacine (8.4.28) kojom su definisani ovi operatori i (9.1.25) koja sa-
drZi potrebne izvode u sfernim koordinatama, dobija se:

L2 2]
LR R Zay B

A . . d sin® d

7[rs1n6s1n(p(cos Ga—r - —r-_a_e)_
. no. 0 cosBsing d | cos@ d

_rcose(smesm(par + " T rsinea_(p)J

Al . . d .2,. 0
= i[rsmesm(pcosea—r—sm 6s1n(pa—e—

9 cochos(piJ
00 sin@ 9@

_h{ . d cosH 9
[, = i(_ () S(Pacp)' (9.1.102)

S50~ sind °°

—rsinBcosO sin(pai —cos 0 sin@
r
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Istim postupkom moZe da se izrauna ], :

7 _h(,0 0) _*h 9 cos® . 0
b= i(zax xaz) = ,-(COS‘PBG sing® <Pa(p) (9.1.103)

Kako je l poznato odranije, sada moZe da se odredi I’ koristeci (9.1.101):

~

Fo= 10+ 10+ = (L] + @)Lyl + WILy];
2 FLZ 0 cose d oy cosB oy
Py = (- )-(- )+

Sm(PBG sing - %3¢ Sm(PBG s1n6COS(P§p
W d cose cose oy
* 2( COSP36 " Sing 8 ) (CO (PBG sin@ " (Pacp)
i 0 (dy
28¢(8¢)

Posle sredivanja jednacine dobija se:

o a2 Oty s1n(pc0s(p8\|f cos® o Jdy
Ly = h[sm (Pa 2 sin’e 00 T 5ine P90~

—(%{fee-) s1n(Pcos(Pg\(g (Z?jg) s” 8_\|IJ

B M s1n(pc0s(p8\|f cos® . 2 Jy
h[cos (pa - “n’s 90 sinesm (pae+

cos0)” . Iy cosez.za_zlgaip
+ (sine) s1n(pcos(pa(p + (—sine) sin (pa(p2 + Bcpz]

7 _hz( 9>  cos6 9 1 82)

St 5t ) 9.1.104
892+ 5696 sin’09¢’ ( )
Ako se ovaj operator primeni na talasnu funkciju y predstavljenu u obliku proiz-
voda tri funkcije R(r), ®(0) i ®(¢) [videti jednacine (9.1.30), (9.1.34) 1 (9.1.69)] i
zatim dobijeni izraz predstavi u skladu sa svojstvenim problemom (9.1.100), sledi:

N o 8_2 cos d 1 8_2 imo
Iy = —h (aeﬁ S —sinzeacpz)R(r)®(e)e

imq)dz_® + R zmq)COSGd@ 1

- ke 200 "¢ sin6de _e(_mQ)mem) = ARO™.

(9.1.105)
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Obe strane jednacine (9.1.105) podele se sa —h’Re™® i preostali deo s desne strane

(A/h”) prebaci se na levu stranu jednacine, koja ée se sada izjednaciti sa nulom:

'O cos6d® . (x

Tt AN = 1.1
40" " sin6d8 T \%  sin e)® 0 ©-1.106)

Jednagina (9.1.106) ista je kao ugaona Sredingerova jednacina za vodonikov atom
(po 0) (9.1.37) za:

(9.1.107)

\
1
>

Kako je prema jednacini (9.1.46):
f=1lul+1)

gde je [ orbitni kvantni broj, iz (9.1.107) sledi da su svojstvene vrednosti operatora

2 o . - . . .
I, A ili, drugim re¢ima, moguée vrednosti kvadrata orbitnog ugaonog momenta:

A = I(I+ 1)h* = 0; 2h°; 6h%; 1247, 200> = (9.1.108)

|l| = JI(l+1)A.

Treba podsetiti na to da je, u okviru vektorskog modela atoma jednacina (9.1.108)
uvedena i koriS¢ena. Ovde smo pokazali samo kako ona moZe i da se izvede.

Primeri

Primer 9.1.1 Izracunati najverovatnije rastojanje od jezgra elektrona vodonikovog
atoma i He* jona u 1s orbitali.

RESENIJE:

Najverovatnije rastojanje definiSe se kao rastojanje r za koje funkcija gustine
verovatnoce ima najveéu vrednost. Odreduje se diferenciranjem radijalne distri-
bucione funkcije D(r) (bitno je samo rastojanje bez obzira na pravac u prostoru) po
poluprecniku r i izjednacavanjem ovog izraza sa nulom. Prema (9.1.74):

ay

» 7 72?201 dD(r) 42( 27 »
— 7

D(r) = 4nr’y’ = 4nr—— ; 2r—— )=0:>"=
ll] TEa 0 dr ag Ao

Kod vodonikovog atoma, 1s elektron najverovatnije ¢e se naci na rastojanju a,, a to

je rastojanje koje odgovara prvom Borovom poluprec¢niku (0.529 X). Kod heliju-
movog jona ovo rastojanje je dva puta manje, jer je naelektrisanje helijumovog jona
dva puta vecée od naelektrisanja vodonikovog atoma.

Primer 9.1.2 Odrediti rastojanja r pri kojima radijalna funkcija gustine verovatnoce
R, vodonikovog atoma ima vrednost nula.
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RESENJE:
Iz Tabele 9.1.1 nalazi se funkcija R;, i odreduju se nule ove funkcije:

2r

9 - 2.2
Ry, = aﬁ(i) e 3“”[3—21+2(i) ] -0 =
9./3 a, 9\a

2
%(1) 2L 43=0=r =71a, = 037nm; r, = 19a, = 0,10nm.

a ag

Ove tacke nazivaju se ¢vorne tacke, a to su one tacke u kojima funkcija prolazi kroz
nulu (ima nultu vrednost).

Primer 9.1.3 Izracunati srednju vrednost radijusa R, orbitale vodonikovog atoma.
RESENJE:

Kako prema Bornovom tumacenju talasne funkcije kvadrat talasne funkcije
(ili kvadrat modula kada je ona kompleksna) predstavlja gustinu verovatnoce,
srednja vrednost poluprecnika r izraCunava se na osnovu definicije srednje vred-
nosti iz teorije verovatnoce (videti dodatak uz poglavlje 8.4).

2r,
(ry = ‘[rRz(r)l‘zdr = ai3‘[r36 “dr.
0
0 0

Posle trostrukog parcijalnog integraljenja dobija se:

) oo )

4 2 2 2 - 2
dg 3 @ a dg 2 4 a a a a
—3——0re° +=2-2re 0| +ay|-=re’ +—0‘[e ‘dr =
a, 2 o 2 2 0 2 o 2
0

En 2 I 4 2
= 4 a0r3e “ 3a0 I‘ze ‘0 re + 3a0 e “ 3(1
= —_22 - 220 = Za,.
a03 2 0 2 0 4 o 24 0 2

) )

9.2 ATOMI SA VISE ELEKTRONA
9.2.1 Sredingerova jednacdina atoma sa N elektrona

Sredingerova jednacina za atom sa N elektrona u laboratorijskom koordina-
tnom sistemu ima oblik:

hZ 82 82 82 hZ N 82 82 82
=t =+ - ==+ =+ -
[ 2M (ax2 oY’ azz) 2”‘,; (ax,f dy; azi)
3 Ze’ ZN: 1
4n80k= 1 '\/(xk —X)2 + (Ve — Y)2 + (2, — Z)2

+
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1 82 N N 1
+ 54%022 9.2.1)

k=lz¢k’\/(xk_xl)2 + (Ve =) + (2« —Z1)2
’ \P(X’Y’Z’xl’yl’zl"""xN’yN’ZN) = E\P(X9Y9Z9-xl9yl9zl>--->-xN9yN>ZN)'

Prvi sabirak na levoj strani jednacine predstavlja kineticku energiju jezgra mase M,
a drugi ¢lan (jednostruka suma po elektronima) oznacava kineticku energiju elek-
trona mase m. Treci sabirak predstavlja elektrostaticko (Kulonovo) privlacenje elek-
trona i jezgra sa naelektrisanjem Ze, a poslednji sabirak prikazuje medusobnu inter-
akciju elektrona. Treba uociti da indeksi k£ i [, u dvostrukoj sumi koja opisuje
Kulonovo odbijanje elektrona, moraju da se razlikuju jedan od drugog (elektron ne
interaguje sa samim sobom) i da je uveden cinilac 1/2 da bi se dobio pravilan broj
parnih interakcija (u dvostrukoj sumi svaka interakcija javlja se dva puta — za elekt-
rone 112, npr. jednom kaok=11i/=2, drugi putkaok=2,/=1).

Broj promenljivih u Sredingerovoj jednaéini (9.2.1) je 3 (N + 1). Kao i kod
vodonikovog atoma, prelaskom na sistem centra mase, problem moZe da se svede
na translatorno kretanje atoma u celini i na kretanje N elektrona pri nepokretnom
jezgru.

Uvescemo sada koordinate centra mase: x,, Y, 1 z:

N
(M+Nm)x, = MX + mZx,-

i=1

N
(M + Nm)y, = MY + mZy,- (9.2.2)

i=1

N
(M +Nm)zy, = MZ+ mZzl

i=1
i relativne koordinate elektrona u odnosu na jezgro:
Xep = =X Yo ==Y, 2 = -2 9.2.3)

k=1, 2,.... sanamerom da koordinate (X, Y, Z, x,, y,, Z,...Xy-Yn-Zy) U jednacini (9.2.1)
pretvorimo u koordinate (Xo, ¥, Zo X1, Yir Zip---sXnnYnniny)- Kako se u jednacinama
(9.2.1) - (9.2.3), x, y i z koordinate javljaju uvek odvojeno jedna od druge, postupak
moZe da se pojednostavi razmatranjem samo jednog skupa koordinata (npr. x).
Transformisa¢emo prvo izraz za kineticku energiju atoma (sadrZi parcijalne izvode )
pomocu poznatih jednacina kojima se parcijalni izvodi po koordinatama Q,,
Q,,...,Q, prevode u parcijalne izvode po drugom skupu koordinata g,, g,,...,q,:

dg; 9
5. = 336:3q
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9¢:0q;_9* & g
3070, ZZananaqaq Zananaql

U posebnom slucaju:

dg; 0q; 9> | . 0'q; 0
o ;Zagkagkaqaq 23004

Kori$éenjem prethodnih jednacina dobija se:

9 M Y 9o
X’ - (M + N 8702 - 2M + NmZ:laxoax,-, * lelaxiraxj, ©-24)
1= 1=1y=
82 ( 82 m 9 9’
2 2.
a_xk M+ N axo P M+Nma.Xankr+a_xir (9 5)
Koristeéi (9.2.4) 1 (9.2.5) dobija se:
Iy
2Mx* 2m gyl
2
_ 1 0 m+M 9.2.6)

_2(M+Nm)ax 2mM Zaxk Mzzaxkraxl,.

1l#k

Na isti naCin dobijaju se odgovarajuci izrazi i za y i z koordinate. Zamenjujuci stare
koordinate novim i u izrazu za potencijalnu energiju, dobija se izraz za Sredinge-
rovu jednacinu (9.2.1) u koordinatama centra mase i u relativnim koordinatama:

[ K (3_2 N 82)_2m+MN(82 az+32)_

2M+Nm 32 oy oz T 2
2 82 82 )

RIN N
- A—/IZ ;(axkraxlr 0y, 0y, " 024,92, -

k=11

Ox’s Byzkr 0%t

9.2.7)

ze ﬁ 1 1e ﬁ:ﬁ 1

4me [2 2 2 24me 2 2 2|
0k=l Xkr +ykr + Zir 0k=”¢k’\/(-xkr_-xlr) +(ykr_ylr) +(Zkr_zlr)

: \P(-x()»y()»z()»-xlr»ylr»zlr»'"9-er9er9ZNr) = E\P(-x()»y()»z()rxlr9ylr9zlr9'"9-er9er9ZNr) .

U prvom sabirku (i samo u njemu) na levoj strani jednacine (9.2.7) javljaju se izvodi
koordinata centra mase x,, y,, 2, @ M + Nm je masa celog atoma. Ovaj ¢lan predsta-
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vlja, dakle, translaciju atoma u celini i on, kao i kod vodonikovog atoma, predstavlja-
njem talasne funkcije ¥ u obliku proizvoda dve funkcije ¥, i ¥, :

\P(-x()»y(bz()»-xlr»ylr»zlr»'"9-er9er9ZNr) = \Pl(-x()»y()»z()) ' \P2(-xlr9ylr9zlr9"’9-er9er9ZNr)
9.2.8)

moZe da se odvoji od ostalog dela Sredingerove jednaine. Ostali ¢lanovi u jedna¢ini
(9.2.7) zavise samo od koordinata x,,, ¥, Zjp---XysYne 2y 1 Opisuju kretanje elektrona
u sistemu centra mase. Treéi sabirak [na levoj strani jednacine (9.2.7)] koji ukljucuje
meSovite izvode po koordinatama para elektrona i naziva se polarizacioni ¢lan, ima
koeficijent A°/2M . On je za nekoliko redova veli¢ine manji od koeficijenta u
drugom sabirku, A°(m + M)/2mM = h’/2m , pa moze da se zanemari. Redukovanu
masu oznaci¢emo sa W = mM/(m + M) i izostaviti ubuduée indeks r u oznakama
koordinata, tj. pisaCemo x, umesto x,,, imajuéi na umu da je sada rec¢ o relativnim
koordinatama elektrona u odnosu na jezgro, dakle, razli¢itim od onih u jednacini

(9.2.1). Suma parcijalnih izvoda po Dekartovim koordinatama 9°/0x, +9° /9y, +

+0°/9z, oznadava se sa A, rastojanje k-tog elektrona od jezgra, A/(x*c + y'i +2°4) »

sa ry, rastojanje izmedu k-tog i [-tog elektrona «/[(xk —x)+ (e — y,)2 +(z-2)7]
sa r,,. Tada Sredingerova jednacina, koja opisuje stanje atoma sa N elektrona, dobija
oblik:

B Ze' X
L o
[ Zuz " dme, &~

k=1

Ll e Sl g 7 = BW(H... ) ©29)
i 24n80];;rkl 1*e2' N T leeesl'N VN

odnosno:
HY(r,,....,ry) = E¥(r\,....1\). (9.2.92)

Pri ¢emu je H, Hamiltonov operator:

Ry Zet X
H = _Z_uZA

k=1

1 1 & &1
kK —+—— —
47t80k= w 24%80;;rk,

Treba napomenuti to da je u poslednjim dvema jednacinama funkcija ¥, iz jed-
nacine (9.2.8) obelezena sa W'.

Jednacina (9.2.9) je parcijalna diferencijalna jednacina sa 3N Dekartovih pro-
menljivih. Uobicajeni pokuSaj razdvajanja promenljivih predstavljanjem funkcije
Y u obliku proizvoda vise funkcija:

W(r . ry.ary) = Wi(r) W, (F),... - Wa(F)) (9.2.10)

ne vodi do uspeha, zbog sprege koordinata razlicitih elektrona preko clanova

1/rg, =1/ A/(xk - xl)2 + (e — yl)2 + (2, — z,)z. Sredingerova jednacina za sve ato-
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me koji imaju vise od jednog elektrona predstavljaju tzv. viSeCesti¢ni problem koji ne
moZe da se resi u analitickom obliku. Dakle, u svim ovim slucajevima, koriste se prib-
lizne metode reSavanja. U slede¢em poglavlju, na primeru atoma helijuma, najjed-
nostavnijeg atoma posle vodonikovog, prikazaCemo neke osnovne ideje koje se ko-
riste pri pribliZnom reSavanju odgovarajuCe Sredingerove jednacine. Zatim ¢emo
skicirati opSti nacin reSavanja stacionarne Sredingerove jednacine za viSeelektronske
sisteme, tzv. metoda samousaglasenog polja (Hartri—-Fokov metod).

9.2.2 Atom helijuma

Helijumov atom ima dva elektrona, pa Sredingerova jednadina kojom se on
opisuje glasi:

|:—h—2(A1+A2)— Ze’ (— —) J‘P(r 7)) = E¥(7.7,).
2 4me, 47t80r12
(9.2.11)
Uvodenjem oznaka:
2 2 2 2 2
hlz—f—uAl _4;80%; 25_5_“ 2_4;80%; 1254%8();_12 9.2.11a)
(9.2.11) dobija oblik:
(hy+hy+ h)W(F F) = E®(FF) (9.2.12)

h, ukljucuje koordinate i izvode po koordinatama samo prvog elektrona, 4, samo
drugog elektrona.

U danu hp=e'/rp= 1/ J(xl -x) + (n —)/2)2 +(z,-2) spregnute su
koordinate oba elektrona. Kao $to je vec reCeno, ovaj ¢lan onemogucuje razdvajanje
promenljivih dva elektrona, odnosno rastavljanje Sestodimenzione Sredingerove
jednacine (9.2.11) na dve trodimenzione (po koordinatama x,, y;, Z, 0dnosno x,, y,,
2,) jednacine.

Jedan od mogucih nacina za pribliZzno resavanje Sredingerove jednadine za He
atom sastoji se u zanemanvanju &lana hy, ~ e’/ ry,, §to bi odgovaralo fizi¢koj situ-
aciji u kojoj elektroni ne osecaju prisustvo jedan drugog (model ,,nezavisnih elek-
trona”). Predstavljajudi tada talasnu funkciju He atoma u obliku:

W (r, 1) = Wi(F) - Wa(7r) (9.2.13)

i uvrstavajuéi je u Sredingerovu jednacinu (9.2.12) u kojoj je izostavljen &lan A, do-
bija se:

(h+ hZ)Wl(?l) : \Ifz(?z) = E\Ifl(71) : \Vz(?z) (9.2.14)

odnosno uvrstavajudi izraze za h, i h, iz (9.2.11a):
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h’ ze’ -
\Ifz("z)|: o Ay (r 1)—4n8071'\|11("1):|+
(9.2.15)
Z - .
+\Ifl("1)[ Azllfz( 2)— R}%WZ(FZ)} = Eyi(r) - Wa(r) .
Deljenjem leve i desne strane jednacine (9.2.15) sa y,(7,) - W,(7,) dobija se:
1 h2 ze’
\Ifl(r1)|: Ay (r l)_47t80 " \Ifl("l):|
(9.2.16)
1 ze* .
TS T B () - e (i) | = E

Leva strana jednacine (9.2.16) predstavlja zbir dva izraza, od kojih prvi izraz zavisi
od promenljive r,= {xl, Y1, 21}, a drugi od o= {xa Vo Z,} . Kako su ove prome-
nljive medusobno nezavisne, a zbir oba ¢lana jednak je stalnoj veli¢ini E, sledi da
svaki od ova dva ¢lana mora da bude neka konstanta. Ako te konstante ozna¢imo sa
E, 1 E,,uzuslov E=E, + E,, iz jednacine (9.2.16) dobija se:

2
v (1,_ )|: un Ay (r 1) ze. \Ifl(rl):| = E, (9.2.17a)
(71
1 Ze
(7 2)|: Az‘l’z(l‘z) 4n8072-\|12(r2):| (9.2.17b)

MnoZenjem jednacine (9.2.17a) sa (), a jednacine (9.2.17b) sa ,(r,), dobija
se:

hz — 1 Ze2 - —
_Z_I.LAIWI(FI)_ﬁl-EEOTWI(FI): En,(r) (9.2.18a)

Ze 2

4n8072‘\lfz(rz)= E (7). (9.2.18b)

qullfz( 7y)—

Jednacine (9.2,18a) i (9.2.18b) identiCne su Sredingerovoj jednacini za vodonikov
atom (9.1.16). Kako smo Sredingerovu jednacinu za vodonikov atom ve¢ resili,
moZemo odmah dobiti i reSenje za helijumov atom u okviru aproksimacije nezavis-
nih elektrona. Osnovno stanje (stanje najniZze energije) He atoma opisano je ta-
lasnom funkcijom (9.2.13). Kada se uzme da Wy, i W, odgovaraju 1s orbitalama vo-
donikovog atoma za Z =2 (He" jona), dobija se za ¥':

3 Zr, 3 Zr,

B - B - 3 —f(rl+r2)
W L(Z) . .L(Z) e Y= 1(5) e ™ (9.2.19)
ﬁ a ﬁ a TT\a
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a odgovarajuca energija je:

1 Z%* 1 7%
E: E E = — — = —1 . 2.2
s - e Day dme, 2a, - 088V (9-2.20)

Dobijeni rezultat nije u saglasnosti sa eksperimentalnom vrednos¢u koja iznosi
-78,6 eV. Ovakvo neslaganje moglo je i da se o¢ekuje s obzirom na to da zanemari-
vanje medusobnog delovanja elektrona nije bilo motivisano fizickim razlozima, ve¢
jedino teZnjom da se pojednostavi reSavanje Sredingerove jednacine. Pokazacemo,
medutim, da neki rezultati ovog grubog proracuna ipak mogu da se iskoriste kao po-
lazna osnova pri primeni finijih postupaka. S tim ciljem izloZi¢emo varijacionu me-
todu.

Varijaciona metoda

Primenom tzv. varijacione metode moZe da se izvr§i uopstavanje Sredinge-
rove jednacine, koje ukazuje na put za traZenje pribliznih reSenja. PomnoZimo obe
strane jednacine (9.2.9a) sa W (r, ...ry) i dobijeni izraz integralimo po celom
prostoru:

j...jw*H\Pdn, oy dry = Ej...jw*wrl, oy dry. (9.2.21)
1z (9.2.21) sledi:

. _[..._[‘P*H‘Pdrl,..., dry -
- [..[®swdr, ... dry 0222

Ako je, §to je uobicajeno, talasna funkcija ¥ normirana, imenilac izraza na desnoj
strani jednacine (9.2.22) jednak je jedinici. Izraz (9.2.22) je, dakle, ekvivalentan
Sredingerovoj jednacini. Pretpostaviéemo sada da se na desnoj strani jednacine
(9.2.22), umesto tacne talasne funkcije W sistema koji se posmatra, javlja neka prib-
lizna talasna funkcija ®. U tom slucaju veli¢ina s leve strane jednacine (9.2.22)
predstavlja o¢ekivanu vrednost energije < E >:

e I...I@*H‘i)drl,..., dry oo
- [...[or@dr, ... dry 0229

Razlika izmedu izraza (9.2.22) i (9.2.23) moZe matematicki (na jeziku funkcionalne
analize) da se iskaZe na slede¢i nacin: tacno reSenje Sredingerove jednacline, talasna
funkcija ¥, definisana je, u opStem slucaju, u prostoru beskona¢nih dimenzija F
(Hilbertov prostor), a priblizna talasna funkcija ® u nekom potprostoru F' kona¢nih
dimenzija. Na osnovu varijacione teoreme, zadovoljavanje uslova 8 < E >= 0, pri
Cemu & oznacava varijaciju, ekvivalentno je reSavanju Sredingerove jednadine u
tom potprostoru F'. Drugim recima, nalaZenjem varijacije izraza za ocekivanu
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vrednost energije < E >, uz izjednaCavanje ove varijacije s nulom, dobijaju se us-
lovi koje zadovoljava najbolja priblizna funkcija @ iz potprostora F'.

U praksi se obi¢no postupa na jedan od sledeca dva nacina:

a) pretpostavi se da funkcija @ zavisi od izvesnog broja parametara a, b,... pa
se iz uslova d(E)/ da=0,0d(E)/ db= 0, ... odreduju najbolje vrednosti para-
metara a, b, itd.,

b) funkcija @ predstavi se u obliku linearne kombinacije kona¢nog broja izab-

ranih funkcija (to su tzv. bazisne funkcije) @,, @,, ..., @, QJ:ZC,- @;, pri emu se

i=1

najbolje vrednosti koeficijenata razvoja c,, c,,...c, dobijaju reSavanjem sistema line-
arnih jednacina koje slede iz uslova d{E)/ dc,= 0,9(E)/ dc,=0. Ako bi broj
bazisnih funkcija bio beskonacan, optimalna funkcija ® bila bi identicna ta¢nom
reSenju Sredingerove jednacine, ¥ . Posto u praksi mora da se radi s bazisima
konac¢nih (i §to je moguce manjih) dimenzija, vazno je da se odabere pogodni bazis,
tako da linearna kombinacija relativno malog broja takvih funkcija bude dobra
aproksimacija ta¢noj talasnoj funkciji.

Moze da se pokaZe da je energija osnovnog stanja bilo kog atoma izraCunata
pomocu varijacione metode uvek gornja granica ( = ) tacne energije. Ovo daje mo-
guénost za ocenjivanje relativne tac¢nosti razli¢itih proracuna. Od dva proracuna (s
razli¢itim funkcijama @) tacniji je onaj koji daje niZu energiju. Medutim, veli¢ina
apsolutne greske ne moZe da se proceni. MoZe, takode, da se pokaze da je oCekivana
vrednost energije < E > bliZa ta¢noj vrednosti E nego pribliZna talasna funkcija ®
tacnom reSenju Sredingerove jednacine, W .

9.2.3 Primena varijacione metode na He atom

Potraziéemo sada priblizno resenje Sredingerove jednadine za He atom pri-
menom varijacione metode. Na samom pocetku izraCunaéemo izraz za ocekivanu
vrednost energije (9.2.23), pri ¢emu ¢emo Koristiti egzaktan (nerelativisticki) Ha-
miltonov operator H= h, + h, + h, [jednacina (9.2.11)], a kao pribliZznu talasnu fun-
kciju @ uzecemo funkciju ¥ (9.2.19), koja odgovara modelu nezavisnih elektrona.
Kako je priblizna funkcija unapred zadata (ne zavisi ni od kakvih parametara pod-
loZnih menjanju) ovde nije re¢ o uobi¢ajenom slucaju kod varijacionog racuna. Na-
mera nam je da pokaZzemo da pomodcu izraza (9.2.23), s prili¢no proizvoljnom ta-
lasnom funkcijom, mogu da se dobiju dosta dobre vrednosti energije (pogledati
poslednju recenicu prethodnog poglavlja).

Postupak izvodenja izraza za < E > pokaza¢emo u kratkim crtama. Kao i u
slucaju vodonikovog atoma, pogodno je da sa Dekartovih prede na sferne koordi-
nate:

XLy 2% y2, 22 = {r, 01, @1, 1, 05, 95}
Element zapremine za integraljenje u izrazu (9.2.23) postaje;

dV,-dV,= risin®,dr,d0,dg,r;sin®,dr,d0,do, .
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Kao pribliZna talasna funkcija uzima se talasna funkcija (9.2.19) koja je i normirana,
a zatim se izracunava integral:

17\ 7;20(““2) 52 78 (1 1 1 2
111 R O S = A e
(9.2.24)

Y4
—=(ry +ry)
a

e " rirysin®,sin0,dr,dr,d0,d6,d¢,dg,

pri ¢emu su Laplasovi operatori A, i A,sada izraZeni u sfernim koordinatama [iz-
razi sli¢ni jednacini (9.1.28) za H-atom], a r,, treba da se izrazi preko promenljivih
ri, 12, 01, 05, 04, 9, . Kao rezultat takvog izracunavanja dobija se:

| Ze , 1 Ze& 5 1z

E)= .
< > 47580 ag 47580 ag 847580 ag

(9.2.25)

Prvi ¢lan na desnoj strani jednacine (9.2.25) potice od izraza za kineti¢ku energiju,

hZ
_Z_H(Al +A,)

u Hamiltonovom operatoru. Drugi ¢lan odgovara interakciji elektrona i jezgra:
ze(L, 1)
4meN\r, 1o/

Ova dva ¢lana predstavljaju Hamiltonov operator atoma helijuma u modelu nezavis-
nih elektrona i zbir njihovih doprinosa ocekivanoj vrednosti energije je stvarno:

VA
47‘580 ag ’

kao 1 u jednacini (9.2.20). Tredi ¢lan na desnoj strani jednacine (9.2.25) predstavlja
doprinos energiji zbog uzajamnog odbijanja elektrona. UvrStavanjem vrednosti za e,
a, 1 Z (=2) u izrazu (9.2.25) dobija se kao ocekivana vrednost energije -74,82 eV.
Ovaj rezultat znatno je bliZi eksperimentalnoj vrednosti od -78,6 eV 1 jasno poka-
zuje to da je neophodno da se urauna medusobno odbijanje elektrona.

Sada ¢emo uraditi jedan pravi varijacioni racun s pribliZnom talasnom funkci-
jom za koju je pretpostavljen oblik:

3 —‘&‘L(rl+r2)
P = }t(c%) e’ . (9.2.26)

Izraz (9.2.26) razlikuje se od reSenja koje odgovara modelu nezavisnih elektrona po
tome $to je broj Z (=2) (naelektrisanje jezgra atoma helijuma) zamenjen paramet-
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rom & Cija se vrednost odreduje u skladu s varijacionim principom. Uo¢imo da ova
popravka talasne funkcije ima i fizicko opravdanje. Prema modelu nezavisnih ces-
tica svaki elektron ,,ose¢a” delovanje celokupnog naelektrisanja jezgra, dakle Ze.
Medutim, zbog prisustva drugog elektrona, naelektrisanje jezgra delimi¢no je ,,zak-
lonjeno™ i treba ocekivati da svaki elektron ,,0seéa” efektivni potencijal &, pri ¢emu
bi & trebalo da bude izmedu 1 (dejstvo jezgra maksimalno zaklonjeno) i 2 (interak-
cija sa jezgrom neometana drugim elektronom).

Potpuno istim postupkom kao i u prethodnom racunu, za ocekivanu vrednost
energije dobija se funkcijom (9.2.26):

2 2 2 2
(E) = 1 _6_21 éZe_i_S 1 &e

= = . 9.2.27
47580 ag 47580 ag 8 47580 ag ( )

Saglasno s varijacionim principom, najbolja vrednost parametra & nalazi se iz us-
lova:

[N]

0(Ey 1 2&¢ 1 Z&& 5 1 e

= - —+ —=0 9.2.28
o 4me, a, 4me, a, * 8 4me, a, ( )
na osnovu Cega sledi:
5 27
i = Z- 767 T6- (9.2.29)

Najbolja vrednost &, & ., , jeste, kao §to smo i oCekivali, broj koji ima vrednost iz-
medu 1 i 2. Odgovarajuca energija dobija se uvrStavanjem izraza za & .;, (9.2.29) u
(9.2.27):

2
e

1 & e’ 1 ZEmne® 5 1 Enme’ 1
2 2 =_2,85—5% = _77.57eV
Ame, a, ame, a, @ 84me, ag Ame, ap ¢

<E> min =
(9.2.30)

¢ime se priblizava eksperimentalnoj vrednosti (-78,6 eV) toliko da je relativna
greska reda veli¢ine 1%. Ovde treba naglasiti da su obe o¢ekivane vrednosti ener-
gije [s pribliznom funkcijom (9.2.19) i (9.2.26)], dobijene koris¢enjem egzaktnog
Hamiltonovog operatora, iznad eksperimentalne (tacne) vrednosti, pri ¢emu bolja
(fleksibilnija) pribliZna talasna funkcija (9.2.26) vodi do reSenja koje je u boljoj sa-
glasnosti sa eksperimentom.

Slaganje rezultata za ocekivanu vrednost energije koji su dobijeni u ovim jed-
nostavnim racunima, sa odgovaraju¢om eksperimentalnom vredno$¢u, u stvari, i
nije tako dobro kako bi se, na osnovu srazmerno male relativne greske (~ 1%),
moglo zakljuciti. Pri tome, treba imati u vidu da se u (spektroskopskim) eksperi-
mentima ne mere neposredno apsolutne energije, ve¢ da se mere razlike izmedu
energija razlicitih stanja, a ove su same obi¢no reda veli¢ine 1% od ukupne energije.
To znaci da je za tano opisivanje viSeelektronskih atomskih sistema potrebno pri-
meniti finije postupke od ovih upravo prikazanih. O njima ¢e biti reci u jednom od
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slede¢ih_poglavlja. Sada ¢emo se posvetiti razmatranju uticaja spina elektrona na
reSenja Sredingerove jednacine. Pokazademo, takode, da je pri reSavanju Sredinge-
rove jednacine za atome s viSe elektrona, neophodno uzeti u obzir da su elektroni
identic¢ne Cestice.

9.2.4 Uticaj spina na energiju i talasne funkcije atoma (He)

U prethodnom poglavlju uspeli smo da dosta tacno izraunamo energiju os-
novnog stanja atoma helijuma. Da bi se, medutim, objasnili neki drugi eksperimen-
talni rezultati koji ukazuju na:

— postojanje singuletnih i tripletnih elektronskih stanja, pri ¢emu, u opStem
slucaju, jednom singuletnom odgovara tripletno stanje niZe energije,

— osnovno stanje He atoma je singuletno, bez odgovarajuceg energijski bli-
skog tripleta,

— zabranu spektralnih prelaza izmedu singuleta i tripleta,
moraéemo pri reSavanju Sredingerove jednacine ukljuciti spin. Kao §to je u pogla-
vljima 5, 6 1 9.1 receno, kvantni broj spina pojedina¢nog elektrona je 1/2, a projek-
cija spina na bilo koju izabranu osu (po dogovoru to je z-osa) moZe da ima vrednost
1/2 A ili — 1/2 A. Svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj vrednosti projekcije
na z-osu s, =+1/2 oznacava se sa o, a svojstvena funkcija koja odgovara svojstvenoj
vrednosti projekcije s, =—1/2 sa . Kao §to je ranije pomenuto, zbog spinorbitnog
medudejstva (interakcije) nastaje dodatna energija:

-

AE= f(r)] -5 9.2.31)

pri ¢emu je f(7) funkcija poloZaja elektrona. Egzaktni Hamiltonov operator atoma
trebalo bi da ukljucuje ¢lan prikazan jednacinom (9.2.31). Ovo bi znacilo ukljuci-
vanje i N spinskih (u slu¢aju N elektrona), pored 3 N prostornih koordinata, zbog
¢ega bi se pokazalo kao nemoguce rastavljanje Sredingerove jednacine na jednu
jednacinu koja zavisi samo od prostornih koordinata i drugu koja zavisi od spinskih
promenljivih. S druge strane, uklju¢ivanje popravke (9.2.31) u Hamiltonov operator,
dovelo bi do neznatne promene u energiji sistema, pa se zbog navedenih razloga,
¢lan (9.2.31) ne unosi u Hamiltonov operator.

Spin elektrona se ipak uzima u obzir i to kroz oblik talasne funkcije. Pretpo-
stavlja se da ukupna talasna funkcija zavisi kako od prostornih tako i od spinskih
koordinata i predstavlja se u obliku proizvoda dve funkcije. Jedna od tih funkcija
zavisi samo od spinskih, a druga samo od prostornih koordinata:

Y(r,s) = y(r) O(s) (9.2.32)

(r predstavlja skup svih prostornih, a s skup svih spinskih koordinata). Cilj je da se
na ovaj nacin reSavanje ukupne Sredingerove jednacine svede na reSavanje njenog
prostornog dela (9.2.9).

Razmotricemo sada kakav konkretni oblik funkcija (9.2.32) dvoelektronskog
sistema, kao §to je He atom, treba da ima. Sa ¥ (1, 2) oznaci¢emo talasnu funkciju
koja odgovara stanju kada se jedan elektron nalazi na jednom mestu, koordinata 1, a
drugi elektron na nekom drugom mestu, koordinata 2. Stanje nastalo zamenom
mesta dva elektrona opisuje se talasnom funkcijom W(2, 1). Posto u fizickim me-
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renjima elektroni ne mogu da se razlikuju (oni su ,,identi¢ne Cestice”)!>, stanja opi-
sana funkcijama W(1, 2) i ¥(2, 1) odgovaraju istoj fizickoj situaciji. Dalje, fizicki
smisao ima kvadrat talasne funkcije (predstavlja gustinu verovatnoée nalaZenja si-
stema u odredenom stanju), tako da je:

Pi(1,2) = ¥(2,1) (9.2.33)
na osnovu ¢ega slede dve moguénosti:
Y(1,2) = ¥ (2, 1). (9.2.34)

Indeksi 1 1 2 odnose se na sve, kako prostorne tako i spinske koordinate elektrona
oznacenih indeksima 11 2. Jednacine (9.2.33) 1 (9.2.34) su matematicke formulacije
principa (zakona prirode): ako neka fizicki merljiva veli¢ina zavisi od koordinata
identi¢nih Cestica, tada rezultat merenja mora da bude nezavisan od permutacije tih
koordinata. Sve Cestice u prirodi mogu da se podele na fermione koji imaju antisi-
metri¢nu talasnu funkciju u odnosu na permutaciju koordinata:

Y(1,2)=-¥(2,1)
i bozone, kojima odgovara simetri¢na talasna funkcija:
Y(1,2) = +¥(2,1).

Fermioni imaju polubrojni spin, a bozoni celobrojni. Elektroni, protoni, neutroni
kao i sve sloZene Cestice (npr. atomi) koji sadrZe neparan broj fermiona su fermioni.
Posledica antisimetrije talasne funkcije kod fermiona je Paulijev princip is-
kljucenja, po kojem dva elektrona u atomu ne mogu da imaju ista sva Cetiri kvantna
broja.
Talasnu funkciju [videti (9.2.32)] atoma s dva elektrona, predstavi¢éemo u ob-
liku:

\P(?h Sl;?b 5y) = \P(?l»;Z) < O(s1,82). (9.2.35)

Ocekivana vrednost energije s nerelativistickim Hamiltonovim operatorom je tada:
(E) = [[[[W (i 51372 ) HW (P, 50575 52)dr ds dF>ds, =
= [[w*(ri Y HY (7, 7)drdrs [[©%(s), 52)O(s,, :)dsids, =
= [[w*(r, ) HY (R, F2)drdr, (9.2.36)

U jednacinama (9.2.36) koriSéena je skracena oznaka za integraljenje po prostornim
promenljivim:

15 Problem identi¢nih Cestica postoji, u principu, i u makrosvetu, ali tu ima mnogo manju ulogu nego na
atomskom nivou. Razlog je u tome §to se makrotela odlikuju velikim brojem osobina, pa je tesko da se nadu dva
identi¢na makroobjekta, osim u idealizovanim modelima. Suprotno ovome, mikrocestice imaju ograniceni broj
osobina (masa, naelektrisanje, spin) i problemi povezani sa nemoguénos$éu njihovog razlikovanja sasvim su
realni.
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j dr, = ”jr%sineldrldeldcpl

j dr,= j j j r28in 0,dr,d0,d¢, .

Jednakost poslednjeg i pretposlednjeg izraza u (9.2.36) posledica je normiranosti
spinskog dela talasne funkcije:

II@*(sl,s2)®(sl,s2) ds,ds, = 1. (9.2.37)

Dakle, spinski deo talasne funkcije nije uklju¢en neposredno u proracun ocekivane
vrednosti energije. Spinski deo, medutim, posredno utice jer odreduje simetriju

prostornog dela talasne funkcije (7, 7>) .

U dosada$njim razmatranjima talasna funkcija helijumovog atoma predstav-
ljana je u obliku proizvoda:

W(r, 7)) = 0:(r) - 02() = 00(1) - 92(2). (9.2.38)

U jednacinu (9.2.38) uvodimo skraéenu oznaku, ¢,(7,) =¢,(1). Indeks 1 u ¢, oz-

nacava funkciju (npr. s, 2p itd.), a broj 1 u zagradi (1) = r, koordinatu elektrona 1.

Ako se na desnoj strani jednacine (9.2.38) permutuju elektronske koordinate (od-
nosno elektroni), dobija se funkcija:

01(2) - 0.(1) = ¢2(1) - 0:(2) (9.2.39)

koja opisuje potpuno istu fizicku situaciju kao jednacina (9.2.38). Medutim, ni funk-
cije (9.2.38) i (9.2.39) ne zadovoljavaju, u opStem slucaju, uslov (9.2.33) odnosno
uslov (9.2.34), jer pri permutaciji elektrona 1 i 2 ne ostaju nepromenjene do na
znak. KaZe se da funkcije (9.2.38) i (9.2.39) nisu pravilno simetrizovane. Pomocu
funkcija (9.2.38) 1 (9.2.39) mogu da se formiraju njihove linearne kombinacije:

1 (9.2.40a)
s=T T = 11 ’ 22 21 ’ 12
v, [2[¢()¢()+¢()¢()]

1
e = —=[0:(1) - 02(2)-0,(1) - ¢,(2 9.2.40b
\4 [2[¢()¢()¢()¢()] ( )

od kojih prva, ocigledno, ne menja znak pri permutaciji elektrona 1 i 2, dok druga
pri tome menja znak. Ovakve talasne funkcije su simetrizovane. Faktor 1/ J2 uve-
den je da bi funkcije y, i y, bile normirane (pretpostavlja se da su funkcije ¢, i ¢,
vec bile normirane).

Iako su elektroni fermioni, pa njihova talasna funkcija mora da bude antisi-
metri¢na u odnosu na permutacije, obe talasne funkcije (9.2.40a) i (9.2.40b), kako
simetri¢na tako i antisimetri¢na, su od interesa jer one predstavljaju samo jedan deo
(prostorni) ukupne talasne funkcije. Simetrija talasne funkcije osigurava se kom-
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binovanjem antisimetri¢ne prostorne talasne funkcije sa simetri¢cnom spinskom i
obrnuto.

Sada ¢emo razmotriti oblik spinske talasne funkcije ®(s,, s,). Ukupnu spin-
sku funkciju za sistem od dva elektrona, predstavi¢emo u obliku proizvoda jed-
noelektronskih spinskih funkcija. Postoje ukupno ¢etiri moguénosti:

spin (1) spin (2) ukupna spinska funkcija

172 172 a(a(2)

172 =172 a(DPR2) (9.2.41)
-1/2 172 B(Hou?2)
-1/2 =172 B(B(2).

Drugai treca talasna funkcija predstavljaju isto fizicko stanje, a svaka za sebe nije ni
simetri¢na ni antisimetricna u odnosu na permutacije elektrona. Zato se od njih
obrazuje simetri¢na i antisimetricna kombinacija. Prema tome, Cetiri spinske funk-
cije su:

0, = a(l)a(2)
®, = B(1)B(2)
®,= %[a(l)ﬁ(z)w(l)a(z)l 9.2.42)

0, = %2[0«1)6(2)— B(1a(2)].

Funkcije ®,, ®,, ®; simetri¢ne su u odnosu na permutaciju elektrona, dok je funk-

cija ®, antisimetri¢na. Faktor 1/ ﬁ uveden je u ®; i ®, da bi bile normirane.

Kombinovanjem spinskih (9.2.42) sa prostornim (9.2.40) funkcijama dobijaju
se Cetiri antisimetricne ukupne talasne funkcije atoma helijuma (koristi se pravilo:

s-s=S§,a-a=sS8 S-a=a

sa s je oznacena simetri¢na, a sa a antisimetri¢na funkcija):

¥, = iz[wl) 02 - 0:(1)- 0] De(2)  (9.2430)

7

W, = %[q)l(l) 10:(2)—0:(1) - 0:1(2)]-B(DB(2).  (9.243b)

v, = %zmlu) $02(2) = 02(1) - 0,(2)] - %[a(l)ﬁ(z) +B(Da2)]  (92.430)

1

J2

W= —[0:(1) - 02(2) + 02(1) - 0:(2)] - %[06(1)[3(2)—[3(1)06(2)]- (9.2.43d)
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Kako energija sistema (u okviru aproksimacija koje su usvojene) ne zavisi od
spinskog dela talasne funkcije [videti jednacinu (9.2.36)], stanja opisana funkcijama
Y., ¥,, ¥; odgovarace istoj energiji (trostruka degeneracija, tripletno stanje). Stanje
opisano sa ¥,, ostaje nedegenerisano (singulet).

Pre nego Sto pocnemo s proracunom energija koje odgovaraju singuletnom i
tripletnom stanju He atoma, osvrnuéemo se na proracun energije osnovnog stanja
He atoma u odeljku 9.2.3. Pri izvodenju izraza za o¢ekivanu vrednost energije, tamo
se nije eksplicitno vodilo racuna o tome da li je talasna funkcija simetrizovana.
Medutim, kako smo odredivali samo najniZe stanje He atoma, za funkcije ¢,1 ¢,
uzeta je ls orbitala vodonikovog atoma. Ako je, kao u tom slucaju, ¢, = ¢, = ¢, anti-
simetri¢na talasna funkcija postaje jednaka nuli, a simteri¢na prostorna funkcija
(9.2.40a) je ~ ¢(1) ¢(2), tj. upravo onakva kakva je koriS€ena u racunu. U odeljku
9.2.3, dakle, odredena je energija singuletnog stanja opisanog funkcijom ¥,
(9.2.434d).

Ocekivana vrednost energije (9.2.36) sada se izraCunava sa funkcijama
(9.2.43), odnosno (9.2.40) za opsti slucaj kada je ¢, # 0, :

(E) = %”[Wl) S 02(2)20:(1) - 0:(2)] Ui+ ha+ hi)  (9.244)

[01(1)0:(2)205(1)91(2)1drdr,

pri ¢emu se znak ,,+” odnosi na singuletno, a znak ,,-” na tripletno stanje. Radi preg-
lednosti, potraZzicemo posebno ocekivane vrednosti za h,, h, i hy,. Pri tome, koris-
timo Cinjenicu da operator /i, sadrzi samo koordinate i izvode po koordinatama
elektrona 1, Sto omogucuje da se dvostruki integral [u stvari Sestostruki, videti pri-
medbu posle jednacine (9.2.36)] rastavi na dva jednostruka (u stvari trostruka) in-
tegrala. Dalje, operator h, deluje samo na koordinate elektrona 2. Operator A,
ukljucuje koordinate oba elektrona i u tom slucaju razdvajanje dvostrukog integrala
nije moguce:

() = 3101+ 0:2)20:(1) - 01 (D)1 110:(1)0:(2)%02(1)0,(2) 17, =

= 21[0) (k0 (1) [0, (2)0(2)dr, % (9.245)

(02 (Dhi0u(1)dr [0, (2)0:(2)dr; £

£[0: (DR02(1)dr [0,/ (2)0:(2)drs + [¢: (Do D)dri [0, (2)01(2)dr].
Pretpostavljamo da su funkcije ¢, i ¢, normirane:
[or (es(Ddr, = 0

tako da se izraz (9.2.45) svodi na:
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(= 3L[00 (DA (1dF + [0, (D Adu(1dr 1 (9.2.46)

Ne ulazedi u to kolika je vrednost < &, >, utvrdujemo samo da je ona jednaka i za
singuletno i za tripletno stanje [¢lanovi s razliitim znakom iz izraza (9.2.45) su
iSCezli]. Na potpuno isti nacin je:

(= 210, (2)mba(2)drs + [0,/ (2Dt (2)dr ). (9247)
Za h,, dobija se:
(o= 1[0, (1)0) ()hd, (1 a(2)dF 7, +

E[ 02 (101 ()01 (1)02(2)dridrs £ [[0) (102 (2)h1202(1)¢1(2)dridry+

(9.2.48)
+ [0, (10, 2)h120:(1)9,(2)dr dr,).
U izrazu (9.2.48) javljaju se dve vrste integrala:
7= [0, (1)0: ()01 (1)0:(2)dridrs =
47t80”|¢ (1) e|j>2<2)2|ed i, ©2.49)

Jednacina (9.2.49) predstavlja tzv. Kulonov integral. Kako je kvadrat talasne funk-
cije gustina verovatnole nalaZenja elektrona u odredenoj tacki prostora, izraz
|§,(1)|%e predstavlja gustinu naelektrisanja elektrona 1, a |9,(2)|’e gustinu naelektri-
sanja elektrona 2. Prema tome, relacija (9.2.49), opisuje Kulonovu interakciju ,,0b-
laka” naelektrisanja koji predstavljaju elektrone 1 i 2. Uocava se to da je brojna
vrednost drugog Kulonovog integrala koji se javlja u izrazu (9.2.48):

J = [0, (10, 2)hu0:(1)0,(2)drdr, =
J'M”' e|¢ (2)2|e

2.
jednaka vrednosti integrala (9.2.49). Izraz:
K = [[0,(1)0, (2)h120,(1):(2)drdr, 92.51)

naziva se integral izmene. On nema klasi¢nu analogiju (levo od operatora h,,, pod
integralom, elektron 1 nalazi se u stanju ¢, a desno od operatora nalazi se u stanju
0,) 1 posledica je simetrizovanja talasne funkcije.
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Sabirajudi izraze za < h, > (9.2.46), < h, > (9.2.47) i < h;, > (9.2.48), dobija se
za oCekivanu vrednost energije He atoma:

(E)y = (h)+{hy+JxK (9.2.52)

pri ¢emu se znak ,,+” u poslednjem ¢lanu odnosi na simetri¢nu linearnu kombinaciju
prostornih funkcija, odnosno na singuletno stanje, a znak ,,-” na antisimetri¢nu pro-
stornu kombinaciju, odnosno na tripletno stanje. Vrednost K uvek je pozitivna, tako
da na osnovu jednacine (9.2.52) sledi da tripletno stanje leZi za 2K ispod singuletnog
stanja obrazovanog od istih jednoelektronskih prostornih funkcija ¢, i ¢,. Izraz
(9.2.52) pokazuje kako spin elektrona posredno utie na energiju stanja atoma i
onda kada Hamiltonov operator ne sadrZi spinske koordinate.

Na kraju ovog poglavlja pokazaCemo da talasne funkcije [(9.2.43a) —
(9.2.43d)] mogu da se predstave i u obliku jedne determinante ili linearne kombina-
cije nekoliko determinanti:

wo Lo e(Dal)). 0253
L210.(2)a2) 0,(2)a(2)
w.o L[0(DB() (DB, ©2.530)
J200,(2)B(2) 6,(2)B(2)
poo L0 0B 1ou(HB) (DD, g5 5309
2l0,(2)a(2) 0:(2)B2) 2[0:(2)B(2) $.(2)a(2)
W, %wl)a(l) ¢2(1)B(1)_% QDB 0D gy 530,
0,(2)0(2) 6:,(2)B2)| 2(6,(2)B(2) 6:,(2)au(2)

Svaka od determinanti u izrazima (9.2.53) predstavlja odredenu elektronsku konfi-
guraciju, tj. raspored elektrona po raspoloZivim prostorno — spinskim stanjima.
Analiza izraza (9.2.43a) i (9.2.53a) za, npr. ¥, pokazuje da ova talasna funkcija
predstavlja stanje atoma helijuma u kojem se jedan elektron nalazi u prostornoj or-
bitali ¢, sa spinom1/2, a drugi u prostornoj ¢, sa spinom, takode, 1/2. Uvedimo sada
pojam spin orbitale. Spinorbitala je proizvod jednoelektronske prostorne talasne
funkcije (orbitala) i jednoelektronske spinske funkcije, o ili . Ako se, na primer,
elektron 1 nalazi u prostornoj orbitali ¢, sa spinom 1/2, njegovo stanje predstavljeno
je spinorbitalom koja se oznacava sa S;:

Si(1) = ¢,(Dyo(1). (9.2.54)

Po Paulijevom principu, u jednoj spinorbitali moZe da se nalazi samo jedan elekt-
ron.

Analiza talasne funkcije W, pokazuje to da kada bi elektroni 1 i 2 mogli da se
razlikuju jedan od drugog, tada bismo mogli konstatovati i da se elektron 1, na pri-
mer, nalazi u spinorbitali S, = ¢, o, a elektron 2 u spinorbitali S, = ¢, o.. Ukupna ta-
lasna funkcija koja bi odgovarala toj situaciji bila bi:
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W= 851(1)-5:2) = ¢:.(Da(l) - 9(2)u(2) (9.2.55)

Sto predstavlja proizvod dijagonalnih elemenata (tzv. Hartijev proizvod) determi-
nante (9.2.53a). Postojalo bi, medutim, i stanje u kojem se elektron 1 nalazi u spin-
orbitali 2, a elektron 2 u spinorbitali 1:

= 5(1)-51(2) = (Do) - §,(2)a(2). (9.2.56)

Ovo stanje predstavlja proizvod ,nedijagonalnih” (od levog donjeg ka
desnom gornjem uglu) elemenata determinante (9.2.53a). Kako su, medutim, elekt-
roni 11 2 identi¢ne Cestice, talasne funkcije Wi ¥’ opisuju isto fizicko stanje, a ta-
lasna funkcija koja zadovoljava zahtev da menja znak pri permutaciji elektrona 11 2
je upravo njihova antisimetri¢na linearna kombinacija (9.2.43a), koja se dobija raz-
vijanjem determinante (9.2.53a).

9.2.5 Atomi sa viSe elektrona

Sredingerova jednacina za atom sa N elektrona ima oblik (9.2.9):

hZ N Z 2 N 1 1 N N
EECE N ¢ ¥(1,2,...,N) = E¥(1,2,...N
[ Zuz * 4me, +24n8022rkl ( ) ( )

k=1 k=1 k=11#k

(9.2.57)

pri ¢emu su sa 1,2,...N u talasnoj funkciji oznaceni skupovi prostornih i spinskih
koordinata elektrona 1,2,...N. Hamiltonov operator koji se javlja u jednacini (9.2.57)
moZe da se predstavi u obliku:

H=S" 2.
Z k+4n80222rkl (9-2.58)
k=11#k
pri Cemu je:
w 1 ze
hy = ——A ——— 9.2.59
, 2u"" 4me, ( )

h, opisuje kretanje k-tog elektrona u polju jezgra, nezavisno od prisustva ostalih
elektrona. Ovaj operator sadrZi samo koordinate tog k-tog elektrona i naziva se jed-
noelektronski operator. Prvi ¢lan na desnoj strani jednacine (9.2.58), koji predsta-
vlja sumu ovakvih ¢lanova, naziva se jednoelektronski deo Hamiltonovog opera-
tora. Drugi ¢lan na desnoj strani jednacine (9.2.58) ukljucuje parne interakcije
elektrona jednog sa drugim i naziva se dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.
Kao Sto je ve¢ viSe puta receno, Sredingerova jednacina (9.2.57) moZe da se resi
analiticki samo za atome sli¢ne vodoniku, pa u svim drugim slu¢ajevima moramo
potraZiti pogodan nacin za njeno pribliZzno reSavanje. U ovom delu izloZi¢emo os-
novne ideje najceSée primenjivanog postupka za pribliZno reSavanje jednacine
(9.2.57), metode samousaglaSenog polja, odnosno Hartri-Fokove metode.
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Hartri-Fokova metoda zasniva se na varijacionom principu. ReSavanje Sredin-
gerove jednacine (9.2.57) zamenjuje se nalaZenjem uslova pri kojima varijacija iz-
raza:

j...jcb* (1,2, ..., N)H®(1,2, ..., N)dz,, ....dty
(E) =

- (9.2.60)
j...j«b (1,2, ..., N)®(1,2, ..., N)dr,, ...dty

postaje jednaka nuli. Pri tome je H Hamiltonova funkcija (9.2.58), ® je pribliZna ta-
lasna funkcija, a dr; je Cetvorodimenzioni zapreminski element:

dt; = dxdydzds;.

Na osnovu iskustva s atomom helijuma moZe da se zakljuc¢i da sa talasnom
funkcijom tipa:

D = 5,(1)82(2)...5y(N) (9.2.61)

pri Cemu S, §,, Sy predstavljaju jednoelektronske talasne funkcije, mogu da se do-
biju dosta dobre svojstvene vrednosti Sredingerove jednadine atoma. Funkcija
(9.2.61) odgovara, po svom obliku, talasnoj funkciji atoma sa N elektrona koji se
medusobno razlikuju i kre¢u se nazavisno jedan od drugog. Kako su elektroni,
medutim, identi¢ne Cestice, potrebno je funkciju (9.2.61) ,,antisimetrizovati”’. Time
se postize da ovako formirana funkcija pri permutaciji bilo koja dva elektrona samo
promeni znak. Zbog toga se uopStava postupak predstavljanja talasne funkcije u ob-
liku determinanti. Funkciju (9.2.61) zamenjujemo tzv. Slejterovom determinantom:

Si(1) S (1) ... Sn(1)
Si1(2)  S(2) ...l Sn(2)

1
/\/ﬁ ......

SIN)  S:(N) ... Sn(N)

® = (9.2.62)

Kada se determinanta (9.2.62) razvije dobija se N! sabiraka, od kojih se svaki sastoji
od proizvoda N spinorbitala. Svaki od ovih proizvoda predstavlja odredenu raspo-
delu N numerisanih elektrona po N raspoloZivih spinorbitala. Jedan od tih sabiraka
je iproizvod dijagonalnih elemenata determinante (9.2.62). Ovaj proizvod naziva se
Hartrijev i predstavlja funkciju (9.2.61). Faktor 1/N! uveden je da bi funkcija ® bila
normirana (pretpostavljeno je da su spinorbitale ve¢ normirane).

Uoc¢imo i kako se piSu Slejterove determinante. U prvu vrstu upisujemo sve
raspoloZive spinorbitale S,, S,,......Sy pored svake od njih stavljajuéi u zagradu oz-
naku (1). To znaci da elektron 1 moZe da se nade u bilo kojoj od spinorbitala. U
drugu vrstu ponovo ispisujemo sve spinorbitale, ali sada sa oznakom (2), itd. Iz de-
terminantnog oblika funkcije ® (9.2.62), odmah se vidi da ona ispunjava Paulijev
princip: ako bi dve spinorbitale bile iste, npr. S, = §,, tada bi odgovarajuce kolone u
determinanti (9.2.62) bile iste i cela determinanta bila bi jednaka nuli.
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Kori$¢enjem funkcije oblika (9.2.62) uzima se u obzir da elektroni ne mogu
medusobno da se razlikuju, ali je ostao problem uzajamne nezavisnosti (nekorelisa-
nosti) njihovih kretanja.'® Varijacioni princip pokazace, medutim, put nalaZenja naj-
boljih, od svih mogudih, jednoelektronskih talasnih funkcija S,, S,, ... Sx.

Oblik Hartri-Fokovih jednacina znatno je jednostavniji za atome sa ,,zatvore-
nim ljuskama”, tj. za atome sa parnim brojem elektrona smestenih u N/2 prostornih
orbitala, jednom sa spinom 1/2 drugi put sa spinom -1/2. Za takve atomske sisteme
Slejterova determinanta (9.2.62) dobija oblik:

01 (Do) 0 (HP(L) dy(1)a(1) do(DP(L)...0n 2 (1)(T) dn/2(1)B(1)
01(2)a(2) 91(2)B(2) 95(2)a(2) 95(2)B(2)...0n/2(2)0(2) dn/2(2)B(2)

|
l =

JN!

0 (NAUN) 01 (NIBN) 0o(NIUN) 0o (NIBN)... 0,2 (NYAUN) 0,2 (N)B(N)
(9.2.63)

Izra¢unavanjem odcekivane vrednosti energije (9.2.60), posle izvesnih transfor-
macija, dobija se tada:

N/2 N/2N/2
(E) =3 (hy+> > (2J;-K;). (9.2.64)
i=1 i=lj=1
Pri tome je:
(hy= [0, (k)hfi(K)dr, 9.2.65)

gde je h jednoelektronski operator (9.2.59). J; i K;; su Kulonov integral i integral iz-
mene, sli¢ni integralima (9.2.50) i (9.2.51):

Iy = [0 e, (l)ﬁ)f—kld)i(k)d)j(l)drkdrl (9.2.66)

Ky = [0, 000] (D= So.DouDdnar. ©0.2.67)

Variranjem oblika prostornih orbitala ¢, 0,,...., ¢y, nalazi se da se minimum izraza
(9.2.64) dobija kada prostorne orbitale zadovoljavaju tzv. Hartri-Fokove jednacine:

i=1,2,..N/2, a F je Fokov operator:

16 Talasna funkcija tipa (9.2.62) odgovarala bi taGnom resenju Sredingerove jednagine (9.2.57) u kojoj bi
se izostavio dvoelektronski deo Hamiltonovog operatora.
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N/2
F= he+ (27~ K) (9.2.69)

j=1

pri ¢emu su J; i K; definisani jednacinama:
J(k)0,(k)= ”q).*(Z)Le—zq).(Z)drlxq).(k) 9.2.70)
e T T Amegry '

K(00,00= [[0, (D= <0,(1dr X 6,(k) ©271)

i nazivaju se Kulonov operator i operator izmene, redom.

Hartri-Fokove jednacine predstavljaju sistem jednacina za koje bi na osnovu
oblika (9.2.68) moglo da se zakljuci da predstavljaju svojstvene jednacine Fokovog
operatora. (Rezultat dejstva operatora F na funkciju ¢, je ista ta funkcija ¢,
pomnoZena brojem €;. Medutim, na osnovu jednacina (9.2.69), (9.2.70) i (9.2.71)
sledi da i sam Fokov operator zavisi od funkcija ¢,, ¢,,..., 95, koji se dobijaju resa-
vanjem Hartri-Fokovih jednacina. Stoga se Hartri-Fokove jednacine (9.2.68), mo-
raju reSavati iterativno. To znaci da se prvo izabere neki pocetni skup funkcija ¢,°,
0.0,..., 0,,% pa se pomocu njih, a na osnovu jednacina (9.2.69) — (9.2.71) konstruise
odgovarajuci Fokov operator F°. Zatim se taj operator uvrsti u jednacine (9.2.68) i
njihovim reSavanjem odredi se novi skup funkcija ¢,', ¢,!, ¢,,.' Pomocu ovih funk-
cija konstruiSe se novi Fokov operator F'i uvrsti u Hartri-Fokove jednacine (9.2.68),
pa se reSavanjem dobija poboljSani skup funkcija ¢,2, 9,2, 0,,,.2 Postupak se ponavlja
do samousaglaSavanja, tj. dok se funkcije ¢,, 9,...., 5, (ili vrednosti parametra €) u
dve uzastopne iteracije viSe bitno ne razlikuju.

Po svojoj matematickoj strukturi Hartri-Fokove jednacine su integrodiferenci-
jalne jednacine, veoma teSke za reSavanje. ReSavaju se numericki ili se funkcije ¢,,
0,,..., O, predstavljaju u obliku lineranih kombinacija pojedinih elementarnih funk-
cija Sto vodi do sistema algebarskih jednac¢ina (Rothanova metoda).

Ukupna energija atoma sa zatvorenim ljuskama u Hartri-Fokovoj metodi data
je slede¢om jednacinom:

N/2

(E) =Y ({h) +&). (9.2.72)

i=1

Fokov operator sastoji se iz dva dela: jednoelektronskog operatora 4, koji opi-
N2
suje kretanje k-tog elektrona u polju jezgra i ¢lana y (2Jj - Kj) koji predstavlja in-
i=1
terakciju tog elektrona s usrednjenim poljem ostalih elektrona. U osnovi Hartri-Fo-
kove metode lezi, dakle, zamena tacnih parnih interakcija izmedu elektrona
interakcijama pojedinacnog elektrona s usrednjenim poljem ostalih elektrona. Po-
sledica ove aproksimacije jeste da je tacnost Hartri-Fokove metode ograni¢ena
(greSka izracunate energije je oko 1%). Zbog toga se Hartri-Fokov racun obi¢no
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upotpunjava primenom metoda koje uzimaju u obzir popravku kretanja elektrona.
Takva je npr. metoda interakcije konfiguracija.

9.2.6 Periodni sistem elemenata

Kao §to je poznato, Mendeljejev [Dimitrij Ivanovi¢ Mendeleev (1834-1907)]
je 1869. godine postavio periodni sistem elemenata, posle sveobuhvatne i detaljne
analize fizickih i hemijskih svojstava tada poznatih elemenata. Uporedujuéi osobine
elemenata, uocio je periodi¢nu zavisnost fizi¢kih i hemijskih svojstava elemenata od
atomske mase. Tako je, konac¢no, elemente poredao po rastu¢im atomskim masama
u obliku horizontalnih nizova — perioda, koje je prekidao, a zatim zapocinjao
redanje elemenata u novoj periodi ali tako da se, u vertikalnim nizovima — grupama,
nadu jedan ispod drugog elementi koji pokazuju sli¢na hemijska svojstva. Kao §to je
pomenuto, uocena je periodi¢nost pojavljivanja elemenata sa slicnim hemijskim
osobinama. Danas se ova periodi¢nost objasnjava periodi¢no$¢u javljanja slicnih
elektronskih konfiguracija u odgovarajuéim atomima.

Primenom principa izgradnje periodnog sistema utvrdiéemo sada broj elek-
trona koje u orbitalama vodonikovog tipa sadrZi atom odredenog elementa u svom
osnovnom stanju. Tako se dobija elektronska konfiguracija atoma svakog elementa
u stanju najniZe energije. Princip izgradnje periodnog sistema zasnovan je na sle-
deéim pretpostavkama:

a—elektronska stanja su kvantovana,

b—elektronska stanja popunjavaju se u skladu s Paulijevim principom,

c—osnovno stanje svakog atoma jeste stanje s najniZom energijom.

Uz ove zahteve, potreban je i poredak orbitala po energijama i on je slededi:

Tabela 9.2.1 Redosled orbitala po energijama

s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 5f

Brojevi 1, 2, 3 itd. ispred oznake orbitale oznac¢avaju vrednost glavnog kvan-
tog broja. U prikazanom nizu najniZu vrednost energije (odnosno najvecu po ap-
solutnoj vrednosti) ima 1s orbitala. Niza vrednost glavnog kvantnog broja ne znaci
obavezno i niZzu vrednost odredene orbitale u odnosu na neku drugu orbitalu s ve¢im
glavnim kvantnim brojem. Tako orbitala 4s ima niZu vrednost energije od 3d. Dakle,
orbitale se popunjavaju redosledom naznacenim u Tabeli 9.2.1, pa se tako dobija
elektronska konfiguracija atoma u njegovom osnovnom stanju ili u stanju najniZe
energije. U Tabeli 9.2.2 naznacen je najveci broj elektrona u datoj orbitali. Ovaj broj
elektrona odreden je Paulijevim principom iskljucenja.

Tabela 9.2.2 Najvedi broj elektrona po orbitalama

s p d f
2 6 10 14

Dakle, nivo s moZe da primi najviSe dva elektrona, nivo p 6 elektrona (jer postoje tri
p orbitale i to p,, p,ip,), nivo d 10 elektrona, itd.

Pocecemo sa vodonikom, koji ima jedan elektron. Kada se atom vodonika
nalazi u osnovnom stanju, ovaj elektron je u ls orbitali, pa se elektronska konfigura-
cija atoma vodonika u osnovnom stanju oznacava na slede¢i nacin:
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H (1s)

gde je broj elektrona u orbitali oznaCen kao gornji indeks. Atom helijuma u os-
novnom stanju ima 2 s elektrona, pa je njegova elektronska konfiguracija:

He (1)

Dalje, u periodnom sistemu dolaze litijum koji ima 3 elektrona, berilijum sa 4 i bor
sa 5 elektrona. U osnovnom stanju njihove elektronske konfiguracije su sledece:

Li: (Is?>(2s)'; Be: (15)?(2s)?; B: (15)*(25)> 2p).
Sledeci u periodnom sistemu je ugljenik s elektronskom konfiguracijom:
C: (1s) (29 2p)' (2p))".

Kako se na osnovu elektronske konfiguracije moZe da vidi, favorizovano je stanje sa
po jednim (nesparenim) elektronom, u npr. 2p, i 2p, orbitali, u odnosu na moguc¢nost
da se oba elektrona nadu u istoj orbitali. Vazno je pri tome razumeti da su sve tri p
orbitale, p, p, i p. (koje odgovaraju istom glavnom kvantnom broju) potpuno ravno-
pravne (ekvivalentne). Tako je za osnovno stanje ugljenikovog atoma verovatnoca
nalaZenja dva nesparena elektrona u p, i p, potpuno jednaka verovatnoci da oni budu
uparup,ip_ iliup,ip, Ispisivanje elektronske konfiguracije ugljenika sa po jednim
elektronom u p, i p, orbitali treba shvatiti kao konvenciju (stvar dogovora). Tako se
dolazi do pretpostavke u okviru principa izgradnje periodnog sistema:

— elektroni najpre popunjavaju sve raspoloZive orbitale odredenog nivoa, pa se
tek posle toga ove orbitale dopunjavaju do broja 2 (a najvise toliko elektrona mogu
da prime). Ovakav nacin popunjavanja povoljniji je iz elektrostatickih razloga;

— elektroni se slabije odbijaju kada pripadaju razli¢itim p orbitalama nego
kada su u istoj. Elektronska konfiguracija sledeceg elementa u periodnom sistemu,
azota, je:

N (1) (29)* (2p)' (2p)' (2p)'".

U vezi s prethodnim izlaganjem je tzv. Hundovo pravilo koje kaze:

— atom u osnovnom stanju ima takvu elektronsku konfiguraciju koja moze da
sadrzi najveci broj nesparenih elektrona. Spinovi ovakvih nesparenih elektrona
medusobno su paralelni, Sto je energetski povoljnije. Dakle, p elektroni kod npr.
ugljenika i azota imaju paralelne spinove. Dva elektrona u istoj orbitali, bilo p, ili p,,
itd. moraju po Paulijevom principu, da imaju antiparalelne spinove, npr. kod atoma
kiseonika:

O: (1s)*(25)* 2p)* (2p)' (2p)".

Ako se istovremeno posmatra struktura periodnog sistema i popunjenost nivoa i
podnivoa elektronima, vidi se da je K (n = 1) nivo potpuno popunjen elektronima
zaklju¢no s helijumovim atomom, kojim se zavrS§ava i prva perioda. Popunjavanjem
L nivoa (n = 2) pocinje druga perioda koja se zavr§ava internim elementom
neonom, kod kojeg je i L nivo potpuno popunjen elektronima, $to odgovara sledecoj
elektronskoj konfiguraciji:

Ne: (1s)?(2s)> (2p)S.
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Neon ima 10 elektrona (kada je atom neona neutralan), $to znaci da je njegov redni
broj Z = 10.

Za sve sledece elemente kod kojih je Z > 10, elektronske konfiguracije dobi-
jaju se kada se na konfiguraciju neona elektroni dodaju redom u 3s, 3p, 4s... orbi-
tale. Tako, natrijum (Na) sa 11 elektrona ima konfiguraciju:

Na (Z=11): (15?2 (252 (2p)° (3s)! = [Ne] (3s)!
sli¢no atomu litijuma, ¢ija konfiguracija moZe da se napiSe na slede¢i nacin:
Li (Z=3): [He] (29"

Sli¢nost u osobinama alkalnih atoma potice od toga Sto svi alkalni atomi imaju po
jedan nespareni s elektron, dok je ostatak elektronske konfiguracije isti kao konfigu-
racija odgovarajuceg inertnog gasa. Sli¢no moZe da se kaZe i za zemnoalkalne
atome, Cije su osobine odredene konfiguracijom 2 spoljasnja elektrona — (s)2. Inertni
(plemeniti) gas argon sa 18 elektrona, poslednji je element u treéoj periodi i njegovi
3s1 3p podnivoi potpuno su popunjeni elektronima.

Cetvrta perioda pocinje kalijumom, ¢iji je devetnaesti elektron u 4s, dok osta-
tak konfiguracije odgovara elektronskoj konfiguraciji argona. Ocigledno je da ener-
gijski povoljnije (dublje) leZi podnivo 4s nego 3d ¢ije popunjavanje pocinje sa skan-
dijumom (Sc), a zavrSava se sa cinkom (Zn) i to tek poSto se potpuno popuni nivo 4s
— konfiguracija elementa kalcijuma:

Ca (Z=20): (15?25’ (2p)° (Bs)>*(Bp)e(4s)> = [Ar] (49)%
Zakljucno sa cinkom zavrS§ava se popunjavanje 3d podnivoa:
Zn (Z=30): (15> (25> (2p)° (35> 3p)°(3d)'°(4s)>* = [Ar] (3d)'%(4s)>.

Kod galijuma (Ga) pocinje popunjavanje 4p podnivoa, koji je potpuno popunjen
elektronima zaklju¢no sa elementom kriptonom (Kr):

Kr (Z=36): (15)*(25)* (2p)° (35)* (3p)° (3d)' (45)* (4p)°.

Tako se u Cetvrtoj periodi nalazi 18 elemenata.

Peta perioda pocinje rubidijumom (Rb) ¢iji se 37. elektron nalazi u 5s nivou.
Zatim sledi stroncijum (Sr) koji ima 2 elektrona u 5s nivou. 4d nivo pocinje (kaoiu
sluc¢aju 3d nivoa) da se popunjava posle 5s nivoa. Elementi koji sadrZe razlicit broj
elektrona (1-10) u d nivou nazivaju se ,,prelazni”. SloZenost ponasanja ovih eleme-
nata posledica je njihove elektronske konfiguracije. Pocevsi od itrijuma (Y) preko
Zr (cirkonijuma), niobijuma (Nb), molibdena (Mo), itd. do paladijuma (Pd) po-
punjava se 4d podnivo. Ovi ,,prelazni” elementi imaju razlicit broj d elektrona (od 1
do 10), dok u 5s nivou imaju 1 ili 2 elektrona. Izuzetak je paladijum koji ima pot-
puno popunjen 4d nivo i u 5s nivou nema elektrona:

Pd (Z=46): (1) (25)* (2p)° (35)> Bp)° (3d)' (45)* (4p)°® (4d)".

Posle paladijuma dolazi srebro sa 47 elektrona, a njegov 47. elektron je u 5s nivou.
Sledi kadmijum (Cd) sa 2 elektrona u 5s nivou, posle ¢ega se popunjava 5p nivo,
pocevsi od indijuma (In) koji sadrZi 1 elektron u 5p nivou, do ksenona (Xe) koji ima
potpuno popunjen 5p nivo:

Xe (Z=54): (1) (25)* (2p)° (35)* (3p)°(3d)'* (4s5)* (4p)° (4d)'° (55)* (5p)°.
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Ksenonom se zavr§ava peta perioda sa 18 elemenata.

Sesta perioda pocinje cezijumom. Posle cezijuma (Cs) i barijuma (Ba) koji
sadrZe po 1 odnosno 2 elektrona u 6s nivou i lantana (La) koji ima i jedan elektron u
5d nivou:

La (Z=57): [Xe] (5d)!'(6s)?

pocinje popunjavanje nepopunjenog 4f nivoa. Tako nastaje grupa f elemenata, koji
se nazivaju lantanoidi. Sam lantan nije lantanoid jer ne sadrZi elektrone u fnivou. f
nivo moZe da primi 14 elektrona, a broj elektrona u f nivou kod razli¢itih lantanoida
krece se od 2 do 14. U hemijskom pogledu lantanoidi su medusobno veoma sli¢ni i
veoma teSko mogu da se razdvoje nekim hemijskim postupcima. Ovakva sli¢nost
potice od istovetne elektronske konfiguracije spoljnih podnivoa, 5s, 5p i 6s. Najlaksi
lantanoid je element cer (Ce) sa elektronskom konfiguracijom:

Ce (Z=58): [Xe] (4f)(6s)~

Posto se popuni 4f nivo, pocinje popunjavanje 5d nivoa (koji moZe da primi ukupno
10 elektrona), a zatim 6p nivoa. Zaklju¢no s radonom zavrSava se Sesta perioda koja
sadrzi 32 elementa. Radon ima sledeu elektronsku konfiguraciju:

Rn (Z=86): [Xe] (4" (5d)!°(6s)?(6p)°.

Sedma perioda pocinje radioaktivnim elementom francijumom, koji ima je-
dan elektron u 7s nivou i, prema tome, strukturu alkalnih atoma. Zatim sledi radijum
sa 2 elektrona u 7s nivou, pa aktinijum sa 89 elektrona, koji dobija jedan elektron u
6d nivou i ima konfiguraciju sli¢nu lantanu. Posle torijuma, sa 2 elektrona u 64 ni-
vou, dolazi grupa f elemenata ili aktinoida kod kojih pocinje popunjavanje 5f nivoa.
Sli¢no lantanoidima i aktinoidi su medusobno srodni i teSko mogu da se odvoje je-
dan od drugog.

Istaknimo jo§ jednom da su hemijska i fizickohemijska svojstva elemenata
odredena njihovom elektronskom konfiguracijom. Tako se, elementi prve grupe pe-
riodnog sistema odlikuju jednim elektronom u spoljaSnjem s podnivou. Metalna
svojstva ovih elemenata poticu od relativno lakog otpuStanja ovog elektrona koji je
slabo vezan za jezgro. Tako, alkalni atomi imaju medusobno bliske i, u odnosu na
druge elemente, niZe vrednosti energija jonizacije, videti Sliku 4.3.5. S druge strane,
elementi osme grupe imaju potpuno popunjene nivoe i zato teSko stupaju u hemijske
reakcije, inertni su. Oni imaju i najvece energije jonizacije. U levom delu periodnog
sistema preovladuju elementi s metalnim svojstvima. Oni relativno lako otpuStaju
elektrone i imaju mali afinitet za primanje elektrona, za razliku od nemetala kod ko-
jih je situacija obrnuta.

Oznake za pojedini hemijski element prikazanog periodnog sistema eleme-
nata, pored simbola elementa, sadrZe njegov redni broj (oznaka gore) i relativnu
atomsku masu Ar(E) koja se definiSe kao:

m,("E)

mu

A(E) = > x('E)
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gde je x(“E) molski udeo jezgra AE u smesi izotopa, m, je masa atoma odredenog
izotopa jednog elementa, a m, je masa koja se uzima za jedinicu mase i koja je jed-
naka 1/12 mase izotopa ugljenika ?C.

Iako u odnosu na doba u kome je Ziveo i radio Mendeljejev, periodni sistem
elemenata sadrzi mnogo viSe elemenata, tabela hemijskih elemenata jo§ uvek nije
potpuna. Novi, teski ili superteSki elementi ne postoje u prirodi ali se mogu sinteti-
sati u laboratorijama u kojima se ostvaruju uslovi za odvijanje razli¢itih nuklearnih
reakcija kao i fuzije (sjedinjavanja) jezgra atoma. Ovi teSki elementi se nazivaju i
transuranski (redni broj im je veéi od rednog broja urana ¢iji je redni broj 92) ili
transfermijevski u odnosu na fermijum sa rednim brojem 100. Poslednjih godina,
naucnici su uspeli da dobiju mnoge teske elemente, a najteZi je bio onaj sa rednim
brojem 118. Dobijena jezgra su nestabilna (videti poglavlja 101 11) sa kratkim vre-
menom Zivota (Smatraju se izuzetno stabilnim kada je to vreme desetak sekundi).
Pri raspadu (to je obi¢no a-raspad) dobija se jezgro elementa ¢iji je redni broj za
dve jedinice manji i tako redom. U takvom nizu su 1999. godine dobijeni najteZi do
tada poznati teSki elementi rednog broja 118, 116 i 114. Pored toga Sto kratko Zive,
superteski elementi se dobijaju i u vrlo malom prinosu, pa metode za njihovu detek-
ciju i proucavanje predstavljaju poslednju re¢ nauke i tehnike. Niz elemenata do
rednog broja 118 nije potpun. Jo§ se ¢eka na otkrice jezgara sa rednim brojem 113,
115, 117. Kao $§to je u svoje vreme, raspolazuci skromnim sredstvima za istraZivanje
ali i mnoStvom podataka o hemijskim elementima i jedinjenjima koji su nastali kao
rezultat vrednog rada generacija hemicara, Mendeljejev uspeo da predvidi i posto-
janje nekih elemenata (npr. inertnih) rezervisavsi mesto za njih u periodnom sis-
temu, tako i danas na osnovu modernih teorija naucnici predvidaju moguénost sin-
teze (detekcije 1 ispitivanja) elemenata sve do rednog broja 126. Istaknimo joS i to
da je element sa rednim brojem 101 nazvan Mendeljejevijum (Md) u ¢ast samoga
Mendeljejeva.

Nazivi elemenata, poc¢evsi od elementa sa rednim brojem 104, obrazuju se,
prema preporuci Medunarodne unije za Cistu i primenjenu hemiju, od korena latin-
skog naziva za odgovarajuci (redni) broj koji element ima, npr. unillquadium (Ung-
104), unillpentium (Unp-105) itd. Postoje i druge varijante oznacavanja elemenata,
americCka i ruska, po kojima elementi dobijaju imena po ¢uvenim nau¢nicima. Tako
se u ameri¢koj varijanti npr., element sa rednim brojem 106 naziva seaborgium (Sg)
prema Glenu Siborgu (Glenn Seaborg) istaknutom nauc¢niku koji se bavio prouca-
vanjem i sintezom jezgara teSkih elemenata na univerzitetu u Berkliju. Sledeéi u pe-
riodnom sistemu je bohrium, prema Nilsu Boru (Bh, redni broj 107).

Primeri

Primer 9.2.1 Izvesti Hajzenbergovu relaciju neodredenosti AxAp > h/4m. Uzeti da
su srednje vrednosti kvadrata koordinate i impulsa prikazane jednac¢inama:

+o0 +o0 R +o0 2
() = [WsWdx, (pl) = [W*p:Wdx = | \P*(_#;’—z)wx.

X

—oo

Uzima se pozitivno definitni integral:
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+o0

I\ = j

—oo

x¥ + kh—‘ dx >0 (9.2.73)

pri ¢emu je A realan broj. Jednacina (9.2.73) moZe da se napiSe na drugi naéin u
obliku:

+o0

I\ = j (x‘P*+khaa—x)( xh%x dx =

—oco

(9.2.74)

=j[j\11*x2\pdx +7bht[j(aa%) (x¥)dx + kht[j(x‘}‘*)(aa + VB I (B‘P*) (aax dx.

Parcijalnim integraljenjem drugi ¢lan na desnoj strani jednacine (9.2.74) pretvara
se u:

AR j ( )(x\P)dx—xh(\P*x\P) | M{ [ wewax + ‘[‘P*xa—dx}

(9.2.75)

ce v

zava u beskonacnosti. Kada je talasna funkcua normirana, prvi ¢lan u srednjoj zag-
radi jednak je jedinici, dok je drugi ¢lan u srednjoj zagradi jednak tre¢em integralu s
desne strane (9.2.74). Parcijalnim integraljenjem poslednjeg ¢lana jednakosti
(9.2.74) dobija se:

(25 28w w020 o T2

(9.2.76)
I 9’
a2 2
= A L ( e ) dx.
Uvrstavanjem (9.2.75), (9.2.76) 1 (9.2.73) dobija se:
I(A) = T‘P*xz‘}’dx— Ak o+ A7 f\y*( fﬁi)wx =
e - ox’

9.2.77)

= (XY =AM+ A (pI)y20
pri ¢emu su (x%) i ¢ pf} srednje vrednosti kvadrata koordinate x i kvadrata kvant-

nomehanickog operatora x-komponente impulsa. Kvantnomehanicki operatori kom-
ponenata impulsa poznati su iz poglavlja 8.4 (jednacina 8.4.77). Operator pridruZen
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koordinati jednak je samoj koordinati. Jednacina (9.2.77) predstavlja kvadratnu jed-
nadinu po A. Ova nejednakost zadovoljena je kada je diskriminanta kvadratne jed-
nacine manja (ili jednaka) od nule:

B —4(x*)(pi)<0 (9.2.78)
odakle sledi:

() (p2) = 1h. 9.2.79)

Relacija (9.2.79) povezuje medusobno srednje vrednosti kvadrata koordinate i im-
pulsa. Ako su srednje vrednosti koordinate impulsa jednake nuli, tada su srednje
vrednosti kvadrata ovih veli¢ina jednake disperzijama njihovih vrednosti:

D = Y filx=(0)'= Y fal =203 fxi+ (07 f, = (9.2.80)

= () =2(0"+ (1) = (X)—(0".

U jednacini (9.2.80) definisana je disperzija D prema teoriji verovatnoce, pri cemu
je f; relativna ucestanost ili verovatnoca pojavljivanja veli¢ine x;. Kako su neodrede-
nosti koordinate Ax iimpulsa Ap, definisane kao kvadratni koreni njihovih disper-
zija, tada iz (9.2.79) sledi:

AxAp, = <h. (9.2.81)

1
2
Na analogni nacin moze da se izvede relacija neodredenosti za opSti slucaj kada

srednje vrednosti koordinate i impulsa nisu jednake nuli. Tada u integralu (9.2.73)
treba da se x zameni sa x — {(x), a 0¥/dx sa d¥/d x—(p).

9.3 ATOM 1 ZRACENJE ENERGIJE

Gotovo sve bitne ¢injenice o energijskim nivoima atoma dobijaju se iz atom-
skog spektra koji i nastaje kao rezultat radijacionog prelaza atoma sa viSeg na nizi
energijski nivo (emisija) ili sa niZeg na visi nivo (apsorpcija). Iako proucavanje
zracenja atoma sa teorijske (i eksperimentalne) strane nije tema ove knjige, zbog
sustinskog znacaja koje proucavanje spektra ima u ispitivanju strukture atoma, u
ovom poglavlju izne¢emo, na elementarnom nivou, osnovne zakonitosti zraenja
atoma. Krajnji cilj jeste dobijanje, teorijskim putem, merila, koja se nazivaju pravila
izbora ili pravila prelaza, a koja govore o tome da li je ili nije u principu moguc¢ radi-
jacioni prelaz izmedu dva nivoa energije.

DODATAK 9.3

Jednacine (D-4.6.20) ili (D-4.6.21) pokazuju da se kineticka, odnosno potencijalna
energija harmonijskog oscilatora menjaju sa vremenom kao kvadrati sinusne ili kosinusne
funkcije. U ovom poglavlju izve§éemo i neke druge izraze koji se menjaju sa vremenom na
ovaj nacin. Izracunavanje srednje vrednosti ovakvih izraza podrazumeva nalaZenje srednje
vrednosti kvadrata sinusne odnosno kosinusne funkcije. Najpre ¢emo izracunati njihove
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srednje vrednosti u toku jednog perioda oscilovanja 7, a zatim pokazati da se ista vrednost do-
bija za interval vremena ¢, koji je mnogo veci od perioda oscilovanja 7. Prema definiciji
srednje vrednosti za period 7 dobija se:

172

/2
(cos’wr) = %‘[ cos’wr di= % ‘[ Jj—C(;—Sz——wdtz
12 172
(D-9.3.1)
1 12 - T2 1 . 5 1
=—t| +——=sin2®Wt| = =+ -—sin27T = =
2T ,7|"/2 40T ,7|"/2 2 4n 2

pri ¢emu se uzima u obzir da je ® = 27/T. Na isti nain, za srednju vrednost kvadrata
sinusne funkcije dobija se:

T/2 T/2

.2 1 .2 1 1—cos2mwt
(sin“or) = T.[ sin“wtdr = T.[ > dt

-1/2 -T2
(D-9.3.2)
1 2 1 r2 1 1 . 1
=—1t| ——sin2®W¢| = =——sin2wW = =.
2Tt,|m 4(DTsm (1)7|m 3 47ts1n o 3

Srednja vrednost kosinusne funkcije u intervalu vremena ¢, » T izraCunava se kao:

5] 1

11+ cos2mt

2 1 2
)= — tar = — t =
{cos o) tl_([cos wtd tl‘([ > d
(D-9.3.3)
1 b | . 1
= —t| +—sin20¢| = = + sin2mW¢, = =-
20"l * Fo, D= 5% g, 200 =5

Kako je wt, = 2nt,/T i pri t;» T, drugi ¢lan jednacine (D-9.3.3) teZi nuli, pa se srednja
vrednost kosinusne funkcije za interval vremena ¢; » T svodi, takode, na vrednost 1/2.

9.3.1 Klasic¢na teorija zracenja

Prema klasi¢noj elektromagnetnoj teoriji, elektromagnetno zracenje pobuduje
se oscilovanjem elektricnog dipola. U Dodatku D-6.3.1 definisan je pojam elek-
tricnog dipola i analizirana je polarizovanost zracenja koje nastaje oscilovanjem di-
pola. Dipol (Hercov dipol) je sistem koji ¢ine dva naelektrisanja jednaka po koli€ini,
a suprotna po znaku, koja se, u odredenom trenutku vremena, nalaze na medusob-
nom rastojanju r. Pomeranjem napred-nazad, duZz linije koja ih spaja, pozitivno i ne-
gativno naelektrisanje osciluju. Pri njihovom oscilovanju duZina r menja se sa vre-
menom. Ako naelektrisanja imaju jednake mase, tada su i njihovi pomeraji pri
oscilovanju jednaki, ali su suprotnog smera. Kada jedno od naelektrisanja (npr. po-
zitivno) ima mnogo veu masu od mase drugog naelektrisanja, oscilovanje dipola
moZe da se posmatra kao oscilovanje naelektrisanja male mase u odnosu na drugo
naelektrisanje, koje se zbog velike mase smatra nepokretnim. Ovo se sreée kod
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atoma gde se jezgro (zbog znatno vec¢e mase od mase elektrona) smatra nepokret-
nim, pa elektromagnetno polje nastaje oscilovanjem elektrona. Elektricne osobine
dipola karakteriSu se veli¢inom koja se naziva dipolni moment L:

W = gr 9.3.1)

gde je 7 radijus vektor upravljen od negativnog ka pozitivnom naelektrisanju. Kako
dipolni moment ne zavisi od izbora koordinatnog pocetka, najzgodnije je da se
koordinatni poCetak veZe za pozitivno naelektrisanje. Tada su komponente vektora

W

e =gx; WKy =gy, U.=q;

pri ¢emu je g naelektrisanje dipola. Pri oscilovanju r se menja sa vremenom, pa

kada je re¢ o prostom harmonijskom kretanju dipolni moment L moZe da se napise
u obliku:

t

Ho= e (9.3.1a)
gde je ® ugaona frekvencija, a ¢ vreme. Elektromagnetno polje dipola koji osciluje
prikaza¢emo, ne ulazeéi u izvodenje, pomocéu Maksvelovih jednac¢ina. Posma-
tratemo, dakle, dipol sa naelektrisanjem ¢ (u najveem broju slucajeva to je elekt-
ron, pa je g=-e) koji osciluje duz z-ose sa nekom frekvencijom v. Nastalo elektro-
magnetno polje, na dovoljno velikoj udaljenosti od dipola (u talasnoj zoni)

okarakterisano je ja¢inama elektri¢nog polja € i magnetnog polja H, &iji su vektori
normalni jedan na drugi. Veza izmedu intenziteta vektora jacine elektri¢nog polja €

i magnetnog polja H, u SI sistemu jedinica data je odnosom:

—

a = 1g).

[N

Intenzitet jacine elektri¢nog polja [€| u tatki M, definisanoj u sfernom koordinat-
nom sistemu radijus vektorom 7, 7 (sa po¢etkom u tacki O) i uglovima 0 i @, u tre-
nutku ¢, Slika 9.3.1, prikazan je jednac¢inom:

(-9

1 c/| .
B1= e, o3, Sin® 9.32)

gde je ¢ brzina svetlosti u vakuumu, 0 ugao izmedu prave duz koje osciluju dipol i

one koja spaja tacku M i tacku O. Sa [1 se oznadava drugi izvod dipolnog momenta
po vremenu koji kada se uzme u obzir (9.3.1) dobija oblik:

=
17Sa ?1 oznacava se radijus vektor tacke M, umesto uobi¢ajenog ¥ da se ne bi u posmatranom slucaju
izveo (pogresan) zakljucak da naelektrisanja dipola osciluju duz radijus vektora tacke M.
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Izraz t - ry/c u zagradi [ pokazuje da se drugi
izvod dipolnog momenta (ubrzanje dipola) od-
nosi na trenutak vremena ¢-r,/c. Ocigledno je da
je r/c vreme koje je potrebno da se proces koji
se prostire brzinom ¢, prenese od tacke O (oko
koje osciluje naelektrisanje ¢), do tacke M u ko-
joj odredujemo jacinu elektri¢nog polja, dakle
da prede rastojanje r,. Prema tome, elektromag-
netno polje nastalo oscilovanjem dipola, ima

- Slika 9.3.1 Zracenje dipola. Nastalo
kona¢nu brzinu prostiranja c¢. Pravei & i m clektromagnetno polje u tacki M moze

dredui lededi %in. Oko tatke O opi da se prikaZe vektorima elektri¢nog i
odreduju Se.flé.i sledect nacin. OV acke U opi- magnetnog polja. Vektor jacine elek-
sana je zamiSljena sfera sa polupre¢nikom r,. Za tri¢nog polja ima pravac tangente na

polarnu osu uzima se osa duZz koje dipol osci- meridijan u tacki M, a vektor jacine

. z .. . magnetnog polja ima pravac tangente
luje (osa z). Vektor é upravljen je duz tangente . paralelu, takode u tacki M.

na meridijan koji prolazi kroz tacku M, a vek-

tor H ima pravac tangente na paralelu koja, takode, prolazi kroz tacku M. Elekt-
ri¢no polje je obrnuto srazmerno rastojanju r,, a upravo srazmerno ubrzanju koje
je naelektrisanje dipola imalo u nekom proSlom trenutku vremena #-r,/c. Gustina
energije elektriCnog i magnetnog polja (energija po jedinici zapremine) u je:

€ 8C29 =
- —0 . —0 .
u = ZE E+ > H-H (9.3.3)

ili ako se uzme da je veza izmedu intenziteta vektora magnetnog i elektricnog polja
|H| = |E| /c:

= g8 [#J 9.3.4)

€, je elektri¢na propustljlvost vakuuma. Kako se polje oscilujuceg dipola prostire
brzinom c, kroz jedinicu povrsine u jednoj sekundi na rastojanju r, protice energija
S:

e eemect [2]

N
ili:
2

1 u 1
S = ——sinb| - gc = sin’0. 9.3.5
[471580 c’r ] ‘ e, 4nc’r,” 3 !-L) ( )
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Iz jednacine (9.3.5) vidi se da energija zraéenja raste s kvadratom ubrzanja, a
obrnuto je srazmerna kvadratu rastojanja r,, iz Cega sledi da je ukupnl protok ener-
gije kroz sferu oko tacke O stalan (povrsina sfere raste srazmerno sa r,” ). Zbog fak-
tora sin’0, u jednacini (9.3.5), protok energije razli¢it je u razli¢itim pravcima. Na
Slici 9.3.2 pnkazana je zavisnost funkcije S od ugla © u obliku polarnog dijagrama.

U pravcu u kojem dipol osciluje, protok energije
S jednak je nuli (@ = 0), dok je vrednost protoka
energije najveca u pravcu koji je normalan na pravac
oscilovanja dipola.

Jednacina (9.3.5) predstavlja izraz za protok
energije koja u datom trenutku prolazi kroz odre-
denu tacku u prostoru, u pravcu koji je definisan
uglom 6. Ukupna energija koju u jedinici vremena
zraci oscilator, dobija se izraCunavanjem integrala:

Slika 9.3.2 Polarni dijagram
zavisnosti protoka energije S od

ugla 6. E = j S do 9.3.6)

gde je dO element povrSine koji u sfernim koordinatama iznosi:
dc = risin® do d6. (9.3.7)

Kada se d6 zameni u (9.3.6) dobija se:

2nm

-”471:8 e 2rl(].L) sin 6s1n9d9d(p =
0

2n

1 21 ;2
sin’0d | do= in’0 do.
47t8047tc I *= T€4me’ (1) I
Integral I sin’® d® moZe da se napise u obliku:
0
[sin*0sin6 d6 = [(1 - cos’®) - sin6 d6.
0 0

Uvodenjem smene t=cos 0, uz dt=-sin6 d6, odreduje se vrednost ovog integrala:

[SSRINEN

[a=1)-(dr) =

+1

f_
3

pa je ukupna energija izracena u sekundi:
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_ 1 _2(9)2 _ 1 _2
T 4mee3ct w= 4mey3l

2,222
q (r) . (9.3.8)

Dobijena jednacina izraZava veli¢inu ukupne energije koja se izraci u jedinici vre-
mena. Kako se drugi izvod dipolnog momenta menja periodi¢no s vremenom, menja
se i ukupna izracena energija E. Prakti¢ni znacaj ima srednja, a ne trenutna energija,
jer su zbog velike ucestanosti svetlosti (za vidljivi deo spektra ona iznosi v ~ 10'> s')
svi uredaji osetljivi na srednju energiju. IzraCuna¢emo zato, za dovoljno veliki inter-
val, npr. za jednu sekundu, srednju emitovanu energiju (E) . Ona je, kako je poka-
zano u Dodatku, jednaka srednjoj energiji za period T:

(B) = ——-2((ii)) ©93.9)

T 4me 3t

pri emu je sada (1i°) srednja vrednost kvadrata drugog izvoda dipolnog momenta
po vremenu. Kada se dipolni moment menja s vremenom po zakonu harmonijskih
oscilacija, jednacina (9.3.1a) pri ¢emu uzimamo realni deo kompleksnog izraza e'®"
U=MH, cos mt = L cos 27vt, sa kruZznom frekvencijom ® odnosno linearnom v, tada je

drugi izvod dipolnog momenta: [L = —4m2v2 W, cos 27Tvt, pa se zamenjivanjem u
(9.3.9) dobija:

1 20°

1 32x'v?
4me, 363

2 2 _
e, 30 W (cos ®f) (® =2mv) .

o (cos’2mvry =

(E) =

Uzimajudéi da je (cos oty = (cos2mviy=1/2 dobija se:

1 o 1 167*v

E) = ——u, = —
(E) 4n803c3u0 Ine, 30 Ko . (9.3.10)

Neka pozitivno naelektrisanje miruje u koordinatnom pocetku (tacka O, Slika
9.3.1), a negativno naelektrisanje osciluje duz z-ose. Tada je L = gz, a srednja ener-
gija zracenja prema jednacini (9.3.9) prikazuje se u obliku:

B = 2L ©3.11)

4me,3 & o
Ako su oscilacije harmonijske, tada je: z = z, cos Wt = z,cos 27vt, a odgovarajuéi
kvadrat drugog izvoda dipolnog momenta po vremenu: 2 =(—41’v") 7, cos 2Tt ,

dok je srednja vrednost (z°) =8 mhviz2, pa se zamenjivanjem u (9.3.11) dobija:

4 2 4
1

_ 167 gV
T 4me,  3(°

1 o'
2. 20

(E) = Z0 (9.3.12)

T 4me, 300
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Prema tome, jednacina (9.3.12) daje srednju energiju koja se emituje kada naelektri-
sanje g osciluje sa frekvencijom v, pri ¢emu je maksimalna amplituda oscilovanja z,.

9.3.2 Verovatnoce optic¢kih kvantnih prelaza

Vrati¢emo se sada na kvantno tumacenje emisije odnosno apsorpcije energije.
Atomi, kao §to je ve¢ receno, mogu imati odredene (diskretne) vrednosti energije,
pa kaZemo da se nalaze u kvantnim stanjima koja su kvantovana brojevima (kvant-
nim brojevima). Apsorpcija odnosno emisija kvanata energije (to su tzv. radijativni
procesi), posledica je promene kvantnog stanja atoma. Promena kvantnog stanja
atoma moZe da se dogodi spontano ili prinudno, pod dejstvom nekog spoljasnjeg
uticaja. Neka se N, atoma nalazi u pobudenom energijskom stanju n, E,. U stanje m,
koje ima niZu energiju E,, pobudeni atomi mogu da predu spontano, pri emu se
emituje kvant energije hv koji je jednak razlici energija stanjanim (hv =E, - E,),
Slika 9.3.3. Proces emisije fotona je statisticke prirode, §to znaci da je nemogude
predvideti koji ¢e atom u kojem trenutku da prede u niZe kvantno stanje. MoZe da se
definiSe samo verovatno¢a spontane emisije A,, (ima dimenzije reciproCne vre-
menu). Ako se pretpostavi da se u viSem kvantnom stanju n nalazi N, atoma, tada je
emitovana energija po sekundi (broj emitovanih kvanata frekvencije v) jednaka

proizvodu broja atoma u viSem kvantnom stanju n, verovatnoée prelaza A,,,, ener-
gije kvanta hv i statisti¢ke teZine kvantnog stanja g, '8:
EE"I = AnmNngnhv : (9-3.13)

Apsorpcija kvanata energije hv dogada se prinudno, pod uticajem polja zracenja
odredene gustine u, oko frekvencije v (J-s/m?). U prisustvu takvog polja atomi, uzi-
majuci od polja energiju hv = E,— E,, prelaze iz niZeg kvantnog stanja m u viSe
kvantno stanje n. Apsorbovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja atoma
u niZzem kvantnom stanju, spektralne gustine enrgije u,, verovatnoce prelaza B
statisticke teZine nivoa m, g,, 1 energije kvanta hv:

mn>

Ea]m = uVanngmhv . (9314)

Stimulisana emisija je proces u potpunosti obrnut (inverzan) apsorpciji. Za razliku
od spontane emisije, stimulisana emisija je prinudni proces i javlja se kada se po-
budeni atomi nadu u nekom polju zracenja. Pod uticajem tog polja pobudeni atomi
prelaze u niZe kvantno stanje uz emisiju kvanata energije Av = E, — E,, koji se emi-
tuju u odredenom pravcu. Emitovana energija u sekundi jednaka je proizvodu broja
atoma u pobudenom stanju, spektralne gustine energije u,, verovatnoce prelaza B
statisticke tezine nivoa n, g,:

nm,

EE"l = uVBVlnannghv M (9-3-15)

Vezu izmedu koeficijenata A,,, i B,,, izveo je AjnStajn i ona moZe da se dobije Cisto

nm nm

statistickim razmatranjem. Polazi se od toga da je:

18 StatistiCka teZina nivoa jednaka je broju stanja sa istom energijom (degeneracija stanja). Statisti¢ka
teZina elektronskog nivoa sa orbitnim kvantnim brojem L i spinskim Sje: g = (2L + 1) - (25 + 1).
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a) relativni broj atoma u nivoima n i m, N, i N,,, pri termodinamickoj ravno-
tezi, odreden Bolcmanovim zakonom raspodele Cestica po energijama:

= i
kT .

N”l = gne l Nm = gme . (9316)

8.1 g, su statisticke teZine nivoa n i m; E, i E,, su energije nivoa, k je Bolcmanova kons-
tanta (k=R/N=1,38x10"23 J/K, R je univerzalna gasna konstanta, a N — Avogadrov broj).

E
—'_I—'— .
of
a) Spontana T if .
emisija 2 L
% E
R
E,
S hv
b apsorpeiia V\MANAAA Mo
El
E,
Stimulisana \fl\\;\/\,» L AVAVA =
c) emisija ’/\/ 2hv
El

Slika 9.3.3 Atom i promena energije: a) spontana emisija: atom iz pobudenog stanja n, bez spo-
ljnjeg uticaja, spontano prelazi u kvantno stanje m koje ima niZu energiju, uz emisiju kvanta energije
hv koji se emituje u proizvoljnom pravcu; b) apsorpcija: atom apsorbuje kvant energije /v i pri tome
prelazi iz kvantnog stanja niZe energije u kvantno stanje vise energije; ¢) stimulisana energija: atom
u pobudenom stanju, pod dejstvom upadnog kvanta energije /v, prelazi u niZe kvantno stanje uz emi-
siju kvanta energije hv, koji se emituje u pravcu upadnog kvanta.

ida je;
b) kod termodinamicke ravnoteZe u gasu, gustina zracenja u,, data je Planko-
vom jednacinom:

Sthv' 1

coon
kT
e —1

u, = (9.3.17)

Dalje, u stanju statisti¢ke ravnoteZe, brzina svakog elementarnog procesa jednaka je
brzini njemu obrnutog procesa. Tako se pri spontanoj i stimulisanoj emisiji,
smanjuje broj atoma u pobudenom stanju n i to brzinom v,, koja je jednaka
smanjenju broja atoma (u kvantnom stanju n) u jedinici vremena, -dN, /dt:

'dé\t]n = Dem = BnmNnuv'i-AnmNn- (9318)
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Znak ,,-” u jednacini (9.3.18) znaci da broj atoma u nivou n, opada. Obrnuti proces,
proces apsorpcije, dovodi do povecanja broja atoma u nivou 7 i to brzinom v, koja
je jednaka povecanju broja atoma (u kvantnom stanju #) u jedinici vremena, dNn/dt:

dz” = Vg = B,.u,N,,. (9.3.19)
Kako je u stanju ravnoteze v,,, =V, sledi:
B,,Nu,+A,,N, = B,,u,N,. (9.3.20)
Takode, vazi:
&mBun = &uBum- (9.3.21)

Zamenjivanjem jednacina (9.3.21) 1 (9.3.17) u (9.3.20) i uz koriS¢enje (9.3.16) do-
bija se:

hy

Nm Em kT Em
Anm = ﬁanuv_ Bnmuv = uv|:_ane - mn:|
n 8n 8n

pa iz prethodne relacije sledi veza izmedu AjnStajnovih koeficijenata za spontanu
emisiju A,,, 1 za apsorpciju B,,,:

nm mn*

3
8w Auwn = & Bun- Smsw : (9.3.22)
C

9.3.3 Kvantnomehanicka slika zracenja — dipolni moment prelaza

Protumaci¢emo sada proces apsorpcije i emisije zraCenja sa stanoviSta
kvantne mehanike. Videli smo ranije, da je prema zakonima klasi¢ne elektro-
dinamike, energija E koja se izraci po jedinici vremena, jednacine (9.3.8), (9.3.9):

1 2 =02 1 2 (fﬁ)z
= —— = — | =] . 32
47r803c3(lLL ) 4ne 3c’ \dr 0323

Prema principu korespondencije, veza izmedu energije koja se emituje i, uslovno
receno, dipolnog momenta atoma u kvantnoj mehanici, istog je oblika kao i veza u
klasi¢noj elektrodinamici. To znaci da treba da za dipolni moment u kvantnoj me-
hanici potraZimo izraz analogan izrazu u klasi¢noj mehanici. Imajuéi na umu defi-
niciju dipolnog momenta [relacija (9.3.1)] napisacemo kvantnomehanicki izraz za
srednju ili o¢ekivanu vrednost, npr. koordinate 7 [videti (8.4.30)]:

(F) = [WEr¥,av (9.3.24)

pri Cemu je ¥ talasna funkcija, a ¥ * njoj konjugovana funkcija. Proizvod talasnih
funkcija ¥ - ¥ * prema Bornovom tumacenju predstavlja gustinu verovatnoce, pa
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je jednacina (9.3.24) uobicajeni izraz za srednju vrednost prema teoriji verovatnoce.
Uzimajudi u obzir (9.3.24) i (9.3.1) dobijamo kvantnomehanicku definiciju dipolnog
momenta |1 :

W, = —e-(F) = _e.I\pj F¥,dV (9.3.25)

pri ¢emu je —e naelektrisanje elektrona a n u indeksu talasne funkcije ¥ govori da je
re€ o talasnoj funkciji n-tog kvantnog odnosno stacionarnog stanja atoma. Funkcija
Y iz jednacine (9.3.25) zavisi 1 od koordinata i od vremena, pa moZe da se napise
kao proizvod funkcije y koja zavisi samo od koordinata i jedne eksponencijalne
funkcije kojom se izraZava vremenska zavisnost [videti (8.4.15)]:

i

—Et
W.(x,y,z2t) = e " v, (x,y,2) (9.3.26)

pri ¢emu je E, energija stanja, a ¢ je vreme. Kako funkcija koja je konjugovano
kompleksna funkciji (9.3.26) ima promenjeni znak u ¢lanu koji prikazuje vre-
mensku zavisnost, iz jednacine (9.3.25) sledi da je dipolni moment atoma koji se
nalazi u nekom od svojih stacionarnih stanja stalan, odnosno nula (videti poglavlje
9.1) i ne zavisi od vremena. Kada atom prelazi iz kvantnog stanja n u kvantno stanje
m (neka je stanje n stanje vece energije), dolazi, prema Borovom uslovu frekven-
cije, do emisije kvanta energije hv (=E -E,). Prema Dirakovoj teoriji, energija
koju atom emituje odredena je dipolnim momentom prelaza |, koji zavisi od talas-
nih funkcija ¥, (gornjeg stanja oznaCenog kvantnim brojem #n) i od konjugovano
kompleksne funkcije ¥, (donjeg stanja sa kvantnim brojem m), pri ¢emu nije bitno
koja se od funkcija ¥, ili ¥,, uzima kao konjugovano kompleksna jer je operator r
ermitski:

—i
E(E" -E )t

an,,, = ¢ |¥* FP AV = —¢-¢

vt Fy.dv (9.3.27)
gde je:

2E ¢ ZE ¢

Y, =" "y (ny2) P, =" Ty, (x,2). (9.3.28)
Veli¢ina:
Pun = (W5 Fy,aV (9.3.29)

zavisi samo od koordinata i predstavlja vektor s komponentama:

P = [WE xwdVs pho= [WE yWdVs pia = [wE 2y,dv.
(9.3.30)
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2> 2

U jednacinu (9.3.23) uvrStava se (2 %} ili etvorostruki kvadrat drugog izvoda
momenta prelaza po vremenu, umesto kvadrata drugog izvoda klasi¢nog dipolnog
momenta po vremenu. Ovo se ¢ini jer se stroZim izvodenjem pokazuje da je kvant-
nomehanicki dipolni moment dva puta manji od klasi¢nog, pa se kori§¢enjem
(9.3.23) dobijaju iste vrednosti izracenih energija kada se uzme u obzir takav odnos
veli¢ina klasi¢nog i kvantnog dipola. Pre toga, izraCunava se drugi izvod momenta
prelaza po vremenu koriS¢enjem jednacine (9.3.27). Prvo ¢emo napisati prvi izvod
dipolnog momenta prelaza po vremenu:

dT-Ln m

= e Lg, By Agay 9.331
dt =€ h n—Ly)e ‘[\l’ r\lfn ( )

m

pa je drugi izvod momenta prelaza jednak:

Em

2>
d “‘n m
2

i R
- : j vE Fy,dV . (9.3.32)

m

1 :i(En—
= ée- F?(En - Em)zeh

U izrazu za drugi izvod momenta prelaza, E,-E,, zameni¢emo sa hv, dok se komp-

—2mivt

leksni izraz e (dobijen u ovom obliku posle uvodenja hv) svodi se na njegov
realni deo, imaju¢i na umu da se samo realni deo kompleksnog broja moZe povezati
s realnim fizickim veli¢inama. Uz ove izmene izraz (9.3.32) dobija oblik:

2>
dd!i;m = 4en’yie ™. _[\Ifi'f, ry,dvV =
t
(9.3.33)
2 —>
ZL;"’ = 4em’v’cos ((2Tive) - j\p* r,dv).
t

Odredi¢emo, zatim, kvadrat relacije (9.3.33) i izracunati njegovu srednju vrednost
za interval vremena ¢ koji je dovoljno veliki u odnosu na period oscilovanja 7, a koji
se svodi na izraCunavanje srednje vrednosti kvadrata kosinusne funkcije, S$to iznosi
(kako je pokazano u Dodatku)1/2:

2> (2
(dduj,,,) _ 16ez7t4\/4<COSZ(ZniW»'”\Vf, 7\|IndV|2 = (9.3.34)
t

=gen'v" || v rydv]. (9.3.35)

Uzimajuéi u obzir ve¢ pomenuti faktor 2, koji podignut na kvadrat daje 4, kojim se

zatim izraz (9.3.35) mnoZi i takav zamenjuje u jednacinu za srednju energiju
(9.3.23), dobija se:
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1 6471:462\/4

1 647t4\/4
dV o 9.3.36
17t80 30 |P | ( )

<>_R 30

Uporedivanjem jednacine (9.3.36) s jednac¢inom (9.3.10) ili (9.3.12) i uzimajuci da
emitovane energije ,.klasicnog™ i ,.kvantnog” dipola treba da budu iste, zaista se do-
bija da klasi¢ni dipolni moment | i moment prelaza p,,, stoje u vezi:

= [2ep.|’. (9.3.37)

Izraz (9.3.36) definiSe srednju energiju jednog dipola koja, u skladu sa jednacinom
(9.3.13), moZe da se napiSe kao:

(E) = Ay~ hv (9.3.38)
gde je A,,, verovatnoca prelaza koja je na osnovu (9.3.38) jednaka:

—

4 2 3
L 6dme v [ \p*,,,r\pndV‘z. (9.3.39)

ame, 3pc’

nm —

Recipro¢na vrednost 1/4,,, ima dimenzije vremena i jednaka je srednjem vre-
menu Zivota T pobudenog stanja kada je prelaz u donje stanje m jedino mogué (vi-
deti i poglavlje 8.3). Kada je stanje m i osnovno stanje, ovo vreme odreduje, prema
Hajzenbergovoj relaciji neodredenosti, prirodnu Sirinu pobudenog energijskog
stanja, odnosno prirodnu S§irinu spektralnih linija emitovanog zrac¢enja. Obi¢no su
moguéi (radijativni) prelazi na razli¢ita stanja sa odredenom verovatnoéom za
svaki, pa se definiSe zbir XA, (sumira se po m) i tada je srednje vreme Zivota re-
ciproc¢na vrednost ovoga zbira. Na osnovu jednacine (9.3.39) sledi da verovatnoce
prelaza mogu da se izracunaju kada su poznate talasne funkcije stanja atoma izmedu
kojih se vrsi prelaz. Verovatnoe prelaza mogu da se odrede i eksperimentalno. Tada
se obi¢no odreduje efektivno vreme Zivota T, koje je povezano sa svim procesima
(ne samo radijativnim) koji dovode do smanjenja broja atoma u pobudenom stanju.

9.3.4 Pravila izbora

Pravila izbora pokazuju to da li je odredeni kvantni prelaz n — m dozvoljen ili
nije. Kada je moment prelaza:

Enm = J.\lfm?\lf*" av

razli¢it od nule, prelaz je dozyoljen, a kada je moment prelaza jednak nuli, prelaz je
zabranjen. Kako j  je veli¢ina p,,, , vektor sa komponentama u pravcu tri koordinatne
ose x, y i z, moze da se dogodi da neke od komponenti vektora momenta prelaza
budu jednake nuli, a da su druge razli¢ite od nule. Npr. komponente vektora p,,, u

pravcu x i y ose mogu da budu nula, dok j je komponenta p,,, u pravcu z ose razlicita
od nule. Tada se kaZe da je emitovano zraCenje polarizovano u pravcu z ose. Dakle,
pravila izbora utvrduju se izraCunavanjem wx, Yy i z komponente vektora momenta
prelaza p,,, . Na primeru vodonikovog atoma, ¢ije su talasne funkcije poznate, moZe
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da se pokaZe ovaj postupak. Koristimo sferni koordinatni sistem (x = r cos@ sin6; y
= r sin@ sin®; z = r cos0), pri ¢emu je element zapremine dV = r? sin@ dr dO de.
Neka atom prelazi iz kvantnog stanja n’l’m’u kvantno stanje n l m (n’lI’'m’ — nlm),
gde sa n ozna¢avamo glavni kvantni broj, / orbitni, a m magnetni kvantni broj. Oz-
naka ’(prim) odnosi se na gornje kvantno stanje. Komponente momenta prelaza u
sfernim koordinatama date su kao:

P = ‘[\p*nvx\pndV = ‘[\p*nvrsinecos(p\pndV;
Dy = ‘[\p*nvy\pndV = ‘[\p*nvrsinesin(p\pndV; (9.3.40)
p. = _[\V*n'zllfndV = ‘[\p*nvrcosewndV.

Ranije je pokazano (poglavlje 9.1) da se za atom vodonika funkcija y predstavlja
kao proizvod 3 funkcije od kojih svaka zavisi samo od jedne promenljive r, 0 ili @:

\lfn,l,m(r9 69 (P) = Rn,l(r) : ®Aj_m(e) : ¢m((P) . (9341)

Indeksi kod vy, ® i ® su celi brojevi i odgovaraju, kako je ranije pokazano, glavnom
kvantnom broju n, orbitnom kvantnom broju / i magnetnom kvantnom broju m.
Za z-komponentu momenta prelaza, p, moze da se napise:

p. = ‘[\p*nvrcosewndV = ‘[an,(r)arerdr' (9.3.42)
0 0
T 2n
. I®l’m’(e)cose®lm(e)Sinede : ‘[q)*m'((P) . q)m((P)d(P .
0 0

Prvi integral u jednacini (9.3.42), oznaci¢emo sa 1, drugi sa 2 i treci sa 3. Da bi izraz
(9.3.42) bio razli¢it od nule, sva tri integrala moraju da budu razli¢ita od nule.
Najpre ¢emo izraCunati vrednost integrala 3 jer je to i najjednostavnije. Kao §to od
ranije znamo, funkcija ®,, ima oblik exp(im®), pa se lako pokazuje da je integral:

2n 2n
J'e—imq) . eim'q)d(P — J'ei(m'—m)d(P
0 0

uvek jednak nuli, izuzev za m’ = m. Integral 1, u opStem slucaju, razlicit je od nule
za bilo koje vrednosti n i I. Dalje, moZe da se pokaZe, Sto ovde ne izvodimo, da je
integral 2 u izrazu (9.3.42) razlicit od nule samo kada je [’=/+1 i [’=/-1. Pravilo

Al =1-1=+%]

odraZzava zakon o odrZanju ugaonog momenta pri emisiji fotona, o ¢emu je detaljnije
bilo reci u Dodatku D-6.3.2.
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AnaliziraCemo sada x-komponentu momenta prelaza i napisati je u obliku:

p. = j V#,rsin® - cosQy,dV = jRn,,(r)r ‘R,(r)rdr - (9.3.43)

0
2n

- [©1,(8)sin60,,(6)sinBd0 - [ D,.(9) - cos 9D, (9)do.

0 0

U tre¢em integralu u izrazu (9.3.43) javlja se cos ¢ koji ¢emo izraziti kao:
1 e, o
cosp = E(e +e )

pa tredi integral iz izraza (9.3.43) ima oblik:

2n
%‘[e—imq) . (eiq) + e—iq))eim'q)d(P —

0
2n 2n

_ l i(m'+1-m)¢ l i(m—1-m)¢
= 2‘[ e do + 2‘[6 do.

0 0

Ovi integrali razli¢iti su od nule samo za m' =m - 11 m' = m + 1. Drugi integral u
izrazu (9.3.43) razlicit je od nule, takode, za [I' = [ £ 1, dok je prvi integral razlicit
od nule za svaku kombinaciju brojeva n i /. Slicno moZe da se dobije i za y-kompo-
nentu momenta p,. Prema tome, opste pravilo izbora za magnetni kvantni broj jeste
Am=0,%1.

Ovakva analiza pokazuje to da je zracenje koje nastaje prelazom atoma s viSeg
kvantnog stanja na niZe (u magnetnom polju) polarizovano u pravcu z-ose, kada je
Am =0, jer je tada p, # 0, dok su p, = p, = 0. S druge strane, zraCenje koje nastaje pre-
lazom atoma s viSeg na niZi nivo, pri cemu se magnetni kvantni broj m menja za +1
ili za -1, Am = %1, polarizovano je u xy ravni. Ovi zakljucci, koji proizlaze iz cisto
teorijskih razmatranja, mogu da se provere eksperimentalno, posmatranjem zracenja
atoma u magnetnom polju. Ovo je tzv. Zemanov efekt (o kojem je ranije bilo govora)
i kojim se pokazuje da je zracenje koje nastaje pri Am = 0, polarizovano u pravcu z-
-ose (pravac magnetnog polja obi¢no ima pravac z-ose), a da je za Am =t 1 zraCenje
polarizovano u xy ravni — oscilacije elektricnog vektora vrSe se u xy ravni, a ona je
normalna na pravac magnetnog polja.

Pravila izbora (selekcije) pokazuju to da orbitni kvantni broj elektrona [ ili
ukupni kvantni broj atoma L mogu da se menjaju za jedinicu, Al = =1, AL = *£1.

Pravilo Al = £1 postaje o¢igledno ako se zna da se, pri prelazu atoma iz jednog
stanja u drugo, emituje foton ¢iji je spinski kvantni broj 1. Takode, vazi AJ =0, £1,
gde je J kvantni broj koji kvantuje ukupni ugaoni moment (videti deo 5.4.3), a
spinski kvantni broj pokorava se pravilu AS = 0. Prema tome, po pravilu, zabranjene
su kombinacije izmedu termova s razli¢itim multipletnostima. Prelazi izmedu raz-
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licitih multipletnosti postaju moguci (ali slabog intenziteta) ako se uzme u obzir
spin-orbitna sprega. Iz eksperimenta, takode, moZe da se vidi da kvantne zabrane
nisu potpuno stroge i da se u spektru javljaju linije koje se prema pravilima izbora
ne ocekuju. Ovo potice otuda §to se pored dipolnih prelaza za koja vaZze veé izneta
pravila izbora, javlja i zraCenje elektromagnetnih talasa koje poti¢e od promena
elektricnih momenata viSeg reda — pre svega kvadrupolnog momenta atoma. Inten-
zitet kvadrupolnog zracenja odreduje se integralima tipa:

I yEry,dV

a dobijaju se pravilaizbora: AJ=0, %1, 2, pod uslovom da zbir kvantnih brojeva koji
se kombinuju nije manji od 2. Vazi i pravilo: AL =0, £1, £2 (prelaz L'=0 - L =0
je zabranjen).

Volfgang Pauli (Wolfgang Pauli, 1900-1958), roden je u
Becu, a studirao je u Minhenu. Kao student A. Zomerfelda u
petom semestru napisao je za Matematicku enciklopediju
pregled o teoriji relativnosti. Godine 1921. u doktoratu je
pokazao da je tadaSnja kvantna teorija jo§ uvek netacna.
Raspravama i analizama sa Hajzenbergom, Borom i
Bornom znacajno je doprineo razvoju matricne mehanike.
Godine 1924. formulisao je princip iskljucenja (Paulijev
princip), za koji je 1945. godine dobio Nobelovu nagradu za
fiziku. Iste, 1924. godine, postulirao je postojanje nuklear-
nog spina da bi objasnio hiperfinu strukturu spektralnih li-
nija. PoSto je izvesno vreme proveo na univerzitetima u Ge-
tingenu, Kopenhagenu i Hamburgu vratio se u Cirih, gde je
1928. godine postao profesor na ETH. Godine 1930. pred-
loZio je hipotezu o postojanju neutrina. Za vreme Drugog
svetskog rata boravio je u SAD, gde se bavio teorijom me-
zona. Godine 1946. vraca se u Cirih i posvecuje kvantnoj
teoriji polja i fizici elementarnih Cestica.

Primeri

Primer 9.3.1 Odrediti AjnStajnovu verovatnoéu A,, spontane emisije pri prelazu 2p
— 1s kod atoma vodonika. Izracunati i vreme Zivota 2p nivoa.

RESENIJE:

Verovatnoda prelaza izracunava se kori§¢enjem jednacine (9.3.39). Prethodno ¢emo
izraCunati moment prelaza po jednacini:

o 2T

f f f W, p, or sin0drd0de . (9.3.44)

000

Sa y#,, oznacili smo konjugovano kompleksni oblik talasne funkcije 2p nivoa, a sa
y, , talasnu funkciju 1s nivoa. Moment prelaza p je vektor &ije su komponente u po-
larnim koordinatama definisane jednacinom (9.3.40), pa se ukupni moment prelaza
odreduje jednacinom:
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= |p>+p,| (9.3.45)
U poglavlju 9.1, jednac¢inama (9.1.88), (9.1.89) 1 (9.1.90) definisane su tri 2p orbi-
tale: 2p,, 2p, i 2p,. Trebalo bi, pomocu jednacine (9.3.44) odrediti x, y i z kompo-
nentu momenta prelaza za sva tri prelaza: 2p,-1s, 2p -1s5i 2p_-1s, a to znaci izraCuna-
vanje devet integrala tipa (9.3.44). Lako se, medutim, pokazuje da je ¢ak Sest od tih
integrala jednako nuli. Za z-komponentu momenta prelaza izmedu 2p, komponente
p nivoai ls nivoa, moZe da se pokaZe da ima vrednost razli¢itu od nule. Izraz se do-
bija tako Sto se u (9.3.44) zamene talasna funkcija 2p, na osnovu jednacine (9.1.90) i
talasna funkcija 1s nivoa pomocu (9.1.74), a z-komponenta momenta impulsa iz jed-
nacine (9.3.40):

2n

2}/6(0) ) )Ire “roFdr- —[Icosﬁcosﬁsmﬁde Zﬁ‘[ de.

Ova jednacina posle sredivanja izgleda:

3 3r 3y n 2
2 2. 54
L(l) (l) a(l) [e " rar- 1[§jcoszesinede~ijdcp (9.3.46)
zﬁ a a a g 2 71;0 zﬁo

gde je a, prvi Borov polupre¢nik. Z-komponente momenta prelaza za druga dva mo-
guca prelaza: 2p,-1s i 2p -1s mogu da se dobiju na isti naCin. One se razlikuju po ob-
liku integrala po uglovima 0 i @ . Kako su 2p, ~ sin 6 cos@ odnosno 2p, ~ sin 0 sin @,
za oba prelaza integrali po uglovima jednaki su nuli. Znaci, z-komponenta momenta
prelaza razlicita je od nule samo za prelaz 2p_ — 1s.

Na sli¢an nacin (9.3.46), za x-komponentu momenta prelaza za prelaz 2p, — 1s:

3 3r 3y n 21
1 (1)2(1) (1)2 24 4 1f 3 1 >
— | =] |=)-2{=]) |e "rdr-z [=|sin"8dO - ——=| cos"@de (9.3.47)
ZJB a a a -([ 2 71;-([ Zﬁ‘[

koja je, kako ¢e se videti kasnije, razli¢ita od nule. Komponenta x momenta prelaza
za 2p, — 1s i 2p, — 1s bice nula. Opet se lako vidi da su, s obzirom na to da je p, ~
cos 0, a p, ~ sin 0 sin @, integrali po uglovima 0 i @ x-komponente prelaza 2p, — 1s
jednaki nuli, dok je kod prelaza 2p — 1s integral po uglu ¢ nula. Komponenta x mo-
menta prelaza razli¢ita je od nule samo za prelaz 2p, — ls, prikazan jednacinom
(9.3.47). Za prelaz 2p, — 1s y-komponenta momenta prelaza moZe da se napise kao:

T 2n
! ) ) ) 2““ lf $in’0d0 - —— [ sin’od
=2 C— (9.3.48)
2[6( J 2 n{ 2ﬁ{ Pae

pa se izracunavanjem pokazuje da je razli¢ita od nule. I u ovom sluc¢aju vidi se da su,
s obzirom na to da je p. ~ cos 0 a p, ~ sin 0 cos @, integrali po uglovima 0 1 @, y-
komponente momenta prelaza 2 p, — 1s jednaki nuli, dok je kod prelaza 2p, — 1s in-
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tegral po uglu ¢ nula. Potrebno je, dakle, izracunati integral radijalne funkcije, koji
je isti u sva tri izraza (9.3.46), (9.3.47) 1 (9.3.48), i po dva integrala po uglovima 0 i
¢ u svakom od ovih izraza.

Integral po radijalnoj koordinati r:

N -,
%6 . é‘[e oty = %6 : éje@“dr; k = —% (9.3.49)
0 0
0

odreduje se viSestrukim parcijalnim integraljenjem:

oo

i . l e£r4dr =
- =
Jé ao0

oo

- % . %{kr“e"‘ - 4k[kr3ei{ = 3k(krtet - 2k ke - k%’iﬂ}
6 a

0

(9.3.50)

5
(4k)(3k)(2k)(k) - —24k’a, = L24%610 = 1,29a,.

fao J6 6

Svi integrali u izrazu (9.3.50) koji predstavljaju proizvod funkcije r dignute na ste-
pen m > 0 i eksponencijalne funkcije od r postaju jednaki nuli posle zamene granica
integrala. Poslednji integral u izrazu (9.3.50), koji predstavlja proizvod konstante i
eksponencijalne funkcije, odreduje vrednost izraza (9.3.50). On je jednak vrednosti
konstante ispred eksponencijalne funkcije kada se r zameni nulom.

Vrednosti integrala po uglovima 0 i @ z-komponente momenta prelaza za 2 p,
— 1s, odreduju se iz:

T 2n
NI B2
EICOS 6s1n6d6‘[d(p = HEQE = E (9.3.51)
a za x-komponentu momenta prelaza za 2 p, — 1s iz izraza:
Ny B4
Ism Gde‘[cos 0do = a3 T = ﬁ (9.3.52)

dok je za y-komponentu momenta prelaza za 2p -1s taj izraz:
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kU

2n

NETIRR o 33 1

471:_[sm Gde‘[sm ¢d(p—4n-4-n—ﬁ. (9.3.53)
0

0

Prema tome, tri komponente momenta prelaza imaju iste vrednosti integrala po ug-
lovima 0 i @, pa su momenti prelaza medusobno jednaki, $to potvrduje ¢injenicu da
su sve tri 2p orbitale (2p,, 2p, i 2p,) medusobno ekvivalentne. Prema (9.3.45) kvad-
rat momenta prelaza je:

Pl = 31,29 —al = 1,664,

3

Da bi se odredila verovatnoca prelaza A, (odnosno vreme Zivota 1) treba da se zna
frekvencija zraCenja. Ona se odreduje iz izraza za energiju (9.1.63) koji je dobijen
reSavanjem Sredingerove jednacine. Ovaj izraz identian je jednacini (4.2.38) za
energiju vodonikovog atoma prema Borovom modelu. Prelaz se vrsi iz kvantnog
stanjan =2 nan =1, ali, u skladu s pravilima izbora, sa 2p na 1s nivo. Energija (pre-
laza) zavisi samo od glavnog kvantnog broja. Prema tome, frekvencija je:

1 471:2me4(1 1)

vV = 7rrchyen i (9.3.54)
0

2 2) "
n m

Kada se u (9.3.54) zamene masa elektrona m, naelektirsanje elektrona e, Plankova
konstanta /4 i kvantni brojevi n = 21 m = 2, dobija se da je frekvencija prelaza v =

1,64 -10% s71. Vrednost frekvencije, zajedno s kvadratom momenta prelaza, naelekt-
risanjem elektrona e, Plankovom konstantnom # i brzinom svetlosti ¢, zamene se u
izrazu za verovatnocu prelaza prema (9.3.39), posle ¢ega se dobija rezultat za
A,=3,3-108s"1, a za vreme boravka t=3,3-107 s.
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