8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

8.1 DE BROLJIJEVA JEDNACINA

U prethodnim poglavljima razmatrali smo pojave u kojima se ispoljavaju
kvantni uticaji i Cesti¢na svojstva elektromagnetnog zracenja. Tako je Plank pojavu
zracenja crnog tela razjasnio uvodenjem pretpostavke da energije oscilatora, koji
emituju zracenje, moraju da budu diskretne, kvantovane. Te energije izraZavaju se
kao celobrojni umnosci velic¢ine hv, gde je h nova osnovna konstanta kojom se oz-
nacava jedinica, ili kvant, dejstva. Tako je pocetkom 20. veka u fiziku uvedeno sh-
vatanje o ,,CestiCnosti” energije uporedo sa starom idejom o Cesti¢nosti materije. Po-
lazeci od diskretnosti energije i od pojma kvanta dejstva, pored zraCenja crnog tela
razreSeni su i drugi krupni problemi u fizici. Na primer, objasnjeni su stabilnost
atoma 1 fotoelektricni efekt. Usvajajuci i uopStavajuci Plankovu ideju o diskretnosti
energije, AjnStajn je objasnio fotoelektricni efekt tako Sto je pretpostavio da svetlost
predstavlja mlaz diskretnih porcija energije, fotona. Sli¢no, objasnjenje Komptono-
vog efekta zasnovano je na pretpostavci da fotonima mogu da se pripiSu i ,,Cesti€na”
svojstva. Na primer, impuls, fotona kao Cestice, p, moZe da se izrazi preko talasnih

parametara, frekvencije, v, talasne duZine, A, i brzine talasa (svetlosti) c:

p= 8.1.1)

hv
C

bd B

Kao i pre, & je Plankova konstantna. Ovi primeri pokazuju to da elektromagnetni ta-
lasi ispoljavaju dvojaku (dualnu) prirodu, ¢esti¢nu i talasnu.

Dvojstvo u smislu Cesticnog i talasnog, ve¢ prihvaceno za fotone, tj. za
elektro-magnetne talase, Luj de Brolji (Prince Louis-Victor de Broglie, 1892-1987,
za otkriée talasne prirode elektrona dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. go-
dine), je 1924. godine uopstio i primenio na materijalne Cestice. On je, postulirajuci
talase materije, svakoj Cestici koja ima impuls p= mv, gde je m masa, a v brzina,
pridruZio talas ¢ija je talasna duZzina A . Pri tome je veza izmedu talasne duZine i im-
pulsa materijalne Cestice, utvrdena istim izrazom kao i za fotone, jednacina (8.1.1):
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= =, (8.1.2)

Izraz (8.1.2) se naziva De Broljijeva jednacina i od suStinskog je znacaja u
kvantnoj mehanici. Ovom jednacinom izraZava se dvojnost Cestica — talas. Pri tome
se podrazumeva da se dvojnost javlja kao opSte svojstvo svih pojava — onih koje kla-
si¢na fizika zove talasima, kao i onih koji se smatraju Cesticama. Sam De Brolji
kaze:

., Ukratko, teorija savremene atomske fizike pociva na novim shvatanjima ces-
tica i njima pridruZenih talasa. Ova nova shvatanja postepeno su se nametnula ot-
kricem dvostruke prirode svetlosti; primenjena zatim na materijalne Cestice, ova lo-
gika, potpuno izmenivsi nasu predstavu o Cesticama uvodenjem u teoriju materije
svojstva dvojnosti (talas-Cestica) otkrivenog najpre kod svetlosti, omogucila nam je
da najzad sacinimo tacne teorije o atomskim pojavama’.

8.1.1 Eksperimentalna potvrda De Broljijeve hipoteze

De Broljijeva jednacina potvrdena je nizom eksperimenata. Prvi pokuSaji da
se De Broljijeva jednacina potvrdi bili su usmereni na eksperimente u kojima bi ces-
tice ispoljile talasna svojstva, dakle, na opaZanje interferencije i difrakcije materijal-
nih ¢estica. Na primer, mlaz elektrona koji pod dejstvom napona U stic¢e kineti¢ku
energiju T:

ml)2

T=—2‘=8U

(m, v 1 e sumasa, brzina i naelektrisanje elektrona, redom) odnosno impuls p :

|];| = J2meU

po De Broljijevoj hipotezi ima talasnu duzinu A :

= —0 (8.1.3)

Ako je De Broljijeva hipoteza ispravna, mlaz treba da daje iste difrakcione slike
posle nailaska na odgovaraju¢i difrakcioni element, kakve bi nastale difrakcijom
elektromagnetnih talasa iste talasne duZine. Talasi se primetno difraktuju samo onda
kada je pukotina kroz koju prolaze istog reda veli¢ine kao njihove talasne duZine.
Ispitatemo sada kolike mogu da budu talasne duZine elektronima pridruZenih talasa.
Kada se u jednacini (8.1.3) zamene brojne vrednosti prirodnih konstanti m, ei s u SI
sistemu jedinica, dobija se jednacina:

1,225

=T

(nm) (8.1.4)
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pomocu koje lako moZemo da izraCunamo talasnu duZinu elektrona (u nanomet-
rima, 1 nm=10" m), kada je u jednacinu (8.1.4) uvrstimo vrednosti ubrzavajuceg na-
pona u voltima. U sledecoj tabeli prikazano je nekoliko vrednosti parova A i U:

Tabela 8.1.1 Talasne duZine pridruZene elektronima

uw) 10 50 100 1000 2000 4000 8000 104
A (nm) 0,39 0,17 0,12 0,039 0,027 0,019 0,014 0,0039.

Kao Sto se iz tabele vidi, pri naponima koji nisu suvise veliki, elektroni sticu takav
impuls kojem prema De Broljijevoj jednacini odgovara pridruZena talasna duZina

reda veli¢ine angstrema (1 nm = 104)). Talasnu duzinu ovog reda veli¢ine imaju i
x-zraci. U narednom delu bice reci o eksperimentima rasejavanja elektrona na kris-
talnoj resetki koji su izvedeni u uverenju da bi ,,elektronski talasi” mogli da se dif-
raktuju na kristalnoj reSetki na isti nacin kako se to dogada sa x-zracenjem.

8.1.2 Devison-DZermerov eksperiment

K. DZz. Devison ii L. H.
DZermer su izveli 1927.
godine prvi eksperiment
kojim je potvrdena De
Broljijeva hipoteza. Ideja
eksperimenta bila je da
se utvrdi da li se elekt-
roni na monokristalu ne-
kog elementa difraktuju
poput x-zracenja, i da se
na osnovu toga proveri
De Broljijeva hipoteza.
Eksperiment je izveden u
visokom vakuumu da bi
Slika 8.1.1 Kristal nikla - se 1zbegh sudari elektro-
raspored atoma. na sa molekulima iz vaz-
duha. Usijana volframo-
va Zica emituje elektrone koji se, ubrzani elektri¢nim
poljem koje stvara ubrzavajuéi napon, usmeravaju na
povrSinu monokristala nikla. Kristal nikla ima strukturu
povrSinski centrirane kubne resetke, a za potrebe ekspe-
rimenta sa jedne strane je zaseCen tako da snop elektro-
na pada normalno na ravni sa Milerovim indeksima (1,
1, 1). Raspored atoma nikla na povrSini kristala prikazan
je na Slici 8.1.1, a Sema eksperimentalnog uredaja na
Slici 8.1.2. Mlaz elektrona vertikalno pada na ravan g, 8 7.2 Sema Devison-
kristala a rasejane elektrone detektuje jonizaciona ko- -Dzermerovog eksperimenta.
mora (kolektor), koja rotacijom u ravni upadnog mlaza

moZe da meri intenzitet rasejanih elektrona pod razli¢itim uglovima ¢, merenim u
odnosu na pravac upadnog snopa, Slika 8.1.2.

Pogled
odozgo

Pogled
sa
strane
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Promenljivi napon koji ubrzava elektrone je reda nekoliko desetina volti. Na-
rocito intenzivnu difrakciju Devison i DZermer su zapazili pri naponu od 54 V, pod
uglom od 50°. Zavisnost intenziteta difraktovanih elektrona od ugla @, pri
konstantnom ubrzavajuéem naponu, prikazana je polarnim dijagramom na Slici
8.1.3a. Za uporedenje, na Slici 8.1.3b prikazana je zavisnost intenziteta rasejanih
elektrona od ugla @, u pravouglom koordinatnom sistemu.

Intenzivna difrakcija (rasejavanje) elektrona u odredenom pravcu, moZe da se
shvati kao talasna pojava i da se protumaci na taj nacin. U prvoj aproksimaciji smat-
ra¢emo da se elekronski talasi difraktuju samo sa povrSine kristala. Tada, po analo-
giji sa Bragovom jednacinom, do konstruktivne interferencije (elektronskih) talasa,
rasejanih atomima nikla sa povrSine kristala u odredenom pravcu dolazi kada je raz-
lika njihovih puteva, §, jednaka celobrojnom umnosku talasnih duZina, nA .

Sa Slike 8.1.4b se vidi da putna razlika iznosi Dsin@, pa je, prema tome, uslov za
konstruktivnu interferenciju:

d = Dsing = nA. (8.1.5)
I
=0 a) 100 - b)
Slika 8.1.3 Zavisnost
80 = intenziteta rasejanih elek-
trona od ugla rasejavanja
60 ¢: a) u polarnom koordi-
40 k- natnom sistemu; b) u pra-
@ vouglom koordinatnom si-
stemu.
20 |
¢
¢ =90 20 40 60 80 ¢
1 2
s=a,/2/2
Yy T e
¢
¢
«—p —>

a) b)

Slika 8.1.4 Rasejavanje elektrona sa nikla: a) povrS§ina kristala; b) uslov za
konstruktivnu interferenciju.

Veli¢ina D odgovara rastojanju izmedu ekvidistantnih linija koje spajaju ni-
zove atoma na povrSini kristala, dakle u ravni normalnoj na ravan upadnog i difrak-
tovanog snopa, Slika 8.1.4a. Sa Slike 8.1.4a sledi da je D visina ravnostranog
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trougla ¢ija je stranica s, D= s/3/2. Prema Slici 8.1.1 odgovara polovini male di-

jagonale elementarne Celije nikla, s= ay2/2 . Za kristalnu resetku nikla (ivica ele-
mentarne Celije) a = 0,351 nm, pa je:

D = 3,51x%2x§ = 0,215 nm.

Zamenom dobijene vrednosti za D, i ugla ¢ za koji se dobija intenzivna difrakcija
(¢ =50°), u jednacini (8.1.5), nalazimo talasnu duZinu rasejanih elektrona:

A, = 0,215sin50° = 0,215 x 0,766 = 0,165 nm. (8.1.6)

Za iste elektrone, ubrzane naponom od 54 V, prema De Broljijevoj jednacini, izraz
(8.1.4), nalazimo:

1225 1225

T

Dobro slaganje izmedu vrednosti talasne duZine A,, dobijene iz De Broljijeve jed-
nadina i A,, izraCunate iz uslova za konstruktivnu interferenciju talasa, potvrduje
valjanost De Broljijeve hipoteze.

= 0,1667 nm. (8.1.7)

60°

54V 60V 64V 68V

Slika 8.1.5 Polarni dijagram rasejanih elektrona sa nikla. Slike pokazuju zavisnost intenziteta
rasejanih elektrona od ubrzavajuceg napona.

Ovako pojednostavljena teorija, koja razmatra rasejanje samo sa atoma na
povrsini kristala, nije u stanju da potpuno objasni Devison-DZermerov eksperiment.
Kada bi se elektroni difraktovali samo sa povrsine kristala, tada bi do konstruktivne
interferencije dolazilo kada se ispuni uslov (8.1.5), bez obzira na veli¢inu ubrzava-
juceg napona. Medutim, Devison i DZermer su utvrdili da je difrakcioni maksimum
vrlo slabo izraZen za napone razli¢ite od 54 V, Slika 8.1.5. Dakle, nije dovoljno raz-
matrati rasejanje sa povrsine kristala vec treba uzeti u obzir, kao u slu¢aju x-zracenja,
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i difrakciju sa atoma koji leZe u dubini kristala. Slika 8.1.6 pokazuje relativne odnose
izmedu upadnih elektrona koji padaju normalno na povrSinu kristala, elektrona rase-
janih pod uglom @, i zamiSljenih slojnih ravni kristala sa kojih se upadni elektroni
reflektuju. Normalno, u kristalu postoje samo ¢vorovi (u kojima su, u ovom slucaju,
smeSteni atomi nikla) a slojne ravni se konstruiSu prema potrebi i to tako da svaka ra-
van prolazi kroz izvestan broj ¢vorova. Raspored ¢vorova u svakoj ravni je identi¢an
a rastojanje medu slojnim ravnima je dovoljno malo da medu njima nema slobodnih
¢vorova kristalne resetke. Dakle, difrakcija elektrona sa atoma u kristalnoj resetki,
pod uglom @, moze se shvatiti kao refleksija elektrona sa slojnih ravni koje su
konstruisane pod uglom ¢ u odnosu na povrsinu kristala. Zbog jednostavnosti, raz-
matramo refleksiju sa slojnih ravni koje su normalne na ravan crteza tako da se na
crteZ projektuju kao niz kosih linija. S obzirom na to da su slojne ravni povucene
tako da se upadni snop sa njih reflektuje, medu uglovima o i @ postoji ofigledna
veza, @ = 2o, Slika 8.1.6. Do pojave konstruktivne interferencije (jakog mlaza
difraktovanih elektrona) dolazi kada se ispuni Bragov uslov, jednacina (5.2.6):

2dsin® = nA

gde je d rastojanje medu slojnim ravnima sa kojih dolazi do refleksije a ugao 0 se
meri od slojne ravni do upadnog zraka, Slika 8.1.6. Rastojanje d moZe da se izrazi
preko rastojanja medu atomima na povrSini kristala, D, i ugla koji slojne ravni

zaklapaju sa povrSinom kristala, o :
d = Dsino.. (8.1.8)

S obzirom na to da su uglovi 8 i oo komplementrani, 6 + & = ®/2, Bragov uslov
za konstruktivnu interferenciju moZemo da napiSemo u obliku:

2dsin(n/2-a) = 2dcosd, = nA. (8.1.9)
Zamenom d iz (8.1.8) u (8.1.9) nalazimo da je:
2Dsinacoson = Dsin2a = nk
aimajuéi u vidu da je 20 = @, Slika 8.1.6, sledi:
Dsin@ = nA.
Poslednja jednakost je ista kao i jednacina (8.1.5), dakle, uslov za difrakciju je isti
bez obzira na to da li se razmatra rasejanje samo sa povrSine kristala ili i po njegovoj

zapremini. Medutim, postoji bitna razlika izmedu dva slucaja difrakcije. Za difrak-
ciju po zapremini kristala, pored uslova (8.1.9) treba da se ispuni jo§ i uslov da slo-

jne ravni konstruisane pod uglom o imaju dovoljno veliku retikularnu gustinu'® da
se refleksija sa njih ispolji kao ocigledni maksimum. Ako ovakve ravni ne mogu da

10Retikularnu gustinu defini§emo kao broj atoma po jedinici duzine.
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upadni

rasejani
<« D '—’l mlaz

mlaz

Slika 8.1.6 Refleksija elektron-
skih talasa sa pararelnih ravni koje

zaklapaju ugao Of sa povr§inom
kristala.

se povuku, tada se izraziti difrakcioni maksimum i ne pojavljuje cak i kada je is-
punjen Bragov uslov. Prema tome, uslov za konstruktivnu interferenciju (8.1.5)
jeste potreban ali ne i dovoljan za nastajanje difrakcionog maksimuma. Dodatni us-
lov je da ravni pod uglom o u odnosu na povrS§inu kristala (uvek je 200 = @) imaju
dovoljno veliki broj atoma po jedinici povrsine. Dva uslova za konstruktivnu inter-
ferenciju mogu se izraziti na sledeci nacin:

A = Dsin@ _ Dsin2o
S on on

(8.1.10)

0.6 3.red 4.red
’ |

0,54 '
0,4

0,3 v

0,2

Slika 8.1.7 Zavisnost inten- 0,11
ziteta difraktovanog snopa od
talasne duZine, pri stalnom uglu

difrakeije . 0

Iz jednacine (8.1.10) sledi da serija difrakcionih maksimuma moZe da se dobije ako
se intenzitet snopa rasejanog pod konstantnim uglom ¢ meri u funkciji talasne
duZine upadnih elektrona. Svaki maksimum bi odgovarao jednoj vrednosti celobro-
jnog faktora n. Da bi proverili i ovaj aspekt izraza (8.1.10) Devison i DZermer su
merili zavisnost intenziteta rasejanih elektrona u funkciji njihove talasne duZine pri
konstantnom uglu rasejanja, Slika 8.1.7. Zaista, opaZena je serija difrakcionih mak-
simuma pri ¢emu svaki maksimum odgovara odredenom redu difrakcije n. Time je
dodatno potvrdena talasna priroda rasejanja elektrona, tj. De Broljijeva hipoteza da
se materijalnim Cesticama mogu pripisati i talasna svojstva.
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8.1.3 Difrakcija elektrona — Tomsonova metoda

Dz. P. Tomson je 1927. godine, skoro istovremeno kad i Devison i DZermer,
izveo seriju eksperimenata kojima je, takode, potvrdeno da Cestice imaju talasna
svojstva. Tomson je struju brzih elektrona propustao kroz vrlo tanke metalne listice
a difraktovani elektronski snop registrovao na fotografskoj ploci. Posle razvijanja,
na fotoploc¢i uocavaju se serije koncentri¢nih krugova, Slika 8.1.8c, kakve bi proiz-
veli x-zraci iste talasne duZine, Slika 8.1.9b, §to ukazuje na talasnu prirodu elektron-
skog mlaza. Difrakciona slika moZe da se poremeti pomocu magneta, Slika 8.1.9c,
Sto potvrduje da se zaista difraktuju elektroni, a ne moZzda neko drugo, tokom ekspe-
rimenta, zaostalo zracenje.

Za razliku od Devison-DZermerovog, u Tomsonovom eksperimentu koriste se
elektroni velikih energija, 10 i viSe keV, a difrakcioni element nije monokristal veé
polikristalni listi¢ u kome je veliki broj kristalica proizvoljno orijentisan. Prema
tome, Tomsonova metoda je ekvivalentna Debaj-Sererovoj metodi kod difrakcije
x-zraCenja. U jednoj varijanti Tomsonovog eksperimenta elektroni ubrzani naponom
od nekoliko hiljada volti difraktuju se sa pljosni haoticno usmerenih kristali¢a alu-
minijuma. Tada, za svaku energiju elektrona (i za odgovaraju¢u De Broljijevu ta-
lasnu duZinu elektrona) mogu da se nadu mikrokristali koji u prostoru zauzimaju
poloZaj takav da zadovoljavaju Bragov uslov za neki niz reflektujuéih ravni. Kao re-
zultat ovakve difrakcije na zaklonu se dobija difrakciona slika koju ¢ine prstenovi
razli¢itih poluprecnika, Slika 8.1.8b. Aluminijum ima strukturu povrSinske centri-
rane kubne reSetke, Slika 8.1.8a. Rastojanje d medu slojnim ravnima sa Milerovim
indeksima (A, &, [), za kubnu reSetku nalazimo iz relacije:

(200)

20 \

meta (Al)

a) b) ¢

Slika 8.1.8 Sematski prikaz difrakcije elektrona na aluminijumu: a) slojne ravni u kristalu;
b) geometrijski odnosi izmedu snopa elektrona, mete i fotografske ploce; c) difrakciona slika.

d= —% . (8.1.11)

NS S
gde je a duZina ivice elementarne Celije (poznata iz merenja x-zracima). UveSéemo
brojeve nh = H, nk = K i nl = L, pomocu kojih n-ti red refleksije od ravni (h, k, [)
moZemo da shvatimo kao refleksiju prvog reda od ravni sa Milerovim indeksima
(H, K, L). Sledi:

d= —24 (8.1.12)

JH +K + L’
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Kombinovanjem izraza (8.1.12) i Bragove jednacine za konstruktivnu interferenciju
(7.2.6), dobija se:

2\ = 2asin®
JH +K + L’

Kao $to smo ve¢ pomenuli, dobijeni sistem koncentri¢nih krugova, Slika 8.1.8c,
moZe da se shvati kao rezultat konstruktivne interferencije elektronskih talasa, koji
nastaju difrakcijom sa ravni sa razli¢itim Milerovim indeksima. Primetimo da je
ugao izmedu upadnog i difraktovanog elektronskog snopa jednak dvostrukom uglu
0 (ugao izmedu upadnog snopa i ravni kristala) iz Bragove jednacine. Talasna
duzina difraktovanih talasa odreduje se na osnovu poznate veze izmedu veli¢ina
koje se eksperimentalno mere i parametara uredaja. Tako sa Slike 8.1.8b sledi veza

izmedu ugla 20, rastojanja od mete (aluminijumska folija), do zaklona D i poluprec-

(8.1.13)

nika prstena r. Kada je ugao 6 mali, vaZzi:

1920 ~ sin29z2sin6z£. (8.1.14)
Pod ovim uslovom jednacina (8.1.13) postaje:
ar 1

YN P — (8.1.15)

D i+

na osnovu ¢ega mozemo da izraunamo talasnu duZinu elektrona ako je poznata
ivica elementarne Celije a. Na ovaj na¢in odredena talasna duZina elektrona moZze da
se uporedi sa talasnom duZinom elektrona koja je dobijena iz De Broljijeve jed-
nacine.

Slika 8.1.9 Difrakcione slike rase-
janja elektrona: a) Tomsonova slika ra-
sejanja elektrona sa tankog listic¢a zlata;
b) kombinovana slika rasejanja elektro-
na (dole) i x-zraka (gore) slicne talasne
duZine sa listi¢a aluminijuma; c) difrak-
ciona slika dobijena rasejanjem elektro-
na energije 40 keV pri prolazu kroz prah
cink oksida. Izoblicenje slike je prouzo-
kovano malim magnetom koji je stavljen
izmedu uzorka i fotogafske ploce. Da sli-
ka potice od rasejanja x-zraka ne bi doslo
do izobli¢enja pod uticajem magnetnog
polja.

Na Slici 8.1.9 prikazani su primeri rasejanja elektrona Tomsonovom metodom.
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8.1.4 Difrakcija neutralnih atoma

Eksperimentom difrakcije atoma helijuma na kristalu litijum fluorida, LiF, Es-
terman i Stern dokazali su talasna svojstva atoma. Eksperiment je u osnovi iste vrste
kao onaj koji su izveli Devison i DZermer. Kako helijumovi atomi nisu mogli da se
ubrzaju do tacno odredene energije, upotrebljen je snop helijumovih atoma na sob-
noj temperaturi. O brzinama atoma helijuma moZe da se sudi na osnovu ravnotezne
(Maksvelove) raspodele cestica po brzinama. Srednjoj brzini atoma helijuma
(prema Maksveloj raspodeli), na temperaturi od oko 20 °C, odgovarala bi kineticka
energija od oko 0,03 eV (4,8 x 10-2'J), pa bi na osnovu De Broljijeve jednacine, ta-

lasna duzina A, pridruZena atomima He ove energije, iznosila oko 1 A (talnije
0,8 A).

kristal LiF

snop He atoma

Slika 8.1.10 Sema ekspe-
rimentalnog uredaja za dif-
rakciju atoma helijuma na
______________ kristalu | LiF, prema Ester-
manu i Sternu.

Sema eksperimentalnog uredaja prikazana je na Slici 8.1.10. Kolimisani snop
helijumovih atoma pada na povrSinu kristala pod uglom 6. Detektor, izvanredno
osetljiv manometar, postavljen je pod istim uglom 0, a moZe da se okrece i oko ver-
tikalne ose za (azimutni) ugao ¢ (ugao u ravni koja je normalna na ravan papira).
Pri uglu ¢@=0°, upadni i reflektovani snop se nalazi u ravni papira.

T T T T T

Slika 8.1.11 Eksperimentalni rezul-
tati. SrediSnji maksimum odgovara uglu
= 0° dok slede¢i maksimum pri
¢ =11°, odgovara difrakciji prvog reda.

| 1
-20 -10 0 10 20 ¢



8.1 DE BROLJJEVA JEDNACINA 287

Zavisnost intenziteta rasejanog snopa od ugla ¢ (i pri stalnom uglu 6 =
18,5°), prikazana je na Slici 8.1.11. Prodiranje atoma (helijuma) sa tzv. termalnom
energijom u unutras$njost kristala moZe da se smatra zanemarljivim, pa u ovom
slucaju (za razliku od Devison-DZermerovog ogleda) eksperiment moZe da se protu-
maci rasejavanjem atoma helijuma sa dvodimenzione kristalne reSetke povrSine
kristala.

Slika 8.1.12 Upadni i difraktovani snop helijumovih
atoma, pogled sa strane.

Na slikama 8.1.12 1 8.1.13 prikazana je difrakcija snopa helijumovih atoma na
povrSini kristala LiF. Upadni zraci 1 i 2 pod malim uglom 6 padaju na povrSinu
kristala i zbog rasejanja skrecu sa prvobitnog pravca pod uglom @, Slika 8.1.13. Za
dovoljno mali upadni ugao 6 (cos6 ~ 1) trodimenzioni problem koji razmatramo
moZe se svesti na problem u ravni. PotraZimo pomoc¢u Slike 8.1.13b uslov za kon-
struktivnu interferenciju zrakova 1”1 2”. Zrak 1~ nastaje posle difrakcije zraka 1 na
atomu A, a zrak 2” posle difrakcije na atomu B. Da bi do§lo do konstruktivne interfe-
rencije razlika puteva zrakova 1”1 2" koja iznosi BC, treba da bude jednaka celobro-
jnom umnosku talasnih duZina, nA . Iz trougla ABC sa Slike 8.1.13b neposredno do-
bijamo:

nA = Dsing. (8.1.16)

Talasna duZina helijumovih atoma koja sledi iz jednacine (8.1.16) moZe da se
uporedi s onom koja se dobija iz De Broljijeve jednacine ako se za kineticku ener-
giju helijumovih atoma uzme srednja energija koja sledi iz Maksvel-Bolcmanove
raspodele.

a) b) Li
) ® ) ® o
1’ >
1 A __—
O—P>-0—g—— @ - -0----- ®
K I& >
2 C_—
o> oY bt T e b o
B
® ) ® o ®

Slika 8.1.13 Difrakcija snopa helijumovih atoma na povrSini kristala LiF: a) pogled odozgo; b)
&ogled sa strane. MoZe da se pokaZe da se pri malom uglu @ , difrakcioni maksimum javlja pri uslovu

= Dsing.

Difrakcioni maksimum prvog reda dobijen je za ugao ¢ = 11°, pa se pri vred-
nosti D = 4,02 1& za talasnu duZinu A dobija, na osnovu jednacine (8.1.16), vrednost
0,7713;. Iz De Broljijeve jednacine, pri energiji helijumovih atoma od 0,03 eV
(srednja energija po Maksvel-Bolcmanovoj raspodeli), dobija se vrednost za
A= 0,81& , Sto je sasvim uporedivo sa eksperimentalno dobijenom vredno$éu.
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a) b)
obrtaja/s

I(9) /\ 75
1 1 1 * 1
detektor
QD /\ 87
] # 1 iy

Slika 8.1.14 Sematski prikaz difrakcije atoma helijuma na L i F: a) bira& brzina; b) pri vecoj brzini
okretanja biraca brzine, izdvajaju se atomi sa veéim brzinama i zapaZa se pomeranje difrakcionog
maksimuma ka niZim uglovima-manje A-kao $to predvida De Broljijeva jednacina.

Stern i saradnici uveli su kasnije finiju verziju istog eksperimenta, uvodeci se-
lektora brzina, Slika 8.1.14a. To su bila dva tocki¢a sa prorezima, postavljena jedan
blizu drugog, a mogli su da se okrecu razli¢itim brzinama. Pri odredenoj brzini ok-
retanja ovog selektora brzina, u sistem su ulazili atomi odredenih brzina. Na Slici
8.1.14b prikazani su rezultati eksperimenta. Pri vecoj brzini okretanja selektora
brzina, izdvajaju se atomi sa ve¢im brzinama i zapaZa se pomeranje difrakcionog
maksimuma ka nizim uglovima @ (manje A) u saglasnosti sa De Broljijevom jed-
nacinom.

8.1.5 Difrakcija molekula

Pitanje da li se moZe opaziti talasna priroda makroskopskih objekata dugo je
ostalo bez odgovora, uglavnom zbog velikih eksperimentalnih problema. Naime, ta-
lasna duZina Cestice opada sa porastom njene mase pa je efekte difrakcije mnogo
teZe opaziti nego kod lakSih Cestica. Zbog toga je trebalo sacekati skoro osamdeset
godina da se De Broljijeva hipoteza i jednacina eksperimentalno potvrde rasejanjem
molekula. Godine 1999. austrijski istraZiva¢ A. Zelinger (Anton Zellinger) sa sarad-
nicima uspeo je da opazi eksperimentalno difrakciju molekula fulerena, Cy,, Slika
8.1.15, na vestackoj difrakcionoj reSetki.

Slika 8.1.15 Molekul fulerena sastoji se od
60 ugljenikovih atoma, Cg,: a) strukturna for-
mula; b) molekul fulerena izgleda poput fud-
balske lopte, bubamare. Atomi ugljenika smes-
teni su u rogljevima gde se srecu tri Sava. Mo-
lekul je dobio ime po Bakmister Fuleru, pozna-
tom arhitekti koji je pravio kupole slicne
konstrukcije. Ponekad se naziva i fudbalen,
zbog slicnosti sa fudbalskom loptom.
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100 nm difrakciona reSetka pokretni jonizator

\

kolimatorski prorezi

peé 10 yum 10 ym

1,05 m
/ 1,25 m

/

0 []

;I

detektor jona
4

A

1.k

—> vakuum pumpa

>
flaser

Slika 8.1.16 Aparatura za difrakciju molekula fulerena na difrakcionoj resetki.

Zelingerova aparatura prikazana je na
Slici 8.1.16. Da bi se izbegli sudari snopa mo-
lekula fulerena sa molekulima iz vazduha, ceo
uredaj je zatvoren u komoru koja moZe dobro
da se evakuiSe tako da srednji slobodni put
molekula fulerena postaje pedeset puta duZi
od cele putanje snopa (oko dva metra). Mole-
kulski izvor je pe€ iz koje, nakon sublimacije
na 900 °C, molekuli fulerena izleéu kroz malu
pukotinu. Usmeravajuéi (kolimacioni) pro-
rezi suZavaju (kolimiSu) molekulski snop tako
da svi molekuli padaju na povrSinu resetke u
vrlo uskom, paralelnom snopu. Difrakciona
reSetka od silicijum nitrida, SiN,, ima proreze
od 50 nm sa periodom od 100 nm. Iza reSetke
nalazi se fotojonizacioni element koji laser-
skim snopom jonizuje prispele molekule C,.
Laserski zrak je vrlo dobro fokusiran, tako da
se jonizuju samo molekuli u ZiZi prec¢nika 8
pum. Jonski detektor, na kraju uredaja, svojim
negativnim potencijalom privla¢i Cg* jone.
Joni u detektoru izbijaju elektrone koji se na
pogodan nacin broje. Dakle, broj detektovanih
elektrona proporcionalan je broju jona prispe-

1200
1000

150

Cesticau l's

50 0 50 100 150
PoloZaj

0 g
-150 -100

Slika 8.1.17 Difrakcija fulerena na dif-
rakcionoj reSetki slicijum nitrida: a) sa
reSetkom; b) bez resetke.

lih u fokus laserskog snopa. S obzirom na to da poloZaj pokretnog foto jonizatora
moZe vrlo tacno da se odredi, to se difrakciona slika neposredno dobija iz zavisnosti
broja detektovanih elektrona od poloZaja fotojonizatora.

Molekuli fulerena izlecu iz peci srednjom brzinom od 220 m/s i prolaskom
kroz kolimatore usmeravaju se u paralelnom snopu na difrakcionu reSetku. ReSetka
zadrzava molekule koji pogode pregradu a propusta samo one koji pogode neki od
proreza. Zbog talasne prirode, molekuli koji produ kroz prorez skrecu sa prvobitnog
pravca Sto se registruje pokretnim fotojonizatorom. Laserski zrak jonizuje svaki
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molekul koji prode kroz ZiZu §to se ispoljava kao porast broja registrovanih elekt-
rona u detektoru, pri odredenom poloZaju fotojonizatora. Rezultat eksperimenta, sa
reSetkom i bez nje, pokazan je na Slici 8.1.17. Bez reSetke, Slika 8.1.17b, nema
skretanja molekulskog snopa, §to se vidi kao jasan maksimum na nultom poloZaju.
Sa reSetkom, dolazi do difrakcije i do pojave izraZenih maksimuma s obe strane nul-
tog poloZaja, Slika 8.1.17a. Pojava maksimuma prvog reda na =+ 17um jasno ukazuje
na difrakciju molekula fulerena. Iz poznate mase i brzine molekula nalazi se da je
talasna duzina De Broljijevih talasa 2,5 pm (2,5 x 10-?m), §to se u granicama eks-
perimentalne greske slaze sa talasnom duZinom izra¢unatom na osnovu dobijenog
interferograma. (Jednostavna teorija difrakcije daje samo dobar red veli¢ine jer ne
uzima u obzir raspodelu molekula po brzinama, Van der Valsovu interakciju mole-
kula i reSetke, konac¢nu Sirinu snopa itd. Medutim, kada se uzmu u obzir svi eksperi-
mentalni parametri, dobija se izvrsno slaganje izmedu De Broljijeve jednacine i eks-
perimenta.) Time je De Broljijeva hipoteza eksperimentalno potvrdena i sa sloZe-
nijim Cesticama (objektima koji imaju unutrasnju strukturu i unutra$nje stepene slo-
bode za razlicite oblike kretanja) dakle, i sa Cesticama koje su po osobinama bliske
makroskopskim telima.

8.1.6 Tumacenje Borovog kvantnog uslova pomocu
De Broljijeve jednacine

Pokazimo sada da pomocu De Broljijeve ideje moZe da se objasni Borov
kvantni uslov. U Borovoj teoriji vodonikovog atoma koristi se slede¢i uslov za
odredivanje stacionarnih orbita:

h
= n— .17
mur n2ﬂ: (8 )

gde je mvr moment impulsa elektrona (m je masa, v je brzina elektrona, a r je po-
lupre¢nik orbite, vektori U i 7 normalni su jedan na drugi), n je ceo broj, a i Plan-
kova konstanta. Preuredivanjem jednacine (8.1.17), dobija se:

27r = ni (8.1.18)
mv

Ako umesto A/(mv) uvrstimo De Broljijevu talasnu duZinu A, nalazimo
2Tr = nA. (8.1.19)

Dakle, obim stacionarne kruzne orbite jednak je celobrojnom umnosku De Brolji-
jeve talasne duZine, Slika 8.1.18a. Pri talasnim duZinama (impulsima) za koje uslov
(8.1.19) nije ispunjen, dolazi do destruktivne interferencije (talasni maksimumi i
minimumi se poniStavaju) i takva orbitala postaje nestabilna.

8.1.7 Jednacina De Broljijevih talasa

Polazeéi od jednacine monohromatskog ravnog talasa, jednacina (D-3.1.13),
izveS¢emo izraz za De Broljijeve talase koji predstavljaju Cesticu energije E i im-
pulsa p i koja se krece slobodno (van polja sila). [zmedu ,,Cesticnih” odlika E'i p i
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a) b)

Slika 8.1.18 Borov kvantni uslov i De Broljijeva jednacina: a) stacionarna kruZna orbita se obra-
zuje kada je ispunjen uslov (8.1.19); b) za talasne duZine koje ne ispunjavaju uslov orbita je nesta-
cionarna.

,»talasnih” parametara, ugaone frekvencije 0 (ili linearne frekvencije v = 0/2m) i ta-
lasnog vektora k postoje sledece veze:

(0]
E = h = h— = h 1.2
% o ® (8.1.20)

gde smo uveli oznaku A = #/2T. Dalje iz De Broljijeve jednacine i pomocu (D-3.1.6)
sledi:

-~ h 2
= = = hlk. 1.21
Il =3 = I (8121

Kada se w iz (8.1.20) i |E| (8.1.21) zamene u jednacini ravnog talasa (D-3.1.13) do-
bija se jednacina De Broljijevog talasa koji oznacavamo sa ¥ i kojim prikazujemo
Cesticu koja se kreée u pravcu x-ose:

i
i(Et/h—px/h) R ET=pX)

\lf = \lf()e = \lf()e . (8122)

U opstem slucaju, za kretanje u anizotropnoj sredini duz proizvoljnog pravca koji sa
koordinatnim osama zaklapa uglove a, B i, jednac¢ina De Broljijevog talasa glasi:

i
ior—k7) i(@t—kx—ky-k2) FEI=pX=py=p.2)

Y = Yee = Yye = Yoe . (8.1.23)

8.2 CESTICA KAO TALASNI PAKET
DODATAK 8.2
D-8.2.1 Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije
Kompleksni broj z sastoji se od realnog dela a i imaginarnog dela ib:

z=a+ib

gde su a i b realni brojevi, a ,,i”” imaginarna jedinica: > = -1.
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Sli¢no realnom broju koji moZe da se predstavi tackom na brojnoj osi, kompleksni broj
moZe da se predstavi tatkom u ravni, Slika D-8.2.1a. Posto tacki moZe da se pridruZi radijus
vektor, to i kompleksni broj moZe da se predstavi vektorom, Slika D-8.2.1b. Ako se umesto u
Dekartovim, kompleksni broj predstavi u polarnim koordinatama, Slika D-8.2.1c, onda u tri-
gonometrijskom obliku isti kompleksni broj moze da se napise kao:

z = p(cosQ + isin @)

de je p duzina radijus vektora koja se naziva jo§ i moduo, ili apsolutna vrednost vektora, p =
al. Ugao ¢ (u radijanima!) je argument kompleksnog broja. Veza izmedu parametara a, b, p i
¢ ista je kao i izmedu Dekartovih i polarnih koordinata: a = p sin ¢, b = p cos @.

= = + b = —+ b
% 777777777777777 b Z a+ib % z=a+i % 0 cos ¢ z=a+i
2[< a2 .
e | g =} i
3 : 3 g p =S
.g ! g g =
en) fa on = @A
< | < < I
k= - E £ \ =
L ® 3 v o
0 Realna osa 0 Realna osa 0 Realna osa
a) b) c)

Slika D-8.2.1 Predstavljanje kompleksnih brojeva: a) u Dekartovim koordinatama; b) pomocu ra-
dijus vektora; c) u polarnim koordinatama.

Koris¢enjem Ojlerove formule:
i ..
e’ = Ccos@+isinQ

kompleksni broj z mozZe da se predstavi i u eksponencijalnom obliku:

7z = pe’.

I konjugovano kompleksni brojevi mogu da se predstave odgovarajuéim oblicima:
2 =a+ib = p(cos@ +ising) = pe’’
7z =a—ib = p(cos@—isin@) = pe™’.

Na primer, kompleksni broj 1 + iV moZe da se predstavi u slede¢im oblicima:

algebarski oblik 1 + /3 =

trigonometrijski oblik = Z(COS%E + ising) =

ekponencijalni oblik =2¢’.

Nacin na koji se kompleksni broj izrazava zavisi od problema koji se reSava. Na pri-
mer, eksponencijalni oblik najpogodniji je za nalaZzenje kvadrata modula kompleksnog broja
jer se u tom predstavljanju konjugovano kompleksni brojevi razlikuju samo po znaku argu-
menta:
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o R
7%= pe' pe™® = p .

Racun s kompleksnim brojevima moZe da pojednostavi mnoge probleme i reSenja. Na
primer, kruZnica, ¢ija je jednacina u Dekartovim koordinatama:

2 y2
+—2=1
r

\:‘|><

u kompleksnom obliku je:
it

Z =re

gde je z kompleksna funkcija, a 7 realna promenljiva. 1z poslednje jednacine i geometrijskog
tumacenja kompleksnog broja vidimo da se kruznica dobija rotacijom radijus vektora ¢iji je
moduo jednak poluprec¢niku r, gde promenljiva ¢ predstavlja ugao koji radijus vektor zaklapa
sa realnom osom. Za t = 0, ugao je nula i z = r, dakle, z je realan broj. Kada je r = /2

.U
z=re = r|cos|=|+isin|=]|| = ir

zje imaginarni broj. Na sli¢an nacin moZe da se nade da je z =-r zat = T, odnosno z = -ir za
t = 37t/2. Dakle, mnoZenje imaginarnom jedinicom ,,i” geometrijski predstavlja rotaciju za
7/2 radijana.

D-8. 2. 2 Parnost funkcije

Parnost funkcije izraZzava njenu simetriju u odnosu na koordinatni pocetak. Parna fun-
kcija je (ogledalski) simetricna u odnosu na vertikalnu osu:

p(x) = p(=x) (D-8.2.1)

i zbog toga je njen integral u simetricnom podrucju (-a, + a) dvostruko veéi od integrala na
polovini tog podrucja (0, +a):

[ prydx = 2 [ p(x)dx. (D-8.2.2)

Parne funkcije su cos x, sin%x, x2, sinc x, itd.
Neparna funkcija je antisimetri¢na, tj. njena leva polovina jednaka je desnoj sa pro-
menjenim znakom:

n(x) = —-n(-x) (D-8.2.3)

i zbog toga je njen integral u simetricnom podrucju jednak nuli:

j n(x)dx = 0. (D-8.2.4)

—a
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Ocigledno n(0) = 0, tj., neparna funkcija mora da prolazi kroz koordinatni pocetak, dok parna
funkcija moZe, ali ne mora. Neparne funkcije su sin x, tg x, x, x3, itd.

Funkcija koja nema simetriju, moZe da se predstavi kao kombinacija njene parne p;i
neparne 1, komponente:

f(x) = pi(x) + n{x)

pri ¢emu je:

PAx) = STC0) + ()]
n(x) = %[f(x)—f(—x)]. (D-8.2.5)

Sli¢no kao kod pozitivnih i negativnih brojeva vaZi:

p,(X)p,(x) = p(x)
ni(x)ny(x) = p(x) (D-8.2.6)
p,()n,(x) = n(x).

Prepoznavanje parnosti i razlaganje funkcije na parni i neparni deo vrlo je pogodno pri integ-

raljenju u simetricnom podrucju jer za neparne funkcije integral moze da se odredi i bez iz-
racunavanja.

D-8.2.3 Periodi¢ne funkcije
Periodi¢na funkcija f(t) ponavlja se sa periodom T, (odnosno frekvencijom ®,=

=271/ T, u radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2.

A
fir)

————~—~ ”/‘
fn) ] I

21

T =
0 ®,

Slika D-8.2.2 Periodi¢na funkcija i njena srednja vrednost.

Srednju vrednost funkcije ]? (t) nalazimo integraljenjem unutar jednog perioda:

T,/2 T/,

- 1 o,
f@) = T _[f(t)dt =5 j At)dt. (D-8.2.7)

~Ty/2 /0
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Srednja vrednost geometrijski predstavlja visinu pravougaonika ¢ija je povrSina jednaka
povrsini krive u istom podrucju. Srednja vrednost neparne funkcije jednaka je nuli. Medutim,
srednja vrednost harmonijskih funkcija (sin kx, cos kx, e, k = +1, +2,...) u celom broju peri-
oda jednaka je nuli bez obzira na parnost:

+T/ O +/ @ +T/0,

. ikw,t
[ sin(koo) di =0, [ cos(kapn)di =0, [e ™dt =0,
-1/, ~T/ @ /0

(D-8.2.8)

D-8.2.4 Nekoliko korisnih integrala

Jednacine (D-8.2.8) ne vaze za k=0 jer tada funkcije nisu oscilatorne. Zapravo,
(D-8.2.8) uvek vaZzi samo za sinusnu funkciju. Za kosinusnu i eksponencijalnu funkciju (koje
za k=0 imaju vrednost jednaku jedinici) integral se lako nalazi, recimo za k = m - n:

+T/0, +T/0,
i(m—n)oyt O Za m#*n
j cos[(m —n)wor]dr = j e di =4, .(D-8.2.9)
2T zam=n
/0 /0 (00
Drugi korisni integral je:
+ /0,
. . 0 zam#n
I sin(m,t) sin(nwyt)dt = (D-8.2.10)
T za m=n
/0 (00
mn==1,%2,...

Za m #n integral je nula jer je podintegralna funkcija oscilatorna sa celim brojem oscilacija
unutar podrudja u kojem se integrali. Za m = n dobija se funkcija sin?x koja je uvek pozitivna,
dakle ima integral ve¢i od nule. Integral funkcije sin?x ne zavisi od frekvencije, ve¢ samo od
granica integraljenja. Slicno tome:

0 zam#n

+1/ @, T
— zam=n#0
I cos(mmyt)cos(nwyt)dt = {1 ®, men (D-8.2.11)
/% 27 zam=n=0
(O%

mn=0,%1,+2,..

S obzirom na to da je proizvod sinusa i kosinusa neparna funkcija (bez obzira na nji-
hove frekvencije), zakljuCujemo da je:
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+ /0,

j sin (m,t) cos (nw,t)dt = 0 (D-8.2.12)
+1|:/u)0

mn=0,%1,+£2,...
D-8.2.5 Nekoliko korisnih funkcija
Pravougaona funkcija Il (x), Slika D-8.2.3a, moZe da se definiSe na sledeci nacin:

a
0 za —oo<x<—§

M,(x) = {1za —g <x< +‘§’

a
0 zai <x< oo,

Koristi se za opisivanje veli¢ina koje imaju vrednosti samo u ograni¢enoj oblasti. Vazna, oci-
gledna, veza je:

+ o0 +a/2

j I1,(x)f(x)dx = j f(x)dx. (D-8.2.13)

—a/2

Dirakova d-funkcija, Slika D-8.2.3b, moZe grubo da se shvati kao funkcija koja je
svuda jednaka nuli osim za x = 0 kada ima beskonacnu vrednost, pri ¢emu vaZzi:

5(x) = {0 za x#0

~ za x =0

+o0

j S(x)dx = 1. (D-8.2.14)
Isto: 7
S(x—a) _ {0 Za xX#a
© zZa X =a

+o0

j 8(x —a)f(x)dx= f(a). (D-8.2.15)

Funkcija moZe da se opiSe kao grani¢ni slucaj nekih uobi¢ajenih funkcija. Na primer, moze da
se predstavi kao pravougaona funkcija sa beskonacno malom Sirinom i beskonac¢no velikom
amplitudom:
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IT,(x),

0(x) = lim
a—0 a

(D-8.2.162)

a b c A
I1,(x) 3(x) sinc(x)

Y ﬁ%QVAV__VAVQVAV_)
Y X 0 x 0 x

Slika D-8.2.3 Tri korisne funkcije: a) pravougaona funkcija; b) Dirakova delta funkcija, 1
¢) sink funkcija.

Sli¢no:
d(x) = lim ﬁ e (D-8.2.16b)
a—» oo TE
_ . a  -a|x|
= gl_r)rii e (D-8.2.16¢)
. a
= lim —5— (D-8.2.16d)
“7en(a +x7)
= lim 22X (D-8.2.16¢)
a=e X
= lim - j e dy (D-8.2.16f)
a—>w2n . .

Izraz (D-8.2.16¢) zasluZuje komentar. Mada vrednost funkcije teZi beskonacnosti za x = 0 i
a — oo, a njena povrsina ostaje konstantna i jednaka jedinici, nije sasvim tacno da je njena
vrednost jednaka nuli za x # 0. Medutim, kada a — oo vrednost funkcije duZ x-ose osciluje
sve brze tako da srednja vrednost na proizvoljno malom odsecku, koji ne ukljucuje nulu, tezi
nuli. U vedini slu¢ajeva to je dovoljno za odgovarajuci opis delta funkcije. Integral (D-8.2.16f)
isto je Sto i (D-8.2.16e). Medutim, kao §to ¢e se ubrzo videti, on je pogodan za pojednostavlji-
vanje integrala. Delta funkcija je pogodna za opisivanje pojava koje su ogranicene u prostoru
ili u vremenu, na primer, za opisivanje Cestice beskona¢no malih dimenzija.

Sink (sin x)/x, Slika D-8.2.3c, ima obvojnicu hiperbole i nule kao i sinusna funkcija:

sinc x = sl x; sincO0= 1;sincknm=0;k==*1,%2,... (D-8.2.17)
X

Ponekad se definise i kao sin (mx)/(mx). Cesto se javlja u fizici kod opisivanja pojava vezanih
za talasno kretanje, na primer, difrakcije.
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D-8.2.6 Furijeovi redovi

Svaka periodi¢na funkcija F(t) sa periodom T; (odnosno frekvencijom ®, = 27/T; u
radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2, moZe da se predstavi beskonanim zbirom
harmonijskih funkcija ¢ija je frekvencija celobrojni umnoZak osnovne frekvencije @:

oo

(1) = %’ + Y [, cos(nyt) + b,sin (n0y1)] (D-8.2.18a)

n=1

+ ln(l)o[

(D-8.2.18b)

= > &€

Koeficijenti a,, b,, g, predstavljaju nepoznate amplitude. Glavni problem harmonijske analize
svodi se na pronalazenje ovih koeficijenata.
Koeficijenti se dobijaju pomo¢u sledecih jednacina:

+Ty/2 +T,/2
a,= Z_I f(t)cos(nwyt)dt = 2 j [f(1) + f(—t)]cos (nwyt)dt (D-8.2.19)
T, T,
~Ty/2 0
+Ty/2 +T,/2
2 . 2 )
b= %[ f)sin(nogn)dt = = [ [f(D~f(-0)]sin(nor)di (D-8.2.20)
T, T,
~Ty/2 0
n=0,1,2,..

VazZno je da uo¢imo da se izrazima na levoj strani integrali unutar jednog perioda 7, a u izra-
zima na desnoj strani unutar polovine perioda. Izrazi na desnoj strani napisani su po ugledu na
(D-8.2.5), da bismo ukazali na vrlo vaZnu ¢injenicu da za neparnu funkciju koeficijenti a,
iS¢ezavaju [jer je za neparnu funkciju f{z) + f{-t) = 0, (D-8.2.3)], a za parnu da i§¢ezavaju koe-
ficijenti b, [za parnu funkciju je f{t) — f{-¢) = 0, (D-8.2.1)]. U eksponencijalnom obliku koefi-
cijenti se nalaze iz izraza:

T,/2 /0,
_ 1_ —inoyt _ % —inot
gn= TOI flnyedr = 2 j fie " dr (D-8.2.21)
-Ty/2 -/ @,
n=0,x1,%£2, ..

pri ¢emu je veza izmedu koeficijenata g, a, 1 b,;

1 .

=(a,—ib,)za n>0
2

&n= Y, zan=0 (D-8.2.22)

%(a,, +ib,)zan<0

n=0,£1,%£2, ..
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Veza (D-8.2.21) se lako proverava. Polazeci od eksponencijalnog oblika Furijeovog reda,

mnozenjem izraza (D-8.2.18b) sa emmoti integraljenjem, unutar jednog perioda (7, = 21/®y):

+T/0, + /@, I
—im,t +i(n—m)o,t
j f(ye "™ dr = j [Z gne 0 ]dr
-/ 0, ~T/®, n= -

a zatim zamenom redosleda integraljenja i sabiranja:

+ /0, I + 71/,
—im,t +i(n—m)o,t
j fe ™ dr=y j gne “di
-/, n= -\ -T/0,

uzimajuci u obzir jednacinu (D-8.2.9) (koja pokazuje da integrali za m # n iS¢ezavaju), nala-
zimo:

/0
—imyt 27‘[
t)e dt = g,—
[ fay g,
T/ @,

odakle se preuredivanjem dobija izraz (D-8.2.21). Slicno ovome, za Furijeov red izraZen
preko sinusnih i kosinusnih ¢lanova, mnoZenjem izraza (D-8.2.18a) sa cos m®,t i integ-
raljenjem unutar jednog perioda, nalazimo:

T/ ® +1|:/u)0
[ fnycos(mayndr = +%’ [ costmayt)de
-1/ ®, ZCN
I /@
+Zan I cos (mmyt)cos(nwyt)dt (D-8.2.23)
n=1 —n/mo
I /@,
+3b, j cos (mmyt) sin (n,t)dt .
n=1 —n/mo

Prvi ¢lan s desne strane predstavlja srednju vrednost kosinusne funkcije koja je jednaka nuli
za svako m osim za m = 0, kada iznosi a,m/2, jednac¢ina (D-8.2.7). Treci ¢lan iS¢ezava prema
(D-8.2.4), jer je podintegralna funkcija neparna, jednacina (D-8.2.6). Najzad, drugi ¢lan ima
vrednost razli¢itu od nule samo za m = n, a,n/2, prema (D-8.2.11). Dakle (D-8.2.23) se svodi
na sledeci izraz:

/0,

L
I cos(mmyt) dt = a,,—

(O%
T/ @,

m=0,1,2,..
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iz kojeg prostim preuredivanjem nalazimo (D-8.2.19). Sli¢no tome, za sinusne ¢lanove, pola-

zeci od (D-8.2.18a) imamo:

/@,

/@,

_[f(t)sin(m(oot) dt =+a, j sin(ma,r) dt

/@,

+Zan

n=1

+an

T/,

/@,

j sin (mot) cos (n®yt)dt
—n/mo

/@

j sin(m,t) sin(nwyt)dr .

n=1 ~T/ @,
Prva dva izraza jednaka su nuli prema (D-8.2.4) (podintegralne funkcije neparne), dok iz pos-
lednjeg izraza, saglasno jednacini (D-8.2.10), preostaje samo ¢lan za m = n, kada integral iz-
nosi m/®. Najzad, preuredivanjem dobijamo izraz (D-8.2.20).

Da bi izvedene jednacine vazile, funkcija f{#) mora:

da se proteZe od f=—oo do f=+ oo;

da bude periodi¢no sa periodom 7y,

da bude jednoznacna;

i da bude konacna u celom intervalu definisanosti.
Pri tome, funkcija moZe da bude kompleksna, a sme da ima i tacke prekida. Dakle, svaka pe-
riodi¢na funkcija koja ispunjava pomenute uslove, moZe da se izrazi preko beskonacnog zbira
harmonijskih funkcija sa frekvencijama koje su celobrojni umnoSci osnovne frekvencije o,
Slika D-8.2.4. Posto izmedu prvobitne funkcije f(f) i njenih Furijeovih koeficijenata postoji
jednoznacna veza, jednacine (D-8.2.18), za potpuni opis sasvim je svejedno da li je poznata
funkcija ili njeni Furijeovi koeficijenti. U koeficijentima su sadrZani svi podaci o prvobitnoj
funkciji, samo §to su upakovani na malo druk¢iji nacin, Slika D-8.2.4b. Na primer, ako se fun-
kcijom f(f) izrazava promena amplitude tokom vremena, tada Furijeovi koeficijenti daju in-
tenzitete oscilacija na odgovaraju¢im frekvencijama. Izbor domena u kome se pojava pos-
matra [u vremenskom domenu preko funkcije f(#) ili u frekventnom domenu preko Furijeovih
koeficijenata] zavisi samo od pogodnosti.

b
fiy A 4 Furijeov & )
= = red o
Y —> <
- : "l' TTTIH [17
‘ 0 2 4 6 8 )
t n=
W,
T,
T, = 21 0
W,

Slika D-8.2.4 Periodi¢na pojava sa periodom T, na ekvivalentan nac¢in moZe da se opiSe: a) preko
promene amplitude oscilacija sa vremenom; ili b) preko amplituda na razlicitim frekvencijama. Pri
tome se veza izmedu amplitude f(7) i koeficijenata g,, dobija iz razvoja funkcije u Furijeov red.
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Primer: Posmatrajmo periodi¢ni niz pravougaonih pulseva, Slika D-8.2.5, koji moZe da se
predstavi izrazom:

Azall< (kii)To
fH)= . (D-8.2.24)
1 1
0 za i< [i(’” 1 iﬂTo

Ako uocimo da je funkcija parna, nema potrebe da racunamo koeficijente b, poSto su svi jed-
naki nuli.

fr)

T T T T T T

T
2n/m, -/, 0 T/, 21/,

| |

Slika D-8.2.5 Periodi¢ni 1 '
niz pravougaonih impulsa Ty = o,
prema (D-8.2.24).

Potrazimo li koeficijente a,, prema izrazu (D-8.2.19), uz zamenu granice integraljenja prema
izrazu (D-8.2.13), imamo:
= D
a, = = I Acos(nw,t)dt

T
20,

odakle neposrednim integraljenjem nalazimo:

a,= A——— = Asinc(n?n) (D-8.2.25)

n=0,1,2,..
Dakle:

A1) = ’% +AY sinc(%t) cos (neyt)

(D-8.2.26)
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A 2A
f(r) = §+—n—[cos(1)0t—

Saglasno izrazu (D-8.2.22):

cos3myt cosS(oot_ }
3 5 e .

= isin(n—n) ig= 4
8= ™\ 180T 3
S$to zamenom prema (D-8.2.18b) daje:

(1) = > Z s1nc(mt) e

n= —oco

Slika D-8.2.6 pokazuje funkciju f() prema izrazu (D-8.2.24) i njeno razvijanje u Furijeov red
prema (D-8.2.26). Ocigledno je da se Furijeov red priblizava funkciji sa porastom broja ¢la-
nova.

UL

LTI
\A / \ /’

AV

TP
T

l H
UL o
oo
e Slika D-8.2.6 Periodi¢na funkcija i njeno razvi-
A\'ﬂ HJ V\' J janje u Furijeov red. Brojevi s desne strane pokazuju
. b | e 19 broj ¢lanova Furijeovog reda.

Drugi, ¢esto mnogo pogodniji nacin da se ista pojava opiSe, jeste da se umesto funkcije pos-
matraju njeni Furijeovi koeficijenti. Za odredeni primer Furijeovi koeficijenti su dati sink
funkcijom:

1 . L
Azalf< (kiZ)TO a, = As1n(%)

1 1
oZa|t|s[§(k+1)iﬂT0 b, = 0.

(D-8.2.24)  f(1) =
(D-8.2.25)
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Slika D-8.2.7 pokazuje vezu izmedu prvobitne funkcije (D-8.2.24) i njenih Furijeovih koefi-
cijenata (D-8.2.25). Kao §to u vremenskom domenu ¢, pojavu opisuje amplituda oscilovanja
S(1), tako i Furijeovi koeficijent a, opisuju istu pojavu u frekventnom domenu ® preko intenzi-
teta na pojedinim harmonicima, nw,. Drugim rec¢ima, Furijeovi koeficijenti predstavljaju
spektar periodi¢ne funkcije.

a) b)

fv)

2 1 0 1 2

of T

o3

W, W,

Slika D-8.2.7 Periodi¢na funkcija i njen spektar: a) prema jednacini (D-8.2.24);
b) prema jednacini (D-8.2.25).

Treba da se uoci da izmedu osnovnih jedinica u vremenskom domenu 7j i u frekventnom do-
menu @, postoji veza ®,T, = 2.

D-8.2.7 Furijeova transformacija

Na potpuno ekvivalentan nacin kao kod razvijanja periodi¢ne funkcije u Furijeov red,
Furijeova transformacija moZe da se smatra razvijanjem aperiodi¢ne funkcije u njen spektar.
Jedina, ali vrlo bitna, razlika jeste u tome Sto periodi¢na funkcija ima diskretan spektar, dok je
spektar aperiodi¢ne funkcije neprekidan. To je jasno iz definicije perioda i frekvencije. Perio-
di¢na funkcija sa periodom 7;, ima osnovnu frekvenciju @, (®, = 27/7;) i harmonike u Furi-
jeovom razvoju sa frekvencijama nw, dok kod aperiodi¢ne funkcije period neogranic¢eno

raste, Ty — oo, i zbog toga osnovna frekvencija teZi nuli. @, — 0! Isto tako i razmak iz-

medu harmonika teZi nuli, dakle, spektar postaje neprekidan. Izmedu Furijeovih redova i Fu-
rijeove transformacije postoji potpuna ekvivalencija:

Periodi¢na funkcija Furijeov red Diskretni spektar
fit)=ft+T,) = nwy,

a,
Aperiodi¢na funkcija Furijeova transformacija Neprekidni spektar
f()= ft+Ty), Ty — oo = nw, — ®

a,— G(o)
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r T0_>°° T
0, — 0
nw,— O

Furijeov red = Z _>.[ = Furijeova transformacija.

—oco

Ty
2 o
ol

To
2

Furijeova transformacija lako moze da se izvede preko Furijeovih redova. Kao $to kod perio-
di¢ne funkcije koeficijenti a,, b, ili g, predstavljaju amplitude oscilacija na diskretnim frek-
vencijama n,, tako funkcije A(®), B(®) ili G(®) kod aperiodi¢ne funkcije predstavljaju amp-
litude oscilacije na frekvencijama ® iz neprekidnog spektra. Tacnije, funkcije A(w), B(w) ili
G(), predstavljaju amplitude oscilacija u jedini¢nom frekventnom opsegu u okolini frekven-
cije o. Sli¢no tome, koeficijenti a,, b, ili g, predstavljaju amplitude oscilovanja po jedini¢nom
frekventnom opsegu u okolini frekvencije nw,. Posto je u diskretnom spektru jedinicni opseg

jednak osnovnoj frekvenciji, to vazi:

Al®) _ 4,
do Ao
A(w) _ a,
1 w,
odnosno:
a
A(w) = —.
() .

Polazeci od Furijeovih koeficijenata (D-8.2.19), a koriste¢i zamenu:

nalazimo:

Na sli¢an nadin:

(D-8.2.27)
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oL
B(w)= o= n_[f(t)sm((ot)dt.
Dakle, Furijeov red periodi¢ne funkcije f{7):
(D-8.2.18a) flt) = Z[ancos(n(oot) + b,sin(nwyt) |

n=0

kada funkcija postaje aperiodicna, prelazi u Furijeovu transformaciju:

oo

(1) = _[[A((o)cos(ot+B((o)sin(ot]d(o. (D-8.2.28)

0

Veli¢ina predstavljena u vremenskom domenu funkcijom f(#) moZe da se ekvivalentno pred-
stavi u frekventnom domenu koeficijentima A(®) i B(w); f(¢) i koeficijenti A(®) i B(®) pove-
zani su Furijeovom transformacijom, kao §to su povezane periodi¢ne funkcije i njihovi Furi-
jeovi koeficijenti.

Sli¢no Furijeovim redovima, Furijeova transformacija moZe da se izrazi na nekoliko
razlicitih (ekvivalentnih) nacina:

oo

(1) = _[[A((o)cos(ot+B((o)sin((ot)]d(o (D-8.2.29)
1 . + it

= —|[E d D-8.2.30

(1) N j (@)e *"'do ( )

(1) = j F(m)e "'dw (D-8.2.31)

(1) = j G(v)e "™ dy

(D-8.2.32)
(0 = 27mv)
gde su funkcije A(w), B(w), E(®), F(®), G(0/21) medusobno povezane relacijama:

oo

A(w) = }t_l'f(t)cos((ot)dt = Zin[F((o) + F(-m)] (D-8.2.33)

—oo

B(®) = }t [ fysin(wn)dr = ZLE[F((D) ~F(-0)] (D-8.2.34)

oo
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U (o g L of©
E = — | f(z dt = —G| —= D-8.2.35
@ = glfnea= (2] (D-8235)

oo

F(0) = [f()e™ dt = n[A(0)-iB(®)] ©>0 (D-8.2.36)

= n[A(lo)) +iB(Jo|)] ®<O0.

Na potpuno isti na¢in kao kod Furijeovih redova, izraz na desnoj strani jednacina (D-8.2.33) i
(D-8.2.34) pokazuju da je za neparnu funkciju A(®) = 0, a za parnu funkciju B(®) = 0.
Ako uporedimo izraz (D-8.2.29) i (D-8.2.35), moZemo da uo¢imo vrlo vaznu simetriju:

1 P + it
(1) = — | E(w)e dw (D-8.2.37a)
f A/ZnJ;
I
E(®w) = — | f(t)e dt. (D-8.2.37b)
A/ZnJ;f

Funkcije f(7) 1 E(w) slede jedna iz druge na vrlo sli¢an nacin, pa moZe da se kaZe da ako je f(7)
Furijeova transformacija od E(w), tada je E(®) inverzna Furijeova transformacija funkcije
f(t). Ukratko, f(r) i E(®w) formiraju Furijeov transformacioni par. Jedina razlika u izrazima
(D-8.2.37) ogleda se u promeni znaka u eksponencijalnom c¢lanu. Pri tome, sasvim je sve-
jedno koji se od izraza smatra neposrednom transformacijom, pa jo$§ konciznije mozZe da se
napise:

f(= FT{E(w)}
E(®)= FT'{f(1)}
(1) & E(w).

Veze (D-8.2.37) lako moZemo da dokaZzemo:

oo

% [re™ar = | E((o){zin [e *"“’“’"’dr}dm (D-8.2.38)
T

—oo

oo

= jE(co)S((o —0)do (D-8.2.38b)

= E(0). (D-8.2.38¢)

Izraz (D-8.2.38a) smo dobili mnoZenjem obe strane jednacine (D-8.2.37a) sa e/ J2m) i

integraljenjem po ¢; izraz u uglastoj zagradi na desnoj strani (D-8.2.38a) predstavlja integralni
oblik delta funkcije (D-8.2.16f), ¢ijom zamenom dobijamo (D-8.2.38b). Na kraju, integra-
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ljenjem, prema (D-8.2.15), nalazimo (D-8.2.38c). Zamenom promenljivih, ®" — ®, nala-
zimo da smo, polazeéi od (D-8.2.38a), poznatim transformacijama stigli do (D-8.2.38b),
dakle, dva izraza su ekvivalentna.

Primer: Potrazimo Furijeovu tranformaciju pravougaone impulsne funkcije, Slika D-8.2.8:

fr) = Azald<L (D-8.2.39)
"l ozald>L. o

Posto je funkcija parna B(®) = 0, a A(®), zamenom u izrazu (D-8.2.33) nalazimo:

oo +L +L
A(w)= }tjf(t)coscmdt: }tjAcoscmdt: f—mj cos wrd(or)
—o0 -L -L

odakle neposredno dobijamo:

A(w)= %Ol)sin(wrfi = %w[sin(wL)— sin(®L)]

(D-8.2.40a)
= 7%—f)sin((oL) = ZATL sinc(®L)
ili s obzirom na (8.2.36):
F(w) = 2AL sinc(wL). (D-8.2.40b)

Dakle, Furijeova transformacija pravougaone impulsne funkcije je sink funkcija, kao §to je
Sematski prikazano na Slici D-8.2.8:

Azal|tf<L sin(L®)
= I1,,(x)= A = 24—,
f(t) (x) {O zall>L (®) p

Na Slici D-8.2.9 prikazana je Furijeova transformacija na primeru pravougaone i sink funkcije.
Furijeova transformacija funkcije moZe da se shvati kao zbir (predstavljen integralom) oscila-
cija (koje su predstavljene sinusnim, kosinusnim ili eksponencijalnim delom podintegralne
funkcije) s odgovaraju¢im tezinama (koje su predstavljene funkcijom koja se transformise).
Dakle, za kosinusnu transformaciju funkcije £ (®), serija kosinusnih ¢lanova cos (®?) saraz-
li¢itim frekvencijama ® mnoZi se odgovarajué¢im koeficijentima E(®), E(®)cos(®t) i sa-
bira se (integrali), §to daje funkciju f{7), jednac¢ina (D-8.2.37a). Ako je E(®w)= II,(®), Slika
D-8.2.9a, tada zbir oscilacija IT (®) cos (®f) daje funkciju sinc (¢), Slika D-8.2.9a (gore).
Vazi i obrnuto, ako je E(®)= sinc (®), Slika D-8.2.9c, tada zbir oscilacija sinc
(®)cos(mt) daje funkciju 1 (¢), Slika D-8.2.9¢ (gore).

Najvaznija osobina Furijeove transformacije jeste da fizicku pojavu opisanu u jednom
skupu koordinata r (vreme, prostor, energija, impuls, itd.) moZe da opiSe na odgovarajéi nacin
u drugom skupu koordinata s, pri ¢emu su kordinate r i s povezane jednacinom:
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fir) FT

L

Slika D-8.2.8 Pravougaona impulsna funkcija (D-8.2.39) i njena Furijeova transformacija
(D-8.2.40). Zbog reverzibilnosti, moZe da se smatra i obrnuto, da je pravougaona impulsna funkcija
Furijeova transformacija sink funkcije. Zapravo, pravougaona ipmulsna funkcija i sink funkcija
obrazuju Furijeov transformacioni par. Treba da se uoci to da je proizvod iz Sirina (ma kako one bile
definisane) transformacionog para konstanta, u ovom slucaju 2L x 21/ L = 47 . Dakle, ako se jedna
funkcija Siri, druga se suzava.

rySy = CcOnst. (D-8.2.41)

gde su indeksom nula oznaceni odgovarajudi jedinic¢ni vektori. Na primer, ako se oscilovanje
sistema u vremenskom domenu ¢ predstavlja funkcijom f{t), tada se iste oscilacije u frekvent-
nom domenu , opisuju funkcijom E(®), pri ¢emu izmedu funkcija vaze veze (D-8.2.37), a
izmedu koordinata:

(l)()t() = 27'[ (D-8242)

gde je @, jedinicna frekvencija, a #, jedini¢ni period.
Ako uzmemo u obzir Plankovu jednadinu za energiju oscilatora(Ag, =h®,)
mnoZzenjem izraza (D8.2.42) Plankovom konstantom A nalazimo da je:

Kao Sto se za opis oscilatornog kretanja koriste vreme i fekvencija, tako se za prostiranje ta-
lasa u prostoru koriste talasna duZina A i talasni vektor k. Talasne duZine mere se i izraZavaju
u jedinicama duZine, dok se talasni vektor izrazava u recipro¢nim jedinicama duZine. Talasna
duZina je parametar stvarnog prostora, a talasni vektor recipro¢nog prostora. Prelaz iz opisa
preko talasne duZine (stvarnog prostora) u opis preko talasnih vektora (reciprocni prostor) iz-
vodi se Furijeovom transformacijom. Na potpuno isti nacin kao kod jednacine (D-8.2.42),
imamo:

Xoko = 2T (D-8.2.44)
odnosno, s obzirom na to da je k=27/A :
1
Xo— = 1. (D-8.2.45)
Ao

Imajuéi na umu De Broljijevu jednacinu koja povezuje impuls Cestice p sa njenom talasnom
duZzinom, A, p=h/ A, mnozenjem izraza (D-8.2.45) Plankovom konstantom nalazimo:
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a) b) c) d)

\/

0

Slika D-8.2.9 Furijeova transformacija moZe da se shvati kao razlaganje neperiodi¢ne funkcije na
njen (neprekidan) spektar. U jednacini (D-8.2.37a) integralom je predstavljeno sabiranje kompo-
nenata funkcije £(®) po neprekidno rastuéim ferkvencijama @ . Eksponencijalni ¢lan (sinusni ili
kosinusni, svejedno je) koji se jo§ naziva i jezgro transformacije, predstavlja oscilacije na datoj
ferkvenciji, a funkcija ispred njega predstavlja njihovu amplitudu. Sabiranjem oscilacija na svim

frekvencijama s odgovaraju¢im amplitudama (integraljenjem), dobija se funkcija ¢iji je spektar
E(®): a) sabiranjem kosinusnih talasa iste amplitude sa neprekidno rastu¢om frekvencijom u ogra-
ni¢enom opsegu (l—(l)l, ®,),dakle E(®) = ?7((0) dobija se sinc funkcija (gore), dakle f{t) = sinc
(t); (b) parcijalne sume kosinusnih funkcija. Sa porastom broja ¢lanova raste Sirina /7- funkcije zbog
Cega opada Sirina sinc funkcije; ¢) kao pod a), s tim Sto su amplitude oscilacija modulisane
(pomnoZene) sinc funkcijom, dakle, E(®) = sinc(®). Zbir oscilacija (gore) konvergira ka IT — fun-
keiji, dakle f(r) — I1(1); d) parcijalne sume funkcija sa slike c). Sa porastom broja ¢lanova suma se
priblizava I1-funkciji. Dakle, spektar /7 — funkcije je sinc funkcija i obrnuto.

XoPo = h. (D-8246)

Nije stvar matematike da jedini¢nim vektorima A€y, to, Xo, po daje fizi€ko znaéenje, ali treba
uociti da se u izrazima (D-8.2.43) i (D-8.2.46) krije Hajzenbergova relacija neodredenosti.
Dakle Hajzenbergova relacija neodredenosti odnosi se na fizicke veli¢ine koje se izrazavaju u
koordinatama ¢iji odnos moZe matematicki da se izrazi Furijeovom transformacijom.

Kao $to smo videli u prethodnom odeljku, kretanje cestice moZe da se izrazi
ravanskim talasom koji nije prostorno organi¢en. Medutim, u najve¢em broju eks-
perimenata elektroni, protoni, jezgra atoma, itd. mogu da se otkriju u odredenom
delu prostora. Zbog toga, opisivanje Cestice ravnim talasom tipa (8.1.23) nije odgo-
varajucée. Poput Cestice, i talasna funkcija koja Cesticu opisuje, treba da bude lokali-
zovana. Lokalizovani talas se konstruiSe superpozicijom velikog broja talasa Cije se
talasne duZine prostiru u izvesnom intervalu u okolini De Broljijeve talasne duZine.
Dakle, umesto jednog talasa, Cesticu predstavljamo skupom talasa — talasnim pake-
tom. Talasni paket formiramo takvim slaganjem De Broljijevih talasa da amplituda
rezultujuéeg talasa bude zanemarljivo mala svuda osim u delu prostora koji odgo-
vara dimenzijama cestice. Pokaza¢emo kako se dobija jednodimenzioni talasni pa-
ket. Sabira¢emo talase jednakih amplituda, a sa talasnim vektorima koji se menjaju
u uskom opsegu k - Ak <k <k + Ak, Slika 8.2.1.
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A A (\ NN A “
VY vy Slika 8.2.1 Cestica predstav-
ljena kao talasni paket.

Ako su talasni brojevi (intenziteti talasnih vektora) komponentnih talasa vrlo
bliski, rezultujuéi talas umesto zbirom moZemo da predstavimo integralom:

ko + Ak
i(k/x—m/t)

=y = j Woe' T dk . (8.2.1)

Y=Y Wee
i ky- Ak
Pretpostavljajuéi da su amplitude pojedinih talasa jednake, ¥, moZemo kao
konstantu da izvi¢emo ispred integrala. Ugaonu fekvenciju ®, koja je funkcija in-
tenziteta talasnog vektora, razvi¢emo u Tejlorov red oko vrednosti kK = k, i zad-
rza¢emo samo prvi ¢lan razvoja. To je dovoljno dobra aproksimacija ako se uzme u
obzir da se talasni vektor menja samo u uskom intervalu oko %y :

O = 0+ 0k-k) (8.2.2a)

gde je @' prviizvod frekvencije po vremenu:

d(o)
o = (— . 8.2.2b
k), ( )
Zamenom u (8.2.1) sledi:
Ak
Yo = o | It tomn g (8.2.3)
—Ak
a uvodenjem smene &= k- k,
Ak
y(x, t) = \poel(kokmot)‘[ ei(km)édé = A(x, t)el(kokmot) (8.2.4)
—Ak

gde smo sa A(x,t) oznacili promenljivu amplitudu talasnog paketa:
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Ak
A@xD) =y, j eTONE (8.2.5)

—Ak

Podintegralna funkcija, prema Ojlerovoj formuli, moZe da se razloZi na sinusnu i
kosinusnu komponentu:

ei(x—m‘t):

cos[(x— @)l +isin[(x —®'1)E] .

Posto je sinusna funkcija neparna, njen integral u simetricnom intervalu i§¢ezava
(D-8.2.4), pa je dovoljno integraliti realni (kosinusni) deo:

Ak

AxD= o j cos(x — w'r)EdE = 2y,

—Ak

sin[(x — w't) Ak]
xX-—'t )

Dalje, ako pomnoZimo i brojilac i imenilac dobijenog izraza sa Ak , dobijamo:

sin[(x — w't)Ak]

A = 2y,Ak (x — O 1AL (8.2.6)
Uvodenjem smene:
(x—'t)Ak =1 (8.2.7)
izraz (8.2.6) postaje:
A= Z\VOAk% = sincn. (8.2.8)

Ovu funkciju smo veé analizirali u odeljku D-8.2.4. Tako, strogo uzevsi, nije pot-
puno lokalizovana, sink funkcija je dobra aproksimacija talasnog paketa jer se 95%
talasnog paketa nalazi unutar opsega definisanog prvim nulama, -t<n<+m, Slika
8.2.2.

Dakle, talasni paket moZe da se predstavi amplitudno modulisanim harmonij-
skim talasom (8.2.4), ¢iji je realni deo:

Re|y(x,t)| = 2y,Ak sinc[(x — ®'t)Ak]cos(kox — yt) (8.2.9)
a kvadrat:
Y DW(x)* = 4y Ak’sinc’[(x - ') AK] . (8.2.9a)

U jednacini (8.2.9) moZemo da prepoznamo dve komponente talasnog paketa,
kosinusnu koja predstavlja noseci talas i sinc komponentu koja pokazuje njegovu
modulaciju, Slika 8.2.2a. Kada se kompleksna y funkcija digne na kvadrat, brzo os-
cilujuéi kosinusni deo se gubi i funkcija postaje jednaka kvadratu ampitude, Slika
8.2.2b.
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Slika 8.2.2 Talasni paket: a) realni deo
talasne funkcije W(x,f), (8.2.9). Deo koji
brzo osciluje potice od komponente
cos (kx-mt) na konstantnom vremenu ¢. Ob-
vojnica predstavlja amplitudu A (8.2.6) uz

k=1. Deo koji brzo osciluje nosi podatke
samo o fazi talasa i stoga se prostire faznom
brzinom, V;. Obvojnica nosi podatke o po-
loZaju Cestice i krece se grupnom brzinom,
V,; b) kvadrat talasnog paketa, Yy*
(8.2.9a) jednak je kvadratu obvojnice i opi-
suje verovatnocu da se Cestica nade na koor-
dinati x. U intervalu x € (—T,7) nalazi se
preko 95% povrsine krive.

Pri prostiranju talasnog paketa nije obavezno da se obvojnica krece istom
brzinom kao i sam nose¢i talas i stoga je potrebno definisati njihove brzine. Fazna
brzina se dobija iz jednacine (8.2.9) izjednaavanjem argumenta kosinusne funkcije
sa konstantom. Time je definisana tacka na talasu koja ima konstantnu fazu. Brzina
kojom se tacka sa proizvoljno odabranom fazom krece u prostoru predstavlja faznu
brzinu. Ako za vrednost konstante izaberemo nulu, tada je cos 0=1 i tada posmat-
ramo brzinu kojom se krece neki od maksimuma noseéeg talasa:

®
Wt —kox= const. =0=x = E(—)t+ const'. (8.2.10)
0

Iz dobijenog izraza, brzinu pomeranja ekvifazne ravni, odnosno faznu brzinu v,
nalazimo preko prvog izvoda koordinate po vremenu:

d.x 0,
V= TR (8.2.11)
Dakle, fazna brzina jednaka je odnosu frekvencije i talasnog broja, kako smo nasli i
za ravanski talas (D-8.1.2b).
Brzina kojom se krece obvojnica talasnog paketa naziva se grupna brzina. Do-
bijamo je iz jednacine (8.2.6), ili (8.2.10) tako $to argument obvojnice, sink funk-
cije, izjednac¢imo sa nulom, ¢ime definiSemo maksimum talasnog paketa:
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o't—x=0.
Grupnu brzinu nalazimo iz prvog izvoda puta po vremenu:

v, = ‘g = (8.2.12a)

a imajudi na umu da je ®' prviizvod frekvencije po talasnom broju (8.2.2b):

do

= —. 2.12

U sredini u kojoj nema disperzije, odnosno kada fazna brzina ne zavisi od k (ili A),

fazna i grupna brzina su medusobno jednake. Zaista, ako u izrazu za grupnu brzinu

Vv, ® zamenimo sa V; - k , kao §to sledi iz jednacine (8.2.11), nalazimo da je grupna
brzina v, :

_do _d _
v, = i %(ka) =, (8.2.13)

jer je v konstanta. U slu¢aju kada fazna brzina zavisi od k, v, = f(k), moZe da se iz-
vede veza izmedu fazne i grupne brzine:

_d(kvy) dv, _ dv,dh
v, = P Df+kdk = V,+ k—dkdk (8.2.14)
ili kada se uzme u obzir jednacina (D-8.1.6):
= oy 2mdY o dYy
Uy = V- =Yy kdk . (8.2.15)

Dakle, faznom brzinom se opisuje kretanje noseceg talasa, a grupnom njegove amp-
litudne modulacije. Kretanje Cestice opisuje se grupnom brzinom v, .

Predstavljanje Cestice talasnim paketom izgleda vrlo privlacno jer omogucava
tumacenje kako njenih ,,Cesticnih” tako, i ,,talasnih” svojstava. Pokazuje se, medu-
tim, da talasni paket dobro predstavlja svojstva Cestice samo u prvoj aproksimaciji.
Ako se izvede tacniji racun i u razvoju ® u Tejlorov red po k zadrZi i ¢lan drugog
reda, pokazuje se da u sredini u kojoj postoji disperzija, talasni paket ne zadrZava
svoj oblik, vec¢ se rasplinjava, $to ne odgovara ponaSanju Cestica.

8.2.1 Talasni paket i Furijeova analiza

Upravo smo videli da se ¢estica predstavljena talasnom jednacinom lokalizuje
u prostoru, tako Sto se umesto jednim talasom predstavlja skupom talasa koji obra-
zuju talasni paket. Talasi koji Cine talasni paket, moraju da imaju neprekidnu raspo-
delu talasnih duzina (frekvencija, energija) u okolini De Broljijeve talasne duZine,
jer se samo tada postiZe Zeljena lokalizacija talasa/Cestice. Ovo lako moZe da se sh-
vati iz ugla Furijeove analize, dodatak D-8.2, iz koje sledi da svaka periodi¢na funk-
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cija moZe da se opiSe Furijeovim redom (D-8.2.18), ¢ije komponente imaju diskre-
tnu raspodelu frekvencija. To znaci da talas, koji je periodi¢na funkcija u prostoru i
vremenu, ima diskretnu raspodelu talasnih vektora, talasnih duzina, frekvencija i
energija. Zbog jednostavnosti, posmatraéemo posebno osobine u vremenskom, ¢, i u
prostornom x, domenu:

fx) =3 gue i (8.2.162)
+ o +nogt +oe +nE0t/h
fy="3%" ge = > gue : (8.2.16b)

Harmonijske (pravilne sinusne ili kosinusne) oscilacije imaju samo osnovnu
komponentu, n=1, dok sloZeniji oblici oscilovanja imaju veéi broj komponenata,
n>1. Na Slici D-8.2.6 prikazano je razvijanje beskonacnog pravougaonog talasa u
Furijeov red, prema relacijama (8.2.16), za razli¢ite vrednosti n. Dakle, razvojem po
(8.2.16) periodi¢na funkcija (talas) proizvoljnog oblika, opisuje se preko zbira har-
monijskih oscilacija, pri ¢emu koeficijenti, g,, koji mogu da se izraCunaju po jed-
nacini (D-8.2.21), zavise od oblika talasa.

Talas lokalizovan u prostoru ili vremenu nije beskonacno perodi¢an, dakle,
moZe da se opiSe samo aperiodi¢nom funkcijom. Za opis aperiodi¢ne funkcije preko
zbira osnovnih trigonometrijskih funkcija, raspodela frekvencija mora biti nepre-
kidna i tako umesto sume po diskretnim frekvencijama dolazimo do integrala (D-
8.2.29). Drugim recima, talasni paket (aperiodi¢nu funkciju) moZemo da predsta-
vimo slaganjem velikog broja talasa (osnovnih trigonometrijskih funkcija) sa nepre-
kidnom raspodelom talasnih brojeva (,,za paket” u prostoru) ili frekvencija (za ,,pa-
ket” u vremenu). Po ugledu na (D-8.2.29) nalazimo:

+ 00

flx) = j F(k)e "™ dk (8.2.17a)
ft) = [ Flo)e “do = [ F(E)e "“"dE. (8.2.17b)

—oo —oo

Dakle, obvojnicu talasnog paketa, f{x), nalazimo Furijeovom transformacijom funk-
cije raspodele talasnih brojeva, F(k). U slucaju koji smo ispitivali u ovom odeljku,
nasli smo izraz za obvojnicu talasnog paketa pri uniformnoj raspodeli talasnih bro-
jeva uintervalu (ko — Ak, ko + Ak):

Ak
(825) A(x, t) — \P.J' ei(x—m‘t)gdé.

—Ak
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Ako raspodelu talasnih brojeva, F(k-k,)=F( &), predstavimo odgovaraju¢om funkci-
jom:

F(&) = HZAk(&)

izraz (8.2.5) moZemo da napiSemo u obliku Furijeove transformacije:

oo

A(x, )= W, I I (8) e "%t (8.2.18)

—oco

i da nademo resenje bilo iz tabela Furijeovih transformacija bilo neopsrednim inte-
graljenjem. Recimo, iz jednacine (D-8.2.40), zamenom promenljivih, ® — x—'t
nalazimo:

_ 2yoAksin[(x — 0't)Ak]

A
o (x—w't)Ak

(8.2.19)

Poslednji izraz se od (8.2.6) razlikuje za faktor (1/T) Sto je posledica razlicitog iz-
bora oblika Furijeove transformacije, a §to na ovom mestu nije znac¢ajno. NajvaZnije
je da uocimo da izmedu oblika talasnog paketa i raspodele talasnih brojeva postoji
jednoznacna veza, tj., obvojnica talasnog paketa i raspodela talasnih brojeva pred-
stavljaju Furijeov transformacioni par, A(x) < rr=> F(k). Na primer, ako cesticu/
talas Zelimo da ograni¢imo u prostornom intervalu (x,— Ax, xo+ Ax), s uni-
formnom raspodelom, A (x) o< I1,,,(x), tada je F(k) o< sinc(k).Dakle, pomocu
Furijeove transformacije moZemo da odredimo oblik talasnog paketa za proizvo-
dnju raspodelu talasnih brojeva, i obrnuto, da nademo oblik talasnog paketa za za-
datu raspodelu talasnih brojeva.

Primeri

Primer 8.2.1 Izracunati talasnu duZinu De Broljijevih talasa pridruZenih atomima
helijuma na temperaturu od T=293K i pri pritisku od 1 atm. Uporediti talasnu
duzinu helijumovih atoma sa srednjim slobodnim putem. Da li kvantni uticaji ovde
igraju neku ulogu?

RESENIJE:

Na osnovu Maksvelove raspodele brzina, srednja brzina v,, molekula je:

Uy, = w
N TTm

gde je k Bolcmanova konstanta, 7, temperatura, a m masa atoma helijuma. Za-
menom ovih vrednosti u prethodnoj jednacini dobijamo:

—23
o, = /\/8><(1,381><10 VK) X 93K) _ | 55 10'ms.
3, 14270 x 4 x 1,661 x 10 kg
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Talasna duZina De Broljijevog talasa pridruZenog helijumovom atomu je:

34
L (6.626x 10" J) = 0,798 x 10™m .

mv - (4x 1,661 x107kg x 1,25 x 10°m/s)

Srednji slobodni put § je:
kT

" rdp

7d? je efikasni presek i u ovom slu¢aju iznosi 1,3 X 10'°m?, p je pritisak. Zamenimo
sada brojne vrednosti da bismo odredili &:

S

(1,381 x 10°J/K) x (293K)

= —— — = 2,88x107m .
1,414 x (1,3 x 10™"m?) x (1, 013 x 10’Nm”)

Kao i kod rasejavanja sa nepokretnih objekata, kvantne (talasne) osobine Ces-
tica ispoljavaju se samo ako je talasna duZina Cestice istog reda veli¢ine kao i rasto-
janje medu objektima. Posto je srednji slobodni put & daleko veci od De Broljijeve
talasne duzine pridruZene helijumovom atomu, & >A, kvantni efekti se ne
ispoljavaju.

Primer 8.2.2 Izvesti izraz za faznu brzinu De Broljijevih talasa (koji predstavljaju
slobodnu Cesticu) u: a) klasi¢nom, b) relativistickom slucaju.

RESENJE:
1z jednacine 8.2.11 sledi:

Tk 2mIA WM p
Kako je re¢ o slobodnoj &estici sa kinetickom energijom 7 = mv%/2:

2 2 2
a) v = "2 _ yp, b) v = =M s
mv )2 mv LY

Treba, medutim, napomenuti da poslednji rezultat (2; > ¢) nije u protivre¢nosti sa
teorijom relativnosti jer fazna brzina De Broljijevih talasa ne predstavlja veli¢inu
pridruZenu nekom stvarnom fizickom procesu, koji bi moZzda mogao da se potvrdi
eksperimentalno.

Primer 8.2.3 Pokazati da je u: a) klasi¢nom, i b) relativistickom slucaju, grupna
brzina jednaka brzini kretanja Cestice.

RESENJE:
Iz jednacine (8.2.13) sledi:

~ dk  dQm/A)  2md(h/A)  dp  dp

0y v, = 4o _ d0mv) _ 2md(v) _ dE d(p”)
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jerje E=T=mv%2, ap = mv;

Primer 8.2.4 Izrac¢unati De Broljijevu talasnu duZinu elektrona koji u akceleratoru
sti¢u energiju od 10 MeV-a.

RESENIJE:

Impuls elektrona izra¢unaéemo koriste¢i jednacinu relativisticke mehanike
(D-7.4.6), jer Cestica tako velike energije (10 MeV-a) ima relativisticku brzinu:

p = lA/ T’ +2moc’T
c

u kojoj je p impuls, T kineticka energija, a m, masa mirovanja elektrona, dok je ¢
brzina svetlosti. De Broljijeva talasna duZina je tada:

;b=}_l=h—c=

p ST +2myc’T

6, 626 X 10’34Js x 2, 998 x 108m{1
7 9

31

h _19 2 _ _ 2 _
A/(107><1,6><10 19) J2+2><10 x 1,602 % 10 ! Jx9,109x 10 kgx(2,998><108) mzs :

-26
_ 1986410 0,118 x 10 °m =0, 118 x 10" nm.

1,682%x 107"

Primer 8.2.5 Koliku kineti¢ku energiju elektron treba da ima pa da njegova De
Broljijeva talasna duZina bude jednaka Komptonovoj.

RESENIJE:

Izjednaci¢emo izraze za De Broljijevu (8.1.1) i Komptonovu talasnu duZinu, a im-
puls ¢emo zameniti koriste¢i izraz (D-7.4.6) iz relativisticke mehanike:
h h

A=A = =-=— =
P nyc

c -1 o anfsFiamer =
ST+ 2mPT M€

T2+2moczT—m§c4 =0 = T = (ﬁ— l)moc2

= (1,414 -1)x9,109 - 10" kg X (2, 998 x 10%)’m’s” =

_3,391x10™"

e 10" 2, 117x 10°eV .



318 8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

8.3 PRINCIP NEODREDENOSTI

U makrosvetu (koji opisuje klasicna mehanika) stanje sistema definisano je
poloZajem i brzinom (odnosno impulsom) svake njegove Cestice u odredenom tre-
nutku. Podrazumeva se da ovi parametri mogu da se dobiju merenjem, kao i da pro-
ces merenja ostavlja sistem u istom stanju u kojem je bio pre merenja. Dakle,
uzajmno dejstvo sistema i mernog uredaja smatra se zanemarljivim. Ako je poznato
pocetno stanje sistema, i sile koje deluju na Cestice sistema, tada reSavanjem Njutno-
vih jednacina kretanja moze da se predvidi stanje sistema u bilo kojem buduéem
momentu. Takode, podela na talase i Cestice se podrazumeva.

Medutim, u mikrosvetu podela na Cestice i talase nije moguca. Isti objekat, na
primer, elektron, ispoljava Cesti¢na odnosno talasna svojstva, zavisno od uslova pod
kojima se posmatra. Na primer, u maglenoj komori elektron ostavlja trag kao Ces-
tica, dok se sa kristalne reSetke rasejava kao talas. Merenje koje ne predstavlja nika-
kav pojmovni problem u klasi¢noj mehanici, u opisu mikrosveta ima centralnu
ulogu. Nemoguce je ¢ak i zamisliti proces merenja koji ne bi uticao na stanje pos-
matranog mikroobjekta. Drugim re¢ima, pri preciznom merenju jedne veliCine,
neka druga velic¢ina se nepredvidivo menja. Skup podataka koji mogu da se dobiju o
makroobjektu razlikuje se od onih koji se dobijaju za mikrocesticu. Osnovni postu-
lat kvantne mehanike, discipline koje se bavi opisom pojava u mikrosvetu, sadrzan
je uiskazu da svi podaci o sistemu mogu da se dobiju ako je poznata njegova talasna
funkcija.!! Medutim, moZe da se pokaZe da poznavanje talasne funkcije ne omo-
guduje izracunavanje svih veli¢ina za koje bi se, sli¢no kao kod makrocestica, oceki-
valo da ih mikroobjekt ima. Relativne odnose medu fizickim parametrima mikroob-
jekata pri njihovom merenju prvi je formulisao Verner Hajzenberg 1927. godine kao
princip neodredenosti. Princip neodredenosti izraZava se relacijama neodredenosti.
Na jednom predavanju o ovoj temi Hajzenberg je rekao: ,,BliZe ispitivanje forma-
lizma pokazuje da izmedu tacnosti sa kojom moZe da se utvrdi mesto Cestice i
tacnosti sa kojom istovremeno moZe da se sazna njen impuls, postoji relacija po ko-
joj je proizvod verovatnih gresaka u merenju mesta i impulsa bar onoliki kolika je
Plankova konstanta podeljena sa 47. Ove relacije neodredenosti za rezultate me-
renja klasicnih promenljivih daju potrebne uslove da rezultati merenja budu izraZeni
u formalizmu kvantne teorije. Bor je pokazao kako poremecéaj, nuzno vezan sa sva-
kim posmatranjem (merenjem) prouzrokuje da ne moZe da se ide ispod granice
tacnosti koju postavljaju relacije neodredenosti. On tvrdi da je u konacnom rezultatu
neodredenost, uvedena pomocu pojma merenja i sama odgovorna za deo pore-
mecaja koji u osnovi ostaje nepoznat... Vizuelni opis atomskih pojava mogué je
samo u izvesnim granicama tacnosti — ali u tim granicama zakoni klasicne fizike jo§
se primenjuju. Stavise, zbog ovih granica tacnosti koje su definisane relacijama
neodredenosti, vizuelna slika atoma nije oslobodena viseznacnosti. Naprotiv, poj-
movi Cestice i talasa podjednako sluZe kao osnova za vizuelno tumacenje.

Zakoni kvantne mehanike u osnovi su statisticki. lako su parametri nekog
atomskog sistema odredeni u svojoj ukupnosti eksperimentom, rezultat buduceg
opaZanja sistema ne moze uopste da se tacno predvidi. Ali u svakom kasnijem tre-
nutku ima opaZanja iz kojih proizlaze ocekivani rezultati. Za druga opaZanja mogu
da se daju samo verovatnoce za pojedine ishode eksperimenta. Stepen izvesnosti koji
je joS vezan uz zakone kvantne mehanike odraz je cinjenice da su principi o odrZanju

11 Talasna funkcija dobija se re§avanjem Sredingerove jednacine koja u mikrosvetu igra onu ulogu koju
Njutnove jednacine imaju u klasi¢noj mehanici.
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energije, impulsa i momenta impulsa jo§ uvek striktno na snazi. Oni mogu biti pro-
vereni sa svakom Zeljenom tacnos¢u i tada ¢e vredeti sa tacnoséu sa kojom su prove-
reni.”

Prikaza¢emo sada Hajzenbergove relacije neodredenosti. Ako sa Ax (Ay, Az)
oznac¢imo neodredenost (greSku sa kojom moZemo da izvr§imo merenje) poloZaja
duZ x- (y,z) ose neke mikrocestice, tada je neodredenost Ap,(Ap,, Ap,) impulsa p, (p,
p,) ograniCena relacijama: ” ”

h h h
. > — . > . > —
Ax Apx_4n, Ay Apy_4n, Az-Ap, > i (8.3.1)

koje se nazivaju Hajzenbergove relacije neodredenosti (% je Plankova konstanta) i
izrazavaju kvantnomehanicki princip neodredenosti. Relacije (8.3.1) pokazuju da je
proizvod neodredenosti koordinate i impulsa duZ te iste koordinate u najboljem
slucaju reda veli¢ine Plankove konstante /& odnosno da postoji granica tacnosti ko-
jom se istovremeno mogu odrediti merenjem poloZaj Cestice i njen impuls duz iste
koordinate. Pod neodredenos¢u impulsa odnosno koordinate podrazumeva se nji-
hovo srednje kvadratno odstupanje od odgovarajuce srednje vrednosti (impulsa ili
koordinate), a relacije smo eksplicitno izveli kao zadatak 9.2.1 u poglavlju 9.2 ko-
riS¢enjem kvantnomehanickih postulata. Princip neodredenosti je opsti princip i nije
ograni¢en samo na pojave u mikrosvetu ali se u makrosvetu njegove posledice prak-
ti¢no ne pokazuju jer su neodredenosti koje nastaju iz drugih razloga (netacnost me-
renja, itd.) mnogo redova veli¢ine vece. PokaZimo ovo na primerima.

Primeri

Primer 8.3.1 Izracunati neodredenost brzine tela koje ima masu 1 g ako je
neodredenost njegovog poloZaja Ax = 10-4 cm.

Iz relacije neodredenosti (8.3.1) sledi minimalna neodredenost brzine:

Ap,  h _ (6,6x107"Js)
m  AmmAx  4Am(107kg)(10°m)

Av, = =52%x10%ms"

tj. neodredenost brzine lezi daleko izvan granice moguénosti merenja. Ako istu rela-
ciju primenimo na mikrocesticu, dobi¢emo sasvim druk¢iji rezultat.

Primer 8.3.2 IzraCunati neodredenost brzine elektrona u atomu.

Neodredenost brzine U, zavisi od ta¢nosti odredivanja poloZaja elektrona Ax. Neka
se elektron nalazi u atomu — tada tacnost odredivanja njegovog poloZaja treba da
bude bar 10! m jer su dimenzije atoma 10-'° m. Kako je masa elektrona 9,1x1073! kg,
pomocu (8.3.1) se dobija:

_ (6, 6x 10Js)
4m(9,1 x107kg) (107 m)

AV =6,1x10°ns™"

Ako se zna da energiji od 10 eV (Sto je red veli¢ine energije elektrona u atomskom
omotacu) odgovara brzina od 1,87 x 10° ms™!, vidimo da je neodredenost brzine is-
tog reda veli¢ine kao i sama brzina.
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Znacenje i mesto relacija neodredenosti u odnosu na makro i mikrosvet moze
da se uporedi s ulogom brzine svetlosti u odnosu klasi¢ne (Njutnove) i relativisticke
(Ajnstajnove) fizike. U klasi¢noj fizici posmatraju se objekti koji se kre¢u brzinama
koje su znatno manje od brzine svetlosti i sve dok je tako, Njutnove jednacine daju
potpuno tacne rezultate. Ali, kada brzina Cestice postane uporediva sa brzinom svet-
losti javljaju se kvalitativno nova svojstva koja zahtevaju nove pojmove. Ulogu koju
brzina svetlosti ima pri prelasku iz klasi¢ne u relativisti¢ku fiziku, pri prelasku iz
oblasti vaZenja klasi¢ne u kvantnu mehaniku, igra Plankova konstanta.

Slededa, vaZna relacija neodredenosti glasi:
AE - At2 U3 (8.3.2)
Z 3.

gde je AE neodredenost energije, a At neodredenost (opsega) vremena. Zajedni¢ko
za relacije neodredenosti (8.3.1) 1 (8.3.2) je da su medusobno povezane veli¢ine ¢iji
proizvod ima dimenzije dejstva (energija - vreme). TaCnije poznavanje jedne od para
veli¢ina ima za posledicu vecu neodredenost druge. Postoji, medutim, bitna razlika
u tumacenju relacija neodredenosti (8.3.1) u odnosu na relaciju (8.3.2). U relacijama
neodredenosti koje povezuju koordinatu i impuls duZ iste koordinate podrazumeva
se da obe veli¢ine mogu da se mere u istom trenutku #. Statisticka raspodela rezul-
tata merenja kao i odstupanja Ax -Ap, (Ay-Ap,; Az-Ap,) bi¢e odredeni talasnom funk-
cijom sistema u odredenom trenutku. U relaciji neodredenosti (8.3.2) povezani su
neodredenost energije datog stanja sa vremenom evolucije (promene) energije tog
stanja, pa energija sistema koji se u vremenu At odrZava u odredenom energijskom
stanju, moZe da se odredi sa tacno$¢u AE > A/ (2-Ar). Sa druge strane, relaciju
neodredenosti (8.3.2) moZemo dovesti u vezu i sa nac¢inom na koji se odreduje ener-
gija. Tacnost odredivanja energije povezuje se tada sa vremenom Af, koje je pot-
rebno da se merenje obavi. Tako, energija pobudenog stanja atoma moZe da se
odredi u eksperimentu u kome se ispitivani atomi bombarduju snopom monoenergi-
jskih elektrona, a meri se energija koju elektroni u neelasti¢nim sudarima sa ato-
mima gube. Vreme merenja ovde ima red veli¢ine vremena sudara, dok neodrede-
nost energije odgovara neodredenosti energije primenjenih elektrona.

Postojanje prirodne Sirine spektralnih linija predstavlja posledicu vaZenja re-
lacije neodredenosti. Prema relaciji neodredenosti (8.3.2) proizvod srednjeg vre-
mena Zivota i neodredenosti energije pobudenog stanja sistema atoma, jezgara, itd.
uvek je vedi ili jednak A/2. O ovome ¢emo detaljnije govoriti kasnije.

8.3.1 Talasni paket i relacije neodredenosti

Relacija neodredenosti za impuls i koordinatu

Posmatrajmo slobodnu cesticu predstavljenu De Broljijevim talasom,
(8.1.23). Zbog jednostavnosti, razmatramo jednodimenzioni sluc¢aj i to u proizvo-
ljnom vremenu, ¢=t,. Time se izraz za talasnu jednacinu pojednostavljuje, pa iz
(8.1.22) dobijamo:

i
7Py, X

Y(x, 1) = Wolto)e (8.3.3)
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pri ¢emu smo konstantni fazni faktor, iEt,/h ukljucili u konstantu y,(z,). Jednacina
(8.3.3) predstavlja talas slobodne Cestice koja se s impulsom p, , krece duz x-ose a
koju posmatramo ,,zamrznutu” u momentu f,. Cestica ima dobro odreden impuls,
Do.» ali je njena koordinata potpuno neodredena poSto se ravanski talas kojim je ces-
tica opisana prostire duZ x-ose bez ogranic¢enja. Da bismo cesticu lokalizovali treba
da saberemo seriju talasa sa neprekidnom raspodelom talasnih brojeva u intervalu
Ak u okolini talasnog broja noseceg talasa, k,. S obzirom na vezu izmedu talasnog
broja i impulsa Cestice, p, = h k, raspodelu talasnih brojeva moZemo da izrazimo
preko raspodele impulsa u intervalu (p - b, p,, +b) gde je p,  impuls Cestice. Sli¢no
kao kod jednacine (8.2.1), iz (8.3.3) dobijamo izraz za talasni paket (TP):

Vi 1) = yolty) [ " dp. (8.3.4)

Po,x—b

ili, po ugledu na (8.2.18):

+ oo i
Py

Vir(x, 1) = Wolto) | Tau(p,—poJe”

— o

dp., . (8.3.5)

Poslednji izraz predstavlja Furijeovu transformaciju pravougaone impulsne funk-
cije. Mada se integral (8.3.5) moZe naci u tabelama Furijeovih transformacija, a iz-
racunali smo ga i u odeljku D-8.2, veZbe radi, ovde ¢emo ponovo da ga izratunamo.
Polaze¢i od (8.3.4), proSirenjem diferencijala nalazimo:

Po,x+b i

Yrp(x, ty) = \Vo(fo)(%) _[ ehpxxd(pxg) (8.3.6)

Pox-b

odakle integraljenjem, nakon zamene promenljive i granice integrala, ipx/h — &,
Py, — (P w) ix/h, nalazimo:

i

h
Yrp(x, 1y) = \Ifo(to)(%) ¢ » . (8.3.7)

éx(po‘ b

x(po‘x +b)

Zamenom granica dobijamo:

h LPX‘()X +£bx —j—bx
Wit = () (2)e et et ] 838)
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a ako uocimo da je izraz u uglastoj zagradi 2i sin (bx/h) lako nalazimo:

i

Pt (p
WX, 1) = 2byo(t)e” s1nc(?j-c). (8.3.9)

Dobijeno reSenje je isto kao (8.2.8) (uz bx/h = 1) ili (D-8.2.40b) (pri p,, = 0). Veza
izmedu ograni¢enja impulsa Cestice i njene koordinate, prema (8.3.9), prikazana je
na Slici 8.3.1.

A

(> Yo (P 1) FT Wop (X, 1)
Ap, <>
- i px 2 X
0 p.
2b
Ap . Ax=>h

Slika 8.3.1 Relacija neodredenosti za impuls i koordinatu. Ako neodredenost impulsa leZi u in-
tervalu 2b, tada je neodredenost koordinate 4/2b. SuZavanjem intervala 2b smanjuje se neodredenost
impulsa ali raste neodredenost koordinate, pri ¢emu vaZzi (8.3.8). Funkcija raspodele impulsa i funk-
cija raspodele koordinate obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo realni de-
lovi funkcija.

Impuls Eestice je ogranien proizvoljno izabranim intervalom +b u okolini impulsa
noseceg talasa, p,,, dok je njen poloZzaj definisan sink funkcijom. PoSto obvojnica
sink funkcije (1/x) opada sa rastojanjem od njenog centra teZeci asimptotski nuli,
Cestica nije lokalizovana u jasno definisanom intervalu. Definicija intervala je pri-
li¢no proizvoljna jer zavisi od odabranog kriterijuma. Na primer, u spektroskopiji,
kao osnovni interval uzima se Sirina krive raspodele na polovini njene visine. Drugi
podjednako dobar kriterijum, uobicajen u statistici, je da se interval definiSe tako da
integral u granicama intervala bude jednak polovini ukupnog integrala funkcije ras-
podele. Zbog jednostavnosti, kao osnovni interval za sink funkciju, Ax, biramo ras-
tojanje od maksimuma do prve nule. Prva nula se javlja kada je argument funkcije 7,
pa iz jednacine (8.3.9) nalazimo da je granica intervala u kome pretpostavljamo da
je Cestica lokalizovana:

b _
s _

a zamenom Ap, = 2b [neodredenost impulsa jednaka je Sirini odabranog intervala
Po. - b, py, + b)] nalazimo vezu izmedu intervala u kome se Cestica najverovatnije
nalazi, Ax, i intervala u kome se nalazi impuls Cestice, Ap,:

Ap.Ax = h.
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Posto postoji konacna verovatnoca da se Cestica nade i van intervala Ax, dakle, mo-
guce je da je neodredenost njenog poloZaja veca od odabranog intervala, ispravnije
je da pisemo:

Ap Ax>h. (8.3.10)

Ova relacija kvalitativno izrazava Hajzenbergov princip neodredenosti. Iz optike je
poznato da se talas ograni¢en u prostoru ne moZe smatrati monohromatskim
(odredene talasne duZine), pa kod njemu odgovarajuceg talasnog paketa [videti i re-
laciju (D-8.2.43)] vazi Ak - Ax ~ 2. Kada se umesto ravnog talasa posmatraju De
Broljijevi talasi ili talasi materije ograniceni u prostoru a onda predstave talasnim
paketom, dobija se relacija (8.3.10). Podsetimo se na to da je funkcija (jednacina)
De Broljijevog talasa dobijena iz jednacine ravnog ugradivanjem uslova o

kvantovanosti energije ® = (E/h) i |;| =h |Z| iz De Broljijeve relacije.

Iz relacije (8.3.10) sledi da koordinata i impuls Cestice/talasa, u principu, ne
mogu istovremeno da se odrede sa proizvoljnom tacno$¢u. Povecanje tacnosti pri
odredivanju jedne veli¢ine neminovno vodi povecanju neodredenosti za drugu. U
konkretnom slucaju kada ta¢no znamo impuls cestice/talasa niSta ne znamo o po-
loZaju. Kada Cesticu/talas lokalizujemo u izvesnom intervalu, Ax, tada i impuls pos-
taje neodreden u intervalu Ap,, pri ¢emu je veza izmedu neodredenosti impulsa i
koordinate, data relacijom neodredenosti (8.3.10).

Relacija neodredenosti za energiju i vreme

U potpunoj analogiji sa vezom izmedu neodredenosti impulsa i koordinate
moZzemo da izvedemo vezu za neodredenost energije i vremena. Ovog puta, umesto
(;estice, posmatramo elektromagnetni talas u proizvoljno izabranoj tacki prostora,
7o . Time talasnu funkciju (8.1.23) dobijamo u jednostavnijem obliku:

L

Y(ro, 1) = Yo(ro)e " (8.3.11)

u kome smo konstantan fazni faktor koji zavisi od koordinate i impulsa ukljucili u
konstantu, y,(r,). Talas je monohromatski, dakle, ima dobro definisanu energiju, E,,
ali se §iri beskrajno u vremenu.

Posmatrajmo sada Sta se deSava ako se umesto u kontinualnom snopu talas
emituje u kratkom pulsu, Az. Ovo je slucaj koji se cesto srece kako kod elementarnih
procesa (stimulisana emisija), tako i kod brojnih primena (radio-telegrafija, pulsna
spektroskopija, optoelektronika, itd.). Dakle, puls elektromagnetnog talasa lako se
realizuje a nas cilj je da takvu situaciju teorijski opiSemo. Ovakav oscilatorni proces
ograni¢enog vremena trajanja smatra se kvazimonohromatskim i ubraja u neperio-
di¢ne procese koji se razlazu u spektar pomocu Furijeove transformacije. U potpu-
noj analogiji sa lokalizacijom u prostoru, lokalizaciju u vremenu postiZemo super-
pozicijom velikog broja talasa sa promenljivom amplitudom i kontinualnom
promenom energije (talasne duZine):
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+ oo i
—Et

Virro 1) = Wo(ro) | Wielro, E)e" dE . (8.3.12)

— o0

Ovaj slucaj se neznatno razlikuje od prethodnog jer raspodelu u vremenu [oblik ta-
lasnog paketa (TP)] ve¢ znamo:

"

Wre(ro 1) = Wolrode " Thyy(t o) (8.3.13)

a trazimo raspodelu energija superponiranih talasa, y(r,, E). Treba da uoc¢imo to da
je Wrp(ry, 1) uizrazu (8.3.12) (inverzna) Furijeova transformacija funkcije yp(ry, E).
Transformacijama tipa (D-8.2.38) ili iz poznatog odnosa direktne i inverzne Furi-
jeove transformacije, (D-8.2.37), lako nalazimo da je:

+ oo i
—Et

Vir(ro B) = fi [ Wrnlro, e " dr. (8.3.14)

— o0

Konstantu f;, koja zavisi od nacina predstavljanja Furijeove transformacije, nema
potrebe da preciziramo. Zamenom izraza (8.3.13) u (8.3.14) dobijamo funkciju ras-
podele energija talasa ¢iji zbir formira pravougaoni talasni puls, Sirine 2b:

+ o0 i
+(E-Eyt

Vir(ro B) = Wo(rg) [ Thy(e—t)e " ar. (8.3.15)

— o

Nova konstanta pred integralom, y' ukljucuje sve prethodne i neéemo je bliZe
odredivati. Istim postupkom kao u prethodnom odeljku nalazimo:

MEE)) i

i(E—Eo)to
Yrp(ro, E) = 2[)\|I’0(t0)e}‘1 sinc( -

i koristeéi iste kriterijume za definisanje osnovog intervala, AE, i iste argumente
(At =2b) nalazimo da je:

AEAt > h. (8.3.17)

Dakle, kod pravougaonog pulsa monohromatskog elektromagnetnog zracenja ener-
gija je raspodeljena u okolini prvobitne energije, E,, u intervalu, AE, koji je obrnuto
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proporcionalan §irini pulsa. Veza izmedu neodredenosti energije i neodredenosti vre-
mena za ovaj slucaj, prikazana je na Slici 8.3.2.

A D i ‘PTP (VO, 1) FT E, ‘PTP (rO, E)
[e—>» Ay
111
Ar =
N t=E
0 [ E h t
11—
| U / AEAt>h —>
A h

2b

Slika 8.3.2 Relacija neodredenosti za energiju i vreme. Ako je talas lokalizovan u vremenskom
intervalu 2b tada je neodredenost njegove energije h/2b. Funkcija raspodele talasa u vremenu i fun-
kcija raspodele njegove energije obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo
realni delovi funkcija.

Za lokalizaciju talasa i raspodelu njegove energije vazne su samo obvojnice funk-
cija. Brze oscilacije funkcije u vremenskom domenu predstavljaju oscilovanje elekt-
ricnog ili magnetnog vektora elektromagnetnog talasa. Brze oscilacije u energijs-
kom domenu fizi¢ki nisu znacajne jer se pri izraCunavanju proizvoda Yy *
(mnoZenju konjugovano kompleksnih brojeva) gube.

8.3.2 Prirodna Sirina spektralnih linija

Prirodna Sirina spektralnih linija je direktna posledica principa neodredenosti.
Posmatrajmo sistem u kome je u trenutku, #, = 0, pobudeno N, atoma. Iz po-
budenog stanja atomi spontano prelaze u osnovno, emitovanjem kvanta energije ili
predajom energije u sudarima sa drugim atomima. Proces je statisticke prirode, pa
ne moZe da se predvidi kada ¢e odredeni atom preci iz pobudenog u osnovno stanje.
Medutim, moZe da se predvidi koji ¢e deo od ukupnog broja atoma, u intervalu At
(izmedu ¢ i ¢t + Atr) ostati u pobudenom (ekscitovanom) stanju. U kratkom vremens-
kom intervalu, Az, brzina kojom se atomi vraéaju iz pobudenog u osnovno stanje,
AN(t)At proporcionalna je broju pobudenih atoma, N(¥):

AN _
% = GNO). (8.3.18)

Negativni znak pokazuje to da broj pobudenih atoma opada sa vremenom. Kons-
tanta brzine, { (zeta), predstavlja relativno smanjenje broja pobudenih atoma (u od-
nosu na njihov trenutni broj) u jedinici vremena. Za dovoljno kratko At, sa konac-
nih razlika moZemo da predemo na diferencijale:

‘il—lj— CN(1). (8.3.19)
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Integraljenjem, uz pocetni uslov N(0) = N, , nalazimo da broj pobudenih atoma eks-
ponencijalno pada sa vremenom:

N(t) = Nye ™. (8.3.20)

Mada ne moZemo da predvidimo osobine pojedinih atoma, pomocu jednacine
(8.3.20) moZemo da izratunamo broj pobudenih atoma u svakom trenutku. Sli¢no,
moZzemo da definiSemo srednje vreme Zivota atoma, T, kao zajednic¢ku osobinu sis-
tema kao celine, iako ne znamo stvarna vremena Zivota pobudenog stanja za poje-
dinacne atome. Srednje vreme Zivota racunamo tako §to ukupno vreme Zivota svih
atoma u pobudenom stanju (uvz) podelimo sa ukupnim brojem pobudenih atoma:

T = ukupno vreme Zivota S\./lh atoma u pobudenom stanju _ 1 wvi. (83.21a)
ukupan broj pobudenih atoma N,

Ukupan broj pobudenih atoma, N,, znamo iz po¢etnog uslova. Ukupno vreme Zi-
vota svih pobudenih atoma odredujemo na slede¢i nacin. Prvo, za svako vreme,
t € (0,00), nademo broj atoma koji su se vratili u osnovno stanje u intervalu (¢, t +
dt). Taj broj jednak je broju atoma Cije je vreme Zivota ¢. Oni koji su se u osnovno
stanje vratili ranije, Ziveli su krade od ¢ a oni koji su jo§ u pobudenom stanju Zivecée
duZe. Iz jednacine (8.3.19) nalazimo da je broj atoma koji se vrati u osnovno stanje
uintervalu (7, t + df), dN(2)/dt, jednak {N(t) . Pri tome negativni znak ignoriSemo jer
nas ne zanima da li broj N raste ili opada. Dakle, broj atoma koji su u pobudenom
stanju proveli vreme 7je {N a njihovo ukupno vreme Zivota je t{N. Ukupno vreme
Zivota svih pobudenih atoma nalazimo sabiranjem vremena Zivota atoma iz svih in-
tervala dr, dakle integraljenjem proizvoda t{N po vremenu:

)

uvi = I t{Ndt = CNOI te "dr

0 0

gde smo izraz na desnoj strani dobili zamenom N iz (8.3.20). Tada, prema (8.3.21a)
nalazimo:

(8.3.21b)

yX|—

T = CTte’g’dt =
0

Integral u poslednjem izrazu lako se nalazi parcijalnim integraljenjem. Dakle,
srednje vreme pobudenog stanja, T, jednako je recipro¢noj vrednosti konstante
brzine . Posto je fizi¢ki smisao srednjeg vremena o¢igledniji, Cesto je izraz (8.3.20)
pogodnije pisati u ekvivalentnom obliku:

N(t) = Noe™". (8.3.22)
Sa stanoviSta principa neodredenosti, ograni¢eno vreme Zivota pobudenog stanja

moZe se smatrati kao lokalizacija u vremenu. Tada, prema relaciji (8.3.17) nala-
zimo:
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AEZ == ’;j

Slika 8.3.3 Vreme Zivota pobudenog sta- |
nja i raspodela energija emitovanog zrace- ¢ / hv,
nja. Zbog ograni¢enog vremena Zivota po-
budenog stanja (lokalizacije u vremenu) do- } a
lazi do pojave neodredenosti energije po-
budenog stanja i do raspodele frekvencija
emitovanog zracenja. To se eksperimentalno
ispoljava kao Sirenje spektralne linije emito-
vane pri prelazu elektronaiz £, u E; .

AE > (8.3.23)

als

dakle, ogranicen vek pobudenog stanja dovodi do pojave neodredenosti energije po-
budenog stanja. Za razliku od pobudenog stanja, u osnovnom stanju atom boravi
proizvoljno dugo vremena, pa moZe da se uzme da je za osnovno stanje neodrede-
nost vremena beskonacna. Tada iz relacije neodredenosti sledi da je energija atoma
u osnovnom stanju potpuno ta¢no odredena (odnosno da je neodredenost nula).
Prema tome, pri prelazu atoma iz pobudenog u osnovno stanje, prirodna S§irina
spektralne linije posledica je neodredenosti energije pobudenog stanja, Slika 8.3.3.

Y

TAn=1

Slika 8.3.4 Prirodna irina spektralne linije A® je direktna posledica konaénog vremena Zivota
pobudenog stanja, T . Prema jednacini (8.3.31) poluSirina na poluvisini linije obrnuto je proporcio-
nalna vremenu Zivota pobudenog stanja. Obvojnica spektralne linije i kriva raspada pobudenog stanja
obrazuju Furijeov transformacioni par. Pokazane funkcije su normalizovane prema sopstvenim mak-
simalnim vrednostima.

Relativno Sirenje linije, Av/v, lako nalazimo iz jednacine (8.3.23) deljenjem celog
izraza sa hv:

(8.3.24a)
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a s obzirom na vezu v = ¢/A, sledi |AL/A| = Av/v odnosno:

> M (8.3.24b)
TC

AL
n

Treba uociti to da je proizvod Tv jednak broju oscilacija elektri¢nog (ili magnetnog)
vektora u talasnom paketu koji se obrazuje za vreme elementarnog akta emisije. Isto
tako, koli¢nik Tc/A predstavlja broj talasnih duZina elektromagnetnog talasa unu-
tar emitovanog talasnog paketa. Dakle, relativno Sirenje spektralne linije moZe se
shvatiti i kao neodredenost broja oscilacija ili broja talasnih duZina u talasnom pa-
ketu koji se emituje u vremenu Zivota pobudenog stanja. Na primer, za spektralnu li-
niju natrijuma ¢ija je talasna duzina 589 nm, a vreme Zivota pobudenog stanja 103 s
iz odnosa (8.3.24b) nalazimo:

9
>8I0 m 507 (8.3.24¢)

3x10°ms 'x107"s

AL
»

ili mnoZeéi izraz sa A, AL > 10" nm. Ovako malo Sirenje linije u vidljivom delu
spektra teSko je eksperimentalno opaziti jer drugi uzroci (na primer, Doplerov efekt)
Sire liniju mnogo viSe. Medutim, u drugim spektralnim podrucjima vreme Zivota po-
budenog stanja Cesto je glavni uzrok za Sirenje spektralnih linija te se preko Sirine li-
nije vreme Zivota najjednostavnije i odreduje.

Sirenje spektralne linije zbog ogranienog vremena Zivota pobudenog stanja
jos§ elegantnije moZemo da analiziramo koriste¢i Furijeovu transformaciju. Posmat-
rajmo isti sistem u kome je promena broja pobudenih atoma tokom vremena
odredena jednacinom (8.3.22). Povratkom u osnovno stanje pobudeni atomi emituju
elektromagnetne talase frekvencije ®,= (E,—E;)/h. Amplituda talasa emito-
vanog u intervalu (¢, t + dt) proporcionalna je broju atoma koji se u tom intervalu
vracaju u osnovno stanje, dN(#)/dt, a prema izrazu (8.3.19) proporcionalna je broju
pobudenih atoma, N(f). Dakle, emitovano zaracenje opisujemo ravanskim talasom
prema jednacini (D-3.1.13):

v(t) = A(t)e ™ (8.3.25)

¢ija se amplituda, A(f), menja tokom vremena prema jednacini (8.3.22). Zamenom
promenljive amplitude iz (8.3.22) nalazimo jednacinu emitovanog talasa:

y(n) = yoeTe (8.3.26)
Konstanta y, zavisi od pocetnih uslova i neemo je bliZze odredivati. Amplitudu
emitovanog zracenja koja se menja tokom vremena moZemo da predstavimo sla-
ganjem velikog broja talasa sa neprekidnom raspodelom frekvencija, ¢ija amplituda
zavisi od frekvencije. Medutim, u ovom sluc¢aju kao i u prethodnom, zavisnost amp-
litude od vremena znamo a trazimo zavisnost amplitude od frekvencije. Kako smo
pokazali u prethodnom odeljku, jednacina (8.3.14), zavisnost amplitude od frekven-
cije, y(®), nalazimo Furijeovom transformacijom zavisnosti amplitude u vremenu,

y(1):
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+o0

y(o0) = f j y(1)e ™ dr. (8.3.27)

—oo

Zamenom jednacine talasa y(¢) u poslednjem izrazu iz (8.3.26) nalazimo:

+o0

y(m) = vy, _[ e

0

4/18”(“’* g

di (8.3.28)

pri ¢emu smo sve konstante spojili u novu konstantu y',. Promenili smo i donju
granicu integraljenja s obzirom na pocetni uslov y(¢<0) = 0. Ovim uslovom iz-
raZzavamo cinjenicu da se sistem pre pobude (dakle za r <0) nalazi u osnovnom
stanju i ne emituje zracenje. Poslednji integral moZe da se nade u tablicama Furijeo-
vih transformacija a moze lako i da se izracuna.

MnoZenjem podintegralnih funkcija nalazimo:

+oo

v = v, [ e

0

+i(w-o0y) - 1/1]"

dt (8.3.29a)

a Smenama.

[i(w-w)-1/1]t—> &, dt > dE/ [i(®—®,)—1/1],t€ (0,0) > € (0,~0)
(poslednjom smenom menja se gornja granica integraljenja jer je izraz u uglastoj zagradi
negativan)

_ W 1y - Vo
v(®)= o 0)0)—1/1:-[ dS = 0)0)—1/1:(0 D= ooy

(8.3.29b)

ProSirivanjem razlomka sa 1/7 + i(® — ®,) i sredivanjem kona¢no dobijamo:

T . T(0— ) )

+1 (8.3.29¢)
F(O-0)T 1+(0-0,)T

y(w) =y (1

Raspodela amplitude zracenja u funkciji frekvencije predstavlja spektar zracenja.
Dakle, nasli smo da je spektar zracenja kompleksna funkcija. Ovde nas zanima samo
realni (apsorpcioni) deo spektra, S(®), pa éemo imaginarni (disperzioni) deo ispus-
titi iz analize:

1
S(®) = 5~ 8.3.30
(@) 1+ (0-0,)7 ( )
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Ovaj oblik raspodele Cesto se srece u spektroskopiji i naziva se Lorencova linija,
Slika 8.3.4. Lorencova linija ima maksimum kada je ® = ®,, S(®,) = S,. Polusi-
rinu linije na poluvisini, A®, nalazimo iz uslova S(A®) = S,/2 §to zamenom u
(8.3.30) daje:

Ao = 1/1 (8.3.31)

znaci, poluSirina linije na njenoj poluvisni obrnuto je proporcionalna vremenu Zi-
vota pobudenog stanja iz koga se linija emituje; skracenje Zivota pobudenog stanja
dovodi do Sirenja spektralne linije.

U vezi sa relacijom neodredenosti, Sirina spektralne linije u direktnoj je vezi
sa neodredeno$c¢u energije pobudenog stanja. Dakle, skraenje Zivota pobudenog
stanja dovodi do porasta neodredenosti njegove energije. Zaista, mnoZenjem izraza
(8.3.31) Plankovom konstantom nalazimo:

h
= = 3.32
e (8.3.32a)

gde je AE polusirina na poluvisini raspodele energija u pobudenom stanju. Koris-
teci iste argumente kao i pre (moguca su odstupanja energije i ve¢a od AE') dobi-
jamo relaciju neodredenosti za energiju i vreme:

AE > % (8.3.32b)

Ovaj rezultat se nesto razlikuje od ranije dobijenih relacija (8.3.17) i (8.3.23) §to je
posledica proizvoljnosti pri definisanju intervala u kome se lokalizuje odredeni pa-
rametar. Na primer, da smo umesto poluSirine na poluvisini, kao osnovni interval
koristili punu Sirinu linije na njenoj poluvisini pojavio bi se jo§ i faktor 2,
TAE = 2h . Dakle, proizvoljnost u izboru osnovnog intervala daje razli¢ite rezul-
tate koji su, medutim, u saglasnosti sa strogo izvedenom relacijom neodredenosti
(TAEZHh/2).

Dakle, prirodna Sirina spektralne linije odredena je vremenom Zivota po-
budenog stanja $to je u punoj saglasnosti sa relacijom neodredenosti.

8.3.3 Difrakcija elektrona i relacija neodredenosti

Svi eksperimenti, zamiSljeni ili stvarni, u kojima se ispoljava dvojna priroda
materije moraju biti saglasni sa principom neodredenosti. To mozda nije uvek oci-
gledno ali detaljnijom analizom svakog takvog eksperimenta dolazi se do jednog od
oblika relacije neodredenosti.

Pokazacemo sada kako do relacije neodredenosti (8.3.1) moZe da se dode ana-
lizom rasejavanja elektrona na jednom prorezu, Slika 8.3.5. Elektroni padaju u
smeru y-ose na zaklon Z sa prorezom Sirine Ax. Prolaz elektrona kroz prorez re-
gistruje se bljeskom (scintilacijom) koji elektron izaziva pri udaru u fluorescentni
ekran, E. Rasejavanjem na prorezu elektroni stvaraju difrakcionu sliku, kao §to je
ve¢ opisano u odeljku 8.1.3. Prema klasicnom talasnom tumacenju, rasejavanjem
jednog talasa dobija se cela difrakciona slika. Novi talasi samo pojacavaju sliku koja
je od pocetka dobijena u celini. Medutim, kada se elektroni pustaju jedan po jedan
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Slika 8.3.5 Difrakcija elektrona pri prolazu kroz jedan prorez:
a) Sematski prikaz eksperimenta. Z je neprozirni zaklon sa prorezom
Sirine Ax . Elektroni koji produ kroz prorez na fluorescentnom
ekranu D obrazuju difrakcionu sliku; b) geometrija rasejavanja
elektrona.

vide se pojedinacni bljeskovi na ekranu, dakle, elektroni na ekran stiZu kao Cestice.
Medutim, ako se kroz prorez propusti dovoljno veliki broj elektrona dobija se ista
difrakciona slika koju bi dali i x-zraci iste talasne duZine. To znaci da se difrakciona
slika dobija kao zbirni rezultat velikog broja prispelih elektrona. Mada je ,,putanja”
pojedinog elektrona nepredvidiva, oblik difrakcione slike moZe se izraCunati na os-
novu poznatih parametara De Broljijevog talasa pridruZenog elektronu i geometrije
eksperimentalnog uredaja.

Izaberimo dve tacke u prorezu na medusobnom rastojanju Ax/?2 , i nadimo us-
lov za destruktivnu interferenciju za talase koji prolaze kroz njih, Slika 8.3.5b. Do
uzajamnog gaSenja talasa koji skre¢u pod uglom o, dolazi kada je putna razlika
medu njima, &, polubrojni umnozak talasnih duZina, § = (2n—1)A/2, gde je n
ceo broj a A talasna duZina. Sa Slike 8.3.5b nalazimo vezu izmedu putne razlike, &
i ugla skretanja, o.:8 = (Ax/2) sin @, odakle nalazimo uslov za pojavu prvog mi-
nimuma (n=1) na difrakcionoj slici:

1 Ax .

Ek = ?smoc (8.3.33a)
odnosno:

A = Axsind. (8.3.33b)

Svakoj tacki u gornjoj polovini proreza moZemo da pridruZimo po jednu tacku u
donjoj polovini, na rastojanju Ax/2, pa se, prema uslovu (8.3.33b) svi zraci koji
prolaze kroz prorez i skre¢u pod uglom o, medusobno poniStavaju. Dakle, poloZaj
prvog minimuma na difrakcionoj slici odreden je jednacinom (8.3.33b).
Neodredenost x-koordinate mlaza elektrona koji prolazi kroz prorez jednaka
je Sirini proreza, Ax. SuZavanjem proreza poloZaj mlaza elektrona odredujemo sa
sve vecom tacno$¢u. Medutim, pri konstantnoj talasnoj duZini elektrona, suZavanje
proreza dovodi do porasta ugla pod kojim se nalazi prvi difrakcioni minimum, jed-
nacina (8.3.33b). Sa Cesticne tacke glediSta, pojavu difrakcije elektrona moZemo da
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shvatimo kao medudejstvo elektrona sa ivicima proreza, u kojem elektron stice
komponentu impulsa p, u pravcu x-ose, usled cega i skrece za mali ugao o . Posto
elektroni padaju normalno na prorez (pravac x-ose) to je prvobitna komponenta im-
pulsa duZ x ose jednaka nuli. Nakon rasejanja, elektroni koji skrec¢u dobijaju kompo-
nentu impulsa koja je proporcionalna uglu skretanja, Slika 8.3.5a:

Py = psinQl. (8.3.34)

Prema slici na fluorescentnom ekranu, na kojem preovladuje Siroka srediSnja svetla
mrlja, moZe da se zakljuci da najveci broj elektrona prolazi kroz prorez bez skre-
tanja (o =0), ali da ima i elektrona koji skrecu pod uglom koji je izmedu nula (p,=0)
i o, a koji odgovara poloZaju prvog minimuma (p,). Neodredenost x-komponente
impulsa Ap, elektrona je, prema tome:

Ap. = psino—0 = psino. (8.3.35)

Kombinujuéi talasnu jednacinu za difrakciju (8.3.33b) sa jednacinom za impuls
skrenute Cestice (8.3.34) nalazimo:

Ap,

A
AT (8.3.36)
odnosno:
AxAp, = Ap. (8.3.37)
Zamenom proizvoda A, iz De Broljijeve jednacine (8.1.1) nalazimo da je:
AxAp, = h. (8.3.38)

Uslov (8.3.38) vazi samo za elektrone koji sa prvobitnog pravca skrecu u prvi di-
frakcioni minimum. PoSto se elektroni rasejavaju i pod ve¢im uglovima obrazujudi
seriju maksimuma i minimuma, jos$ op$tiji uslov je i:

AxAp, > . (8.3.39)

Dakle, pri rasejanju elektrona na jednom prorezu, nemoguce je jednovremeno izme-
riti koordinatu i komponentu impulsa elektrona duz iste koordinate.

Sada ¢emo isti eksperiment razmotriti malo detaljnije i, pored relacije
neodredenosti, pronaéi difrakcionu sliku koja nastaje rasejavanjem elektrona na
jednom prorezu. Opet posmatramo De Broljijev talas koji na prorez Sirine Ax (cent-
riran oko koordinatnog pocetka, *Ax/2) pada u pozitivnom smeru y-ose, Slika
8.3.5a. DuZina proreza je mnogo veca od njegove §irine pa je merljivo skretanje ta-
lasa samo u pravcu x-ose. Stoga je dovoljno da posmatramo dvodimenzioni De
Broljijev talas. Tada jednacina talasa (8.1.23) postaje:

i
E(p()xx +Poyy = Eyt)

Y(x,y,t) = Yee . (8.3.40a)
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Upadni talas se krece u pravcu y-ose pa je za njega p,, = 0 a p,, = p,. U tacku K
na ekranu stiZe deo talasa koji nakon prolaska kroz prorez skre¢e pod uglom o.. Po
ugledu na (8.3.40a) jednacina takvog talasa je:

i
E(pxx +pyy —Eyt)

Y(x,y,t) = Yee (8.3.40b)

gde je energija talasa ista kao pre skretanja, E, a zbog skretanja menjaju se kompo-
nente impulsa. Dakle, zrak menja pravac ali ne menja energiju (frekvenciju). Nove
komponente impulsa nalazimo projektovanjem impulsa na odgovarajuée ose. Sa
Slike 8.3.5 a nalazimo, i:

. d
P = poSiNO = po—, p, = poCOSU=p, (8.3.41):

D

gde je d rastojanje izmedu tacke K i koordinatnog pocetka (poloZaja u koji pada nes-
krenuti zrak) a D rastojanje izmedu proreza i ekrana. Pri tome smo uzeli da je ugao
o dovoljno mali (cosa=1) da moZemo da zanemarimo promenu y-komponente
impulsa. Zamenom impulsa iz (8.3.41) u (8.3.40b) dobijamo, i:

Lh(lé)]]ox +]70)'—E0t)

Y'(x,y,t) = Yee . (8.3.42)
Rezultujudi talas u tacki K dobijamo sabiranjem svih talasa po x-dimenziji proreza:

L 47x+7 y— E, t)
B\DP* TP0Y ™ F0

v(dt) =y, j e dx. (8.3.43a)

—Ax/2

Ax/2 (

Ovaj integral moZemo svesti na poznati oblik ako konstantne ¢lanove izvu¢emo
pred integral i ako uvedemo pravougaonu funkciju koja nam omogucuje da prome-
nimo granice integraljenja:

lh(poy—Eot) - J;;Ll%pox
y(d,) = e j I, (x)e"™ " dx. (8.3.43b)

—oo

Prepoznajemo da je integral Furijeova transformacija pravougaone funkcije i po ug-
ledu na jednacine (8.3.5) 1 (8.3.15) nalazimo:

i

(Poy—Ey)
w(dit) = yoe" " sinc(gohAgd). (8.3.43¢)

Zbog jednostavnosti sve konstante koje se javljaju pri izracunavanju Furijeove
transformacije ubacili smo u novi ¢lan y,". Dobijeni izraz predstavlja talas koji se
krece duz y-ose sa nepromenjenom energijom, E,, a ¢ija amplituda je modulisana
sink funkcijom. Dakle, rasejani De Broljijev talas elektrona, na fluorescentnom
ekranu dace difrakcionu sliku ¢iji profil je kvadrat sink funkcije iz (8.3.43c¢):
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S(d) = Sosincz(g fgd) (8.3.442)

ili izraZavajudéi rastojanje d preko x-komponente impulsa prema jednacini (8.3.41):

S(p.) = Sysin cz(p Zix) . (8.3.44b)

Ve¢ smo ranije videli da ova funkcija ima prvi par nula za vrednost argumenta *7,
pa uzimajudi kao i pre da je osnovni interval neodredenosti jednak rastojanju prve
nule od centra, S(Ap,) = 0 nalazimo:

ApAx = h (8.3.45)
odnosno:
Ap Ax 2 h. (8.3.46)

Dakle, detaljnom analizom nalazimo istu relaciju izmedu neodredenosti impulsa i
neodredenosti koordinate za elektrone koji se rasejavaju na uskom prorezu, ali smo
nadli i da difrakciona slika predstavlja Furijeovu transformaciju difrakcionog ele-
menta, u ovom slucaju proreza. Kao i pre, sledi da je relacija neodredenosti posle-
dica dvojne prirode materije.

8.3.4 Relacija neodredenosti i merenje poloZaja elektrona

Nemogucénost istovremenog eksperimentalnog odredivanja poloZaja i impulsa
mikroobjekta (elektrona) sa proizvoljnom ta¢nos¢u prikazacemo zamiSljenim pri-
merom detektovanja elektrona mikroskopom. Proces detektovanja sastoji se u tome
da elektron obasjavamo svetlo§éu odredene talasne duZine A i da detektujemo odbi-
jeno zracenje. Bice detektovani samo oni fotoni koje elektron raseje u prostorni
ugao u odreden geometrijom delova uredaja, Slika 8.3.6. Ta¢nost odredivanja po-
loZaja elektrona ograni¢na je veli¢inom koja se zove mo¢ razlaganja mikroskopa.

Ona predstavlja najmanje rastojanje Ax na kojem mogu da se nalaze dve tacke, a da

se mikroskopom uocavaju kao razdvojene. Po jednacini iz optike, ovo rastojanje
dato je kao:

Ax = (8.3.47)
sinu

Neodredenost poloZaja elektrona Ax, biée manja ako je manja talasna duZina svet-
losti A. Fotoni svetlosti manje talasne duZine nose, medutim, vecu energiju i u su-
daru sa elektronom mogu da mu znacajno promene impuls (Komptonov efekt). Pre-
daju¢i elektronu impuls p, foton skrece sa svog prvobitnog pravca kretanja krecuci
se pod odredenim uglom B u odnosu na osu mikroskopa. OpaZanje rasejanog fotona
mikroskopom znaci istovremeno i detektovanje elektrona. U ovom eksperimentu
ugao P pod kojim foton skreé¢e moZe da se odredi samo pribliZzno i u slu¢aju detekto-
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Slika 8.3.6 Posto je ugao B manji od aperturnog
ugla u sociva, S, dolazi do detektovanja elektrona u
poloZaju e: medutim, usled medudejstva sa fotonom
elektron je promenio poloZaj te se stvarno nalazi u
tacki prostora e,

vanja elektrona sigurno ima vrednost izmedu vrednosti 0 i u. Zbog toga je x-kompo-
nenta impulsa fotona neodredena do vrednosti (hv/c) sin u, gde je v frekvencija
upadnog znacenja, a ¢ brzina svetlosti. Kako je ovaj iznos impulsa elektron primio
sudarom sa fotonom, izraz (hv/c) sin u predstavlja ujedno i neodredenost njegovog
impulsa duZ x-ose. Kombinovanjem ovog izraza sa (8.3.47) dobija se:

Dakle, u procesu merenja poloZaja elektrona doSlo je do neizbeZne promene njego-
vog impulsa, koja je utoliko veca ukoliko je merenje poloZaja bilo tacnije.

Iz ovih primera vidimo da Hajzenbergov princip neodredenosti ima univer-
zalni karakter. Sve pojave u prirodi ispunjavaju ogranicenja nametnuta relacijom
neodredenosti, samo §to znacaj tog ograni¢enja zavisno od uslova, moZe da se pro-
teZe od izuzetno velikog do zanemarljivog. Osnovni kriterijum je veli¢ina posmat-
ranog dejstva (dejstvo = energija - vreme) u odnosu na Plankovu konstantu. Ako je
dejstvo istog reda veli¢ine onda se uticaj relacije neodredenosti neposredno ispo-
ljava. Ako je pak dejstvo veliko u odnosu na Plankovu konstantu, tada se i relacija
neodredenosti moZe zanemariti.

Primeri

Primer 8.3.1 Polazeéi od relacije neodredenosti oceniti energiju veze elektrona u
osnovnom stanju atoma vodonika kao i odgovarajuée rastojanje elektrona od jezgra.

RESENJE:
Ukupna energija atoma vodonika, E je zbir potencijalne, U (4.2.6) i kineticke, 7,

energije:

E=U+T.
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Kineti¢ku energiju raunamo po poznatom obrascu T=(mAv*)/2 a brzinu Av pro-
cenjujemo iz Hajzenbergove relacije neodredenosti (8.3.10):

h h mAv h
ArmAv ~ A AV > —, Av= T = = .
rmAv 2m v in v Srm’ 3 871:21‘2

(P-8.3.1)

Pri pisanju Hajzenbergove relacije pretpostavili smo da je Ar~r/2 kaoi Av~v
(Sto smo i dokazali ranije ali ove pretpostavke ukazuju na to da rezultate koje dobi-
jemo treba shvatiti kvalitativno-zato u zadatku i piSe ,,oceniti”’) kao i uvek kada po-
mocu opStevazeceg Hajzenbergovog principa neodredenosti pokusamo da izracu-
namo neku konkretnu veli¢inu. Hajzenbergova relacija neodredenosti pimenjena na
atom vodonika veoma li¢i na Borov kvantni uslov (razlika je u faktoru 1/2).

Sada moZemo napisati izraz za ukupnu energiju u koju ¢emo uvrstiti kineticku
energiju iz (P-8.3.1) i potraZiti prvi izvod ukupne energije E po r koordinati. Izjed-
nacavanjem prvog izvoda sa nulom odredi¢emo vrednost r za koju energija E ima
ekstremnu (minimalnu vrednost). Ovo se moZe dokazati ispitivanjem drugog izvoda
izraza E:

L&, W dE_ 1 & 2K g I’
47‘58()]' 87‘[2r2m’ dr _47580]‘2 SnszS h TTme

Zameni¢emo sada u jednacini (P.8.3.2) brojne vrednosti za Plankovu konstantu 4, masu i
naelektrisanje elektrona m i e kao i elektri¢nu propustljivost vakuuma €, i izracunati r:

-1 2

_34 2
8 85x 1077 T ¢ m™ x (6,63 x 10 34) 7 _3,89x107"°

r= —— " — =529%10"" m.
3,14 %(1,60x107%)" C*x9,109x 10" kg~ 7,34x10

Energiju veze osnovnog stanja (stanja sa najniZom energijom) dobi¢emo kada r za-
menimo u izraz za ukupnu energiju:

o me' _ 9,11 x 10 kg x (1,60 x 10™")*C* _
8e, h° 8% (8,85%x 102 °C m (6, 63 x 10-34)2J2s2
—106
6,00x 10 13,6V .

T 2.75% 10 x 1,60 x 107"

Rezultati koje smo dobili identi¢ni su onima koje daje Borov atomski model. Upore-
diti a relacijama (4.2.12) i (4.2.14).

Primer 8.3.2 U Milikenovom eksperimentu za odredivanje elementarnog naelektri-
sanja meri se vreme za koje (naelektrisane) uljane kapi predu odredeni put. Neka je

kap mase 7,10 x 107 kg presla put od 15+0,5 podeoka za 10 sekundi (50 podeoka
je 5 mm). Tac¢nost odredivanja vremena At = 0,1s. Odrediti eksperimentalnu vred-
nost proizvoda neodredenosti (gresaka) impulsa i poloZaja Cestice AxAp i uporediti
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je sa minimalnim proizvodom neodredenosti koji sledi iz Hajzenbergove relacije
neodredenosti.

RESENIJE:

Neka je brzina Cestice v :

v=%=15p0d/s=15x10"ms", = 4
t L X t

Prema teoriji greSaka dv moZemo napisati kao Av:

Ax-v Ao
+ ——
X t

Av =

a zatim izraCunati proizvod AxAp: uzimajucidaje Ax= 0, 5 podeoka= 5 x 10 m:

mAx*v + mAxAtv

AxAp = AxmAv = ;
X

5.2

_7,1x10"° x (5x107) ><1,5><10*4+7,1><10*‘5><5><10*5><0,1><1,5><10*‘
1,5x107 10

=2,3x107"Js= 3,9%x10°h .

Dakle, proizvod neodredenosti poloZaja i impulsa, Ax Ap u ovom eksperimentu
mnogo je veci od minimalne vrednosti odredene Hajzenbergovom relacijom.

8.4 SREDINGEROVA JEDNACINA
DODATAK 8.4
D-8.4.1 Operatori
Glavnu ulogu u matematickoj strukturi kvantne mehanike imaju operatori. Operator je

simbol za primenu odredene matematicke operacije na nekoj funkciji. Kada operator A (sim-
bolom ~ ozna¢avamo da je A operator) primenimo na funkciju f dobija se nova funkcija ¢ :

0 = Af. (D-8.4.1)

U kvantnoj mehanici najceS¢e se koriste multiplikativni (specijalni slu¢aj je mnoZenje
konstantom) i diferencijalni operatori. Multiplikativnim operatorom x funkcija f(x) prosto se
mnoZi sa x a diferencijalnim d/dx se diferencira. Kada funkcija nije diferencijabilna operator
ne moze delovati na nju, $to znaci da odredeni operator ne moze delovati na svaku funkciju.
Zato se definiSe skup funkcija na koje odredeni operator deluje a takav skup se naziva oblascu
definisanosti operatora.

Primer: Odrediti funkciju ¢ koja se dobija dejstvom diferencijalnog operatora d/dx na funk-
ciju sin x:
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d .
¢ = —sinx = cosx.

dx

Operatori mogu imati i vektorski oblik. Takav je operator V (nabla):

97 97 97
v=_ -8.4.
8xl+aj+azk (D-8.4.2)

Od bitnog znacaja u tekstu koji sledi bie Laplasov operator:

2 2
A= iz+iz+iz. (D-8.4.3)
dx~ dy 0z
U okviru algebre operatora uvode se odredene relacije izmedu njih:
a) Operatori su medusobno jednaki ako imaju istu oblast definisanosti i ako delujuci na istu
funkciju daju isti rezulat;
b) Operator C je suma operatora A i B kada je:

C = Af(x) + Bf(x)= Bf(x) + Af(x);
c¢) Proizvod operatora A i B, C definise se kao:
Cftx) = ABf(x) = AIBf)].
Na funkciju prvo deluje bliZi operator (B) pa se na rezultat primeni dalji. U opStem slucaju je:
AB#BA
tj. operacija mnoZenja operatora nije komutativna. Razlika:
AB-BA = [AB]
naziva se komutator operatora A i B. Kada je [A,B]= 0 operatori komutiraju i zovu se ko-
mutirajudi.
Primer: Odrediti komutator operatora x i d/dx:

af d daf

o= 8 L) = fon + 5 =
£Z—x—xi=1+xd—xi 1.
dx dx dx dx

U kvantnoj mehanici nas gotovo iskljucivo interesuju linearni operatori. Operator je linearan
ako delujudi na proizvoljne funkcije c,f1 c,f; (¢, 1 ¢, su konstante) vazi:

i(C]f‘l + szz) = Cli‘fl + Czifz.
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Svojstveni problem operatora

Ako se dejstvom operatora A na funkciju f dobije ista ta funkcija pomnoZena nekom
konstantom a (brojem):

Af = af (D-8.4.4)

funkcija f naziva se svojstvena funkcija a konstanta a svojstvena vrednost operatora A.

Primer: Ispitati da li se dejstvom operatora -i(d/dx) ( i je imaginarna jedinica) na funkciju

Cleikx dobija jednacina tipa (D-8.4.4):

_l_(Clelkx) — _IZkClezkx: k(Clezkx)

dx

Dakle, funkcija Cle’kx je svojstvena funkcija operatora -i(d/dx) dok je svojstvena vrednost
realni broj k. Odredeni operator moZe imati jednu, nekoliko ili beskona¢no mnogo svojstve-
nih vrednosti. Skup svojstvenih vrednosti operatora naziva se spektrom (svojstvenih vred-
nosti). U prvom slucaju svojstvene vrednosti ¢ine diskretan skup brojeva, u drugom one
mogu imati bilo koju vrednost iz nekog kontinualnog intervala. Spektri mnogih operatora
imaju kako diskretan, tako i kontinualan deo. Ako jednoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija, svojstvena vrednost se naziva nedegenerisana. AKko istoj svo-
jstvenoj vrednosti odgovara vise od jedne svojstvene funkcije:

Af, = af,
AAzfz = afz

Af = af,

svojstvena vrednost a je degenerisana. Pri tome se pod razli¢itim svojstvenim funkcijama
podrazumevaju medusobno linearno nezavisne funkcije. Maksimalan broj linearno nezavis-
nih funkcija koje odgovaraju jednoj svojstvenoj vrednosti odreduje strepen degeneracije date
svojstvene vrednosti. Postoji teorema koja kaZe da bilo koja linearna kombinacija svojstvenih
funkcija koje odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti operatora je, takode, svojstvena funkcija
koja odgovara istoj svojstvenoj vrednosti operatera.

Ermitski operatori

Narocit zna¢aj imaju u kvantnoj mehanici ermitski operatori jer su njihove svojstvene
vrednosti realne. Operator je ermitski kada vazi:

j 1 Qfodx= j (OF)) fdx. (D-8.4.5)

Sa f; 1 f, oznadili smo funkcije a sa € operator.
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D-8.4.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce i matematicke statistike

Pojave nastale kao rezultat sloZzenog uzrocnog lanca dogadaja koji se u svim detaljima
ne moze poznavati nazivamo sluajnim dogadajima. Veli¢ina koja odreduje stepen mo-
guénosti deSavanja jednog dogadaja pod odredenim uslovima naziva se verovatnoca. Vero-
vatno¢a nekog dogadaja procenjuje se na osnovu niza eksperimenata pri kojima taj dogadaj
moZe da se realizuje (izuzetno, u izvesnim idealizovanim slu¢ajevima moZe se unapred znati
verovatnoca pojavljivanja nekog dogadaja). Neka se u nizu realizacija dogadaj A javi n puta;
tada se broj n naziva frekvencija pojavljivanja dogadaja A. Odnos frekvencije n i ukupnog
broja eksperimenata N je relativna frekvencija dogadaja A, f(A):

n
f(A) = N (D-8.4.6)

Verovatnoca pojavljivanja dogadaja A definiSe se kao grani¢na vrednost kojoj teZi relativna
frekvencija, pri beskona¢nom ponavljanju eksperimenata:

. n _ )
1%1_)1{10 N P(A). (D-8.4.7)

Za potpun sistem dogadaja (A,B,....L) (skup dogadaja od kojih se u jednom eksperimentu
mora dogoditi jedan i samo jedan) je:

L L
dYfi=1 Y Pi=1. (D-8.4.8)
i=A i=A

Ako su verovatnoce nesaglasnih dogadaja A,B,.... (pojava jednog iskljucuje pojavu drugog)
p(A), p(B),... respektivno, tada je verovatnoc¢a da nastupi bar jedan od njih p (A+B+.):

PAA+B+...)= P(A)+P(B)+ ... (D-8.4.9)

Verovatnoca zajednickog nastupanja medusobno nezavisnih dogadaja A, B... jednaka je proiz-
vodu verovatnoca svakog od tih dogadaja:

P(A,B...) = P(A)P(B)... (D-8.4.10)

Sluc¢ajnom veli¢inom nazivamo veli¢inu koja u jednoj realizaciji eksperimenata moZe imati
samo jednu, unapred nepoznatu vrednost - to je u stvari, slu¢ajan dogadaj koji ima i kvantita-
tivan izraz (brojnu vrednost). Slucajne veli¢ine mogu uzimati diskretne vrednosti ili bilo koju
vrednost iz nekog (konacnog ili beskona¢nog) intervala. Zakon raspodele slucajne velicine je
zavisnost izmedu vrednosti koje slu¢ajna veli¢ina moZe da ima i verovatnoce njihovog poja-
vljivanja.

Funkcija raspodele

Neka je X slucajna veliina, a x proizvoljan realan broj. DefiniSemo funkciju raspo-
dele F(x) kao verovatno¢u da u jednom eksperimentu X uzme vrednost manju od x;

F(x) =P(X<x). (D-8.4.11)

Neke osobine F(x):
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0<F(x)<1; F(-)=0; F(4+) = 1.

U slucaju kontinualne slucajne veli¢ine X postoji nenegativna funkcija F(x) takva da je:
F(x) = j f(x)dx (D-8.4.12)

fix) je funkcija gustine (raspodele) verovatnocée. F(x) dx predstavlja verovatnocu da slu¢ajna
veli¢ina uzme vrednost iz intervala izmedu x i x+dx. Osobine funkcije f(x):

Xy + o0

f(x)=20; P(x,<X<x,)= jf(x)dx; j f(x)dx= 1. (D-8.4.13)
Brojne karakteristike slucajne velic¢ine

Ako u nizu od n eksperimenata slucajna veli¢ina X uzme diskretne verednosti x;, 1,

puta x,, 1, puta,... X;, 1; puta, definiSemo srednju vrednost neke funkcije @ (x,), {(Q(x,)) :

nl(P(-xl) + n2(P(-x2) + nm(P(-xm)

n

= Y ox)f.  (D-84.14)

i=1

(o(x)) =

Ako je X kontinualna sluéajna veli¢ina srednja vrednost funkcije @ (x) je:

+o0

(@(x))= j Q(x)f(x)dx . (D-8.4.15)

Kada je ©(x;)= x;, jednadina (D-8.4.14) definiSe aritmeti¢ku sredinu (srednju vrednost):

nx, + nyXy + NyuXm

(x) = " = fo, (D-8.4.16)

i=1

Kada broj eksperimenata n — oo f; — p; (verovatnodi), a:

(X)) = > xipi = M(x). (D-8.4.17)

i=1

Veli¢ina M(x) naziva se matematickim ocekivanjem. Za kontinualnu sluc¢ajnu veli¢inu:
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M(x) = j xf(x)dx . (D-8.4.18)

oo

Rasturanje eksperimentalnih podataka oko srednje vrednosti (aritmeticke sredine) karakteriSe
se disperzijom D. Za diskretnu sluc¢ajnu veli¢inu:

m

D =3 (x;—= (). (D-8.4.19)
i=1
Kada n — oo:
D =3 (xi-M)p:. (D-8.4.20)
Za kontinualnu slu¢ajnu veli¢inu:
D= [ (x-M)f(x)dx. (D-8.4.21)

Disperzija se Cesto izracunava na osnovu sledece relacije:

m m m m

D=3 (=)= X fi-20 Y afi+ ()Y fi =

i=1 i=1 i=1 i=1

m

= le? f—(x)? = (X% = (x)°. (D-8.4.22)

i=1
Veli¢ina:
o =.D (D-8.4.23)

naziva se neodredenoscu ili srednjom kvadratnom greSkom.

Do sada smo posmatrali slobodne mikrocestice i pokazali da njihovo kretanje
moZe da se opiSe De Broljijevim ravnim talasom. Sada Zelimo da nademo mo-
guénost za proucavanje kretanja Cestica u poljima razlicitih sila. Polaze¢i od prirode
i osobina koje poseduju mikrocestice i talasi a koje smo proucili u prethodnim pog-
lavljima, formulisaemo diferencijalnu jednacinu koja predstavlja osnovnu jed-
nacinu za opisivanje pojava u mikrosvetu a koju je 1926. godine predloZio Ervin
Sredinger [Ervin Schrodinger (1887-1961), 1933. dobio Nobelovu nagradu za fi-
ziku]. Sredingerova jednacina ima u kvantnoj mehanici ulogu analognu Njutnovim
jednacinama u klasi¢énoj mehanici.
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Zavisno promenljiva Sredingerove diferencijalne jednacine naziva se talasna
funkcija i ona se tradicionalno obeleZava sa . Talasna funkcija je u opStem slucaju
funkcija koordinata, prostornih i spinskih, i ¢esto i vremena, i njome se predstavlja
stanje sistema. Kada se sistem nalazi u stacionarnom stanju, talasna funkcija ne za-
visi od vremena.

Talasna funkcija, koja je reSenje Sredingerove jednacine, sadrZi sve podatke o
sistemu. Kada je poznat oblik talasne funkcije, tada mogu da se izraCunaju sve
vazne veliCine za dati sistem, odnosno sve veli¢ine koje u principu mogu da se mere.
Ako se zna oblik talasne funkcije u pocetnom trenutku i polje sila, reSavanjem vre-
menski zavisne Sredingerove jednacine mozZe da se odredi talasna funkcija, odnosno
stanje sistema u svakom trenutku. Talasna funkcija je kompleksna funkcija te sama
nema fizi¢ko znacenje. Medutim, proizvod funkcije ¥ i njoj konjugovano komp-
leksne funkcije W* realna je veliina kojoj se pridruZuje odredeni fizicki smisao
(gustina verovatnoce).

Kao i druge osnovne jednacCine fizike (Njutnove, Maksvelove) Sredingerova
jednacina se ne izvodi, veé se postulira. Sredingerova jednacina je nerelativisticka
jednacina i moZe se primeniti samo na Cestice koje se krecu brzinama koje su mnogo
manje od brzina svetlosti. Ona, takode, ne uzima u obzir spin.

Posmatrajmo slobodnu Cesticu mase m koja se krece brzinom zanemarljivo
malom u odnosu na brzinu svetlosti. Kineti¢ka energija i impuls Cestice povezani su
tada jednacinom:

E = 5=l +p}+p). (8.4.1)
m

Potencijalna energija slobodne cestice, U, jednaka je nuli, pa je ukupna energija jed-
naka njenoj kinetickoj energiji.

Prema De Broljijevoj ideji, Cestici moZemo da pridruZimo odgovarajudi talas.
Uzimajuéi u obzir izraz (D-3.1.6), lako nalazimo veze izmedu Cesti¢nih (energija E,
impuls p ) i talasnih (frekvencija w, talasni vektor k) svojstava:

ﬁ _ h 2m - h|Z|’ Py = hk,, p, = hky’ p. = hk: (8.4.2)

E=ho.lpl=3=5%

Zamenom komponenti impulsa iz (8.4.2), u (8.4.1) nalazimo vezu izmedu frekven-
cije i talasnog broja De Broljijevog talasa:

® = Zim(ki+k5+k§). (8.4.3)

Medutim, ova jednacina nam niSta ne govori o obliku De Broljijevog talasa odnosno
o promeni talasa kada na cesticu deluje neka sila. Da bismo nasli tu vezu, i jed-
nacinu De Broljijevog ravnog talasa (8.1.23):

i >
—(pr—Et)

¥ = Ae (8.4.4)

izraZzavamo preko talasnog broja i frekvencije:
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W= AL (8.4.5)

Sada traZimo zavisnost talasne funkcije od vremena i prostornih koordinata
kada se Cestica nade u polju neke spoljasnje sile. Diferenciranjem funkcije (8.4.5)
jednom po vremenu:

o . 1 o¥
o - eV, o= 3

3 (8.4.6)

i dva puta po koordinatama:

2,
%—q: = ()VKY = -k
X
2 2
aa—‘f = kY, aa—‘f = k¥
'y Z

dobijamo:

1 0°% ) 10°¥ ) 10°¥

— K== K= —— . 4.7
\P a_x2 ) y \P ay2 > Z \P azz (8 )

k= -

UvrStavanjem izraza za @ iz (8.4.6) i k2, k2 i k? iz (8.4.7) u jednacinu (8.4.3) dobi-
jamo vremenski zavisnu Sredingerovu jednacinu za slobodnu Cesticu:

2 2 2 2
L F ey 848)

_l at - _2m a_x2 + ay2 + 822 ’
Ovo je parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda po vremenu i drugog
reda po koordinatama. Ovakve jednacine se najlakSe reSavaju metodom razdvajanja

promenljivih. ReSenje traZimo u obliku proizvoda dve funkcije od kojih jedna zavisi
samo od vremena, a druga samo od koordinata:

Y(x,y,z,t) = Y(x,y 2)f(1). (8.4.9)

Tada su izvodi po vremenu i koordinatama:

o _ U

a Vo
P _ Py aw_ Py aw_ oy
oY _ A A , 8.4.10
ox’ / ox’ dy’ / dy’ 07’ / 0z ( )

Zamenom dobijenih diferencijala u jednacinu (8.4.8), dobijamo:

hdf _ K Py, Py Py
“iVar T _2mf(axz+ a azz)' (8.4.11)
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Podelimo jednacinu (8.4.11) sa Yf:

2 2 2 2
_hldf _ _h_l(?m+?m+8_w)_ 8.4.12)
ifdt 2my\ox® 9y’ 97
Leva strana (8.4.12) sadrZi funkciju f'koja zavisi samo od vremena, a desna funkciju
Y zavisnu od prostornih koordinata. Kako su vreme i prostorne koordinate medu-

sobno nezavisne promenljive, jednakost leve i desne strane bi¢e zadovoljena samo
ako su one jednake nekoj konstanti koju ¢emo obeleZiti sa E:

_hldf _

= 4.1
ifdt (84.13)
odnosno:
df _ _iE
7 1. (8.4.14)
Jednacina (8.4.14) moZe lako da se integrali:
df _ ik - _1
jf = h_[dt:lnf_ FEt+InC
odnosno:
L
f= Ce (8.4.15)

gde je C konstanta integraljenja. Dobili smo, naravno, istu zavisnost talasne funkcije
od vremena kao u (8.4.5) jer se na pocetku i zahtevalo da reSenje Sredingerove dife-
rencijalne jednacine bude funkcija De Broljijevog talasa. Uporedivanjem (8.4.15) i
(8.4.5) vidimo da je konstanta razdvajanja koju smo (ne slucajno) oznacili sa E,
zaista jednaka energiji Cestice.

Izjednacavanjem desnog dela jednacine (8.4.12) sa konstantom E dobijamo:

2 2 2 2
_h_l(?)_\g+?3_\g+?ug) _E
2my\ox® 9y’ 9z

a mnoZenjem jednacine sa Y i uvodenjem Laplasovog operatora:

00 9° 9
A= —2+ —2+ -
dx~ dy 9dz

dobijamo:
hZ
——Avy = Ey. (8.4.16)
2m
Jednagina (8.4.16) predstavlja stacionarnu Sredingerovu jednaéinu za slobodnu Ges-

ticu. Kako je u ovom slucaju potencijalna energija Cestice U jednaka nuli, E predsta-
vlja istovremeno i kineticku i ukupnu energiju Cestice.
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Stacionarnu Sredinggrovu jednacinu (8.4.16) uopsticemo za slucaj kada se
Cestica krece u polju sile. Cestica ukupne energije E, koja je prema uslovu (8.4.13)
konstantna, u polju spoljasnje sile stie potencijalnu energiju, U. Tada je njena ki-
neti¢ka energija jednaka razlici ukupne i potencijalne, E — U, §to zamenom u jed-
nacinu (8.4.16) daje:

2
_ h—Allf +Uy = Ey. (8.4.17)
2m

Time smo dobili opsti oblik stacionarne Sredingerove jednacine. Kada potencijalna
energija U ne zavisi eksplicitno od vremena, $to je slucaj koji ¢e nas iskljucivo inte-
resovati, vremenska zavisnost talasne funkcije je i za Cesticu u potencijalnom polju
data jednacinom (8.4.15), pri ¢emu E kao i pre predstavlja ukupnu energiju.

Vremenski zavisna Sredingerova jednacina za Cesticu ¢ija je potencijalna ener-
gija U je:

2
—?%f = Zh—mA‘P + U (8.4.18)

U poredenju s izrazom (8.4.8) poslednja jednac¢ina ima dodatni ¢lan kojim se opisuje
uticaj spoljasnjih sila na kretanje Cestice. Medutim, zbir ¢lanova na desnoj strani
predstavlja ukupnu energiju Cestice jer ¢lan sa Laplasovim operatorom odgovara ki-
netickoj energiji.

Sredingerova jednacina je po svojoj matematickoj strukturi parcijalna diferen-
cijalna jednacina u kojoj se javljaju prvi parcijalni izvod funkcije ¥ po vremenu i
drugi izvodi funkcije W po prostornim koordinatama. Sredingerova jednacina se
¢esto naziva i talasna jednacina iako njena formalna slicnost sa talasnom diferenci-
jalnom jednaCinom (D-3.1.14), Cije je jedno reSenje jednaCina ravnog talasa
(D-3.1.13) nije potpuna. Naime, Sredingerova jednacina je parcijalna diferencijalna
jednacina prvog reda po vremenu i drugog po koordinatama dok je talasna diferen-
cijalna jednacina drugog reda i po vremenu i po koordinatama. Zato je u formalnom
pogledu Sredingerova jednacina sli¢nija npr., diferencijalnoj jednacini iz klasi¢ne fi-
zike koja opisuje difuziju Cestica u prostoru i vremenu. Sa druge strane, stacionarna
Sredingerova jednacina (8.4.16) ima oblik jednacine stojecih talasa. Prema tome, u
svim slucajevima kada nas interesuje prostorna zavisnost talasne funkcije, naziv ta-
lasna je sasvim odgovarajuci. InaCe, izraz talasna funkcija za funkcije koje su
reSenja Sredingerove jednacine je svuda u Sirokoj upotrebi.

U opstem slucaju, talasna funkcija ¥ je kompleksna funkcija, pa joj zbog toga
nije mogude pripisati fizicki smisao. Medutim, proizvod funkcije ¥ i njoj konjugo-
vano kompleksne funkcije W je realna funkcija:

PYy* = (\p*e+é£[)(\p eféEt) = Yyy* (8.4.19)

kojoj se moZze dati fizicki smisao.
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8.4.1 Bornovo tumacenje talasne funkcije

Statisti¢ko tumacenje talasne funkcije W predloZio je Maks Born (Max Born,
1882-1970, za istraZivanja u kvantnoj mehanici a narocito za njenu intepretaciju do-
bija 1954. godine Nobelovu nagradu za fiziku). Potrebno je, medutim, istaci bitnu
razliku izmedu statistickog koncepta u klasi¢noj i kvantnoj mehanici. U klasi¢noj fi-
zici statistiCki pristup se koristi iz prakti¢nih razloga — za sisteme s ogromnim bro-
jem cestica nemoguce je poznavati pocetne koordinate i impulse svih Cestica. U
kvantnoj mehanici mora se pribedi statistickim predstavama jer postoji ogranicenje
moguénosti poznavanja pocetnih koordinata i momenata koje je sadrZano u relaciji
neodredenosti. Kvantna mehanika je suStinski statisticka disciplina — ona u principu
daje iskaze o verovatnocama i kada je re€ o sistemima sa malim brojem Cestica.

Originalno Sredingerovo tumacenje talasne funkcije, W, zasniva se na pret-
postavci o stvarnosti postojanja talasa materije. Cestica, na primer, elektron, ,,raz-
mazana” je u prostoru, a funkcija W (x, y, z, f) je povezana sa gustinom ,,elektron-
skog oblaka” u tacki sa koordinatama (x, y, z) i u trenutku ¢. Sama talasna funkcija,
posto je najceS¢e kompleksna, nije pogodna za opisivanje funkcije gustine (koja
mora biti realna). Umesto talasne funkcije gustini se pridruzuje proizvod W¥* koji
je realna funkcija. Medutim, ovakvo tumacenje talasne funkcije, nailazi na te§koce
pri opisivanju viSeCesticnih sistema. Na primer, talasna funkcija za dve Cestice
odredena je u Sestodimenzionom prostoru i nemoguce joj je pridruZiti stvarne talase
materije u smislu originalne Sredingerove ideje.

Born je 1926. godine predloZio da se proizvod YW proglasi funkcijom gus-
tine verovatnoce i ovakvo tumacenje talasne funkcjie predstavlja jedan od postu-
lata kvantne mehanike. Tako je u jednodimenzionom slucaju, Slika 8.4.1, verovat-
noca nalaZenja Cestice u intervalu (x, x + dx), u trenutku ¢ odredena je proizvodom:

Y(x,1) ¥ (x,0)dx.

Py

]
X X+dx x

Slika 8.4.1 Bornovo tumacenje talasne
funkcije u jednoj dimenziji. Proizvod ¥* Wdx
predstavlja verovatnoéu da se Cestica nade u
intervalu dx u okolini tacke sa koordinatom x.

Sli¢no, u trodimenzionom slucaju, verovatno¢a nalaZenja Cestice u elementu zapre-
mine dx dy dz data je proizvodom:
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W(x,y,2) ¥ (x,,2) dx dy dz. (8.4.20)

Proizvod W*W oznacava verovatnoéu po jedini¢noj zapremini (u jednodimen-
zionom slucaju po jedini¢noj duZini), dakle, predstavlja gustinu verovatnoce; ima
dimenzije reciproc¢ne zapremine (duZine). Verovatnoca nalaZenja cCestice u elementu
zapremine dx dy dz dobija se kada se W*W pomnoZi zapreminom elementa. U
koncanoj zapremini, V, verovatno¢u nalaZenja Cestice nalazimo sabiranjem verovat-
noca za elemenarne zapremine, tj., integraljenjem izraza (8.4.20) po celoj zapremini
V.

Dy = NZI‘P*‘de dy dz (8.4.21a)
\%4

gde je N konstanta normiranja. Problem normiranja se javlja otuda Sto je N'¥ jed-
nako dobro reSenje Sredingerove jednacine kao i samo ¥. Medutim, konstantu nor-
miranja lako izraCunavamo na osnovu toga S$to znamo da nalaZenju cestice bilo gde
u prostoru, odgovara siguran dogadaj, koji po definiciji ima jedini¢nu verovatnocu:

+00 400 400

sz j j WEWix dy dz = 1 (8.4.21b)

—o0 —c0 —oo

odakle reSavanjem po N nalazimo:

N = . (8.4.21¢c)

+00 400 400

‘[ ‘[ I‘I—’*‘de dy dz

—0 —oo —oo

Jednacina (8.4.21b) oznacava uslov normiranja talasne funkcije.

Bornovim tumacenjem koje je izraZzeno jednacinom (8.4.21a) posredno se
postavljaju zahtevi o matematickoj prirodi talasne funkcije. Talasna funkcija mora
da bude jednoznaéna, jer jedna Cestica ne moZe da ima razliite verovatnoce
nalaZenja u istoj tacki prostora, Slika 8.4.2a. Iz uslova normiranja sledi da talasna
funkcija mora da bude konacna u konacnom delu prostora jer integral (8.4.21a)
mora da bude konacan u svim delovima prostora, Slika 8.4.2b i 8.4.2c. Medutim, ta-
lasna funkcija moZe da li¢i na Dirkovu d-funkciju, tj., da ima jako veliku vrednost u
veoma malom delu prostora a da pri tome vrednost integrala ¥*W¥ po tom vrlo ma-
lom delu prostora bude konacna, Slika 8.4.2d. Ovakva talasna funkcija odgovara
Cestici koja ima tacno odreden poloZaj u prostoru.

Kako je Sredingerova jednacina diferencijalna jednadina drugog reda po
koordinatama, to talasna funkcija ¥ i njen prvi izvod moraju da budu neprekidni da
bi drugi izvod uopSte postojao, Slika 8.4.2f. U izvesnim slu¢ajevima uslov da prvi
izvod talasne funkcije mora da je, takode, neprekidna funkcija nije matematicki
strogo ispunjen. Na primer, na granici dve oblasti koordinata potencijal, a time i ta-
lasna funkcija, mogu da imaju skokovitu promenu. Ovo je slu¢aj kod Cestice u pra-
vougaonoj jami, o ¢emu ¢e u sledeéim poglavljima biti viSe reci.
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Slika 8.4.2 Primeri razliCitih funkcija: a) viSeznacna; b) neograni¢ena; c) neograniena u
odredenom opsegu; d) neogranicena u jednoj tacki; e) funkcija sa prelomom; f) neprekidna funkcija.
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8.4.2 Svojstvene funkcije i svojstvene vrednosti
Vratimo se sada stacionarnoj Sredingerovoj jednacini (8.4.17):

2

h —_—
—Z—mA\p+ Uy = Ey.

Levu stranu ove jednacine moZemo da shvatimo kao niz instrukcija za izvrSenje
odredenih matematic¢kih operacija nad talasnom funkcijom ¥. Treba, dakle, da se
odrede drugi izvodi funkcije ¥ po koordinatama (Laplasov operator) i da se po-
mnoZe sa -h%(2m), a ovaj rezultat treba sabrati sa proizvodom talasne funkcije i po-
tencijalne energije U. Desna strana Sredingerove jednacine je jednostavno proizvod
talasne funkcije ¥ i nekog odredenog broja (vrednosti energije E). Niz instrukcija s
leve strane Sredingerove jednacing predstavlja kvantnomehanicki operator ukupune
energije i obi¢no se obelezava sa H :

N 2 N
H=(E), = - Zh—mA+ Ur). (8.4.22)

U je oznaka operatora potencijalne energije. Koriste¢i prethodnu jednacinu, vre-
menski nezavisnu Sredingerovu jednacinu napisaéemo na slede¢i nacin:

Hy = Ey (8.4.23)
dok vremenski zavisna Sredingerova jedna¢ina ima oblik:

LAY -
ih=- = HY (8.4.24)
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ReSavanje jednacine (8.4.23) odnosno (8.4.24) sastoji se u nalaZenju partiku-
larnih reSenja ¥, koja zadovoljavju odredene grani¢ne uslove. Takve funkcije W,
nazivaju se svojstvene funkcije operatora H, a energija E naziva se svojstvena
vrednost operatora energije. Sama Sredingerova jednacina predstavlja, dakle, u ma-
tematickom smislu svojstveni problem operatora energije.

Skup svojstvenih vrednosti naziva se spektar svojstvenih vrednosti. On moze
da bude diskretan i kontinualan. Ako odredenoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija (pri tome treba da se ima na umu da se svojstvene
funkcije koje se razlikuju samo za stalni ¢inilac smatraju identicnim), ta svojstvena
vrednost naziva se nedegenerisanom. Svojstvena vrednost, kojoj odgovaraju dve ili
viSe linearno nezavisnih svojstvenih funkcija, je degenerisana.

Ako se sistem moZe nalaziti u stanjima koje opisujemo funkcijama y,, ,....y,,
koje su svojstvene funkcije istog operatora (pri istoj svojstvenoj vrednosti), onda se
stanje sistema moZe opisati i funkcijom y=c,y,+¢,y,+... koje je linearna kombina-
cija funkcija y,, y,. Takva funkcija, takode, je SVOJStVCna funkcija 1st0g operatora.
Linearnom kombinacijom talasnih funkcija izraZzavamo princip superpozicije.

Prema postulatu kvantne mehanike, dinamickim promenljivim kao Sto su
koordinata, impuls, moment impulsa, energija, pridruzuju se, tako da uzajamno za-
dovoljavaju odredene komutacione jednacine, kvantnomehanicki operatori. Za
svaki od ovih operatora mogu da se napisSu jednacine svojstvenih vrednosti sli¢ne iz-
razu (8.4.23):

Qy = oy (8.4.25)
gde su y svojstvene funkcije operatora ., a ® njegove svojstvene vrednosti. Kako
su dinamicke promenljive veli¢ine koje, uopSte uzevsi, mogu da se mere, svojstvene
vrednosti ® moraju da budu realne. Kvantnomehanicke operatore prikazujemo (kao
i u slu¢aju operatora energije) u tzv. koordinatnom predstavljanju (postoje i drukcija
predstavljanja, npr. impulsno). U ovom predstavljanju koordinatama poloZaja x, yiz
pridruZuju se operatori poloZaja x, y i z koje jednostavno tumacimo kao ,,pomnoZiti
sa x”. Komponentama impulsa p,, p, p, pridruZuju se operatori:

~ h d ~ h o ~ hd
-= : L= 8.4.26
iox” D7 idy’ P55z ( )
Operator impulsa moZemo formalno da odredimo pomoc¢u poznatog operatora ener-
gije H, jednacina (8.4.22). Kada je potencijalna energija U jednaka nuli, energija E
je samo kineticka (7):

~ 2 2
= 2mE; p? = 2m(T) = 24—%5—} =p = 2L

Od dve moguée vrednosti za p, uzima se ona sa pozitivnim znakom.
Kvantnomehanicki operatori drugih vaznih dinamickih promenljivih dobijaju
se tako Sto se ove veliCine izraze preko koordinata i impulsa, koji se zatim zamene
odgovaraju¢im operatorima.
Tako se, momentu impulsa 1 pridruZuje operator momenta impulsa l{,p :
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i jok Pk
I=7xp=|xy —>Z,,_% ; ; S (8.4.27)
p. Py P 3% 3y -

a komponentama momenta impulsa /,, [, i [, pridruZuju se operatori:

I, = ypz—zpy—ﬁx = %(ya%‘za@)

y
“ k{0 d
l,=zp.—xp, =1, = ;(za—x —xa—z) (8.4.28)

l.=xp,—yp —>2,=&(xi—y%)
‘ Y 0T diVdy o/

Postulatom kvantne mehanike definiSe se srednja vrednost ili o¢ekivana vred-
nost operatora [videti relacije (D-8.4.15) i (D-8.4.18)], kao i disperzija rezultata me-
renja neke dinamicke promenljive sistema, koju ¢emo oznaciti sa Q kada se njeno
merenje ponovi mnogo puta. PomnoZimo prvo (8.4.25) funkcijom y* (koja je konju-
govano kompleksna funkciji ) i integralimo po ¢itavom prostoru:

I\p*fzwdv

0 " .
[ yav

(8.4.29)

Prema jednacini (8.4.29) se kao rezultat preciznog merenja dinamicke promenljive
Q kada je y svojstvena funkcija operatora € dobija vrednost ® . Kada je, medu-
tim, sistem u stanju Y, pri ¢emu je Y dobijena npr. reSavanjem svojstvenog prob-
lema (8.4.23) ali nije svojstvena funkcija operatora € , kvantnomehanickim postula-
tom se definiSe ocekivana vrednost operatora (ili srednja vrednost) (Q) :

I\p*fz\pdv

(Q) =
v wav

(8.4.30)

Kada je npr. operator Q jednak operatoru impulsa tada se izraCunavanjem desne

strane jednacine (8.4.30) dobija srednja vrednost impulsa Cestice za stanje . Dis-
perzija rezultata merenja [videti i (D-8.4.21)] dobija se iz relacije:



352 8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

V@) yav
((Q-(Q))) = - - (8.4.31)
v wav

8.4.3 Struja gustine verovatnoée
DODATAK 8.4
D-8.4.3 Jednacina kontinuiteta

Pokaza¢emo u tekstu koji sledi da funkcija gustine
verovatnoée zadovoljava neku vrstu jednacine
kontinuiteta koja nam je poznata iz mehanike
fluida. Podseti¢emo se sada u pojednostavljenom
vidu o ¢emu je tu rec.
Uzmimo zapreminu u obliku kocke. Neka su ivice
kocke postavljene duz koordinantih osa, x, y i z,
x  Slika D-8.4.1 Pustimo da u ovu zapreminu utice
tecnost i to paralelno x-osi. Gustinu struje (fluksa)
tecnosti oznaci¢emo sa:

Slika D-8.4.1 Uz fluks gustine verovatnoce. - ~
s(x,y,2) = s.x, 3, 2)i .

Ako je kocka dovoljno mala, tada s.(x, y, z) moZe da se smatra stalnim duZ cele stranice

kocke. Koli¢ina te¢nosti koja utice kroz levu stranu kocke, u jedinici vremena je:

s.(x,y,z) dy dz. (D-8.4.24)
Koli¢ina te¢nosti koja istic¢e kroz desnu stranu kocke je:
—s(x+dx,y,z7) dy dz (D-8.4.25)
ili priblizno:

ds.(x,y,2)

dx dy dz.(D-8.4.252a)
ox

—s(x +dx,y,z) dy dz = —s.(x,y,2) dy dz—

Promena kolicine te¢nosti unutar zapremine jednaka je algebarskom zbiru izraza (D-8.4.24) i
(D-8.4.25a):

9s.(x,y,2)
ox

_8 sdx,v,2)

s (x) dy dz—s.(x) dy dz— P

dx dy dz = dx dy dz. (D-8.4.26)
Ako bismo posmatrali proticanje tecnosti u pravcu y-ose [s(x, »z) = s5,(xy, 2)7 od-

nosno z-ose s(x, y,z) = s.(x,y, z)k ] promena koli¢ine te¢nosti iznosila bi:

—asy/ d dx dy dz, odnosno —asz/ 0z , dx dy dz, saglasno izrazu (D-8.4.26). U
opsStem slucaju gustinu struje tecnosti koja protice u proizvoljnom pravcu prikazacemo vekto-
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rom: g(x, v, 2) = s:(x, y, z)? +5,(x,y,2)j +s.(x,y, 2)k, pa bi u tom slucaju promena

koli¢ine te¢nosti unutar zapremine iznosila -V - s, gde je V vektorski operator:

9,05, 07

Ako se ukupna koli¢ina tecnosti odrZava (a to je slu¢aj kada unutar zapremine nema ni izvora
ni ponora), promena koli¢ine te¢nosti koja nastaje, jednacina (D-8.4.26) mora da se nadok-

nadi promenom gustine P :

%—‘;dxdydz (D-8.4.27)
S$to ¢emo napisati na sledeci nacin:
dp  Os
-=+—==0 D-8.4.28
ot o ( )

za slucaj prostiranja fluida u pravu x-ose i:

9p c_
Liv.s=o0 (D-8.4.282)

u opsStem slucaju. Jednacine (D-8.4.28) i (D-8.4.28a) predstavljaju jednacine kontinuiteta.

Pomocu funkcije gustine verovatnoée W*W moZe da se odredi verovatnoca
nalaZenja Cestice u nekoj zapremini V. Nekada nas, medutim, zanima broj cestica
koje prolaze kroz neku povrSinu u jedinici vremena ili fluks Cestica. Naslu¢ujemo
da bi odredena kombinacija funkcija gustine verovatno¢e mogla da se poveZe i sa
fluksom cestica. U proracunu koji je izveo Maks Born moZe da se pokaZe da funk-

cija YW* ostaje stalna i da eventualni viSak WW#* koji nastaje u nekom trenutku i

na nekom mestu mora da se nadoknadi manjkom WW* na nekom drugom mestu.
Pokazacemo sada da funkcija gustine verovatno¢e zadovoljava jednacinu po obliku
analognu jednacini kontinuiteta [videti jednac¢inu (D-8.4.28) i (D-8.4.28a)] koja nam
je poznata iz mehanike fluida.

Izveséemo sada ovu jednadinu. Napisaéemo prvo vremenski zavisnu Sredin-
gerovu jednacinu (8.4.18):

2
—?aa;f = - Zh—mA‘P + UY (8.4.32)

i njoj odgovarajucu jednacinu Cije je reSenje konjugovano kompleksna funkcija W*:

* 2
LR SO (8.4.33)
i ot 2m
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Prvu jednacinu (8.4.32) ¢emo pomnoziti sa —¥'*, a drugu (8.4.33) sa ¥, a zatim ih
sabrati:

0¥ ¥ h
Rk - * *
l(‘P 3 +¥Y— Bt) (‘P AY - PAYH)

ili u jednodimenzionom slucaju:

oY aw*) Zm(qjaw \Pazw*)

*Z
l(\P at ¥ at ax a_x2

Prethodni izraz moZemo da napiSemo i u obliku:

o aw*n = 0- (8.4.34)

_(\P*\P) ax[Zml(\P ox -F dx

Sada moZemo da uporedimo jednadinu (8.4.34) sa jednacinom kontinuiteta
(D-8.4.28). Jednacina (8.4.34) ima istu strukturu kao hidrodinamicka jednacina, s

tim Sto ulogu gustine p ima funkcija WY*¥ dok izraz:

5= Zm(ql*aa\j: \Pa;)‘c*)

predstavlja struju gustine verovatnoc¢e. Ovom veli¢inom ozna¢avamo verovatnocu
da Cestica u jednoj sekundi prode kroz povrSinu u smeru pozitivne normale na tu
povrSinu. U opStijem, trodimenzionom slu¢aju, jednacina odrZanja (8.4.34) moZe da
se napiSe i u slede¢em obliku:

(8.4.35)

E%(‘P*‘PHV'E =0 (8.4.36)

pri ¢emu bi sada S predstavljao vektor struje gustine verovatnode:

s

—ﬂ(‘P*V‘P - PVY¥#)- (8.4.37)
2m
Ako se izraz (8.4.36) integrali po nekoj zapremini V, dobija se:

a%jw*w dV = —[VS dV = §S-dA (8.4.38)
\%4

gde je dZ povrSinski element koji je jednak veli¢ini povrSine dA, a usmeren je isto

kao i pozitivna normala na tu povrSinu. Dakle, integral vektora S po povrSini A daje
verovatnocu prolaska Cestice kroz tu povrsinu u jedinici vremena. Desni deo jed-
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nacine (8.4.38) dobijen je primenom Stoksove (George Stokes, 1819-1903, engleski
fizi¢ar i matemati¢ar) jednacine pomocu koje trostruki integral po zapremini V moZe
da se zameni povrSinskim integralom po zatvorenoj povrSini koja obavija zapre-
minu V.

Integral jednacine (8.4.34) izmedu koordinata x, i x,, glasi:

A fegmpyge| - (O (gud® @ oo
s Jwrwax | = o a—x[(w = v )de = S(x) = S(x,)- (8.4.39)

Kako smo formalno pokazali ranije, jednacina (8.1.29), kretanje Cestice u pra-
vcu x-ose sa impulsom p (takode u pravcu x-ose) i amplitudom W, mozZe da se pri-

kaZe De Broljijevim talasom:

i
- h(Et —px)

\P = \Poe
NapiSimo sada konjugovano kompleksnu funkciju ovoj funkciji:

é(Et—px)

P* = Woe

IzraCunajmo zatim struju gustine verovatnoce:

v P i
*pY — Wi, * 7L _ Loy g I wx
W = W WESS = Spwey; W o Ly
; p
S = —ﬂ(\}'*ai'—\}'ai) =2y = gl (8.4.40)
2m ox ox m

Jednacinom (8.4.40) pokazali smo to da struja gustine verovatnode ili verovatnoca
da Cestica prode kroz neku povrsinu zavisi i od brzine kretanja cestice, $to se moglo
i o¢ekivati. U slede¢em poglavlju, pri odredivanju koeficijenata propustljivosti raz-
li¢itih barijera vratiéemo se ponovo na izraz (8.4.39) odnosno na struju funkcije gus-
tine verovatnoce.

8.5 STACIONARNA SREDINGEROVA JEDNACINA
DODATAK 8.5

D-8.5.1 Dirakova delta funkcija

O (delta) funkciju (Dodatak D-8.2), uveo je P. Dirak (Paul Adrien Maurice Dirac,
1902-1984, bitno doprineo razvoju kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike, podelio sa
E. Sredingerom Nobelovu nagradu za fiziku 1933). Delta (8) funkcija definie se kao:
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0 x=0
o =
() {m Y

_[S(x)dx = 1.

oo

(D-8.5.1)

(D-8.5.2)

Jedno od najvaznijih svojstava & funkcije, koje, naravno, matematic¢ki moZe da se dokaZe, je:

+oo

[ 8Cofx)dx = f(0).

Prethodni izraz mozZe da se napiSe u obliku:

+oo

[8(x—a)fx)dx = fa)

Podsetimo se na to da se svaka funkcija f(x) moZe razviti u Furijeov red:

+o0

f(x) = j a(k)e™ dk

—oo

dok se koeficijenti razvoja dobijaju iz jednacine:

+o0

a(k) = Zin j f(x)e ™ dx

d-funkcija, takode, moZe da se razvije u Furijeov red:

+ oo

S(x) = 2in j e ™ dk

a koeficijent a(k) je:

(D-8.5.3)

(D-8.5.4)

(D-8.5.5)

(D-8.5.6)

(D-8.5.7)

(D-8.5.8)
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8.5.1 Mlaz elektrona

Posmatrajmo mlaz elektrona Cija je kineticka energija E i koji se krece

brzinom v(= 4/2E/m) u pravcu ose x. U ovom slucaju potencijalna energija U Ces-
tice (elektrona) jednaka je nuli, pa stacionarna Sredingerova jednacina glasi:

Iy 2m

—Y+=FEy = 0. (8.5.1)

o w
Jednacina (8.5.1) je standardna diferencijalna jednacina drugog reda Cije reSenje
traZimo u obliku ¢ = ¢"™. Zamenjivanjem pretpostavljenog resenja i njegovog dru-
gog izvoda u (8.5.1), dobija se karakteristi¢na kvadratna jednacina:

2m

r2 + ?E =0
koja ima dva kompleksna korena:
Vi = iém = +ik; k= «/ZFZH—E

Posto se elektron slobodno krece, sa impulsom p u pravcu x-ose, njegova energija
je kineticka, pa vaZi:
2 2
h
E=2 _ -
2m  2mh

Impuls elektrona p u navedenoj jednacini zamenili smo (prema De Broljijevoj jed-
nacini) koli¢nikom 2/A gde je A De Broljijeva talasna duZina pridruZena elektronu
koji se krece brzinom v . Sada reSenja karakteristicne jednacine dobijaju oblik:

pa diferencijalna jednacina (8.5.1) ima dvareSenja, Y ,i VY

i i 2mi i i —27i
EA/Z’"EX BPx 2 —Eﬁ/ 2mEx —Px T

y, = Ae =Ae =Ae” ; VyY,=Be =Be" =Be

8.5.2)

A i B su konstante normiranja. Funkcije ;1 W, suneprekidne i konacne u celom
opsegu za bilo koju, pozitivnu vrednost energije E. U ovom slucaju_spektar svo-
jstvenih vrednosti energije je kontinualan. Kako postoje dva reSenja Sredingerove
jednacine za istu vrednost energije, stanje moZe da se smatra i dvostruko degenerisa-
nim.
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Da bismo razumeli poreklo ove degeneracije, napisaéemo operator impulsa,
jednacina (8.4.26) i odrediéemo rezultat njegovog delovanja na funkcije Wy, i Yy

~ d _hd

= —jh— = = —. 8.53
P Max T idx ( )
U jednacinama koje slede umesto p, pisaCemo samo p, podrazumevajuéi da je re¢ o
impulsu Cestice koja se kree u pravcu x-ose. Primenimo prvo operator impulsa na
funkciju Y :

hd hd(, i
ST = YE(Aeh ) = py, (8.5.4)
a zatim na talas y,:
hd —_hd(, i
YZ—x\lfz = YZ—X(BQ h ) = —p\lfz' (855)

Vidimo da jednacine (8.5.4) i (8.5.5) imaju oblik jednacine svojstvenih vrednosti jer
se dejstvom operatora na funkciju dobija ista ta funkcija pomnoZena nekom kons-
tantom. MoZemo, takode, da zakljuc¢imo da su svojstvene funkcije operatora ener-
gije istovremeno i svojstvene funkcije operatora impulsa, ali tako da svojstvenoj
funkciji y, odgovara svojstvena vrednost +p, a svojstvenoj funkciji W, odgovara
svojstvena vrednost -p. To znaci da dve talasne funkcije W, i Y, odgovaraju
stanjima Cestice istog intenziteta impulsa ali suprotnog smera kretanja, Slika 8.5.1.
To dalje znaci da se pomoc¢u znaka u eksponentu talasne funkcije odreduje smer kre-
tanja Cestice duz odredene ose.

Posmatrajmo sada funkciju y koja je linearna kombinacija funkcija y, i

Yo

i pX i pX
; h]

¥ =y, +V\, = Ae" +Be (8.5.6)

sa ciljem da utvrdimo da li je i funkcijay svojstvena funkcija operatora impulsa.
ReSenje W (x), jednacina (8.5.6.) uz pomo¢ Ojlerove formule:
+ip

e = cosp tisinp

moZe da se napiSe u trigonometrijskom obliku:

Y(x) = Ccoskx + Dsinkx; k :ép (8.5.7)
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pri ¢emu su konsantne C i D povezane sa A i B iz jednacine (8.5.1) sledeéim ve-
zama:

C =A+B; D = i(A-B).

Neka je D u jednacini (8.5.8) jednako 0, Sto znadi da je y = Ccoskx . Ispitatemo
sada dejstvo operatora impulsa na ovu funkciju:

ﬁ\p = éi(Ccoskx) = —k—,thinkx. (8.5.8)
idx i

Poslednja jednacina nema oblik jednacine svojstvenih vrednosti jer se dejstvom
operatora ne dobija ista ta funkcija (pomnoZena nekim ¢iniocem), pa ovakva funk-
cija nije svojstvena funkcija operatora impulsa, te, prema tome, ne predstavlja
odredeno stanje Cestice sa odredenim impulsom p. PokuSajmo da rastumacimo i
zaSto. Napisa¢emo funkciju cos kx kao zbir dva ¢lana:

Y = Ccoskx = %Ce””+ %Ce*"’”‘. (8.5.9)
o i ’
O

Slika 8.5.1 Talasne funkcije kod
linearnog kretanja.

Funkcija y izraZena jednaCinom (8.5.9) predstavlja kombinaciju ili bolje receno
slaganje (superpoziciju) dva stanja. Jedno stanje odgovara kretanju Cestice udesno, a
drugo predstavlja kretanje Cestice ulevo.

Podvucimo da se kod funkcija sa kontinualnim spektrom svojstvenih vred-
nosti kao u ovom slucaju dobija:

‘[\p “y¥dx = ‘[Aeﬁp : Aeiﬁmdx = ‘[Azdx — o0 (8.5.10)
zbog Cega talasna funkcija mora da se normira na poseban nacin. U ovakvim sluca-

jevima obi¢no se vr§i normiranje na tzv. d-funkciju. MoZe da se zapazi da integral
proizvoda talasnih funkcija ima oblik §-funkcije razvijene u Furijeov red:

+oo

Az_[eg(lpmdx o 3(p—p) o« 8(0). (8.5.11)

—oo
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Razvoj 8 funkcije razvijene u Furijeov red ima oblik:

_ 1 N ikx
8(x) = Z—EIe dk (8.5.12)

—oco

pa se uporedivanjem jednacina (8.5.11) i (8.5.12) dolazi do vrednosti konstante nor-
miranja A:
A= L

>nh (8.5.13)

S =

a talasna funkcija (odnosno svojstvena funkcija operatora impulsa) Yy konacno ima
oblik:

v= Lo (8.5.14)

Jh

Na Slici 8.5.2 prikazana je zavisnost realnog dela funkcije Y od koordinate x, jed-
nacina (8.5.2). Period ove oscilatorne funkcije jednak je De Broljijevoj talasnoj duZini koja je
pridruZena elektronu, A = (h/p). Na Slici 8.5.2 prikazana su dva slu¢aja: u prvom, elektroni se
krecu sa impulsom p, a u drugom slucaju njihov impuls je pet puta ve¢i u odnosu na pret-
hodni.

Re W4
a
\/ * ]
A
Re¥Y
L1 MR
UU U UU V \] X Slika 8.5.2 Realni deo reenja Sredingerove
jednacine za mlaz elektrona koji se slobodno

krece duz x-ose: (gore) mlaz sa impulsom p;
A (dole) mlaz sa impulsom 5p.

8.5.2 Prolaz Cestice kroz potencijalnu barijeru: energija cestice E je
veca od potencijalne energije barijere U, E > U

Posmatrajmo cesticu, na primer, elektron koji, kre¢uéi se u pozitivnom smeru
x-ose kroz oblast I, nailazi u tacki x = O na oblast II, Slika 8.5.3. U oblasti I (x <0)
potencijalna energija U Cestice jednaka je nuli, pa je ukupna energija E Cestice jed-
naka njenoj kineti¢koj energiji. U okolini tacke x = 0, pod dejstvom polja sile, po-
tencijalna energija (ili potencijal) Cestice se menja skokovito do neke stalne vred-
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nosti U za x 20. Slikovito receno, oblast II predstavlja potencijalnu barijeru
(prepreku) za Cesticu. Kako ukupna energija mora da se odrZava (a ona je zbir ki-
neticke i potencijalne energije), sledi da u oblasti II Cestica ima kineticku energiju T
= E - U. IzraCuna¢emo sada verovatnocu da Cestica koja dolazi s leve strane (U = 0)
prode kroz potencijalnu barijeru, odnosno da se odbije od nje i da se vrati nazad.
Napisademo stacionarne Sredingerove jednacine za oblasti 11 II:

2 2
I ?gﬁ’;l_;"w = 0; —eo<x<0 (85.15)
X
2 2
1 fcll_‘zhg’;lzm(g_ Uy =0;  0<x< +oo. (8.5.16)
X

Kao i u prethodnom primeru za svaku od diferencijalnih jednacina (8.5.15) i
(8.5.16) dobijamo po dva reSenja. Kao resenje uzimamo, medutim, njihovu linearnu
kombinaciju koja je, saglasno svojstvu slaganja (superpozicije) koje ove diferenci-
jalne jednacine imaju, takode resenje:

ik k x

Ly (x)=Ae lX+Ble7il ; —eo<x<0, k, = 2TRA/ZmE (8.5.17)

I y,(x) = Azeikzx + Bzeiikzx; 0<x<o0,k, = 2771:A/2m(E— U). (8.5.18)

U jednacinama (8.5.17)1 (8.5.18) A,, B;, A, 1 B, su konstante a i imaginarna jedinica. Iz-
raz:

1
Ale

predstavlja tzv. upadni talas v, ili talas koji se kre¢e u pozitivhom smeru x-ose u
oblasti I, pre nailaska na barijeru. Talas reflektovan barijerom y,, krece se u nega-
tivnom smeru x-ose, pa hjemu odgovara drugi ¢lan jednacine (8.5.17):

—iklx
B,e
Izraz:

ik, x

Aze

predstavlja talas koji se krece u pozitivnom smeru x-ose u oblasti II i to je talas koji
je proSao kroz barijeru. Talas koji bi se u oblasti II kretao zdesna nalevo prikazali
bismo jednacinom:

—ik,x

B,e

Ovaj talas nema fizickog smisla i zato je konstanta B, = 0. Prema tome, talasna fun-
kcija v, iz (8.5.18) postaje:
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ik,x

Yy, (x) = Ase (8.5.19)
Koristeéi slicnost iz optike moZemo da kazemo da se upadni talas pri nailasku na
granicu dveju sredina deli na reflektovani i propusteni talas. Izracunaéemo sada
koeficijente propustljivosti 7T i refleksije R. Koeficijent propustljivosti predstavlja
deo ukupnog broja Cestica koji prolazi u oblast II, dok koeficijent refleksije predsta-
vlja deo Cestica koje barijera odbija unazad. Zbir koeficijenta propustljivosti i ref-
leksije mora da bude jednak jedinici. U jednom stacionarnom stanju, struja gustine
verovatnoce mora da bude stalna jednacina (8.4.35). Zato, logic¢no, i sledi da struja
gustine verovatnoce u sredini I, S;, mora da bude jednaka struji gustine verovatnoce
u sredini IL, S;;. Izratunacemo sada, na osnovu jednacine (8.4.35), struju gustine ve-
rovatnoce u sredini I i u sredini II.

_ ik *a\lfl a\lf*
Sl(x) = —Z—rn(llflg —\lfl—a;c—). (8.5.20)

Uzimajuéi u obzir da je funkcija W, odredena jednacinom (8.5.17), a da je njoj
konjugovana funkcija:

X

—ik,x ik,
y¥ (x) = Aje  +Be
dobija se za struju gustine verovatnoce u svakoj tacki x sredine, I, izraz:

hk,

S, = 7(A%—B%) = Al —v,B.. (8.5.21)

Kako je funkcija y, dataizrazom (8.5.19), a njoj konjugovana funkcija je:

—ik,x

v, (x) = Ase

struja gustine verovatnoce u svakoj tacki sredine II iznosi:

hk v
Sy = —2A3 = 1,A] (k2 = m—z) (8.5.22)
m h
U stacionarnom stanju je S, = Sy;, pa se dobija:
v,A7 —V,B; = V,A; (8.5.23)

v, i v, su brzine kretanja Cestica u sredinama I i II. Kada jednacinu (8.5.23) pode-
limo proizvodom v,A?, koji oznacava upadnu struju gustine verovatnoée, dobijamo:

2 2 2 2
&+DZ—AZ=R+T=1:>T=DZ—A;; —%.

> 5 = (8.5.24)
Al DIA] DlAl Al
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Kako i sledi iz jednacine (8.5.24) koeficijent propustljivosti zavisi od odnosa brzina
Cestice u dvema sredinama kroz koje se prostiru upadni i propusteni talas. Upadni i
reflektovani talas prostiru se samo kroz sredinu I, pa u koeficijentu refleksije zavis-
nost od brzine ne postoji. Prema tome, da bismo izracunali udeo propustenih od-
nosno reflektovanih Cestica, treba da odredimo koli¢nik konstanti B, i A; odnosno A,
i A,. Ove konstante odredi¢emo iz uslova neprekidnosti talasne funkcije i njenih iz-
voda na granicama intervala:

v,0) = (0 y,(0) = v, ’(0). (8.5.25)
1z (8.5.17) 1 (8.5.19) odmah dobijamo:
l|Il(O) = A +B
\pz(O) = A,.

Da bismo iskoristili drugi deo uslova (8.5.25) treba da odredimo izvode talasnih
funkcija:

X

\l’l,(.x) = iklAleile_ileleiik
’ . ikz"
v, (x) = ikAye .
Na granici oblasti I i II:

v, (0) = ik,A, —ik,B,
l|12,(0) = iszz.

Uslovi (8.5.25) dobijaju sada svoj posebni oblik:

iklAl_ilel = iszz. (8527)

EliminisSucéi A, iz (8.5.26) i (8.5.27), nalazimo vezu izmedu koeficijenata B, i A;:

B, = —L—224A,.
YTk + k!

Kako smo ranije istakli, odnos koeficijenata B, i A, dignut na kvadrat daje udeo Ces-
tica koje barijera reflektuje, Sto je koeficijent refleksije. Kako se vidi (B,/A,)?% jed-
nako je odnosu kvadrata modula reflektovanog i upadnog talasa:

ik x —ik,x

B W,‘I’i B Bie "Bie

* —ikx ik x
wuwu Ale Ale

W-G- G e

R
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R se naziva koeficijent refleksije. Koeficijent propustljivosti 7 koji daje udeo Cestica
koje prolaze kroz barijeru je:

kik, J1-U/E

T=1-R=4 =4 (8.5.29)

(ki+k) (1+J1-U/E)

Na osnovu jednacine (8.5.28) i (8.5.29) moZemo da izaCunamo udeo Cestica sa ener-
gijom E koje bivaju reflektovane barijerom, odnosno Cestica koje prolaze kroz bari-
jeru energije U. Za razlicite vrednosti odnosa U/E izracunati su koeficijenti reflek-
sije R i koeficijenti propustljivosti 7, a ovi rezultati prikazani su u Tabeli 8.5.1.

Tabela 8.5.1. Koeficijent refleksije i propustljivosti za razlicite vrednosti E/U, gde je E energija
Cestice, a U potencijalna energija barijere.

U/E R T

0,1 0,0007 0,9993
4 0,0161 0,9839
6 0,0507 0,9493
0,8 0,1459 0,8541
0,9 0,2700 0,7300
0,95 0,4026 0,5974
0,99 0,8182 0,1818

Rezultati koji slede iz (8.5.28) i (8.5.29) bitno se razlikuju od onih koje oceku-
jemo na osnovu zakona klasi¢ne fizike. Klasi¢na Cestica koja ima energiju vecu od
visine barijere, sigurno bi prosla u oblast II, §to oznac¢avamo sa 7=11R = 0. Iz pret-
hodnih jednacina, medutim, vidimo da uvek postoji odredena verovatnoca da se ces-
tica reflektuje — osim u slucaju da visina barijere U — 0 ili kada bi Cestica imala
beskonacno veliku energiju, E — oo, R — 0 odnosno 7' — 1.

5 Na Slici 8.5.3 prikazan je realni deo funkcije Y(x) koja je dobijena kao reSenje
Sredingerovih jednacina (8.5.15) i (8.5.16). Kao S§to se vidi, barijera ne uti¢e na
amplitudu funkcije. Kako cestica u sredinama I i Il ima razlicite kineticke energije E
i E— U, redom, to se i De Broljijeve talasne duZine Cestice u sredinama I i II razli-
kuju. Tako je: A;< Ay jer je p; > py; poSto iz De Broljijeve jednacine sledi da je A,

=h/py=W2mE ad;=h.J2m(E-U).

8.5.3 Prolaz cCestice kroz potencijalnu barijeru: energija cCestice E
manja je od potencijalne energije barijere U, E < U

Posmatrajmo kretanje Cestice (elektrona) u pozitivnom smeru x-ose, pri cemu
Cestica iz oblasti I nailazi u ta¢ki x = 0 na oblast II, Slika 8.5.4. U oblasti I (x < 0)
potencijalna energija Cestice jednaka je nuli, pa je energija E Cestice po svom obliku
kinetic¢ka. U oblasti II (x = 0) potencijalna energija Cestice menja se skokovito do
neke stalne vrednosti U, pri ¢emu je sada U > E. Klasi¢na mehanika ne predvida
moguénost da Cestica prodre u oblast II sleva nadesno. Naime, jednakost ukupnih
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1 1 /i
i
l U
0] X
I
Slika 8.5.3 Prolaz Gestice kroz potencijalnu ~ Re ¥ |
barijeru — ukupna energija Cestice E veca je od —4——- ;
visine barijere U, E > U. Posto se impuls Ces- yI 7\ A\ /R 1I
tice smanjio usled prolaska kroz barijeru, T T T x
smanjila se u¢estanost odnosno povecao se pe- \/ : \/ ] \/ I \/
riod talasne funkcije, pri ¢emu je amplituda y e e T N
ostala ista. A Ay

energija Cestice u oblasti I i u oblasti II mogla bi u ovom slucaju da bude zadovo-
ljena samo kada bi bile moguée negativne vrednosti kinetickih energija [E = U +
(-T]. Kako je ovo nemoguce, nemoguce je i da Cestica prodre kroz potencijalnu
barijeru. Ispitacemo sada Sta predvida kvantna mehanika u ovom slucaju.

1 1 1

I X
|
Re ‘PA :
|
) I |

Slika 8.5.4 Prolaz Cestice kroz yI 7\ ﬂ\ /\

potencijalnu barijeru; energija ce- | |

stice £ manja je od potencijalne : : X
energije barijere U. Barijera ,,pri- | |
guSuje” talas, pa se amplituda ta- | |
lasa y asimptotski pribliZzava nuli. le——!

Napisaéemo Sredingerove jednacine koje se odnose na stanje Cestice u oblasti
Lill:

d 2
d—\li'+87;l—2m’5‘lfl = 0: o <x<0 (8.5.30)
X
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1n: v, L8mm

dx’ h’

(E-U)y, =0; 0<x< +oo. (8.5.31)

Resenja ovih jednacina su:
ik x —ikyx 2n
L y(x) =Ae +Be ; —o<x<0, k = TA/ZmE (8.5.32)

Iy, (x) = Azekzx + Bzeikzx; 0<x< o,k, = 2771:A/2m(U— E). (8.5.33)

. . ik, x " .
Kao i u prethodnom poglavlju sa y,= Aje ' oznaci¢emo upadni talas, a sa

Y= Blefik'x reflektovani talas. Priroda reSenja u oblasti II sada je drukcija — kako je

U > E, talasna funkcija za x > 0 nema oscilatorni ve¢ eksponencijalni oblik. Da bi
funkcija ¥, bila kona¢na za sve vrednosti x-koordinate, moramo da izaberemo

A,=0 (inace bi Yy, — oo kada x — o0). Prema tome, u oblasti II talasna funkcija ima
eksponencijalno opadajuéi oblik:

2

v,(x) = Bye . (8.5.34)
Koeficijente refleksije R i propustljivosti T nalazimo kao u slucaju kad je U< E:

v (0) = A, +B,

v,(0) = B,.

Izvodi funkcija ¥ iy, su:

k

, . ik x . ~ik x , . .
\lIl (.x) = lklAle _llele ;\lIl (O) = lklAl_llel

W, () = ~kBoe Ty (0) = —k,B,.

Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i njenih izvoda na granici oblasti I II glase:

Al +Bl = 32
iklAl _ilel: _szz.

Uklanjanjem B, iz ovih jednacina nalazimo:
Al(ikl + kz) = Bl(ikl - kz).

Koeficijent refleksije odredi¢emo, kao i ranije, iz jednacine:
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_ v, VY, - B,

2 _ BB, _ iki+kyiki—k, _ 1 (8.5.35)
\Vlu\p]u Al

R =L , -
AIAT lkl —kzlkl +k2

Koeficijent propustljivosti 7=1 — R=0. Ovakav rezultat mogao je odmah da se do-
bije i proratunom vrednosti struje gustine verovatnoce u sredini II pomocu jed-
nacine (8.4.35). S obzirom na oblik funkcije y, , jednacine (8.5.34), ovaj fluks mora
da bude jednak nuli. Dobili smo rezultat koji se na prvi pogled uopSte ne razlikuje
od klasi¢nog: Cestica koja ima energiju £ manju od visine potencijalne barijere, pot-
puno se reflektuje pri nailasku na barijeru. Pa ipak, postoji jedna bitna razlika. Gus-
tina verovatnoce nalaZenja Cestice u oblasti II nije jednaka nuli, Sto znaci da Cestica
moZe da se nade i unutar oblasti koja je za nju, prema klasi¢noj mehanici, nedos-
tupna. Ako nademo kvadrat modula funkcije W, :

* 2 —2kyx ) *%mx
V., = Bie "= Bue (8.5.36)

koji odreduje verovatnocu nalaZenja Cestice na rastojanju x od granice oblasti I 1 II,
vidimo da postoji odredena, konac¢na verovatnoca da se Cestica nade i s desne strane
barijere. Brzina opadanja funkcije gustine verovatnoce, jednacina (8.5.36) zavisi od
mase Cestice koja prodire kroz barijeru, kao i od razlike visine barijere i ukupne
energije Cestice. Obi¢no se kao dubina prodiranja uzima rastojanje od granice ob-
lasti Ii II do tacke x na kojoj talasna funkcija ¥ [jednacina (8.5.34)] opadne na 1/e-
ti deo njene vrednosti u tacki x = 0. Rezultat (8.§.36) nije u suprotnosti sa rezultatom
(8.5.35) — Cestica se potpuno reflektuje (7' = 0), ali ne obavezno na samoj granici ob-
lasti I'i II.

. Na Slici 8.5.4 prikazan je realni deo talasne funkcije y(x), koja je reSenje
Sredingerove jednacine (8.5.30) i (8.5.31). U oblasti I talasna funkcija ima oscila-
tornu prirodu, dok u oblasti II eksponencijalno opada. KaZemo da barijera prigusuje
talas.

8.5.4 Prolaz Cestice sa energijom E kroz pravougaonu
jednodimenzionu potencijalnu barijeru U konacne Sirine a, E < U

Neka na cesticu u okolini tacke x = 0 deluje polje sile koje prouzrokuje pro-
menu potencijala od vrednosti nula do neke konstantne vrednosti U. U okolini tacke
a dolazi, opet zbog dejstva sile, do promene potencijala od vrednosti U do nule.
Ograni¢no podrucje konstantnog pozitivnog potencijala, oblasti II (0 < x < a), Slika
8.5.5, naziva se potencijalna prepreka (barijera) konacne Sirine. U skladu sa tim,
Cestica koja se krece sa energijom E u pozitivnom smeru x-0ose, ima u oblastima I (x
<0) i I (x 2 a) potencijalnu energiju nula, a u oblasti II (0 < x < a), njena potenci-
jalna energija je U pri ¢emu je U > E. Sredingerove jednacine za oblast I, I i III
glase:

d 2
aV, 87t_me =0; —o<x<0 (8.5.37)

k dx’ h !
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1 11 i

Re

energiju E kroz barijeru ¢ija su potenci-

y
1T N | jalna energija U 1 Sirina a, na osnovu
ylf /\ A\ NN reSenja (8.5.40) — (8.5.42). Amplituda

|
: Slika 8.5.5 Prolaz Cestice koja ima
|
[
|

T T AVARR AR talasne funkcije smanjuje se unutar ba-
\/ : \/ : ! : x rijere (prigusenje talasa), ali to ne utice
na period (frekvenciju) talasne funkcije
A a A u prostoru iza barijere.
d’ 8’m
II: —\lI22+—2(E—U)\|I2 =0; 05x<a (8.5.38)
dx h
2 2
VY, 8n'm
II: S+ ——Ey, = 0; a<x<+oo. (8.5.39)

Resenja prethodnih jednacina su:

ik,

A +Be . _eo<x<0, k= %A/sz (8.5.40

Ly (x)

Iy (x) = Azekzx + Bzeikzx; 0<x<a, k,= 2771:A/2m(U— E) (8541
Iy (x) = Ase’™;  a<x<+oo, (8.5.42)
Clan B3eiiklx, koji bi odgovarao kretanju cestice u oblasti III zdesna nalevo u

(8.5.42) je izostavljen. Uslovi neprekidnosti funkcije i njenih izvoda na granicama
intervala su:

v,(0) = v,(0): v, "(0) = y,”(0)
v,(a) = y,(a); v, (a) = v, (a).

Iz ovih uslova sledi:

A +B=A,+B, (8.5.43)
iklAl _ilel = szz—szz (8544)
Ay + By ™ = Age (8.5.45)
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Ha

szzekza—szzeik'

= ikAse " (8.5.46)
Koeficijent propustljivosti, odnosno deo ukupnog broja Cestica koji prode kroz bari-

jeru, jednak je odnosu kvadrata amplituda funkcije y;(x) i dela funkcije y,(x) koji

opisuje kretanje sleva nadesno. Napomenimo da otpada zavisnost koeficijenta pro-
pustljivosti od brzine Cestice jer su brzine Cestica u sredinama I i III jednake:

2

= % ) (8.5.47)
A

Pomocu (8.5.43) — (8.5.46) izraCunademo koli¢nik A;/A,. Uvedimo slede¢e smene:

A A BB,
Al_ ’Al_y’Al_Z’Al_ .

Sada sistem jednacina (8.5.43) — (8.5.46) ima oblik:

l+z=y+t (8.5.48)

kya —k,a ikja
ye +te = = we (8.5.50)
kzyekza— kzteikza = iklweikla. (8.5.51)

Ako jednacinu (8.5.48) pomnoZimo sa ik, pa saberemo sa (8.5.49), dobijamo:

2ik, = y(ky + iky) + t(ik, — k»). (8.5.52)
Kada jednacinu (8.5.50) pomnoZimo sa ik, i oduzmemo od (8.5.51) dobija se:

y(ks — ik)e ™ = t(iky +ko)e (8.5.53)
Uklanjanjem nepoznate ¢ iz jednacina (8.5.52) i (8.5.53), dobijamo y:

. —ka
- 2ikie " (ik, + k) (8.5.54)

~kya N2 kya N2
e (k2+lkl) —e (kz—lkl)

Sada i iz jednacina (8.5.50) 1 (8.5.51) uklonimo ¢ da bismo dobili w u zavisnosti od y.
S tim ciljem (8.5.50) mnoZimo sa k, i dobijeni proizvod oduzimamo od (8.5.51):

kya
2k,e "
w =

- i ay'
(k, + ikp)e

Ako sada u gornju jednacinu uvrstimo izraz za y iz (8.5.54), dobijamo:
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A _ 4ikkye "
Ar o T ik ) = ks — ik, )

Uvode¢i funkcije sinus hiperboli¢ki i kosinus hiperboli¢ki, definisane jedna¢inama:

kza —kza k2a+ —kza
sh(k,a) = ‘%; ch(kya) = %

moZemo w da predstavimo u obliku:

. —ikla
A _ 2ik kye (8.5.55)
Al (k) =k)sh(kya) + 2ikkych(k,a)

Izraz konjugovan ovome je:

. ikla
(&)* _ —2ik,k,e (8.5.56)
A, (k> = k,))sh(kya) — 2ikkych(k,a)

Koeficijent propustljivosti jednak je proizvodu jednacina (8.5.55) 1 (8.5.56):

A\ (AN F 4k, 'k,
(A_l) (A_l) B (k= k) sh’(kaa) + 4k k. ch*(kaa)
Kako je:
ch’x—sh’x = 1
konac¢no se dobija:

_ 4k’ky’
(k2 +k,2) sh(kya) + 4k, 2k,

(8.5.57)
Ovaz izraz je dosta sloZen i nepogodan za analizu. MoZemo da ga znatno uprostimo
ako se koristimo ¢injenicom da je u najvecem broju slucajeva:

1 kya

sh(k,a) = Ee

Pokazimo ovo na jednom tipi¢nom primeru. Neka je Cestica koju posmatramo
elektron, E— U = 150eV, dok je a = 10" m (0,1 nm). Tada je:

_ BEmU-E) _ J8-8314’-9,1-10"-150-16-10"

-10
p T 107 = 6,28;

kza
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6,28 -6.28 kya

266,893 & = 266,894

sh(6,28) = >

Ako sada sh(k,a) zamenimo sa e(kza) /2, dobijamo:

4k 'k’ _ 4
1 2kya - 2 pea .
Z(k‘2+"22)2e 4k 2k i(:_; +:_?) e

Kako su konstante &, i k, istog reda veli€ine, a broj 4 moZe da se zanemari u real-

nim sluc¢ajevima u odnosu na exp(k,a), izraz za T moZe da se napiSe u pribliZznom
obliku:

Shpa pmT=Ba
T=e ~ =c¢ . (8.5.58)
Prema tome, propustljivost barijere, koja ima konac¢nu Sirinu a, i u slucaju kada je
energija ¢estice E manja od potencijalne energije U, razli¢ita je od nule i moZe da se
u najvecem broju slucajeva izracuna iz jednacine (8.5.58). U Tabeli 8.5.2 date su
vrednosti za propustljivost barijere 7, pri razli¢itim Sirinama barijere a, i za stalnu

vrednost razlike U-E. Kao $to vidimo, za barijeru Sirine 1 A propustljivost je pri-

licno velika (10%), ali sa povedanjem Sirine barijere propustljivost eksponencijalno
opada. Naglasimo da je prema zakonima klasi¢ne fizike, propustljivost barijere, u

svim slu¢ajevima kada je E — U < (, jednaka nuli.

Tabela 8.5.2 Koeficijent propustljivosti barijere izracunat po formuli (8.5.58) za raz-
licite debljine barijere pri U-E=5 eV

a (nm) 0.10 0.13 0.15 0.18 0.20 0.50 1.00
T 0,100 0,051 0,032 0,016 0,010 1,04x106  1,07x10°1°

8.5.5 Prolaz cCestice kroz potencijalnu barijeru:
trodimenzioni sluc¢aj sa sfernom simetrijom

Trodimenziona Sredingerova jedna¢ina u pravouglom koordinatnom sistemu,
jednacina (8.4.17) ima oblik:

2
LAy +IE- UMY =0 (8:5.59)

U jednacini smo naznacili da potencijalna energija U zavisi samo od koordinate r,
odnosno da je ona sferno simetri¢na. Ovo je Cest slu¢aj u atomskoj fizici, jer Kulo-
nova sila, koja je preovladujuéa u atomskoj fizici, ima sferno simetri¢ni potencijal.

Funkcija v, u opStem sluc¢aju zavisi od svih koordinatnih x, y i z ili, ako bismo
presli na sferne koordinate, zavisi od sfernih koordinata r, i ¢ . [O svemu ovome
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bice reci detaljnije u poglavlju 9; videti jednacine (9.1.22)]. Postoje, medutim,
slucajevi, kada je i talasna funkcija sferno simetri¢na i ne pokazuje zavisnost od ug-
lova 0 i ¢ ili nas u prvoj aproksimaciji zanima samo zavisnost talasne funkcije od r
koordinate.

Sada ¢emo jednacinu (8.5.59) da prevedemo u sferne koordinate ali ¢emo se
ograniciti na sferno simetri¢ni slucaj. To znaci da ¢emo u izrazu za Laplasov opera-

tor, jednacina (9.1.28), da zanemarimo izvode talasne funkcije W po uglovima i za-
drzacemo se na izrazu:

1 2
Ay = - j—z(r\p). (9.5.60)
r

Zamenjivanjem (8.5.60) u (8.5.59) dobija se:

2 2
h_lfL;I’) +[E-UM) v = 0. (8.5.61)
2mr dr
Uvodenjem smene:
r\l](r) = u(r) (8562)

jednacina (8.5.61) konacno dobija oblik:

h—2@+[E—U(r)]u = (. (8.5.63)
2mqr?
U
Uy [———~
I I
E
v,
0 Ty r r
Slika 8.5.6 Prolazak cestice kroz
U I potencijalnu barijeru — sferno sime-
! tricni slucaj.

Kako je koordinata r definisana od nule do beskonacnosti (0 <r <), a zbog zah-
teva da funkcija y bude konac¢na za sve vrednosti r, funkcija ¥ mora da ima vred-
nost 0 za r = 0 (jer je y =u/r). Jednacina (8.5.63) je po obliku identi¢na jednodimen-
zionoj Sredingerovoj jednacini.

IzraCuna¢emo sada struju gustine verovatnoce S(r), (8.4.35):
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B (ged¥® 208
() = _Zm(qj ox - ox )
_ _thru*d( 1\ _ud( .1
() = _Zm[ r dr(ur) rdr(u*r)J
ili:
_ __th ( .du_ du*
S(r) = 2mr2(u P udr)' (8.5.64)

Ukupna struja gustine verovatnoce kroz sferu polupre¢nika r je:
2nih( wdu du*)
—|ut—=—u—.

dr dr
Odredimo sada integral gustine verovatnoe P unutar zapremine sfere poluprec-
nika ry:

S.(r) = 4nr’S(r) = - (8.5.65)

To o

P = [(yy")dnrdr = 4n[(uu)dr (8.5.66)
0 0

dok bi prema jednacini (8.4.39), promena ove verovatnoce u vremenu, u granicama
odr=0do r=r,, iznosila:

oP

op il dut
ot

Bro o
= 42 [(wrudr = (AT o 50) - 5,00) = -8u(0)
0

(8.5.67)

Istaknimo da u ovom slucaju S,(0) mora da bude nula jer bi inace postojao ,,izvor”
Cestica u tacki r = 0. Kada je S,(r,) ipak razlic¢ito od nule, tada mora da bude raz-
li¢ita od nule promena integrala gustine verovatnoce u vremenu, aizmedur=01ir =
ro . Ove zakljucke iskoristiéemo da izracunamo verovatnocu da Cestica prede iz sre-

dine I u sredinu III, vrSe¢i u oblasti II tunel efekt, Slika 8.5.6. U oblasti I i III poten-
cijalna energija Cestice niZa je od ukupne energije, dok je u oblasti II potencijalna
energija Cestice ve€a od njene ukupne energije. U skladu sa prethodnim razmat-

ranjem, zanima nas verovatnoca da Cestica napusti sferu poluprecnika r, (npr. slucaj
emisije o Cestice iz jezgra). NapisaCemo Sredingerove jednacine za ovaj slucaj:

2

14 bi‘+%l(E—U1)ul =0; 0<r<r (8.5.68)
X
2

i & b?+2h_n21(E— Ui = 05 ro<r<r (8.5.69)
X
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2
i e 2 Uy = 0; 2 (8.5.70)
dx h

Resenja ovih jednacina su:
Lu(r) = ry(r) = Are "+ Bie " k= %,/Zm(E—Ul) (8.5.71)
HI: uy(r) = rys(r) = Ase' s ks = %’t,/zmus— U,). (8.5.72)

Resenje Sredingerove jednacine u oblasti IT nam za sada nije potrebno, mada nam je
poznato odranije (videti poglavlje 8.5.4) da reSenje mora biti ekponencijalno opada-
jucéa funkcija. Treba, takode imati na umu da U, ima negativnu vrednost. Smat-
ra¢emo da je verovatnoca prolaska Cestice iz oblasti I u III izuzetno mala, Sto znaci

da upadni i reflektovani talas imaju iste koeficijente (A,), pa jednacina (8.5.71) do-
bija oblik:

8.571a) I uy(r) = ry(r) = 2iA;sink,r; k; = 2771:,/2m(E—U1).

IzraCunacemo sada ukupnu verovatnocu nalazenja Cestice unutar sfere poluprecnika
ro, pomocu jednacine (8.5.66) i (8.5.71a), uzimajuéi u obzir da zbog konacnosti
funkcije y(r) mora da bude ispunjeno i u(0) = 0 zbog cega se funkcija U,(r) svodi
na sinusni deo:

P = 4n.[(141*141)d"z47t[2|A1|2"0]‘ (8.5.73)
0
Pomoc¢u izraza za ukupan fluks kroz sferu odredenog poluprecnika, jednacina

(8.5.65) 1 izraza za propusteni talas us, jednacina (8.5.72), moZe da se izracuna struja
gustine verovatnoce izvan barijere, u oblasti I1I:

dr — U3 dr = 7]{31432 = 47'[1)3A32 (8574)

; ¥
Sy = — (u;"% du, ) 4mh
m

gde je v3(= hk;/m) brzina Cestice u oblasti III. Uzimajuéi u obzir uslov odrzanja,
jednacine (8.4.34) i (8.5.67), sledi:

dP
dt ~ =53

ili:

2

2"05}|A1|2 = —D3A3 . (8575)
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Deljenjem obe strane jednacine (8.5.75) sa A,” i prebacivanjem df na desnu stranu
dobija se:

dAL _ o AL
|Al|2 2r"|141|2

Kako je verovatno¢a nalaZenja Cestice unutar sfere poluprec¢nika r, upravo

2 . e .
srazmerna sa A, to leva strana prethodne jednacCine pokazuje kako se ova verova-
tnoc¢a (P) menja se vremenom:

dP V; |As|2
dP _ O lAsl o ey (8.5.76)
P 21‘0|Al|2 ¢

ili:

P(1) = P(0)e™
pri emu je konstanta C :

_ A (8.5.77)

2rolA )7
PotraZzimo sada vezu izmedu koeficijenta { i koeficijenta propustljivosti barijere T.
Kako je potencijalna energija Cestice sleve i s desne strane barijere razli¢ita, U, i
U, , prema (8.5.24) koeficijent propustljivosti 7 zavisi od odnosa amplituda odgova-
rajucih talasa ali i od odnosa brzina Cestica:

2
_ Wl (8.5.78)
VA,
paiz (8.5.77) i (8.5.78) moze da se nade veza izmedu koeficijenta { i koeficijenta
propustljivosti T

U,
= —T. 5.7
C=3n (8.5.79)
Koli¢nik v,/2r, pokazuje i koliko puta u jednoj sekundi estica udari o ,,zid” po-
tencijalne barijere pokuSavajuéi da prode napolje. Koeficijent propustljivosti T je
¢isto kvantnomehanicki pojam koji govori o moguénosti tunel efekta. Na jednacinu
(8.5.79) vraticemo se kada u poglavlju o radioaktivnosti bude govora o o raspadu.
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Primeri

Primer 8.5.1 Koliki je koeficijent propustljivosti barijere Sirne a avko je visina bari-
jere U = E, aenergija Cestice pre nailaska na barijeru je E,/2. Sirina barijere je:
a) a = 2A,b) A = 2a gde je A De Broljijeva talasna duZina pridruZena Cestici
energije Eo/2.

RESENIE:

Upotrebi¢emo jednacinu (8.5.57):

)T = 4 koa 271: I2mE0
sh® (k,a) + 4 lZmE0

r=—2% 194107

e41t_e—41|: 2
€ ¢ ) 44
(=) +

b) ka =mn; T = ————— = 0,0291

Primer 8.5.2 Uporediti koeficijente propustljivosti deuterijuma i vodonika, energije
5 eV, koji prolaze kroz potencijalnu barijeru visine 10 eV i Sirine 0,01 nm.

RESENIJE:

Deuterijum ima (oko) dva puta ve¢u masu od protona i zbog toga ima manji koefici-
jent propustljivosti relacije (8.5.58):

4n 1 43142 10 ke-5.1.6. 107" 10 m
T, 22 oy U Bya1-L) 2 Ji 1673107 kg5 16-107°70.01-10m 029

?2 - e 2 _— 6,626- 10 "' Js - 0,018

8.6 POTENCIJALNE JAME

8.6.1 Cestica u jednodimenzionoj jami sa beskona¢no
visokim zidovima

Potencijalna jama je oblast u kojoj je potencijalna energija Cestice ili nula ili je
predstavljamo negativnim vrednostima. [zvan jame potencijalna energija Cestice je
beskonacno velika. Promena potencijalne energije Cestice dogada se pod dejstvom
neke sile u okolini tacaka x=0 i x=a (mada je promena potencijala na slici prikazana
vertikalnom linijom) i ove tacke predstavljaju polozZaj ,,zidova” jame. Dakle, unutar
jame, 0 <x <a, oblast II, potencijalna energija Cestice U jednaka je 0. Izvan jame,
—0<x<0,1a<x< +o0,o0blasti I i Ill, potencijalna energija je beskona¢no velika,
Slika 8.6.1. 5

Napisa¢emo sada Sredingerove jednacine za oblast I, IT i III:
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U
E
Slika 8.6.1 Potencijalna jama sa beskonac¢no visokim zidovima. a X
dzllfl 87t2m
L —5+—F(E-U)y; =0 —e0<x<0 (8.6.1)
dx h
dy, 8w’m
ey S ey = 0 0<x<a (8.62)
b h
d2\V3 87t2m
III:7+ e (E-U)y; =0 as<x< 4+ . (8.6.3)

Po istom postupku kao ranije, nalazimo redenja Sredingerovih jednacina za oblast I,
II'i III. Ona glase:

N8 m(U - E)

I: \lfl(.x) = Aleklx'fBleile; —o00<x<0 kl = T (864)
[ —ik,x N 2

II: yy(x) = Azelk2 + B,e 5 ;0<x<a k= SETmE (8.6.5)

II: Ys(x) = A3eklx + B3eiklx; a<x< 4o, (8.6.6)

Resenja u oblasti I i III su eksponencijalne funkcije, dok je u oblasti II funk-
cija kompleksna (ima oscilatorni karakter). Pokaza¢emo sada da je vrednost talasne
funkcije izvan potencijalne jame jednaka nuli. Konstante A,...B;, koje se javljaju u
izrazima za talasne funkcije, odredi¢emo iz uslova da funkcija Wy mora da bude ko-
nacna i neprekidna za sve vrednosti x-koordinate. Da bi funkcija u oblasti I bila
uvek konacna, mora da bude B,=0 (inace bi za x — —oo, Y — o0). Zbog toga treba
da bude A;=0 (inace Yy — o za x — o). Dakle, levo od potencijalne jame, izraz za
talasnu funkciju svodi se na:

v, (x) = Aleklx x<0 (8.6.7)
a desno od jame:

yi(x) = B3eiklx x>a. (8.6.8)

Kako je u ovim oblastima potencijalna energija beskonacno visoka, tada i k; — oo,
pa su oba izraza (8.6.7) i (8.6.8) jednaka nuli. Prema tome, izvan jame vrednost ta-
lasne funkcije Y jednaka je nuli, Sto znaci da u oblastima I i III ne moZe da se nade
estica.
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Analizirajmo sada talasnu funkciju y,(x) koja je resenje Sredingerove jed-
nacine za oblast II. ReSenje (8.6.5) moZe da se napiSe u trigonometrijskom obliku.
Koriste¢i Ojlerov obrazac:

+ik,x

e = cos(kyx)xisin(k,x) (8.6.9)
jednacina (8.6.5) dobija sada oblik:
Y,(x) = C,sin(k,x) + D,cos (kyx) (8.6.10)
pri Cemu je:
C2 = i(Az_Bz) i D2: A2 +32
Konstante C, i D, koje odreduju oblik talasne funkcije unutar jame, odredi¢emo iz
uslova neprekidnosti talasne funkcije na mestima promene potencijala, x=01 x=a i
iz zahteva da Cestica mora da bude negde unutar jame (uslov normiranja). Po§to je

izvan jame W(x)=0, sledi da talasna funkcija (8.6.10) mora da zadovoljava grani¢ne
uslove y,(0)=0 1 y,(a)=0, odnosno uslov neprekidnosti. Prvi od njih daje:

v,(0) =D, =0
Sto znaci da se talasna funkcija (u jami) svodi na oblik:
Y,(x) = Cysin(kyx). (8.6.11)

Drugi uslov neprekidnosti glasi:

Y,(a) = Cysin(k,x) = 0
Sto je zadovoljeno za:

koa=nnn=1273,... (8.6.12)
Zamenjivanjem izraza za k, (jednacina 8.6.5) u (8.6.12), dobija se:

272
E = n'h

= -
8ma

(8.6.13)

Energiju Cestice E, jednacina (8.6.5), napisali smo sada sa indeksom n, oznacivsi sa
E, energiju koju Cestica ima u stanju opisanom brojem 7, dakle u kvantnom stanju 7.
Jednacina (8.6.13) pokazuje da Cestica ne moZe da ima bilo koje (kontinualne) vred-
nosti, ve¢ samo odredene, diskretne vrednosti energije. Konstantu C, odredujemo iz
uslova normiranja:

a

j\pz(x) v, (x) dx = j|\|;2(x)|2 dx = |G, jsinz(kzx) de=1. (8.6.14)
— 0

0
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Ovaj integral lako se izraCunava:

1 - cos(2k,x)

S——dx = |C]

|Cof*[sin® (kox)dx = |Gy

0 0

isin(Zkzx)

a ola
0 |C2|§.

X
2
IzjednaCavanjem ovog rezultata sa 1 dobija se:

C,= [g (8.6.15)
a

Konacan oblik talasne funkcije, prema tome je:

V.(x)= /\/%sin (na_ﬂ:x) ) (8.6.16)

Na Slici 8.6.2 su prikazani
energijski nivoi E, i njima odgova-
rajuce talasne funkcije y,(x), kao i
kvadrati ovih talasnih funkcija
V.(x) koji odreduju gustinu vero-
vatnoée nalaZenja Cestice. Kao §to
se sa slike vidi, u kvantnom nivou
n=1, sa najveom verovatnoom
desticu moZemo da nadeno u sre-
dini jame, dok je verovatnoca - ——— - A e, IAVAVA
nalaZenja Cestice na zidovima jed-
naka nuli. Ovaj rezultat razlikuje se
od onog koji bi dala klasi¢na fizika.
,,Klasiénu” d{esticu moZemo, sa I — [—\—/— ——————— AVA\
podjednakom verovatnoom, da
nademo bilo gde u jami. Slika dalje
pokazuje da sa porastom energije (i

kvantnog broja n) maksimumi kri-

vih leZe sve blize jedan drugom Slika 8.6.2 Energijski nivoi, talasne funkcije i funkcije
’ gustine verovatnoée nalaZenja Cestice u potencijalnoj

jami sa beskonacno visokim zidovima.

v w2

tako da bi se pri vrlo velikom broju
n dobio rezultat kao za ,,klasi¢nu”
Cesticu.  ovo mozZe da se smatra do-
kazom ispunjenosti principa korespondencije.

8.6.2 Cestica u trodimenzionoj jami sa beskonac¢no visokim zidovima

Neka se Cestica nalazi u trodimenzionoj jami, Slika 8.6.3. Ponovo ¢emo ener-
giju da raCunamo u odnosu na dno potencijalne jame. Tada je potencijalna energija:
U=02za0<x<a;0<y<bh;0<z<c;alU = o u svim ostalim slucajevima. Iz-
van potencijalne jame, talasna funkcija y jednaka je nuli (videti 8.6.1). Unutar jame
Sredingerova jednacina ima oblik:
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U=0

Slika 8.6.3 Cestica u trodimenzionoj jami sa beskona¢no visokim zidovima.

2 2
Iy, oy a_‘l2’+8“_2mE\|,= 0. (8.6.17)
ox> 9y’ 9z h

Resenje jednacine potrazi¢emo uobiCajenim metodom razdvajanja promenljivih.
Dakle, pretpostavicemo da funkcija Wy koja je reSenje naSe jednacine (i koje zavisi
od tri promenljive) moZe da se napiSe kao proizvod tri funkcije od kojih svaka zavisi
samo od jedne promenljive:

Y(x,y,2) = X(x) - Y(0) - Z(2). (8.6.18)

Na ovaj nacin pokuSavamo da parcijalnu diferencijalnu jednacinu (8.6.17) rasta-
vimo na tri obi¢ne diferencijalne jednacine. Potrazimo najpre izvode funkcije
(8.6.18):

2 2
IV _ dX2 OV _ Y2 A xylZ (8.6.19)
ox dy’ 07’ dz

Uvrstavanjem funkcije , jednacina (8.6.18), i njenih izvoda, jednacina (8.6.19), u
jednacinu (8.6.17) dobija se:

d X(x)

X(x)Y(y) +

Y)Z(2) + XDy (072 + L2
dy’ dz’

8°m
+ 2

) = 0. (8.6.20)

Jednacinu (8.6.20) podeli¢emo sa X(x) - Y(y) - Z(z) . Dobi¢emo:

1 d’X(x) 1 d’Y(y) | d'Z(z) _ 8mm
X(x) ax> YY) 4y’ Z(2) df "

E. (8.6.21)

Prvi ¢lan u jednacini (8.6.21) zavisi samo od x, drugi od y, a treci od z, dok je njihov
zbir jednak konstanti. Ovo je moguée samo u slucaju kada je i svaki od ta tri sabirka
stalan. Ukupnu energiju E napisa¢emo sada kao zbir tri konstante E,, E, i E;:
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Uz ovu smenu jednacina (8.6.21) rastavlja se na tri jednacine:

1 d’X(x) _ _Snsz, 1 d’Y(y) _ _Snsz, 1 d'Z(z) _ 8n'm

- B - B - E
X(x) ax U Y0) gy T2 df n
odnosno:
2 2
d il((f) + S’th’fE‘X(x) -0
X
d’Y 8T mE
2 2
d dZ(f) + th’fE3Z(z) =0. (8.6.23)
Z

Svaka od ovih jednacina identi¢na je Sredingerovoj jednacini za Cesticu u jednodi-
menzionoj jami sa beskonac¢no visokim zidovima. Funkcije X, Y i Z zadovoljavaju
sledece grani¢ne uslove: X(a)=X(0)=0; Y(b)=Y(0)=0; Z(c)=Z(0)=0 (uslove neprekid-
nosti) i uslove normiranja:

[IX@l*dx = 1; [lY()l*dy = 1; [|Z(2)'dz = 1

0 0 0

pa su reSenja jednacina (8.6.23):

X(x) = ﬁ sin(n'Tnx)
Y(y) = ﬁ sin(r%ny)
Z(z) = \/% sin(%tz) . (8.6.24)

Za enegije E,, E, 1 E; dobija se:

2,2 2,2 272

nh nyh nyh
E= ; E,= ——; E; = . (8.6.25)
: 8ma’ ? 8mb’ ? 8me’

Prema tome, talasna funkcija za Cesticu u trodimenzionoj jami sa beskonacno viso-
kim zidovima ima oblik:

. T . Ty . Tz
Wa,nyn, = ,c%c s1nn'a 2 s1nn2b b4 s1nn3c z (8.6.26)
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Diskretne vrednosti energije koje Cestica moze da ima su:

= E+E,+Es= Sm 2+b2+ > (8.6.27)
a C

n,ny,ny= 1,23, ...

8.6.3 Prolaz Cestice kroz pravougaonu potencijalnu jamu;
Ramzauerov efekt

Posmatraéemo sada kretanje

E mlaza Cestica sa ukupnom energijom
E (u odnosu na nultu vrednost poten-
cijalne energije U) koji prolazi kroz
oblasti I, IT i III, kao na Slici 8.6.4. U
oblasti I i III potencijalna energija
Cestice U jednaka je nuli, dok se u
oblasti II potencijalna energija Ces-
tice skokovito menja od 0 od -U,,.
KaZemo da cestica nailazi na poten-
cijalnu, pravougaonu jamu dubine
U, i Sirine a. Pretpostavicemo da
-U, mlaz cestica delimi¢no prolazi kroz

x=0 x=a jamu, a delimi¢no se reflektuje na

Slika 8.6.4 Prolazak Cestice kroz pravougaonu ivicama jame. Da bismo odredili
potencijalnu jamu. koeficijente transparencije, napi-

satemo, kao i u prethodnim slucaje-
vima, Sredingerove jednacine za ob-

——————t

lasti I, 1T i III:

2 2
I:dlli1+87tm

y P Ey, =0 —0o<x<0 (8.6.28)
X

2 2
1t ‘;—“ﬁg’;—j"(zu Uy, = 0 0<x<a (8.6.29)
X

2 2
1r- d—“? + Snz’"
X h

Ey;,=0 asx< +o (8.6.30)

i na isti nacin kao ranije, na¢i ¢emo reSenje Sredingerovih jednacina za oblasti I, IT i III.

Ona glase:
N8 mE

Ly (x)= Aoeiklx +Aeiiklx— 0<x<0,k = o (8.6.31)

ihox ik J8Tm(E + U,)

I Y,(x)= Be " +Ce "0<x<a,k,= " (8.6.32)
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HI Y5 (x) = Deiklx, a<x< 4+ (8.6.33)

i sve imaju oscilatorni karakter. Postavicemo uslove neprekidnosti funkcija i njiho-
vih izvoda na granicama intervala:

v,(0) = y,(0) ya(a) = ys(a)
v'1(0) = v1(0) va(a) = y'i(a)

pa se primenom uslova neprekidnosti na funkcije odredene izrazima (8.6.31),
(8.6.32) 1 (8.6.33), dobija:

Ay+A = B+C
ikle—iklA = lsz—leC

ik,a —ik,a

Be' ™ +Ce ™ = D™ (8.6.34)

Ha

ik,Be"™ —ik,Ce ™" = ik,De"".

Nameravamo sada da pomocu jednacina (8.6.34) odredimo koeficijent propustlji-
vosti T potencijalne jame, odnosno udeo Cestica koji iz oblasti I prelazi u oblast I11.
Kao i u prethodnim slicnim slucajevima, koeficijent propustljivosti jednak je
|D/A,|’ . 1z jednacine (8.6.34) lako se dobija:

I el "1 = ikya —ikya_ ikja’
Al MM (k) e - (k- ki) e e
(8.6.35)
4k k,
o —ikya o ikyal —ikja’
[(ki +k;)"e —(ky—k)e " e
Posmatraéemo neke grani¢ne slucajeve:
1) ky <<k, ili E << U, . Tada dobijamo:
. (4k ky)” _
- 2 —ikya 2 ikya  —ikja 2 ikya 2 —ikya ikja -
(ke = —kye " )e (ke " —kye ")e
(8.6.36)
(4k k,)* 4k

~E

[—(2iksink,a)] - [ + (2ik3sink,a)]  Ksink,a

dakle, propustljivost barijere raste linearno sa energijom cCestice. Ako su istovre-
meno ispunjeni uslovida £ — 0 i k,a = nT (ovaj slucaj opisaemo kasnije) dobija
se da koeficijent transparencije teZi jedinici.

2) U slucaju kada je E >>U, ili k, = k, dobijamo:
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2 2
4k, 4k,
—ik,a -k 2 ikya ikja

Ye ' (dkie e

T= ; =1 (8.6.37)
(4kie
Sto znaci da Cestice ne ,,0se¢a” prisustvo potencijalne jame i nesmetano prolazi kroz
nju.
3) Kada je k,a= nm (rezonantni slucaj), sledi:

2a = nh, (8.6.38)

gde je A, talasna duzina De Broljijevog talasa koji je pridruZen Cestici. I zaista,
kako je kineticka energija Cestice u jami 7, jednaka E + U, sledi:

_ BTUm(E+U,) _ J8STmT 2=
- h I T Ve

k, (8.6.39)

Jednacina (8.3.39) dobija se kada se uzme u obzir veza izmedu impulsa Cestice p, u
jami i talasne duZine pridruZene Cestici A, , koja je data De Broljijevom jednacinom.
Za k,a= nw je:

ik,a

e = e

—ik,a

=+1
za n parno i:

za n neparno. Dalje, na osnovu relacije (8.6.35) se dobija:

T = akiks X akiks = 1. (8.6.40)

RIS S Pl ((9F SN S P

Poslednjom jedna¢inom pokazano je da je jama potpuno prozracna za Cestice s ener-
gijama koje ispunjavaju uslov k,a=nm. Istovremeno, ovaj uslov znaci da je Sirina
jame a jednaka celobrojnom umnosku polovina talasnih duZina De Broljijevog ta-
lasa koji je pridruZen Cestici u jami, jednacina (8.6.38). Ovakva pojava moZe se upo-
rediti sa selektivnim propustanjem svetlosti kroz uzane slojeve stakla i dielektrika
(filtri). PaZljivim izborom debljine filtra postiZe se koeficijent propustljivosti 7~ 1
u uskom opsegu talasne duzine A i A + AX.

Slucaj koji je opisan jednac¢inom (8.6.38) srece se u eksperimentima pod nazi-
vom Ramzauerov efekt ili tacnije Ramzauer-Taunsendov efekt, nazvan po istraZi-
vacima koji su ga, nezavisno jedan od drugog, otkrili. U ovim eksperimentima ispi-
tivano je rasejavanje elektrona na odredenim atomima i zapaZeno je da efikasni
presek (videti poglavlje 10.1) za zahvatanje elektrona metom odredene vrste ima
najmanju vrednost pri odredenoj energiji elektrona, Slika 8.6.5. To, prakti¢no, znaci
da elektroni sa takvom energijom u potpunosti prolaze kroz metu. U skladu sa
teorijskim proracunom koji smo razmatrali, u ovom sluc¢aju atom poluprecnika R
smatraCemo pravougaonom potencijalnom jamom, Sto znaci da je a = 2R, pa naS$ us-
lov, prema (8.6.38), glasi:
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A, = 4R ili §to odgovara, na
osnovu De Broljijeve jedna- o
¢ine, kinetickoj energiji elekt-
rona unutar jame:

s ¢
kzzﬁ; 4
Pa s b
2 2 2
T:p_:h__ h

pase za R = 1 A dobija za ki-
neti¢ku energiju elektrona unu- ' '

tar jame vrednost od 10 eV. 1.0 20 E(V)
Prema Slici 8.6.5 minimum
krive, koja pokazuje zavisnost
efikasnog preseka za zahva-
tanje elektrona od energije
upadnih elektrona, leZi na oko
1 eV, ukazujuéi na to da dubina potencijalne jame iznosi oko 10 eV (tacnije 9 eV jer
jeUy=E-T=1-10=-9¢V).

Kao §to smo ranije pomenuli, ovakvo ponasanje elektrona sli¢no je pojavi se-
lektivnog propustanja svetlosti odredene talasne duZine, kroz tanke slojeve stakla ili
nekih durgih dielektrika. PaZljivim podeSavanjem debljine plocice postize se da
plocica propusti svetlost odredene talasne duzine, pri ¢emu je smanjenje intenziteta
daleko manje nego kod obi¢nih obojenih filtera.

Slika 8.6.5 Ramzauerov efekt. Minimum efikasnog pre-
seka kod rasejavanja elektrona ksenonom javlja se pri
pocetnoj energiji elektrona od 1 eV.

Primeri

Primer 8.6.1 Izvesti opsti oblik izraza za koeficijent transparencije 7 kod prolaska
Cestice kroz potencijalnu jamu. Nacrtati zavisnost koeficijenta transparencije T od
E/U,, gde je E pocetna energija elektrona, a U, dubina potencijalne jame. Uzeti da je
dubina jame 10 KeV, a §irina 1 A.

RESENJE:

Na osnovu jednacine (8.6.35) dobija se:

2
T = — — (4kik2) - " > — . (8.6.41)
[(ki +k2)"] + [(ki = ko)1 = 2(ky + k2)" (ki — k2)"(cos kea — sin”k,a)
Sredivanjem jednacine (8.6.41), dobija se:
272
T Ak, (8.6.42)

AR + (K= k) sin’koa

Zamenjivanjem izraza za k, i k,, jednacine (8.6.31) i (8.6.32) i uvodenjem smena:
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A/szoa:B; pol E

h 27 a}:q

dobija se izraz pogodan za izraCunavanje i graficko predstavljanje:

T = and +n) .
an(1+m) +sin’(BJT+1)

Pri vrednosti U, = 10 KeV (B = 16,37) i za E/U, u rasponu od 0,01 do 0,5 dobija se
kriva kao na Slici 8.6.6.

(8.6.43)

0.6~

Slika 8.6.6 Zavisnost koefici-
jenta transparencije od energije
elektrona. Dubina potencijalne

0.2+ jame iznosi 10 keV (a 2mU,/

/h=P=16,3 ). Potpuna, sto-

| | | | | procentna propustljivost dobija se

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 pri odredenim vrednostima ener-
E/U, gije elektrona.

0.4

Primer 8.6.2 NapiSite talasnu funkciju elektrona koji se ubrzan naponom od a)
10 V, b) 1000 V, krece u pozitivhom smeru x-ose. Kolike su De Broljijeve talasne
duZine elektrona u oba slucaja?

RESENJE:
ay T=E=(1,602-10"C-10V) = 1,602-107"J
£A/2mEx
_ h _ i27,68x/nm 2 .
Y = Ae = Ae ;A= 768 - 0,227nm;
_ -16 7. _ i276,8x/nm _2r
b)E=1,602-10"J; vy = Ae ;A= 776.8 - 0.0227nm .

Primer 8.6.3 Elektron se nalazi u jami sa beskona¢no visokim zidovima. Kolika §i-
rina jame treba da bude pa da energija elektrona u osnovnom stanju bude jednaka
njegovoj energiji mirovanja, E, = mc??

RESENIJE:

2
o =a= ixc = 0,353-0,00242nm = 8,578 - 10 *nm .

Smoa2 A/gmoc - 8

Ac je Komptonova talasna duZina.

E, =
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Primer 8.6.4 Jezgro atoma moZemo shvatiti kao potencijalnu jamu u kojoj su smes-
teni nukleoni sa diskretnim vrednostima energije. Ako je Sirina potencijalne jame 2r
gde je r poluprecnik jezgra, npr. deuterijuma (2r=3-10-m), odrediti energiju po-
budivanja ovog jezgra iz osnovnog u prvo pobudeno. Masa protona je 1,673-10-%’kg.

RESENIJE:

3h® 36,626 1079

| = - = " —— = 1,092-10""J = 6825MeV.
8m(2r)” 8- (3-107"°)'m’1,673-10 kg

E,—E

Primer 8.6.5 Kolika je degeneracija energijskog stanja E ,=14h%/(8ma?) ako se Ces-
tica mase m nalazi u trodimenzionoj jami sa beskonacno visokim zidovima?

RESENJE:
U skladu sa relacijom (8.6.27), energija Cestice je:

C(miAmand)l B2+ 1R 14K

2

E,

2 2
8ma 8ma 8ma
Degenerisana stanja su stanja iste energije koja se mogu, medutim, realizovati na
razlicite nacine. U naSem slucaju to znaci kombinovanjem kvantnih brojeva n,, n, n,
pri cemu svaki od ovih brojeva moZe imati vrednosti 1 ili 2 ili 3. Takvih kombinacija
ima Sest:

n, n, n,
1 2 3
1 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1

pa je stepen degeneracije stanja E,=14h%/{8ma?) 6.

Princ Luj — Viktor de Brolji (Prince Louis — Victor de Brog-
lie, 1892-1987), rodio se u Dijepu (Francuska). U doktoratu
koji je odbranio na Sorboni 1924. godine, postavio je Cuvenu
relaciju izmedu impulsa Cestice i talasne duZine, koju je E. Sre-
dinger iskoristio u formulaciji talasne mehanike. Bio je preda-
va¢ na Sorboni a kasnije profesor teorijske fizike i direktor In-
stituta Anri Poenkare. Za otkrie talasne prirode elektrona
dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. godine.
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Ervin sredinger (Erwin Schrodinger, 1887-1961), rodio se u
Becu, gde je i studirao fiziku. Dok je bio profesor u Cirihu ba-
vio se statistickom termodinamikom, opStom teorijom rela-
tivnosti i teorijom opaZanja boja. Godine 1926. postavio je ¢u-
venu jednacinu i iste godine dokazao ekvivalentnost talasnog i
matricnog kvantnomehanickog formalizma. Bio je profesor
Berlinskog univerziteta posle Maksa Planka, 1927-1933, ali je,
kao poznati liberal, morao da emigrira iz Nemacke. Iste godine
(1933), dodeljena mu je, zajedno sa Dirakom, Nobelova
nagrada za fiziku, za istraZivanja u oblasti atomske strukture.
Godine 1936. vratio se u Grac ali je opet morao da emigrira
kada je Austrija pripojena Nemackoj. Od 1940. do 1955. go-
dine bio je profesor u Institutu za fundamentalna istraZivanja u
Dablinu. Njegovi radovi odigrali su klju¢nu ulogu u izgradnji
kvantne teorije i predstavljaju osnovu na kojoj se zasniva sav-
remena atomska fizika.

Verner Hajzenberg (Werner Heisenberg, 1901-1976), rodio
se u Vircburgu (Nemacka) a doktorirao na Minhenskom univer-
zitetu kod Arnolda Zomerfelda, koji je bio profesor i mentor.
Tri godine je proveo u Kopenhagenu kod Nilsa Bora a u peri-
odu 1927-1941. bio je profesor teorijske fizike u Lajpcigu i
Berlinu. Godine 1941. postaje profesor i direktor Instituta za fi-
ziku ,,Maks Plank” prvo u Berlinu, a zatim u Getingenu i naj-
zad, od 1955, u Minhenu. Godine 1927. formulisao je princip
neodredenosti na kome se zasniva ,,Kopenhagenska interpreta-
cija” kvantne mehanike. Za stvaranje kvantne mehanike u mat-
ricnoj formi, 1932. godine dobio je Nobelovu nagradu za fi-

ziku.

Ser Dzordz PadZet Tomson (Sir George Paget Thomson,
1892-1975), je, kao i njegov otac DZ. DZ. Tomson, pohadao
Triniti koledZ u Kembridzu, gde je u Kevendiskoj laboratoriji
neko vreme proveo kao postdiplomac. Radio je u Kembridzu,
Univerzitetu u Aberdinu i Imperijalnom koledZu u Londonu.
Izucavao je rasejanje elektrona na celuloidu i tako uocio nje-
govu talasnu prirodu. Za taj rad, zajedno sa Devisonom, pode-
lio je Nobelovu nagradu za fiziku 1937. godine. Neko je prime-
tio da je Dz. DZ. Tomson (otac) dobio Nobelovu nagradu zato
Sto je pokazao da je elektron Cestica a DZ. P. Tomson (sin) zato
$to je pokazao da on to nije.
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Klinton DZozef Dejvison (Clinton Joseph Davisson, 1881-
1958), rodio se u Blumingtonu (Ilinois, SAD). Od 1917. do
1946. bio je istraZivaC u Belovim laboratorijama, u periodu
1946-1954, profesor na VirdZinija univerzitetu u Sarlotsvilu.
Zajedno sa DZermerom 1927. godine eksperimentalno je do-
kazao difrakciju elektrona na kristalima, §to je predstavljalo od-
lucujuéu potvrdu talasne prirode materije. Nobelovu nagradu
za fiziku dobio je sa DZ. P. Tomsonom 1937. godine za eksperi-
mentalni pronalazak difrakcije elektrona na kristalima.

Maks Born (Max Born, 1882—-1970) se rodio u Breslau u Ne-
mackoj (danaSnjem Vroclavu u Poljskoj). Njegov otac, Gustav
Born, bio je poznati anatom i embriolog. Majka Margareta po-
ticala je iz bogate porodice industrijalaca. Born se 1901. godine
upisao na studije i to na Univerzitet u Breslauu ali je studirao i
na drugim univerzitetima. Tako je 1902. godinu proveo na uni-
verzitetu u Hajdelbergu, a 1903. u Cirihu. Zatim odlazi na ¢u-
veni univerzitet u Getingenu, gde pohada predavanja velikih
matematicara Hilberta (David Hilbert), Minkovskog (Herman
Minkowski), Klajna (Felix Klein), Rungea (Carl Runge). Kas-
nije ¢e, posle poloZenog doktorata, kratko boraviti i u Kem-
bridZu, gde ¢e eksperimentalnu fiziku izucavati kod Larmora i
Tomsona. Born zatim pocinje istraZivanja iz teorije relativnosti
(o relativistickom elektronu), posle ¢ega dobija mesto u Getin-
genu. Dalje se bavi vibracijama atoma u kristalnoj reSetki i o
tome izdaje i knjigu Dinamika kristalne resetke, 1915. godine. Poc¢etkom Prvog svetskog rata
(1914), postaje profesor na Univerzitetu u Berlinu, gde ¢e mu kolege biti Plank, Nernst, Ajn-
Stajn, koji ¢e mu postati i prijatelj (zajedno Ce svirati, AjnStajn violinu a Born klavir). Born
napusta Berlin 1919. kada prelazi u Frankfurt na Majni, gde se zadrZava samo dve godine, a
1921. prelazi u Getingen kao profesor ali i direktor Instituta za fiziku. U Getingenu provodi
sledecih dvanaest godina. Radi zajedno sa Hajzenbergom i Jordanom na formulisanju prin-
cipa matri¢ne, kvantne mehanike. Po uspostavljanju Sredingerove talasne mehanike povezuje
talasnu funkciju sa gustinom verovatnoce i tako postavlja statistiCku interpretaciju kvantne
mehanike. Za istrazivanja u kvantnoj mehanici a narocito za njenu interpretaciju dobija,
1954. godine, Nobelovu nagradu za fiziku.

Nakon dolaska nacionalsocijalista na vlast 1933. godine, Max Born napuSta Nemacku.
Krace vreme provodi u KembridZu i Indiji, gde radi sa C. V. Ramanom. Konacno se zadrzava
u Edinburgu u Skotskoj, kao profesor teorijske fizike. U nau¢nom radu ponovo se vraca
proucavanju dinamike kristalne resetke.

Godine 1953. vraca se u Nemacku i nastanjuje blizu Getingena u Bad Pirmontu. Umro
je 1970. godine. Na nadgrobnom spomeniku na Getingenskom groblju, gde je sahranjen, stoji
uklesana relacija i(pg-qp)=h/2m.







