
2. ATOM ELEKTRICITETA – ELEMENTARNO NAELEKTRISANJE

2.1 NAELEKTRISANJE ELEKTRONA – MILIKENOV OGLED

DODATAK 2.1

D-2.1.1 Elektrostatiåka sila

Na naelektrisaçe q u elektriånom poÿu  deluje sila  koja je proporcionalna jaåini
poÿa i naelektrisaçu:

. (D-2.1.1)

Neposredno posle otkriña elektrona (J. J. Thomson, 1897), bilo je logiåno da se taåno
odrede çegove osobine. Tomson je veñ odredio odnos naelektrisaça i mase elektrona e/m i
pokazao da je taj odnos stalan. Sledeñi logiåan korak trebalo je da bude nezavisno i posebno
odreœivaçe mase i naelektrisaça. Meœutim, ozbiÿan problem predstavÿala je åiçenica da
jedna od ovih veliåina ne moæe da se meri nezavisno od druge. Pri svakom eksperimentu za
mereçe inercionih osobina elektrona (mase), mora da se uzme u obzir i çegovo naelektri-
saçe poãto elektron, u praksi, moæe da se ubrza samo elektriånim i magnetnim poÿem. S
druge strane, naelektrisaçe bi moglo da se odredi nezavisno od mase, pod uslovom da je u
ponovÿenim ogledima uvek jedno te isto.

Osnovni problem pri eksperimentalnom odreœivaçu atomskih i molekulskih osobina
materije sastoji se u tome kako da mikroskopsku veliåinu koju æelimo da odredimo, po-
veæemo sa makroskopskim pojavama i osobinama materije koje moæemo da opaæamo åulima
ili ureœajima. Drugim reåima, potrebno je smisliti ogled u kojem ñe se mikroskopske osobine
materije ispoÿiti na makroskopskim pojavama u obliku u kojem mogu taåno da se mere.

I pre Tomsonovih eksperimenata bilo je pokuãaja da se proceni veliåina jediniånog
naelektrisaça. Godine 1881. Stonej (G. J. Stoney) procenio je da je e = 3 × 10-11 e.s.j.
(e = 1 × 10-20 C), ãto je pribliæno deset puta maçe od prave vrednosti. Uzgred reåeno, Stonej
je bio taj koji je 1891. godine predloæio naziv elektron za “prirodnu” jedinicu naelektrisaça.

Joã boÿu procenu vrednosti jediniånog naelektrisaça uåinio je Mejer (O. E. Meyer) na
osnovu kinetiåke teorije, e = 3 × 10-10 e.s.j. (e = 1 × 10-19 C). Sliånu vrednost dobio je i Taun-
send (J. S. E. Townsend) koji je, radeñi u Tomsonovoj laboratoriji, posmatrao brzinu taloæeça
naelektrisanog oblaka vodene pare. Godine 1903. sliåan eksperiment pokuãali su da ponove
nezavisno Tomson i Vilson (J. J. Thomson i H. A. Wilson) ne bi li dobili taåniju vrednost, ali
bez veñeg uspeha. Glavnu teãkoñu predstavÿalo je reprodukovaçe potpuno jednakih uslova
prilikom graœeça naelektrisanih oblaka.

E Fe

Fe qF=
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Eksperimentalno odreœivaçe naelektrisaça elektrona prvi je uspeãno obavio, 1911.
godine, Robert Miliken (Robert A. Millikan, 1863–1953) za ãta je dobio Nobelovu nagradu
1923. godine. Miliken je ubedÿivo pokazao diskretnost naelektrisaça i dao znaåajan
doprinos atomskoj teoriji o strukturi materije. U prvoj dekadi dvadesetog veka bilo je joã onih
koji su smatrali da teorija kontinualnog nalektrisaça i materije moæe jednako dobro da ob-
jasni sve do tada poznate eksperimentalne åiçenice.

Za odreœivaçe naelektrisaça elektrona, Miliken je smislio genijalno jednostavan og-
led u kojem je posmatrao kretaçe naelektrisanih kapÿica uÿa u vazduhu pod uticajem elekt-
riånog poÿa i Zemÿine teæe.

Pod uticajem Zemÿine teæe na kapÿicu mase mk deluje sila, :

. (2.1.1)

Poãto je potopÿena u fluid (vazduh) gustine dυ , na kapÿicu deluje i sila potiska ,
koja je jednaka teæini kapÿicom istisnutog vazduha:

. (2.1.2)

Na kapÿicu polupreånika a, koja pod uticajem sile Zemÿine teæe pada kroz
vazduh brzinom , deluje sila treça , kao posledica viskoznosti vazduha:

(2.1.3)

gde je η koeficijent viskoznosit vazduha. Zbog ubrzanog padaça kapÿice çena
brzina raste, pa otuda raste i sila treça koja je proporcionalna brzini padaça. Pri ne-
koj graniånoj brzini padaça , uspostavÿa se ravnoteæa sila,  (ili
Fg – Fp = Ftr) i kapÿica pada stalnom graniånom brzinom υg:

(mk – mυ) g = 6 π a υg. (2.1.4)

Ako znamo gustinu kapÿice dk i gustinu vazduha dυ, odgovarajuñe mase iz izraza
(2.1.4) moæemo da izrazimo preko zapremine kapÿice Vk:

mk = dk Vk  mυ = dυVk. (2.1.5)

Tada iz izraza (2.1.4) dobijamo:

Vk g (dk – dυ) = 6 π η a υg (2.1.6)

ili, s obzirom na to da je Vk = 4 πa3/3, posle skrañivaça:

2a2 (dk – dυ) g = 9ηυg. (2.1.7)

Iz izraza (2.1.7), poãto su nam gustine kapÿice i vazduha poznate, kao i vis-
koznost vazduha, mereçem brzine kojom kapÿica pada pod uticajem sile Zemÿine
teæe, moæemo da odredimo çen polupreånik:

Fg

Fg mkg=

Fp

Fp mυg–=

υ F tr

Ftr 6πηaυ–=

υg Fg Fp F tr+ + 0=
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. (2.1.8)

U ovom sluåaju, za povezivaçe makroskopski merÿivih veliåina i mikroskop-
skih veliåina koje æelimo da odredimo (dimenzije kapÿice su tako male da ne mogu
da se odrede neposrednim putem, na primer, pomoñu mikroskopa), iskoriãñen je
Stoksov zakon.

Razmotrimo sada kretaçe iste kapÿice koja nosi naelektrisaçe q u elekt-
riånom poÿu E. Na kapÿicu tada deluje dodatna elektrostatiåka sila , saglasno iz-
razu (D-2.1.6). Pravac elektriånog poÿa E moæe da se odabere tako da se pod çego-
vim uticajem kapÿica kreñe naviãe. Tada se pri dostizaçu graniåne brzine kretaça
kapÿice υE, u ravnoteæi nalaze sve åetiri sile:

, (2.1.9)

ili poãto potisak i elektriåno poÿe deluju u jednom smeru (na gore), a Zemÿina teæa
i treçe u drugom (nadole):

. (2.1.10)

Zamenom sila iz jednaåina (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) i (D-2.1.1) u izrazu (2.1.10) i
preureœivaçem dobijamo:

(mk – mυ) g + 6 πηaυe = qΕ, (2.1.11)

a zamenom prvog ålana iz jednaåine (2.1.4):

6 πηaυg+ 6 πηaυE = qE. (2.1.12)

Odatle se za naelektrisaçe kapÿice dobija:

. (2.1.13)

Konaåno, uvrãtavajuñi polupreånik kapÿice iz jednaåine (2.1.8), dobijamo izraz po-
moñu kojeg moæe da se odredi apsolutno naelektrisaçe kapÿice, na osnovu mereça
brzine çenog kretaça u elektriånom poÿu i van çega:

. (2.1.14)

Ako se za vreme ogleda kapÿica preelektriãe (promeni naelektrisaçe), tada ñe za
novo naelektrisaçe q′ kapÿica da ima i novu brzinu υE′:

. (2.1.15)

a
9ηυg

2 dk dυ–( )g
---------------------------=

Fe

Fg Fp F tr Fe+ + + 0=

Fg F tr+ Fp Fe+=

q 6πaη
υg υE+

E
-----------------=

q
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υg υE+( )=

q′
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υg υE′+( )=
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Poãto u toku eksperimenta sa jednom istom kapÿicom moæe da se izvrãi veliki broj
mereça, pri åemu kapÿica moæe i da se preelektriãe, tada se promena koliåine na-
elektrisaça ∆q = q′ – q dobija iz razlike izraza (2.1.14) i (2.1.15):

. (2.1.16)

Izvodeñi brojne oglede preelektrisavaça kapÿica, Miliken je pronaãao, saglasno
oåekivaçima, da se preelektrisavaçe odvija skokovito. Pri tome je utvrdio da svako
preelektrisavaçe moæe da se izrazi kao celobrojni umnoæak jedinice naelektrisaça
e koja iznosi:

e = 1,592 × 10-19 C. (2.1.17)

Za praktiåno ostvareçe ovog ogleda potrebno je da se vrlo dobro odrede i da se pro-
veravaju brojni eksperimentalni parametri koji neposredno ili posredno mogu da
utiåu na ishod eksperimenta. To znaåi da je neophodna puna kontrola promenÿivih s
desne strane jednaåine (2.1.16). Na Slici 2.1.1 ãematski je prikazana Milikenova
aparatura za odreœivaçe naelektrisaça elektrona. Elektriåni kondenzator sa paralel-
nim ploåama C, D, smeãten je u komoru A u kojoj pritisak vazduha moæe da se
meça i meri pomoñu pumpe i manometra. Kapÿice uÿa obrazovane rasprãivaåem B,
pod uticajem gravitacije padaju na gorçu ploåu kondenzatora na kojoj se nalazi
mali otvor E.

Kada se primeti da je kapÿica uÿa
proãla kroz otvor, on se zatvori, a
vazduh izmeœu ploåa kondenzatora
jonizuje se x-zracima koji prolaze
kroz prozoråiñ W2. Kapÿica uÿa zah-
vatajuñi gasni jon i sama postaje na-
elektrisana, pa tim i podloæna delo-
vaçu elektriånog poÿa kondenzatora.
S obzirom na to da pravac i jaåina
poÿa mogu da se meçaju proizvo-
ÿno, u kombinovanom elektriånom i
gravitacionom poÿu naelektrisana
kapÿica kreñe se naviãe ili naniæe.
Kroz prozoråiñ, W1 ulazi jak snop
svetlosti koji se na kapÿici rasprãuje,
a ãto se opaæa durbinom postavÿenim
normalno na pravac upadnog snopa.
Zbog izuzetno malih dimenzija, ka-
pÿica se vidi samo kao svetla taåkica
na tamnoj podlozi. Brzina padaça
kapÿice υg pod uticajem gravitaci-
onog poÿa odreœuje se tako ãto se

meri vreme çenog prolaska izmeœu dva podeoka na okularu durbina. Za to vreme
baterija kojom se napaja kondenzator je iskÿuåena, a ploåe kondenzatora su kratko
spojene. Zatim se izmeœu ploåa uspostavi visoki napon 5000–10000 volti (koji se

∆q
9π

E
------

2η
3
υg

dk dυ–( )g
------------------------ υE′ υE–( )=

Slika 2.1.1 Milikenova aparatura za odreœivaçe 
naelektrisaça elektrona.
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meri voltmetrom V) i to tako da se kapÿica pod uticajem elektriånog poÿa kreñe na-
viãe. Ponovo se meri vreme prolaska kapÿice izmeœu dva podeoka, ovoga puta pod
uticajem i elektriånog i gravitacionog poÿa, iz åega se odreœuje brzina υE. Na os-
novu tih mereça naelektrisaçe kapÿice odreœuje se primenom izraza (2.1.14). Ako
se izmeœu dva mereça kapÿica preelektriãe, odreœivaçem nove brzine kretaça ka-
pÿice υE′, pomoñu izraza (2.1.16), izraåunava se promena naelektrisaça kapÿice.

Mereçem naelektrisaça velikog broja kapÿica, Miliken je naãao da sva na-
elektrisaça mogu da se izraze kao celobrojni umnoãci najmaçe koliåine naelektri-
saça. On je tu koliåinu naelektrisaça oznaåio kao naelektrisaçe jednog elektrona.
Najboÿi rezultat koji je Miliken dobio, jednaåina (1.2.17), vrlo je blizak danas prih-
vañenoj najboÿoj vrednosti:

e = - 1,602176462(63) × 10-19 C. (2.1.18)

Deÿeçem çegovog eksperimentalnog rezultata za e sa poznatom vrednoãñu
za odnos e/m, Miliken je izraåunao masu elektrona. Najtaånija vrednost za masu
elektrona, koja je danas prihvañena, iznosi:

me = 9,10938188(72) × 10-31 kg. (2.1.19)

Naelektrisaçe e iz jednaåine (2.1.18) predstavÿa osnovni kvant (atomsku je-
dinicu) naelektrisaça. Naelektrisaça svih åestica otkrivenih u prirodi su celobrojni
umnoãci ovog osnovnog kvanta naelektrisaça, tj. naelektrisaça su uvek 0, ± e, ±
2e, ± 3e, itd. U sluåaju jona ovo pravilo kvantovaça je oåigledno: jon je atom ili
molekul koji je izgubio ili primio jedan ili viãe elektrona, pa je otuda çegovo na-
elektrisaçe celobrojni umnoæak elementarnog naelektrisaça. Meœutim, pravilo
kvantovaça naelektrisaça takoœe vaæi i za subatomske åestice i sve elementarne
åestice. Na primer, naelektrisaçe neutrona je nula, protona + e, alfa-åestice (jezgra
helijuma) + 2e, miona - e, pozitivnog piona + e, itd.

Odskora, mnogo se radi na pronalaæeçu naelektrisaça ± e/3 i ± 2e/3, koja od-
govaraju kvarkovima od kojih su saåiçeni protoni i neutroni (videti 12. poglavÿe).
Meœutim, do danas, takvo podeÿeno (frakciono) naelektrisaçe, niti bilo koje drugo,
nije pronaœeno. Iz nedavno izvrãenih mereça sledi da na svakih 1019 protona moæe
da se pojavi maçe od jednog slobodnog kvarka. Drugim reåima, najmaçe slobodno
naelektrisaçe opaæeno eksperimentalnim putem je elementarno naelektrisaçe elek-
trona.

Primeri

Primer 2.1.1 Kolika potencijalska razlika treba da se uspostavi izmeœu kondenzators-
kih ploåa åiji razmak iznosi 5 mm, da bi se uravnoteæila kapÿica uÿa koja nosi naelekt-
risaçe jednako petostrukom naelektrisaçu elektrona? Masa kapÿice iznosi 3,119 ×
10-13 g.

REÃENJE: 

Iz uslova za ravnoteæu elektrostatiåke i gravitacione sile dobijamo:

qE mg.=
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Elektriåno poÿe kondenzatora sa paralelnim ploåama koliånik je potencijalske raz-
like izmeœu ploåa i çihovog meœusobnog rastojaça:

.

Iz ova dva izraza sledi da je potencijalska razlika U:

ili, s obzirom na to da je q = 5e, s=0,005 m, m = 3,119x10-16 kg, i g = 9,81 m/s2:

.

Zadaci

Z–2.1.1 Izraåunati brzinu padaça kapÿice uÿa gustine 0,98 g/cm3, sa polupreånikom 
10-4 cm, u vazduhu åiji je koeficijent viskoznosti 1,832x10-4 poaza.

[0,0117 cm/s]

Z–2.1.2 Potencijalska razlika od 31,5 V saopãtena kondenzatorskim ploåama koje
su meœusobno udaÿene 1 cm, odræava kapÿicu uÿa u kretaçu naviãe brzinom od 10
podeoka za 10 sekundi (50 podeoka = 1 mm). Brzina padaça pod dejstvom sile teæe
iznosi 10 podeoka za 100 sekundi. Koeficijent viskoznosti vazduha je 1,8 x 10-4 P
(gcm–1 s–1). Gustina kapÿice je 0,90 g/cm3. Koliko elektrona nosi kapÿica? [1]

2.2 KRETANJE ELEKTRONA (NAELEKTRISANE ÅESTICE)
U ELEKTRIÅNOM I MAGNETNOM POLJU

DODATAK 2.2

D–2.2.1 Prikazivaçe II Çutnovog zakona

II Çutnov zakon najåeãñe se predstavÿa preko ubrzaça, u obliku koji je dat izrazom
(D–1.2.2):

(D-2.2.1a)

S obzirom na vezu izmeœu ubrzaça , brzine  i preœenog puta 

.

II Çutnov zakon moæe da se izrazi i jednaåinama:

E
U

S
----=

U
mgs

q
----------=

U
3 119 10

16–
× 9 81 0 005,×,×,

5 1 6 10
19–

×,×
--------------------------------------------------------------------=

U 19 1 V,=

F ma.=

a υ s,

a υ′
dυ

dt
------ s″

d
2
s

dt
2

-------= = = =
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(D-2.2.1b)

. (D-2.2.1c)

Imajuñi na umu da je masa tela stalna i da je impuls (koliåina kretaça) proizvod mase i
brzine:

iz jednaåine (D–2.2.1b) dobijamo joã jedan naåin za izraæavaçe sile :

. (D-2.2.1d)

D–2.2.2 Vektori

U desnom ortogonalnom koordinatnom sistemu definisana su tri jediniåna vekotra ,

 i  koji deluju redom u pravcu x-, y- i z-ose. Tada, proizvoÿni vektori  i  mogu da se
predstave zbirom çihovih komponenata u pravcima x, y i z:

.

a) Skalarni proizvod dva vektora,  i , dobija se mnoæeçem komponenata, ålan po ålan:

ili s obzirom na to da je posmatrani sistem ortogonalan, tj.:

(D-2.2.2)

(skrañeno, isti uslov moæe da se iskaæe:  ako je  i  ako je
. Projekcija vektora na proizvoÿno izabrani pravac je skalarni proizvod tog vektora i je-

diniånog vektora na izabranom pravcu;

b) Vektorski proizvod dva vektora,  i , nalazimo iz determinante:

(D-2.2.3a)

F m
dυ

dt
------ mυ′= =

F
md

2
s

dt
2

------------ ms″= =

p mυ=

F

F m
dυ

dt
------

d mυ( )

dt
----------------

dp

dt
------= = =

i

j k A B

A Axi Ayj Azk+ +=

B Bxi Byj Bzk+ +=

A B

A B⋅ AB Axi Ayj Azk+ +( ) Bxi Byj B zk+ +( )⋅= =

i i 1 j j, 1 k k, 1 i j, 0 i k, 0 j k, 0= = = = = =

A B⋅ AxBx AyBy AzBz+ + A B A B,∠cos= =

i j⋅ δ ij  δ ij; 1= = i j= δ ij 0=
i j )≠

A B

A B×

i j k

Ax Ay Az

Bx By Bz

 AyBz AzBy–( )i

+ AzBx AxBz )j–(

+ AxBy A– yBx )k(

= =
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. (D-2.2.3b)

Vektorski proizvod je novi vektor, normalan na ravan u kojoj leæe poåetni vektori a åiji je
smer odreœen pravilom desne ruke. Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda predstavÿa
povrãinu romboida åije se ivice poklapaju sa vektorima koji se mnoæe.

Posebni sluåajevi:

 paralelni:

 normalni:

.

Primer 1.

Primer 2.

;

c) Meãoviti proizvodi tri vektora,  i  je skalar:

. (D-2.2.4a)

Geometrijski, meãoviti proizvod predstavÿa zapreminu paralelopipeda åije se ivice poklapaju
sa vektorima koji se mnoæe. Pri tome, vektorski deo proizvoda daje bazu a iz skalarnog se do-
bija visina paralelopipeda. Iz åiçenice da zapremina paralelopipeda ne zavisi od naåina na
koji se definiãe çegova baza, sledi vaæna, oåigledna relacija:

(D-2.2.4b)

Drugim reåima, meãoviti proizvod se ne meça pri kruænim zamenama vektora.

D-2.2.3 Lorencova sila

Na naelektrisaçe q koje se kreñe brzinom  u elektriånom poÿu  i magnetnom poÿu

, deluje sila :

. (D-2.2.5)

U elektriånom poÿu, 

.

A B× A B A B,∠sin=

A B,

AB∠sin 0     A B×, 0= =

A B,

AB∠sin 1   A B×,   A B= =

A Axi        B, Bxi     A B×, 0.= = =

A Axi    B, Byj      A B×, AxByk= = =

A B, C

A B C×( )⋅ A B C×( ) A B C×( ),∠cos=

A B C A B C×( ), B C,∠sin∠cos=

A B C×( )⋅ C A B×( )⋅ B C A×( ).⋅= =

υ E

B F

F qE qυ B×+=

B 0=

F qE=
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U magnetnom poÿu:

, (D-2.2.6a)
ili, imajuñi na umu izraz (D-2.2.1b):

. (D-2.2.6b)

D-2.2.4 Reãavaçe diferencijalne jednaåine 

Vektorska diferencijalna jednaåina tipa:

(D-2.2.7)

javÿa se kod problema povezanih s obrtnim kretaçem i sa pojavama u magnetnom poÿu [jed-

naåina(D-2.2.6b)]. U zavisnosti od problema koji se reãava, vektori  i  i skalar k mogu da
imaju razliåiti fiziåki smisao. Meœutim, postupak za reãavaçe jednaåine (D-2.2.7) ne zavisi
od çenog fiziåkog tumaåeça. Primenom pravila za vektorski proizvod, izraz (D-2.2.3a), na
jednaåinu (D-2.2.7) ova se prevodi u odgovarajuñi sistem skalarnih diferencijalnih jednaåina:

(D-2.2.8)

.

Reãavaçe ovog sistema u opãtem sluåaju [na primer  i 
predstavÿa teæak matematiåki problem. Meœutim, u jednostavnijim sluåajevima, koji i
imaju najveñi praktiåni zanaåaj, sistem (D-2.2.8) moæe lako da se reãi bez problema. Razmo-

triñemo najjednostavniji sluåaj kada su intenziteti vektora  i  stalni: 

 Problem moæe da se daÿe pojednostavi izborom pogodnog koordinatnog si-

stema. Na primer, postavÿaçem koordinatnog sistema tako da je z-osa paralelna vektoru  do-
bijamo:

,

åime se sistem (D-2.2.8) znatno pojednostavÿuje:

(D-2.2.9a)

(D-2.2.9b)

F qυ B×=

dυ

dt
------

q

m
----υ B×=

dβ dt⁄ kβ B×=

dβ

dt
------ kβ B×=

β B

dβx

dt
-------- k βyBz βzBy–( )=

dβy

dt
-------- k βzBx βxBz–( )=

dβz

dt
-------- k βxBy βyBx–( )=

β β x y z t, , ,( )= B B x( y z t, , , ) ]=

β B β const.,=

B const.=

B

Bx By 0      Bz, const ., B Bzk= = = =

dβx

dt
-------- kβyBz=

dβy

dt
-------- kβxBz–=
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(D-2.2.9c)

Posledça jednaåina moæe da se neposredno integrali, odakle dobijamo:

(D-2.2.10)

Vrednost konstante  odreœuje se iz poåetnih uslova koji se odreœuju prema prirodi prob-
lema koji se razmatra.

Preostale dve jednaåine (D-2.2.9a) i (D-2.2.9b) meœusobno su spregnute i lako se reãa-
vaju svoœeçem na jednu diferencijalnu jednaåinu drugog reda. Diferenciraçem (D-2.2.9a)
dobijamo:

a zamenom izvoda  iz (D-2.2.9b):

odnosno:

(D-2.2.11)

Ova diferencijalna jednaåina drugog reda reãava se na standardni naåin. Karakteristiåna jed-
naåina je:

sa reãeçima:

a opãte reãeçe:

odnosno:
. (D-2.2.12)

Koeficijente  i  nalazimo iz poåetnih uslova kojima se odreœuje poåetni poloæaj vektora

 u prostoru.
Neka je za t=0 vektor  u xz-ravni, pod uglom  u odnosu na vektor , Slika D-2.2.1

Tada je:

.
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Za komponentu  iz jednaåine (D-2.2.12), primenom odgovarajuñeg poåetnog uslova

, nalazimo:

i: .

Konstantu C2 nalazimo iz poåetnih uslova, uporeœivaçem izvoda posledçeg izraza:

sa jednaåinom (D-2.2.9a). Izjednaåavaçem desnih strana izraza, nalazimo:

odakle primenom poåetnog uslova , sledi:

.

Zamenom naœenih vrednosti za konstante, konaåno imamo:

(D-2.2.13a)

(D-2.2.13b)

i:

. (D-2.2.13c)

Posledçu jednaåinu dobili smo unoãeçem poåetnog uslova u izraz (D-2.2.10).

Slika D-2.2.1 Poåetni poloæaj vektora  za t=0.β

x y

z B

βz=|β| cos θ

βy= 0
θ

β

βx=|β| sin θ

βx

βx 0( ) β θsin=

β θsin C1 0( ) C2 0( )sin+cos=

C1 β θsin=

βx β θ kBzt( ) C2 kBzt( )sin+cossin=

dβx

dt
-------- kBz β θ kBzt( )sin kBzC2 kBzt( )cos+sin–=

βy β θ kBzt( )sin C2 kB zt( )cos+sin–=

βy 0( ) 0=

C2 0=

βx β θ kBzt( )cossin=

βy β θ kB zt( )sinsin–=

βz β θcos=
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Reãeçe za komponentu , je najjednostavnije. S obzirom na to da je  stalno, kao i

 sledi i da je cos  =const., odnosno da vektor  tokom vremena ne meça ugao u odnosu

na z-osu (i na vektor ).

Kretaçe popreånih komponenata i βy, najlakãe se razume ako uoåimo da je:

Posledçi izraz predstavÿa jednaåinu kruga. Komponente βx i βy meçaju se tokom vremena

ali je zbir çihovih kvadrata stalan. To znaåi da projekcija vektora  na x, y-ravan ima stalan
intenzitet kreñuñi se po krugu. S obzirom na sinusnu, odnosno kosinusnu zavisnost kompo-

nenata βy i βx, vektor  kruæi stalnom frekvencijom oko z-ose. Pozitivna rotacija oko z-ose
odvija se u smeru x → y → –x → –y → x, Slika D-2.2.2. Zbog negativnog znaka sinusnog
ålana u jednaåini (D-2.2.13b), rotacija o kojoj je reå odvija se u smeru x → –y → –x → y → x,
tj. rotacija je negativna. Tada je:

. (D-2.2.14a)

Smer rotacije zavisi od znaka skalarne konstante koja moæe da bude pozitivna i nega-
tivna, ãto zavisi od fiziåke prirode problema koji se razmatra. Kada je konstnta k pozitivna,

vektor  rotira oko vektora  po pravilu leve ruke (negativan smer). Ako je rotacija nega-

tivna, ide po pravilu desne ruke u odnosu na pozitivni smer vektora , Slika D-2.2.3. Kruænu
frekvenciju moæemo da izrazimo i kao vektor paralelan osi rotacije åiji smer odreœuje smer
rotacije. U vektorskom obliku je:

βz βz

β θ β

B

βx

β
2
x βy

2
+ β

2 θ
2

sin r
2 .= =

β

β

ω kBz–=

Slika D-2.2.2 Rotacija se predstavÿa vektorom sa osom
rotacije åiji se smer u desnom koordinatnom sistemu
odreœuje pravilom desne ruke. Rotacija oko neke ose je po-
zitivna kada je vektor rotacije paralelan sa smerom te ose.
Vektor rotacije moæe da bude ugao, ugaona brzina, ugaono
urbzaçe i iz çih izvedeni vektori (ugaoni moment, mo-
ment sile, itd.). Na primer, pozitivna rotacija oko z-ose od-

vija se u smeru x → y → –x → –y → x; vektor rotacije 
paralelan je z-osi. Negativna rotacija oko z-ose odvija se u

suprotnom smeru x → –y → –x → y → x; vektor rotacije 
tada je antiparalelan z-osi.

A

A

A

z

x y
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Slika D-2.2.3 Smer (znak) rotacije ko-
ju opisuje sistem jednaåina (D-2.2.13) za-
visi od predznaka skalarne konstante k: a)
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tor kruæne frekvencije paralelan je z-osi (i
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rotacija je negativna. Vektor kruæne frek-
vencije je antiparalelan z-osi (i magnet-
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. (D-2.2.14b)

Znaåi, pri stalnim vrednostima intenziteta vektora  i  diferencijalnom jednaåinom (D-2.2.7)

izraæava se rotacija vektora  oko vektora  stalnom kruænom frekvencijom koja je propor-

cionalna intenzitetu vektora , a åiji smer zavisi od predznaka skalarne konstante.

D-2.2.5 Parabola i çena tangenta

Ovde razmatramo geometrijski problem na koji ñemo naiñi prilikom izraåunavaça
otklona elektronskog snopa u elektriånom ili magnetnom poÿu konaånih dimenzija. Treba da
odredimo mesto na kome ñe tangenta parabole, y = ax2 presecati x-osu. Tangenta parabole je
prava koja prolazi kroz izabranu taåku i ima nagib koji je jednak prvom izvodu parabole u toj
taåki. Jednaåina parabole je:

a çen prvi izvod:

.

Vrednost funkcije u izabranoj taåki x = s je:

a çenog prvog izvoda:

.

Jednaåina prave koja prolazi kroz taåku (s, ys) i koja ima nagib 2as je:

ω  kB–=

β B

β B

B

y ax
2

=

y' 2ax=

Slika D-2.2.4 Prava koja dodiruje parabolu na apscisi, s, 
preseca apscisnu osu na vrednosti s/2.

0

y = ax2

as2 (s, as2)

α

y

s
s
2 x

tgα = 2as

ys as
2

=

y'x s= 2as=
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.

Presek prave sa x-osom, x0, dobijamo iz vrednosti x kada je y=0:

,

ili poãto je ys taåka zajedniåka za pravu i parabolu ys = as2, dobijamo:

. (D–2.2.15)

Prema tome, tangenta parabole (åije je teme u koordinatnom poåetku), povuåena u proizvo-
ÿno izabranoj taåki seåe x-osu na polovini vrednosti apscise izabrane taåke.

Kada telo koje nije u dodiru sa drugim telom dobija ubrzaçe bez vidÿivog uz-
roånika (ili kada na telo treba da se deluje silom da bi se spreåilo çegovo ubrza-
vaçe), tada kaæemo da je ono izloæeno delovaçu poÿa sile. Poÿa sile sa kojima se
najåeãñe sreñemo su gravitaciono, elektriåno i magnetno poÿe. Posledça dva mogu
da se smatraju i graniånim sluåajevima jedinstvenog elektromagnetnog poÿa.

Poãto primena elektriånog i magnetnog poÿa predstavÿa osnovni naåin za up-
ravÿaçe naelektrisanim åesticama i ispitivaçe çihovih osobina, ukratko ñemo opi-
sati ponaãaçe naelektrisanih åestica u çima.

2.2.1 Naelektrisana åestica (elektron) u elektriånom polju

Jaåina elektriånog poÿa  izraæava se kao sila po jedinici naelektrisaça koja
deluje na malo probno naelektrisaçe , postavÿeno u poÿe:

(Probno naelektrisaçe  mora da bude malo da ne bi sopstvenim poÿem remetilo
spoÿaãçe poÿe koje se meri.) Otuda, na proizvoÿno naelektrisaçe q u spoÿaãçem
elektriånom poÿu  deluje sila :

. (2.2.1)

Imajuñi na umu da svaka sila telu åija je masa m, saopãtava ubrzaçe  (D-1.2.2), za
slobodno naelektrisaçe q åija je masa m, saglasno jednaåini (2.2.1) imamo:

. (2.2.2)
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U opãtem sluåaju, elektriåno poÿe  moæe da zavisi kako od vremena tako i od

prostornih koordinata, pa i ubrzaçe  zavisi od prostornih i vremenskih koordinata
åestice. Meœutim, mi ñemo da razmatramo samo sluåaj stacionarnih elektriånih
poÿa, tj. poÿa koja se ne meçaju tokom vremena i koja imaju jednostavnu zavisnost
od prostornih koordinata. Najjednostavniji sluåaj je kada poÿe ne zavisi ni od vre-
mena ni od koordinata, tj. kada je poÿe konstantno i homogeno. Pri tome, uzimamo

da je poÿe usmereno duæ x-ose, . Putaçu naelektrisane åestice koja je pri t
= 0 bila u koordinatnom poåetku x(0) = 0 i u staçu mirovaça υx = 0, lako nalazimo
dvostrukim integraÿeçem izraza (2.2.2). Prvim integraÿeçem dobijamo brzinu kao
funkciju vremena:

(2.2.3)

a drugim, koordinatu (poloæaj) kao funkciju vremena:

. (2.2.4)

Koriãñeçem izraza (2.2.3) i (2.2.4) lako se izraåunava kinetiåka energija T
koju åestica dobija kretaçem kroz stalno elektriåno poÿe:

(2.2.5)

.

Uklaçaçem vremena t, pomoñu izraza (2.2.4), dobijamo:

. (2.2.6)

Imajuñi na umu da je qEx jednako sili poÿa koja deluje na åesticu, sledi:
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, (2.2.7)

tj. kinetiåka energija naelektrisane åestice ubrzane poÿem Ex, na putu x, jednaka je
radu koji je sila poÿa izvrãila pomerajuñi åesticu na tom putu. Poãto je pad potenci-
jala u stalnom poÿu Ex na putu x jednak proizvodu elektriånog poÿa i rastojaça x,
∆U = Exx, konaåno dobijamo:

. (2.2.8)

U atomskoj, nuklearnoj i u fizici åestica, energija se obiåno izraæava u elektronvol-
tima eV, milion elektronvoltima MeV, milijardu elektronvoltima GeV, itd. Elektron-
volt je energija koju åestica jediniånog naelektrisaça e (e = 1,60 x 10-19 C) dobije
pri prolasku kroz pad potencijala od 1 V:

(2.2.9)

.

Po preporuci iz 1998. godine, prihvañen je odnos:

. (2.2.10)

2.2.2 Naelektrisana åestica u magnetnom polju: vektori brzine i polja 
uzajamno normalni

Posmatrajmo sada naelektrisanu åesticu u konstantnom, homogenom magnet-

nom poÿu . Saglasno izrazu (D-2.2.6), sila kojom magnetno

poÿe deluje na åesticu je  i jednaåina kretaça ima oblik:

. (2.2.11)

S obzirom na to da se u izrazu pojavÿuje vektorski proizvod, ubrzaçe  uvek je

normalno na brzinu  i na pravac magnetnog poÿa . Zbog toga, komponenta

brzine paralelna poÿu  ostaje stalna. Za sada ñemo da zanemarimo ovu kompo-
nentu brzine uzevãi da se kretaçe odvija u ravni normalnoj na pravac magnetnog

poÿa , kao ãto je pokazano na Slici 2.2.1. Poãto je ubrzaçe (promena brzine) nor-
malno na vektor brzine, veliåina (intenzitet) vektora brzine ostaje neizmeçena. To-
kom vremena meça se samo çegov pravac, ãto je odlika ravnomernog kruænog
kretaça. Ako je polupreånik putaçe r, centripetalno ubrzaçe je υ2/r, a centripetalna
sila mυ2/r. Poãto je ova sila (centripetalna) uzrokovana delovaçem magnetnog poÿa
B na naelektrisanu åesticu, mase m i naelektrisaça q, koja se kreñe brzinom υ, onda
je:

T Fxx=

T q∆U=
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(2.2.12)

odakle moæe da se izraåuna polupreånik kruæne orbite:

(2.2.13)

i frekvencija kruænog kretaça.
Kako je to uobiåajeno, linearnu frekvenciju ν odreœujemo kao broj krugova

koje åestica opiãe u jedinici vremena:

(2.2.14a)

a cirkularnu (kruænu) frekvenciju ω kao broj radijana u jedinici vremena:

. (2.2.14b)

Oåigledno je:

.

Izraåunavajuñi υ/r iz jednaåine (2.2.13), neposredno dobijamo:

(2.2.14c)

i: . (2.2.14d)

Ova frekvencija, izraæena bilo kao linearna ili kao kruæna, naziva se ciklotronska
frekvencija. Treba uoåiti da ona zavisi samo od magnetnog poÿa i od odnosa na-
elektrisaça i mase åestice. Ciklotronska frekvencija ne zavisi od brzine åestice.
(Ovo je taåno samo za nerelativistiåko kretaçe, tj. za υ « c.)
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Slika 2.2.1 Kruæna orbita (putaça) pozitivno naelektri-
sane åestice u homogenom magnetnom poÿu. Magnetno
poÿe je normalno na ravan crteæa, usmereno od posmatraåa
ka crteæu.
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Takoœe, naglasimo to da ciklotronska frekvencija ne zavisi od znaka naelektri-
saça åestice, a da od znaka naelektrisaça zavisi smer rotacije.

2.2.3 Åestica u homogenom magnetnom polju – opãti sluåaj

U opãtem sluåaju, naelektrisana åestica moæe da se naœe u kombinovanom
elektriånom i magnetnom poÿu (elektromagnetnom poÿu) koje zavisi kako od vre-
mena tako i od poloæaja (koordinata) åestice. I tada izraz za Lorencovu silu (D-2.2.5),
ima isti oblik s tim ãto su sve promenÿive (izuzev naelektrisaça) funkcije vremena t
i prostornih koordinata x, y, z:

. (2.2.15)

Ova jednaåina najåeãñe ne moæe da se reãi analitiåki. Meœutim, podeãavaçem eks-
perimentalnih uslova, primenom pribliænih metoda, koriãñeçem raåunara i sl., ona
moæe uvek da se svede na oblik koji moæe praktiåno da se koristi. Zavisnost od vre-
mena moæe da se ukloni primenom konstatnih poÿa, a zavisnost od koordinata uk-
laça se koriãñeçem homogenih poÿa. Na primer, u detektorima elementarnih åes-
tica kao ãto su maglena ili mehurasta komora, elektriåno poÿe jednako je nuli E = 0,

a magnetno poÿe je konstantno, homogeno, , pa se izraz (2.2.15)
svodi na oblik:

. (2.2.16)

Brzina naelektrisane åestice meça se tokom vremena zbog toga ãto jonizujuñi sre-
dinu kroz koju prolazi, åestica gubi kinetiåku energiju. Analizirajuñi slike tragova
koje naelektrisane åestice ostavÿaju u maglenoj ili mehurastoj komori, primenom
jednaåine (2.2.16) moæe da se bliæe odredi priroda åestice, çeno uzajamno dejstvo
sa drugim åesticama i sl.

Jednaåina (2.2.16) moæe da se daÿe pojednostavi tako ãto se primeçuje samo
na kratki vremenski interval u kojem se brzina åestice neznatno meça, tj.

 ili tako ãto se podeãavaçem eksperimentalnih uslova ta brzina zaista
uåini stalnom (na primer, åestica u visokom vakuumu). Tada je:

,

odnosno:

, (2.2.17a)

. (2.2.17b)

Jednaåine (2.2.17a) i (2.2.17b) opisuju kretaçe naelektrisane åestice åija je masa m,

naelektrisaçe q i brzina , u konstantnom, homogenom magnetom poÿu . Pri

F x y z t, , ,( ) qE x y z t, , ,( ) qυ x y z t ) B× x y z t, , ,( ), , ,(+=

B x y z t, , ,( ) B
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=
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tome poåetni pravac vektora brzine  ima proizvoÿnu orijentaciju u odnosu na pra-
vac magnetnog poÿa. Reãavaçe jednaåine ove vrste detaÿno je opisano u odeÿku
D-2.2.4. Reãeça dobijamo neposredno iz (D-2.2.13 a,b,c) ako uoåimo odgovarajuñu
jednoznaånu vezu izmeœu veliåina koje su koriãñene u izrazima (D-2.2.7) i
(2.2.17b):

 . 

Tada je:

(2.2.18a)

(2.2.18b)

. (2.2.18c)

Ova posebna reãeça dobijena su za sledeñe geometrijske i poåetne uslove: brzina 

zaklapa ugao θ sa vektorom magnetnog poÿa  koji je paralelan sa z-osom; za t = 0:

.

Drugim reåima, u trenutku kada poåiçemo da merimo vreme, vektor  nalazi se u

xz-ravni, pod uglom θ u odnosu na z-osu i na vektor  (koji je paralelan z-osi). Iz

reãeça (2.2.18) sledi da vektor brzine  tokom vremena rotira oko vektora poÿa 
ugaonom brzinom (frekvencijom) ω, koja je, saglasno izrazu (D-2.2.14a):

(2.19a)

ili u vektorskom obliku:

. (2.2.19b)

Zbog negativnog znaka, ako usvojimo da radimo u desnom koordinatnom sistemu,
negativno naelektrisane åestice imaju pozitivnu frekvenciju, a pozitivno naelektri-
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sane negativnu frekvenciju. Pozitivna frekvencija oznaåava da se rotacija odvija po
pravilu desne ruke u odnosu na pozitivni pravac z-ose.

Jasniju fiziåku sliku o kretaçu åestice dobijamo ako umesto brzine posma-
tramo koordinate åestice. Zavisnost koordinata åestice od vremena (putaçu åestice)
dobijamo integraÿeçem izraza za komponente brzine. S obzirom na jednostavnost
izraza (2.2.18), integraÿeçe se vrãi neposredno, odakle dobijamo:

(2.2.20a)

(2.2.20b)

. (2.2.20c)

Kao i obiåno, konstante C1, C2 i C3 zavise od poåetnih uslova. Ovde biramo
poåetne uslove tako da konstante C1, C2 i C3 budu jednake nuli. To ne meça prirodu
putaçe veñ meça samo çen poloæaj u odnosu na proizvoÿno izabran koordinatni
poåetak. Znaåi, za t = 0, x(0) = 0, y(0) = -  i z(0) = 0 pa je:

(2.2.21a)

(2.2.21b)

. (2.2.21c)

U pravcu z-ose (magnetnog poÿa) åestica se kreñe stalnom brzinom , koja
zapravo predstavÿa poåetnu vrednost z-komponente brzine.

Oblik putaçe u xy-ravni, mada oåigledan i iz izraza (2.2.21a,b), najlakãe se
uoåava iz jednostavne jednaåine:

.

iz koje oåigledno sledi da je putaça kruæna i da je çen polupreånik (υ0/ω)sinθ:

. (2.2.22)

Slagaçem ove dve komponente kretaça (u xy-ravni i u pravcu z-ose) dobijamo da
åestica u prostoru opisuje spiralu åiji je polupreånik:

(2.2.23)
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i hod:

(2.2.24)

kao ãto je prikazano na Slici 2.2.2. Treba uoåiti da se poseban sluåaj opisan u ode-
ÿku 2.2.2. neposredno dobija iz ovih razmatraça ako se uzme da je θ = 90°. Drugi
graniåni sluåaj dobijamo za θ = 0, kada je x = y = 0 i . Naelektrisana åestica
koja uleñe paralelno u magnetno poÿe prolazi kroz poÿe ne meçajuñi ni pravac ni
brzinu kretaça.

U opãtem sluåaju, bez obzira na izbor koordinatnog sistema, kada su poåetna
brzina nalektrisane åestice  i  vektor spoÿaãçeg magnetnog poÿa  pod proizvo-
ÿnim uglom, åestica se kreñe po spirali åija je osa paralelna vektoru poÿa .

2.2.4 Elektron u elektriånom polju konaånih dimenzija

Na osnovu kretaça naelektrisaça u elektriånom i magnetnom poÿu moæe da
se bliæe odredi priroda åestice ili vrsta interakcije u kojoj ona uåestvuje. Istorijski
gledano, prvi takvi eksperimenti raœeni su sa elektronima. Na osnovu kretaça elekt-
rona u elektriånom i magnetnom poÿu, J. J. Tomson je odredio odnos e/m iz kojeg
se, znajuñi naelektrisaçe e, moæe odrediti i prava masa elektrona m. Poãto se za ove
oglede koriste poÿa konaånih dimenzija (konaånih u odnosu na putaçu elektrona),
razmotriñemo kretaçe elektrona pod tim uslovima.

Posmatrajmo najjednostavniji sluåaj. Elektron se kreñe brzinom υxu pravcu

x-ose. Na putu duæine sE deluje elektriåno poÿe  duæ negativnog pravca y-ose. Uti-
caj elektriånog poÿa na elektron beleæi se prañeçem çegovog poloæaja na fluores-
centnom zastoru koji se nalazi na rastojaçu l od izabranog koordinatnog poåetka,
Slika 2.2.3:

(2.2.25)

(2.2.26a)

∆z
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Slika 2.2.2 U konstantnom homogenom magnet-
nom poÿu naelektrisana åestica kreñe se po spiralnoj
putaçi, åija je osa paralelna sa pravcem poÿa i åiji

hod i polupreånik zavise od ugla izmeœu vektora i
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ili u naãem sluåaju:

. (2.2.26b)

Odavde dobijamo izraz za ubrzaçe koje elektriåno poÿe saopãtava elektronu:

. (2.2.27a)

Poãto je y-koordinata elektrona jedini parametar koji (posredno) moæemo da odre-
dimo, potrebno je da se ubrzaçe ay izrazi preko koordinate y:

(2.2.27b)

pa je:

. (2.2.28)

Odavde se dvostrukim integraÿeçem dobija skretaçe elektrona, y, pod uticajem
elektriånog poÿa, , koje deluje u vremenu t: 

Fyj mayj eEyj= =
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Slika 2.2.3 Kretaçe elektrona u homo-
genom elektriånom poÿu. Elektron se prvo-
bitno kretao u smeru x-ose. Poÿe deluje u
pravcu y-ose (u negativnom smeru), u oblasti
od 0 do SE. Posle napuãtaça poÿa, elektron
se kreñe pravolinijski do ekrana koji je na
rastojaçu l od koordinatnog poåetka.
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(2.2.29a)

.

Konstante integraÿeça C1 i C2 odreœujemo iz poåetnih uslova. U trenutku t = 0
elektron ima y-koordinatu nula, yt =0 = 0, kao i brzinu u pravcu y ose, {d(y)/dt}t=0 =0,
te je i C1 = C2 = 0:

. (2.2.29b)

Ovde se t odnosi na vreme tE koje elektron provede u elektriånom poÿu. Poãto poÿe
deluje na putu sE koji elektron prevali kreñuñi se stalnom brzinom υx u vremenu tE,
to je: 

(2.2.30)

odakle konaåno dobijamo izraz za skretaçe elektrona neposredno po izlasku iz
elektriånog poÿa:

. (2.2.31)

Meœutim, nas zanima koliko je skretaçe elektrona na fluorescentnom zaklonu, YE,
poãto je to veliåina koju moæemo da merimo. S obzirom na to da po izlasku iz kon-
denzatora na elektron ne deluje viãe nikakva sila, on se od sE do l kreñe pravolinijski
(po tangenti parabole u toj taåki). Poãto [saglasno izrazu (D-2.2.7)] tangenta para-
bole u taåki sE seåe x-osu u vrednosti sE/2, iz podudarnosti trouglova oåigledno je
(sE/2)/(l - sE/2) = yE/YE. Tako dobijamo izraz za skretaçe elektrona na fluorescent-
nom ekranu YE u zavisnosti od osobina samog elektrona (e/m) i parametara ureœaja u
kojem se skretaçe meri, Εy, sE, l, υx:

. (2.2.32)
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Iz ove jednaåine dobijamo izraz za odnos naelektrisaça i mase elektrona, tj. speci-
fiåno naelektrisaçe:

. (2.2.33)

2.2.5 Elektron u magnetnom polju konaånih dimenzija

Za razmatraçe kretaça elektrona u magnetnom poÿu posmatrañemo situaciju
sliånu prethodnoj. Elektron se kreñe u pravcu x-ose brzinom υx. U zoni duæine sB na

çega deluje konstantno, homogeno, magnetno poÿe . Zbog toga elektron skreñe u
pravcu y-ose, ãto se registruje posmataçem traga na fluorescentnom zastoru koji se
nalazi na rastojaçu l, Slika 2.2.4. Podrazumeva se da se u trenutku t = 0 elektron
nalazi u koordinatnom poåetku i da se kreñe samo u pravcu x-ose:

.

Iz izraza (D-2.2.6a):

(2.2.34a)

dobijamo:

(2.2.34b)
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Slika 2.2.4 Kretaçe elektrona u homo-
genom magnetnom poÿu. Elektron se prvobitno
kretao paralelno x-osi. Magnetno poÿe deluje u
smeru z-ose, koja je normalna na ravan crteæa,
u podruåju od 0 do sB. Po izlasku iz poÿa elekt-
ron se kreñe ka zaklonu pravolinijski, po tan-
genti putaçe koju je imao u taåki x=sB.
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ili u sklaranom obliku:

. (2.2.34c)

Postupajuñi kao u prethodnom sluåaju, , dobijamo:

, (2.2.35)

a posle dvostrukog integraÿeça uz navedene poåetne uslove:

. (2.2.36)

Vreme tB, dobijamo iz uslova da se elektron kreñe stalnom brzinom υx i da u tom
vremenu prevali put sB, tB=sB/υx. Vezu izmeœu otklona na fluorescentnom zaklonu
yB, i osobina elektrona koje traæimo, nalazimo iz toga ãto znamo da se elektron posle
napuãtaça podruåja sB (u kojem deluje magnetno poÿe) kreñe pravolinijski (po tan-
genti prvobitne paraboliåne putaçe). Poãto tangenta parabole povuåena u taåki sB

seåe x-osu u taåki sB/2 (odeÿak D-2.2.5), sa Slike 2.2.4 nalazimo da je:

ãto zamenom u (2.2.36) daje:

. (2.2.37)

I iz ovog izraza specifiåno naelektrisaçe elektrona e/m moæe da se izrazi preko pa-
rametara ureœaja i veliåina koje mogu da se mere nezavisno. Meœutim, odreœivaçe
brzine kretaça elektrona υx nije uvek jednostavno, pa je najlakãe da se odreœivaçe
specifiånog naelektrisaça izvede posmatraçem kretaça elektrona u kombino-
vanom elektriånom i magnetnom poÿu.

2.2.6 Elektron u kombinovanom elektriånom i magnetnom polju 
konaånih dimenzija – normalna polja

Posmatrañemo najjednostavniji sluåaj kada su elektriåno i magnetno poÿe
uzajamno normalni i kada se elektron kreñe u pravcu normalnom na delovaçe oba
poÿa. Situacija je istovetna sa prethodno opisanim eksperimentima, s tom razlikom
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ãto elektriåno poÿe deluje u pravcu y-ose izazivajuñi skretaçe elektrona u suprot-
nom smeru od skretaça prouzrokovanog magnetnim poÿem, Slika 2.2.5. Tada se
prvo odredi skretaçe elektrona u jednom od poÿa, na primer u magnetnom YB, a za-
tim se to skretaçe poniãti delovaçem elektriånog poÿa. Tada je:

(2.2.38)

odakle se izjednaåavaçem izraza (2.2.32) i (2.2.37) dobija:

. (2.2.39)

Zamenom ovog izraza u jednaåinu (2.2.32) ili (2.2.37) (svejedno koju, poãto su
skretaça ista) dobija se:

(2.2.40)

. (2.2.41)

Znajuñi da je naelektrisaçe elektrona  C, moæemo da iz-
raåunamo apsolutnu masu elektrona:

. (2.2.42)

Raspodela elektrona (ili u opãtem sluåaju naelektrisanih åestica) po brzinama
predstavÿa ozbiÿan problem prilikom odreœivaça odnosa q/m primenom normalnih
poÿa. Ovaj problem naroåito je izraæen kod pozitivnih jona koji joã u elementarnom
åinu nastanka imaju znaåajnu kinetiåku energiju. Ta raspodela energija ne meça se
bitno ni posle primene elektriånog poÿa kojim se stvara jonski snop. Zbog toga, sno-
povi naelektrisanih åestica, ako se ne preduzimaju posebne mere da se to izbegne,
sadræe åestice razliåitih brzina i energija. Iz izraza (2.2.39) vidi se da za datu kombi-
naciju poÿa Ey i Bz postoji samo jedna brzina pri kojoj ñe skretaçe u elektriånom biti
nadoknaœeno skretaçem u magnetnom poÿu. Åestice koje imaju razliåite brzine od
brzine koja je odreœena jednaåinom (2.2.39), napraviñe mali otklon naviãe ili na-
niæe, zbog åega ñe na ekranu, umesto dobro odreœene svetle taåke, da se pojavi ver-
tikalna razmazana mrÿa. Naravno, çen poloæaj ne moæe dobro da se odredi, pa
otuda ni da se izmeri.
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Postoji viãe metoda da se odnos q/m za naelektrisane åestice taåno odredi upr-
kos raspodeli åestice po brzinama od kojih ñemo ukratko da opiãemo samo dve. U
prvoj metodi, propuãtaçem upadnog snopa åestica kroz filter brzina u ureœaju za
mereçe odnosa q/m, prolaze samo åestice koje imaju odabranu brzinu i na çih
moæe da se u potpunosti primeni postupak opisan u ovom odeÿku. Kombinacija uza-
jamno normalnog elektriånog i magnetnog poÿa, za koju vaæi izraz (2.2.39), pred-
stavÿa najjednostavniji filter brzina. Ako su poÿa ujednaåena i ako deluju u istom
podruåju (SE = SB), tada kroz çih bez skretaça prolaze samo åestice koje, saglasno
jednaåini (2.2.39), imaju brzinu odreœenu odnosom:

. (2.2.43)

Stavÿaçem zaklona sa malim otvorom iza poÿa E i B, neskrenute åestice (one sa
brzinom υf) prolaze u ureœaj za odreœivaçe odnosa q/m, a one koje skreñu (sa dru-
gim brzinama) zadræava zaklon. Ozbiÿan nedostatak ove metode je to ãto najveñi
deo upadnog fluksa ostaje neiskoriãñen, pa joj to znatno smaçuje osetÿivost.

2.2.7 Elektron u kombinovanom elektriånom i magnetnom polju 
konaånih dimenzija – paralelna polja

Druga metoda za mereçe odnosa q/m kod åestica koje podleæu nekoj raspo-
deli brzina zasniva se na primeni paralelnog elektriånog i magnetnog poÿa. Metoda
u potpunosti odgovara onoj opisanoj u prethodnom odeÿku, s tom razlikom ãto je
magnetno poÿe zarotirano za 90° pa deluje paralelno sa elektriånim poÿem, Slika
2.2.6. Tada se skretaçe u elektriånom poÿu odvija kao i ranije, duæ y-ose, a u mag-
netnom, zbog rotacije poÿa, duæ z-ose. Uzimajuñi da su svi geometrijski uslovi isti
kao i ranije (uzevãi u obzir da zbog rotacije magnetnog poÿa iz Bz u -By otklon YB

prelazi u ZB), iz izraza (2.2.32) i (2.2.37) dobijamo:

Slika 2.2.5 Kretaçe elektrona u
kombinovanom elektriånom i mag-
netnom poÿu. Magnetno poÿe deluje
kao na Slici 2.2.4. Elektriåno poÿe
deluje u smeru y-ose. Poãto dva poÿa
izazivaju skretaçe elektrona u su-
protnim smerovima, moæe da se po-
desi da se ta dva uticaja potpuno po-
niãtavaju, tako da elektron stiæe na
ekran bez skretaça.

B

E

y

z

sE

sB

YB

YE

xe ν

0

υ f

E

B
---=



58 2. ATOM ELEKTRICITETA – ELEMENTARNO NAELEKTRISANJE

E:\02.fm 6/30/04

(2.2.44)

. (2.2.45)

Za razliku od ranije opisivanih sluåajeva, ovde je brzina υx promenÿiva (zbog posto-
jaça raspodele), pa ove jednaåine predstavÿaju par parameterskih jednaåina. Zajed-
niåki parametar υx moæe da se ukloni, pa otklon snopa po y-osi moæe da se izrazi kao
funkcija otklona po z-osi:

. (2.2.46)

Otklon y proporcionalan je kvadratu otklona z, dakle, predstavÿa parabolu åiji koefi-
cijent zavisi kako od osobina åestice (e/m) tako i od parametara ureœaja E, B, s. Za-
menom parametara ureœaja jedinstvenom konstantom:

(2.2.47)

Slika 2.2.6 Kretaçe elektrona u
kombinovanom elektriånom i mag-
netnom poÿu. Oba poÿa, i elektriå-
no i magnetno, deluju suprotno
smeru y-ose. Poãto elektriåno poÿe
izaziva skretaçe snopa po y-osi, a
magnetno poÿe po z-osi, elektrons-
ki snop ñe skrenuti u yz-ravan. Kako
veliåina otklona u oba pravca zavisi
od brzina åestica i to po y-osi od υ2,
a po z-osi od υ, to ñe snop da se ras-
prãi u yz-ravni obrazujuñi parabolu.
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dobijamo da je:

. (2.2.48)

To znaåi da otklon elektrona (ili drugih naelektrisanih åestica) u paralelnom magnet-
nom i elektriånom poÿu opisuje parabolu åiji koeficijent, u datom ureœaju, zavisi
samo od odnosa q/m naelektrisanih åestica.

Ako snop sadræi åestice sa razliåitim odnosima q/m (na primer, jonski snop
smeãa), tada odnos q/m moæe da se odredi za sve prisutne jonske vrste istovremeno,
ãto predstavÿa osnovu savremene masene spektrometrije, Slika 2.2.7.

Prvi maseni spektrometar naåinio je J. J. Tomson 1913. godine upravo pri-
menom paralelnih poÿa.

2.2 Zadaci

Z-2.2.1 Elektron åija je energija 100 eV ulazi u homogeno elektriåno poÿe koje je pa-
ralelno pravcu kretaça elektrona. Ako je jaåina poÿa 2000 N/C (Çutna po kulonu),
koliki ñe put da preœe elektron pre nego ãto se sasvim zaustavi?

[5,0 cm]
Z-2.2.2 Elektron sa kinetiåkom energijom od 1 keV uleñe u magnetno poÿe åija je in-
dukcija 10-3T. Izraåunati polupreånik putaçe i vreme potrebno elektronu da opiãe
pun krug ako u poÿe uleñe pod uglom:

a) 90°,
b) 30°.

[T = 3,58 × 10-8s; a) r = 10,6 cm; b) 5,32 cm]
Z-2.2.3 Izraåunati polupreånik putaçe:

a) elektrona,
b) protona koji sa kinetiåkom energijom od 300 eV uleñu u magnetno poÿe

åija je indukcija 5,0 mT, pod uglom od 30°.
[rel = 0,57 cm; rpr = 24,4 cm]
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Slika 2.2.7 Parabole pozitivnih jona koje je dobio J. J. Tomson
u kombinovanom paralelnom elektriånom i magnetnom poÿu.
Jonske vrste su identifikovane iz veliåine skretaça. Da bi se boÿe
odredili parametri parabola, magnetno poÿe je invertovano u toku
snimaça. Zbog toga su parabole simetriåne u odnosu na y-osu.
Srediãça mrÿa u koordinatnom poåetku potiåe od jona koji su na
zaklon prispeli pre ukÿuåivaça poÿa.
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H2+

O+
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Ser Õozef Õon Tomson (Sir Joseph John Thomson, 1856–
1940), roœen je u Manåesteru, a ãkolovao se u Ovensovom koleõu
u Manåesteru i u Triniti koleõu u Kembriõu. Od 1905. do 1918.
bio je predavaå Kraÿevskog instituta. Tomson je otkrio elektron i
tako postao prvi istraæivaå koji se bavio fizikom elementarnih åes-
tica. Nobelovu nagradu za fiziku dobio je 1906. godine za teorijska
i eksperimentalna istraæivaça provoœeça elektriciteta kroz ga-
sove.

Robert Endrjus Miliken (Robert Andrews Milikan, 1868–1953),
roœen je u Morisonu (Ilinois, SAD), pohaœao je Oberlinski koleõ i
doktorirao 1895. na Kolumbija univerzitetu. Od 1921. do 1945. ru-
kovodio je fiziåkom laboratorijom Kalifornijskog tehnoloãkog in-
stituta (Caltech). U prvim istraæivaçima bavio se rendgenskim
zraåeçem i slobodnim ãireçem gasova. Godine 1910. odredio je
naelektrisaçe elektrona. Takoœe, veoma je poznat çegov rad na
eksperimentalnoj potvrdi fotoelektriånog efekta. Godine 1923. do-
bio je Nobelovu nagradu za odreœivaçe elementarnog naelektri-
saça i za istraæivaçe fotoelektriånog efekta.


