
5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

Poznato je iz elektromagnetike da je magnetna indukcija (magnetno poÿe) u
slobodnom prostoru prouzrokovana kretaçem naelektrisaça odnosno tokom elek-
triåne struje. Na isti naåin, magnetna indukcija u materiji (magnetizam materije) pri-
pisuje se postojaçu mikrostruja u çoj. Ove struje nazivaju se Amperovim strujama
zato ãto ideja o çihovom postojaçu potiåe joã od Ampera, dakle, mnogo pre otkriña
elektrona. Amperova hipoteza nailazila je na teãkoñe jer çome nije moglo da se ob-
jasni postojano odræavaçe ovih struja bez utroãka energije. Meœutim, kao ãto je veñ
delom pokazano u prethodnim poglavÿima, pojam mikrostruja ne samo da ne pro-
tivreåi savremenom shvataçu strukture materije nego se çegovom neposrednom
primenom kvantitativno objaãçava veliki broj pojava vezanih za magnetizam ma-
terije.

Glavni problem u vezi sa magnetnim osobinama materije jeste pitaçe porekla
elementarnog magnetizma. U ovom poglavÿu opisañemo pojave orbitnog i spinskog
magnetizma, çihovo meœusobno dejstvo kao i çihove interakcije sa spoÿaãçim
magnetnim poÿem.

5.1 MAGNETNI MOMENT ATOMA VODONIKA

DODATAK 5.1

D-5.1.1 Magnetni moment strujne konture

Magnetni moment strujne konture  Slika D-5.1.1, proporcionalan je veliåini
povrãine A koju opisuje kontura i jaåini struje I koja kroz çu prolazi:

(D-5.1.1a)

Jediniåni vektor  normalan na ravan konture odreœuje pravac delovaça magnetnog
momenta. Smer magnetnog momenta sledi pravilo desne ruke u odnosu na tok elektriåne
struje. Za kruænu konturu polupreånika r povrãina je r2π, pa je:

µp ,

µp IAn.=

n
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(D-5.1.1b)

5.1.1 Orbitni magnetni moment

Poznato je (odeÿak D-5.1.1) da makroskopska strujna kontura ima magnetni
moment, tj., da ima osobine magnetnog dipola. Sliåno tome, oåekivalo bi se da elek-
tron, kruæeñi po Borovoj orbiti, izazove pojavu orbitnog magnetnog momenta. Elek-
tronska (Borova) orbita, zapravo, predstavÿa mikroskopsku strujnu konturu kroz
koju protiåe Amperova struja. Magnetni moment orbite moæe da se izrazi istom jed-
naåinom kao i magnetni moment makroskopske strujne konture:

(D-5.1.1a) (5.1.1)

Ovde je I struja koju stvara elektron kruæeñi po orbiti (Amperova struja), a 
vektor koji je normalan na ravan orbite i åiji je intenzitet jednak veliåini povrãine
koju orbita opisuje, a smer mu odreœuje tok elektriåne struje po pravilu desne ruke.
Indeks p oznaåava da magnetni moment vodi poreklo od orbitnog kretaça elekt-
rona. S obzirom na to da je vektor magnetnog momenta  paralelan vektoru ,
znaåi da je i magnetni moment normalan na ravan orbite.

Jaåina elektriåne struje, kao koliåina naelektrisaça koja proœe kroz presek
provodnika u jedinici vremena, za elektronsku orbitu u kojoj naelektrisaçe -e opiãe
jedan krug u vremenu T, data je izrazom:

(5.1.2a)

ili izraæavaçem perioda T preko kruæne frekvencije 

(5.1.2b)

Ako kruænu frekvenciju ω izrazimo preko orbitnog ugaonog momenta :

(D-4.6.3b)

dobijamo da je:

µp r
2
πIn.=

Slika D-5.1.1 Magnetni moment strujne konture upravÿen
je normalno na ravan konture, a smer mu se odreœuje po pra-
vilu desne ruke u odnosu na tok elektriåne struje.
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(5.1.3a)

a s obzirom na to da je orbita kruæna, tj. 

(5.1.3b)

Vezu izmeœu orbitnog magnetnog momenta i orbitnog ugaonog momenta
nalazimo zamenom izraza (5.1.3b) u (5.1.1):

i poãto je :

(5.1.4)

Iz posledçeg izraza vidi se da je orbitni magnetni moment proporcionalan orbitnom
ugaonom momentu i (zbog negativnog znaka) antiparalelan çemu. Odnos magnet-
nog i mehaniåkog orbitnog momenta ãematski je prikazan na Slici 5.1.1.

Koeficijent proporcionalnosti kojim se izraæava odnos magnetnog i ugaonog
orbitnog momenta ne zavisi od osobina orbite i kao kombinacija osnovnih konstanti
(elementarnog naelektrisaça i mase elektrona) ima univerzalni karakter, jednaåina
(5.1.4). Iz iste jednaåine neposredno dobijamo izraz za odnos magnetnog i me-
haniåkog orbitnog momenta:

(5.1.5)

Veliåina  naziva se orbitni magnetomehaniåki odnos ili orbitni æiromagnetni od-
nos i ima vrednost jednaku polovini specifiånog naelektrisaça elektrona:

(5.1.6)

Orbitni magnetni i mehaniåki moment, kao ãto se vidi iz izraza (5.1.5) odnose se (do
konstantnog faktora 0.5) kao naelektrisaçe i masa elektrona. S obzirom na to da su
masa i naelektrisaçe osnovne osobine elektrona duboko povezane sa çegovim
postojaçem, i veza izmeœu orbitnog magnetnog i orbitnog ugaonog momenta je ne-
raskidiva.
Zamenom izraza (5.1.5) u (5.1.4) dobijamo da je:

(5.1.7)
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Poãto je orbitni ugaoni moment kvantovan, to je i orbitni magnetni moment
koji je çemu proporcionalan, takoœe kvantovan. Najmaça jedinica ugaonog mo-
menta (kvant ugaonog momenta) je ñ. Zamenom ove vrednosti u izrazu (5.1.7)

 nalazimo najmaçu jedinicu (kvant) orbitnog magnetnog momenta:

(5.1.8)

koja se naziva Borov magneton i oznaåava  Iz jednaåine (5.1.8) neposredno do-
bijamo izraz za Borov magneton:

(5.1.9a)

koji, s obzirom na (5.1.5), moæe da se napiãe i u obliku:

(5.1.9b)

Zamenom vrednosti univerzalnih konstanti u izrazima (5.1.9), dobijamo da je:

(5.1.9c)

Preporuåena vrednost iz 1998. godine je:

(5.1.9d)

Nesreñna je åiçenica, koju uvek treba imati na umu, da se isti simbol µ koristi
za magnetne momente µp i µs, za Borov magnetom µB i za magnetnu propustÿivost
vakuuma µ0. Borov magneton, kao ãto ñe biti pokazano u odeÿku 5.1.2, predstavÿa
najmaçu jedinicu i za spinski magnetni moment µs. Zbog toga, Borov magneton
predstavÿa najmaçu jedinicu – kvant elektronskog paramagnetizma. (Za opisivaçe

Slika 5.1.1 Orbitni magnetni moment  potiåe od kruænog
kretaça naelektrisaça, isto kao ãto orbitni ugaoni moment ,
potiåe od kruænog kretaça mase. Zbog negativnog znaka na-
elektrisaça elektrona, vektori  i  su antiparalelni.
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magnetnih osobina atomskog jezgra koristi se odgovarajuña veliåina – nuklearni
magneton.)

Znajuñi vrednost osnovne jedinice magnetnog momenta i çegov odnos prema
orbitnom ugaonom momentu lako se nalaze uslovi kvantovaça orbitnog magnetnog
momenta. Prvo ñemo vezu izmeœu magnetnog i ugaonog momenta, jednaåina
(5.1.7), da izrazimo preko Borovog magnetona µB, koristeñi izraz (5.1.9a):

(5.1.10a)

Zamenom jednaåine za kvantovaçe orbitnog ugaonog momenta:

(4.6.38)

u jednaåinu (5.1.10a), dobijamo izraz za kvantovaçe orbitnog magnetnog momenta:

(5.1.10b)

ili u skalarnom obliku:
(5.1.10c)

Dakle, orbitni magnetni moment kvantuje se na isti naåin kao i orbitni ugaoni
moment, s tom razlikom ãto je kvant ugaonog momenta ñ, zameçen kvantom mag-
netnog momenta – Borovim magnetonom µB.

5.1.2 Spinski magnetni moment

U odeÿku 4.8 videli smo da je za objaãçeçe spektara alkalnih metala bilo
potrebno pretpostaviti postojaçe sopstvenog ugaonog momenta elektrona, dakle,
spina. U istom smislu bilo je pretpostavÿeno da je orbitni ugaoni moment jednak

nuli  = 0 kada su elektroni u s staçu. Iz toga sledi da je jednoelektronski atom
(taånije, atom koji, pored elektrona u popuçenim ÿuskama, ima joã samo jedan va-
lentni elektron) u osnovnom staçu treba da bude dijamagnetan. Meœutim, eksperi-
mentalno je pokazano da su takvi atomi (kao ãto ñe biti opisano u odeÿku 6.1) para-
magnetni, tj. da imaju magnetni moment. Uzrok paramagnetizma ovih atoma jeste
postojaçe sopstvenog elektronskog magnetnog momenta koji je pridruæen elekt-
ronskom spinu. Zbog toga bi priåa o orbitnom magnetnom i mehaniåkom momentu
elektrona mogla da se ponovi i za sopstveni magnetni i mehaniåki moment elekt-
rona. Jedina razlika je ta ãto se elektron umesto oko atomskog jezgra sada kreñe oko
sopstvene ose. Ova analogija je korisna za stvaraçe zamiãÿene slike ali se ne treba
previãe oslaçati na çu jer se veñ u prvom pokuãaju da se çome opiãe odnos izmeœu
spinskog magnetnog i spinskog mehaniåkog momenta nailazi na ozbiÿne teãkoñe.

Kao kod orbitnog ugaonog, , i magnetnog, , momenta koji se javÿaju
zbog kretaça elektrona po orbiti oko atomskog jezgra, spinski ugaoni moment, , i
spinski magnetni moment, , mogu da se smatraju posledicom rotacije mase i na-
elektrisaça elektrona oko sopstvene ose, Slika 5.1.2. Po ugledu na izraz (5.1.7) iz-
veden za orbitne momente, za sopstvene momente (magnetni i mehaniåki) imamo:
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(5.1.11)

gde je γs sopstveni (ili spinski) æiromagnetni odnos elektrona. Poãto su ovde u pitaçu
ista masa i isto naelektrisaçe kao i kod orbitnog kretaça, oåekivalo bi se da je
sopstveni æiromagnetni odnos elektrona γs jednak orbitnom æiromagnetnom odnosu
elektrona γp. Meœutim, empirijski je naœeno da je: 

(5.1.12a)

ãto se ne moæe objasniti klasiånim predstavama o rotaciji elektrona oko sopstvene
ose. Za teorijsko odreœivaçe odnosa (5.1.12a) potrebno je uzeti u obzir kako talasnu
prirodu elektrona, tako i relativistiåke uticaje vezane za çegovu prirodu, kao ãto je
uåinio Dirak. Na osnovu relativistiåke kvantne teorije, on je dobio da je:

. (5.1.12b)

To je dovoÿno da se vaÿano opiãe najveñi broj pojava vezanih za elektrone. Mala raz-
lika od ≈ 0,1% izmeœu izraza (5.1.12a) i (5.1.12b) javÿa se zbog dejstva elektrona sa
sopstvenim radijacionim poÿem. Ovaj uticaj Dirakova teorija ne uzima u obzir i zbog
toga je izraz (5.1.12b) samo pribliæan. Kvantna elektrodinamika koja razmatra i inter-
akciju elektrona sa sopstvenim radijacionim poÿem u staçu je da odnos (5.1.12a)
kvantitativno dobije.

Odstupaçe æiromagnetnog odnosa svakog sistema od orbitnog æiromagnet-
nog odnosa elektrona izraæava se Landeovim g-faktorom (prema francuskom fi-
ziåaru Landeu):

. (5.1.13a)

Drugim reåima, g-faktor predstavÿa æiromagnetni odnos sistema izraæen u γp jedini-
cama.

Za elektron, uporeœivaçem izraza (5.1.12a) i (5.1.13a), nalazimo:

. (5.1.13b)

Uvoœeçem g-faktora izrazi izvedeni za orbitne momente, ugaoni i magnetni, mogu
da se uopãte i da se primene na svaki sistem, recimo, na slobodni elektron, na
atomsko jezgro, itd. Pri tome, svakom paru momenata, ugaonog i magnetnog, prid-
ruæuje se odgovarajuñi g-faktor (spinski, nuklearni, itd.). Tako, zamenom odnosa
(5.1.13a) u izraz (5.1.11), dobijamo:

(5.1.14a)

ili zamenom æiromagnetnog odnosa iz (5.1.5):

(5.1.14b)
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odnosno:

. (5.1.14c)

Na osnovu izraza (5.1.12b) i (5.1.5) nalazimo da je spinski æiromagnetni od-
nos elektrona pribliæno jednak çegovom specifiånom naelektrisaçu:

(5.1.15a)

. (5.1.15b)

Spinski magnetni i ugaoni moment elektrona odnose se meœusobno kao naelektri-
saçe i masa elektrona, pa je zbog toga çihova veza, kao i çihovo postojaçe uopãte,
osnovna osobina elektrona. Kao kod orbitnih momenata i spinski magnetni i ugaoni
momenti elektrona su antiparalelni, Slika 5.1.2.

5.2 PRECESIJA I ORIJENTACIJA (ORBITNOG I SPINSKOG) MAGNETNOG 
MOMENTA 

DODATAK 5.2

D-5.2.1 Moment sprega

Spregom sila nazivamo dve jednake sile, paralelne i suprotnog smera, koje ne deluju
duæ jedne iste prave, Slika D-5.2.1. Moment sprega sila jednak je zbiru momenata svake sile
posebno i ne zavisi od taåke u odnosu na koju se momenti sile izraåunavaju.
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Slika 5.1.2 Spinski ugaoni i magnetni moment elektrona.

s

µs

U MAGNETNOM POLJU

Slika D-5.2.1 Moment sprega javÿa se ako paralelne sile

 i  jednakih intenziteta, deluju u suprotnim smero-

vima, sa napadnim taåkama na rastojaçu  i ako se çihov

pravac delovaça ne poklapa sa pravcem vektora .
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Na Slici D-5.2.1 momenti sila izraåunavaju se u odnosu na proizvoÿno izabranu taåku O. Tada
je:

. (D-5.2.1)

i:

. (D-5.2.2)

Iz definicije sprega slede dva uslova:

 i .

Posledçi uslov oåigledan je sa Slike D-5.2.1, sa koje vidimo da vektor  kojim se odreœuje

koordinata napadne taåke sile  u odnosu na napadnu taåku sile , ne zavisi od izbora

taåke u odnosu na koju se raåuna moment. Unoãeçem ova dva uslova u izraz (D-5.2.2), dobi-

jamo:

. (D-5.2.3)

Dakle, moment sprega sila koje deluju na rastojaçu  jednak je momentu koji nastaje delo-

vaçem samo jedne sile na istom kraku .

D-5.2.2 Rad sprega sila

Moment sprega sila izaziva rotaciju tela pri åemu spreg vrãi rad, Slika D-5.2.2. Rad

koji izvrãi spreg  pri rotaciji tela za beskonaåno mali ugao  izraåunavamo preko rada

koji izvrãe sile  i  na beskonaåno malim putevima  i  Pri tome je diferenci-

jalni put  povezan sa diferencijalnim uglom  jednaåinom (videti Sliku D-5.2.2):

. (D-5.2.4)

Rad  koji izvrãi sila na putu je:

a rad koji izvrãi druga sila:

T1 r1 F1     i     × T2 r2 F2×= =
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F1 F2 d s1 d s2 .
d s1 d θ

Slika D-5.2.2 Moment sprega dovodi do rotacije tela

oko srediãçe taåke na /2.r
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.

Ukupni rad sprega jednak je çihovom zbiru:

.

Poãto je  (po definiciji sprega) i  (putevi su paralelni odgovara-
juñim silama) iz posledçeg izraza dobijamo da je:

a zamenom iz (D-5.2.4):

.

Konaåan izraz dobijamo zamenom vektorskog proizvoda jednaåinom (D-5.2.3):

. (D-5.2.5)

Ako su sile potencijalne, tada je izvrãeni rad jednak potencijalnoj energiji:

dA = dU.

Promena potencijalne energije pri rotaciji za konaåni ugao, na primer od θ1 do θ2, dobija se in-
tegraÿeçem posledçeg izraza:

. (D-5.2.6a)

Poãto su vektori  i  paralelni, izraz (D-5.2.6a) se neposredno prevodi u skalarni oblik

. Zamenom apsolutne vrednosti vektora  iz jednaåine (D-5.2.3) u skalarni
oblik izraza (D-5.2.6), dobijamo da je: 

(D-5.2.6b)

ili posle integraÿeça:

.

Ugao θ je ugao izmeœu vektora  i ; za θ1 = π/2 U1 = 0, pa je:

. (D-5.2.7a)

dA2 F
2

d s2⋅=

dA dA1 dA2+ F
1

d s1 F
2

d s2⋅+⋅= =

F1 F2–= d s1 d s2–=

dA 2F
1

d s1⋅=

dA 2F
1

d θ
r

2
---×

 
 ⋅ 2d θ

r

2
--- F

1
×

 
 ⋅ d θ r F

1
×( )⋅= = =

dA T d θ⋅=

F

U2 U1– T  θd⋅

θ1

θ2

∫=

T d θ

Td θ Tdθ=( ) T

U2 U1– F1r θsin θd

θ1

θ2

∫=

U2 U1– F1r θ2cos θ1cos–( )–=

F1 r

U F1– r θcos=



158 5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

E:\05.fm 7/1/04

Posledçi izraz predstavÿa zavisnost  potencijalne energije tela od ugla u odnosu na  krak
 pod kojim deluju potencijalne sile koje obrazuju spreg. Kada sile deluju pod pravim uglom

(θ = π/2), potencijalna energija jednaka je nuli, a moment sprega je najveñi. Kada su sile para-
lelne kraku  (θ = 0, π) moment sprega je nula; tada potencijalna energija dostiæe krajçe
vrednosti – najveñu za θ = π i najmaçu za θ = 0.

Sistem na koji deluje spreg sila spontanim prelazom u najmaçu potencijalnu energiju,
usmerava se tako da krak sile  postane paralelan pravcu delovaça potencijalnih sila θ = 0.

Izraz (D-5.2.7a), predstavÿa skalarni proizvod vektora  i , pa saæetije moæe da se
napiãe u vektorskom obliku:

. (D-5.2.7b)

D-5.2.3 Elektriåni dipol u homogenom elektriånom poÿu

Osobine elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu ovde razmatramo zbog
bliske veze sa osobinama magnetnog momenta (magnetnog dipola) u homogenom magnet-
nom poÿu.

Elektriåni dipol obrazuju dva naelektrisaça + q i - q razmaknuta na rastojaçe ,

Slika D-5.2.3. Dipolni moment  jednak je proizvodu naelektrisaça q i vektora rastojaça

:

(D-5.2.8)

gde se vektorom  odreœuje poloæaj pozitivnog naelektrisaça u odnosu na negativno, Slika
D-5.2.3.

U elektriånom poÿu na naelektrisaça ±q deluju sile  i .

(D-5.2.9)

koje su meœusobno paralelne, a suprotnog su smera i poãto je poÿe homogeno, sile su jed-

nakog intenziteta. Zbog toga sile  i , formiraju spreg åiji je moment, saglasno izrazu
(D-5.2.3):

. (D-5.2.10a)

Zamenom izraza za silu (D-5.2.9), iz posledçe jednaåine dobijamo:

(D-5.2.10b)

i konaåno, s obzirom na definiciju dipolnog momenta (D-5.2.8):

. (D-5.2.10c)

Potencijalnu energiju elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu dobijamo ne-
posredno iz izraza (D-5.2.7):

(D-5.2.7b) (D-5.2.11a)

r

r

r
F1 r

U F1 r⋅–=

r

µ

r 

µ qr=

r

F+ F–

F
±

qE±=

F+ F_

T r F
+

×=

T qr E×=

T µ E×=

U F
+

r⋅– qE r⋅– qr E⋅– µ E⋅–= = = =
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ili u skalarnom obliku:

(D-5.2.11b)

gde je θ ugao koji zaklapa elektriåni dipol sa vektorom elektriånog poÿa.
Prema tome, moment sile koji deluje na elektriåni dipol u elektriånom poÿu jednak je

vektorskom proizvodu dipolnog momenta i vektora elektriånog poÿa. Potencijalna energija
elektriånog dipola u homogenom elektriånom poÿu jednaka je skalarnom proizvodu dipolnog
momenta i vektora elektriånog poÿa, sa promeçenim znakom. Otuda sledi da elektriåni dipol
ima najmaçu energiju kada je usmeren paralelno elektriånom poÿu.

D-5.2.4 Strujna kontura u homogenom magnetnom poÿu ili magnetni dipol u homogenom 
magnetnom poÿu

Magnetni moment moæe da se razmatra kao magnetni dipol, na sliåan naåin kao ãto je
razmatran i elektriåni dipol i çegov moment. Mada je zbog vrtloæne prirode magnetnog poÿa
ova sliånost samo prividna, ona je vrlo korisna poãto veliki broj zakonitosti iz elektrostatike i
magnetizma moæe da se objasni na isti naåin. U prethodnom odeÿku videli smo da se elekt-
riåni dipol u elektriånom poÿu spontano usmerava paralelno tom poÿu. Na isti naåin, mag-
netni dipol (magnetni moment) usmerava se paralelno magnetnom poÿu koje deluje na çega.
(Na tom principu radi kompas sa magnetnom iglom.)

Poãto strujna kontura, saglasno izrazu (D-5.1.1), ima magnetni moment, , to se ona u

poÿu magnetne indukcije, , ponaãa sliåno  elektriånom dipolu u elektriånom poÿu, Slika
D-5.2.4.

Dakle, na strujnu  konturu u magnetnom poÿu  deluje spreg sila, pa kao i u izrazu
(D-5.2.10c) imamo:

(D-5.2.12)

a sliåno izrazima (D-5.2.11):

(D-5.2.13a)

Slika D-5.2.3 Spreg sila koji se javÿa kada se dipol unese
u homogeno elektriåno poÿe nastoji da usmeri dipol para-
lelno primeçenom poÿu.
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U µE θcos–=
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Slika D-5.2.4 Na strujnu konturu u homogenom magnet-
nom poÿu deluje moment sprega koji nastoji da magnetni mo-

ment  usmeri paralelno spoÿaãçem magnetnom poÿu .µ B

θ
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ili u skalarnom obliku:

. (D-5.2.13b)

Za orbitni i spinski magnetni moment moglo bi se oåekivati da ñe se, kao i makro-
skopske strujne konture, usmeravati u spoÿaãçem magnetnom poÿu. Meœutim, interakcija
ovih momenata sa spoÿaãçim magnetnim poÿem znatno je sloæenija, ãto je posledica kako
kvantne prirode mikroskopskih pojava, tako i åiçenice da su ovi magnetni momenti spreg-
nuti sa odgovarajuñim ugaonim (mehaniåkim) momentima, kako je veñ opisano u pret-
hodnom poglavÿu.

Pri opisivaçu dejstva magnetnog poÿa na magnetne momente atoma poreklo magnet-
nog momenta ne igra nikakvu ulogu. Fiziåka slika dobijena za orbitni magnetni moment ista
je kao ona koja se dobija za spinski magnetni moment. Jedina razlika javÿa se zbog razliåitih
æiromagnetnih odnosa i kvantnih brojeva kojima se izraæava kvantovaçe. Zbog toga ñe u nas-
tavku biti reåi uglavnom o orbitnom magnetnom momentu. Osobine spinskog magnetnog
momenta u magnetnom poÿu dobijaju se zamenom orbitnog æiromagnetnog odnosa spinskim
i orbitnog magnetnog kvantnog broja spinskim magnetnim kvantnim brojem.

5.2.1 Precesija orbitnog magnetnog momenta u magnetnom poÿu

U homogenom magnetnom poÿu sa indukcijom , na orbitni magnetni mo-

ment , deluje moment sprega sile , koji nastoji da usmeri vektor  paralelno

poÿu :

(D-5.2.12) . (5.2.1)

Magnetni moment imao bi najmaçu potencijalnu energiju kada bi bio paralelan
poÿu (videti odeÿak D-5.2.4). Poãto je orbitnom magnetnom momentu pridruæen or-
bitni ugaoni moment, , magnetni moment neñe tek tako da se usmeri duæ pravca

delovaça poÿa . Naime, s obzirom na to da je:

(D-4.6.5)

i:

(5.1.7)

nalazimo da je jednaåina kretaça ugaonog momenta  oblika:

. (5.2.2)

Dobijena diferencijalna jednaåina istog je tipa kao i jednaåina (D-2.2.13), pri åemu
postoji jednoznaåna veza izmeœu çihovih veliåina:

, , . (5.2.3)

U µB θcos–=

B

µp M µp

B

M µp B×=

pϕ

B

M
dpϕ

dt
--------=

µ γppϕ=

pϕ

dpϕ

dt
-------- γppϕ B×=

pϕ β= B B= γp k=
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Reãeça jednaåine kretaça (5.2.2) dobijamo zamenom odnosa (5.2.3) u reãeçima
(D-2.2.13), pa je:

(5.2.4a)

(5.2.4b)

. (5.2.4c)

θ je ugao izmeœu pravca magnetnog poÿa (z-ose) i vektora ugaonog momenta. Iz pos-
ledçeg izraza vidi se da se projekcija ugaonog momenta na pravac delovaça magnet-
nog poÿa tokom vremena ne meça (θ = const.). Odatle zakÿuåujemo da magnetni
moment u magnetnom poÿu ne meça smer. Meœutim, iz oblika reãeça (5.2.4a,b) (vi-
deti odeÿak D-2.2.4) zakÿuåujemo da projekcija vektora ugaonog momenta  na
xy-ravan, kruæi u toj ravni frekvencijom:

. (5.2.5a)

Slagaçem kretaça projekcija na ose x i y (dakle, u xy-ravni) i projekcije na z-osu, do-
bijamo sliku o kretaçu vektora  kao celine: vektor  (znaåi i vektor ) prece-
suje oko pravca spoÿaãçeg magnetnog poÿa frekvencijom koja je odreœena izrazom
(5.2.5a). Ova frekvencija, , naziva se Larmorova frekvencija (otuda indeks L)
prema istraæivaåu koji je prvi razmatrao ovaj problem. S obzirom na to da je æiro-
magnetni odnos orbite negativan, jednaåina (5.1.6), Larmorova frekvencija elekt-

ronske orbite je pozitivna. To znaåi da su vektori  i  paralelni, pa je vektorski
oblik posledçe jednaåine:

. (5.2.5b)

Orbitni momenti, ugaoni i magnetni, precesuju oko pravca spoÿaãçeg poÿa u smeru
koji je odreœen pravilom desne ruke, kao ãto je prikazano na Slici 5.2.1.

5.2.2 Orijentacija orbitnog momenta u magnetnom poÿu

Za potpunu sliku kretaça orbitnog magnetnog i orbitnog mehaniåkog mo-
menta u spoÿaãçem magnetnom poÿu potrebno je razmotriti i pitaçe ugla θ koji

px pϕ θ γpBzt( )cossin=

Py pϕ θ γpBzt( )sinsin– pϕ θ γpBzt–( )sinsin= =

pz pϕ θcos const= =

pϕ

ωL p, γpBz–=

pϕ pϕ µϕ

ωL p,

ωL p, B

ωL p, γpB–=

Slika 5.2.1 Elektronska orbita uneta u magnetno poÿe  prece-
suje oko pravca poÿa stalnom ugaonom brzinom (frekvencijom)
ωL,p. Pri tom se projekcija ugaonog momenta na pravac spoÿaãçeg
magnetnog poÿa tokom vremena ne meça.

B

Pϕ

µp

θ

B

yx

z
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orbitni ugaoni moment zaklapa sa pravcem spoÿaãçeg poÿa. U odeÿku 4.6.4 videli
smo da orijentacija vektora  u prostoru nije proizvoÿna, veñ je odreœena uslo-
vima prostornog kvantovaça. Kada se u prostoru definiãe izvestan pravac (ovde

odreœen spoÿaãçim poÿem ), projekcija ugaonog momenta na taj pravac je kvan-
tovana. To znaåi da su dozvoÿene samo diskretne vrednosti ugla θ koji sa spo-
ÿaãçim poÿem zaklapa vektor  (i vektor ). Dozvoÿene vrednosti ugla θ

odreœene su odnosom magnetnog kvantnog broja m i azimutalnog kvantnog broja
nϕ:

(4.6.49) . (5.2.6)

Zamenom ovog uslova u izrazu (5.2.4c) dobijamo da je:

(5.2.7)

ili s obzirom na izraz:

(4.6.38)  

dobijamo uslov za kvantovaçe projekcije ugaonog momenta na pravac spoÿaãçeg
poÿa (z-ose):

. (5.2.8)

Magnetni moment  koji je pridruæen orbitnom ugaonom momentu mora da
bude kvantovan na isti naåin:

(5.1.7)

Projektovaçem vektora i  na z-osu dobijamo:

(5.2.9a)

a zamenom pz iz jednaåine (5.2.8):

(5.2.9b)

Najzad, uslov za kvantovaçe projekcije orbitnog magnetnog momenta dobijamo
uvoœeçem Borovog magnetona saglasno jednaåini (5.1.9a):

(5.2.10)

pϕ

B

pϕ µp

θcos
m

nϕ

-----=

pz pϕ

m

nϕ

-----=

pϕ nϕñ=

pz mñ=

m 0 1 2 … nϕ±, ,±,±,=

µp

µp γp pϕ.=

µp pϕ

µp z, +γp pz=

µp z, mγpñ.=

µp z, mµB–=

m 0 1 2 … nϕ.±, ,±,±,=
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Poãto vektor  precesuje oko pravca poÿa , çegove x-komponente,  u ko-
naånom vremenskom intervalu, uzajamno se poniãtavaju. Isto vaæi i za y-kompo-
nente, . To znaåi da se popreåna (transverzalna) komponenta magnetnog mo-

menta (popreåna u odnosu na spoÿaãçe poÿe ),  =  + , u konaånom
vremenskom intervalu usredçava na nulu i da zbog toga ne moæe da se opazi ekspe-
rimetalno. Meœutim, uzduæna (longitudinalna) komponenta magnetnog momenta,

, za koju smo videli da se ne meça tokom vremena i da ima diskretne vrednosti,
moæe da se eksperimentalno opazi i meri. To neposredno sledi iz izraza za energiju
interakcije magnetnog poÿa i magnetnog momenta:

(D-5.2.13) (5.2.11a)

Imajuñi na umu da je µpcosθ = µp,z, potencijalnu energiju magnetnog momenta u mag-
netnom poÿu moæemo da izrazimo kao:

(5.2.11b)

ili zamenom µp,z iz jednaåine (5.2.10):

. (5.2.11c)

Ovaj izraz predstavÿa novi naåin za izraæavaçe prostornog kvantovaça i za ob-
jaãçavaçe kvantnog broja m. Magnetnim kvantnim brojem m kvantuje se energija
interakcije orbitnog magnetnog momenta i spoÿaãçeg magnetnog poÿa.

5.2.3 Precesija i orijentacija spinskog magnetnog momenta u 
spoÿaãçem magnetnom poÿu

Videli smo da se elektronska orbita, zapravo orbitni momenti (mehaniåki i
magnetni) jednovremeno orijentiãu pod odreœenim uglom u odnosu na spoÿaãçe
magnetno poÿe i precesuju oko çega. Diskretna orijentacija u magnetnom poÿu
posledica je interakcije magnetnog momenta i magnetnog poÿa i kvantovaça mo-
menta duæ pravca magnetnog poÿa. Precesija momenata posledica je slagaça mo-
menta (sprega) sile (nastalog delovaçem magnetnog poÿa na magnetni moment) i
orbitnog ugaonog momenta.

Zbog bliske analogije izmeœu orbitnih i spinskih momenata moæe se oåekivati
da ñe spinski momenti u magnetnom poÿu da se ponaãaju sliåno orbitnim momen-
tima. Larmorovu frekvenciju spina elektrona dobijamo iz izraza (5.2.5a) ako orbitni
zamenimo spinskim æiromagnetnim odnosom:

(5.2.12a)

odnosno, u vektorskom obliku:

. (5.2.12b)

µp B µp x,

µp y,

B µp T, µp x, µp y,

µp z,

U µp B⋅– µpB θ.cos–= =

U µp z, B–=

U mµBB=

ωL s, γsBz–=

ω
L s,

γsB–=
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Po ugledu na izraz za kvantovaçe orbitnog ugaonog momenta, (5.2.8), za spi-
nski ugaoni moment nalazimo: 

(5.2.13a)

gde je:

. (5.2.13b)

Prostorno kvantovaçe spinskog magnetnog momenta mora da bude isto kao i
kvantovaçe spinskog ugaonog momenta. S obzirom na çihovu vezu:

(5.1.14b)

nalazimo:

.

Projektovaçem oba spinska momenta, magnetnog,  i mehaniåkog, , na z-osu
dobijamo:

(5.2.14a)

a zamenom sz iz (5.2.13a):
. (5.2.14b)

Koristeñi i daÿe sliånosti, za potencijalnu energiju spinskog magnetnog mo-
menta u magnetnom poÿu, po ugledu na izraz (5.2.11a), nalazimo:

(5.2.15a)

a prema (5.2.11b):
. (5.2.15b)

Po ugledu na (5.2.11c), zamenom projekcije magnetnog momenta iz (5.2.14b) sledi:

. (5.2.15c)

Delovaçe magnetnog poÿa na spinske momente ãematski je prikazano na
Slici 5.2.2. U magnetnom poÿu spinski, mehaniåki i magnetni momenti precesuju
sopstvenom Larmorovom frekvencijom koja je, u datom magnetnom poÿu, gs puta
(pribliæno dva puta) veña od odgovarajuñe frekvencije orbitnih momenata. Pri tome,
spinski magnetni moment postavÿa se u jednu od dve moguñe orijentacije koje
imaju razliåite energije odreœene izrazom (5.2.15c).

Dakle, magnetno poÿe uklaça degeneraciju i dovodi do cepaça spinskih
staça na dva energijska nivoa. Cepaçe je proporcionalno jaåini magnetnog poÿa
(taånije, magnetnoj indukciji). Cepaçe energijskih nivoa prouzrokovano je magnet-
nim meœudejstvom (magnetnom interakcijom).
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5.3 SPIN-ORBITNA INTERAKCIJA

DODATAK 5.3 

D-5.3.1 Magnetno poÿe strujne konture (Amper-Laplasov i/ili Bio-Savarov zakon)

Magnetna indukcija  u taåki M na rastojaçu  od elementa strujne konture

proizvoÿnog oblika , kroz koju protiåe struja I, Slika D-5.3.1a, odreœena je izrazom:

. (D-5.3.1)

To je Amper-Laplasov obrazac ili Bio-Savarov zakon; µ0 je magnetna propustÿivost
slobodnog prostora (vakuuma) i iznosi 4π × 10−7 H/m (Henrija po metru).

Slika 5.2.2 Precesija i orijentacija spinskih,
momenata, ugaonog  i magnetnog , u spo-

ÿaãçem magnetnom poÿu : a) u odsustvu
magnetnog poÿa dva spinska staça ms = +1/2 i
ms = - 1/2 su degenerisana – bez obzira na ori-
jentaciju çihove energije su jednake. Van
magnetnog poÿa nema precesije; b) magnetno
poÿe uklaça degeneraciju energijskih nivoa –
razliåite orijentacije spina imaju razliåite po-
tencijalne energije. Kada je spinski magnetni
moment “paralelan” poÿu, ms = -1/2 , çegova
energija je najmaça, U = - µBB, a kada je “anti-
paralelan”, ms = +1/2, energija mu je najveña,
U = + µBB. Zbog kvantovaça projekcije mo-
menta na pravac z-ose, ostale orijentacije nisu
dozvoÿene. To znaåi da se u magnetnom poÿu
svako spinsko staçe cepa na dva nivoa. Neza-
visno od orijentacije spinski momenti prece-
suju u istom smeru oko pravca spoÿaãçeg
magnetnog poÿa.
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Slika D-5.3.1 Uz definiciju Bio-Sa-
varovog zakona: a) komponenta mag-

netne indukcije  (u proizvoÿnoj
taåki, M, u okolini strujne konture
proizvoÿnog oblika) koja potiåe od ele-

menta strujne konture  normalna je

na ravan u kojoj se nalaze vektori  i

; b) kod zatvorene kruæne konture,
magnetna indukcija u centru konture
proporcionalna je jaåini struje, a
obrnuto proporcionalna polupreåniku
konture. Vektor indukcije je normalan
na ravan konture.
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Indukcija poÿa  u centru zatvorene strujne konture polupreånika , koje potiåe od ele-

menta konture , dobija se iz izraza (D-5.3.1) zamenom odgovarajuñih uslova,
Slika D-5.3.1b:

(D-5.3.2)

Vektor  je jediniåni vektor normalan na ravan strujne konture. Çegov smer odreœen je to-
kom elektriåne struje po pravilu desne ruke. Ukupnu magnetnu indukciju u centru strujne
konture dobijamo itegraÿeçem posledçeg izraza po krugu:

. (D-5.3.3)

Poãto je I = const., r = const. i dr = rd , iz (D-5.3.3) integraÿeçem nalazimo:

. (D-5.3.4)

Prema tome, elektriåna struja I, koja protiåe kroz zatvorenu strujnu konturu polupreånika, r, u
çenom srediãtu indukuje magnetno poÿe åija je indukcija proprocionalna jaåini struje, a
obrnuto proprocionalna polupreåniku konture.

U poglavÿu 4.6 videli smo da je za empirijsko opisivaçe spektara alkalnih
metala bilo potrebno da se pretpostavi dubletna priroda p, d, f, itd. elektronskih ni-
voa, ãto je opravdano uvoœeçem pojma spina. Drugim reåima, bilo je neophodno da
se pretpostavi postojaçe dva energijska staça elektrona za datu kombinaciju kvant-
nih brojeva n, nϕ i m.

U svetlu razmatraça izloæenog u odeÿku 5.2.3, iz kojeg sledi da spoÿaãçe
magnetno poÿe uklaça degeneracija spinskih nivoa elektrona, moæemo da za-
kÿuåimo da u elektronskim staçima p, d, f, ..., itd., ali ne i u staçu s, postoji unu-
traãçe, lokalno, magnetno poÿe atoma. To nam pruæa dobru osnovu za razmat-
raçe fiziåke suãtine cepaça termova alkalnih metala (zapravo termova svih atoma,
samo ãto se kod alkalnih metala cepaçe uoåava veñ na prvi pogled). Problem se
svodi na pitaçe porekla sopstvenog magnetnog poÿa atoma i interakcije spinskog
magnetnog momenta i tog poÿa.

5.3.1 Poreklo lokalnog magnetnog polja

U odeÿku 5.1.1 videli smo da elektron koji kruæi oko jezgra, dovodi do pojave

orbitnog magnetnog momenta , jednaåina (5.1.4). Ista pojava moæe da se opiãe na
ekvivalentan naåin preko Bio-Savarovog zakona (videti odeÿak D-5.3.1): elektron
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koji kruæi oko atomskog jezgra, na poloæaju jezgra indukuje lokalno magnetno poÿe
koje je proporcionalno jaåini struje, a obrnuto proporcionalno polupreåniku orbite.

Nas, meœutim, zanima postoji li, i koliko je, poÿe na poloæaju elektrona, s ob-
zirom na to da ispitujemo uzajamno dejstvo lokalnog magnetnog poÿa i spina elekt-
rona. Zato ñemo isti proces, kruæeça elektrona oko jezgra posmatrati iz drugog
ugla, tj. iz sistema u kome elektron miruje. Posmatrano sa poloæaja elektrona, Slika
5.3.1, izgleda kao da pozitivno naelektrisano jezgro kruæi oko elektrona. (Ovo je do-
nekle sliåno utisku koju posmatraå sa Zemÿe ima pri posmatraçu Sunca. Çemu
izgleda da Zemÿa miruje, a da se Sunce okreñe oko Zemÿe.) Dakle, iz referentnog
sistema elektrona, atomsko jezgro sa naelektrisaçem +Ze, kruæi oko elektrona koji
se nalazi u srediãtu orbite. (Zamiãÿamo da je orbita kruæna.) Prema Bio-Savarovom
zakonu kruæeçe pozitivnog jezgra oko elektrona na mestu elektrona dovodi do po-
jave lokalnog magnetnog poÿa åiju indukciju dobijamo iz Amper-Laplasove jed-
naåine:

. (5.3.1)

Indeksom e kod magnetne indukcije  oznaåavamo da se magnetna indukcija pos-
matra iz sistema u kome elektron miruje. Ovde je µ0 magnetna propustÿivost va-
kuuma, I jaåina struje koja nastaje usled “kruæeça” jezgra oko elektrona, r polu-
preånik orbite i  jediniåni vektor normalan na ravan “orbite” jezgra, a åiji je smer
odreœen pravilom desne ruke u odnosu na tok struje I. 

Jaåinu struje koju stvara naelektrisaçe +Ze, kruæeñi oko elektrona u orbiti po-
lupreånika r, kruænom frekvencijom ω, dobijamo iz jednaåine za elektronsku or-
bitnu struju koja je izvedena u odeÿku 5.1.1:

(5.1.3a)

zamenom naelektrisaça elektrona -e, naelektrisaçem jezgra +Ze:

. (5.3.2)

Uvrãtavaçem struje iz (5.3.2) u (5.3.1), posle skrañivaça nalazimo:
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Slika 5.3.1 Poreklo magnetnog
poÿa na mestu elektrona. Poÿe nastaje
kao posledica kruæeça elektrona oko
naelektrisanog jezgra. Moæe da se ob-
jasni posmatraçem iste situacije sa
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i zamenom :

. (5.3.3)

Posledçi izraz predstavÿa magnetnu indukciju lokalnog poÿa, na mestu elektrona
koje je nastalo “kruæeçem” jezgra, a viœena iz referentnog sistema u kojem elektron
miruje.

Na prvi pogled, moæe da se uåini nevaænim iz kog referentnog sistema se po-
smatra poÿe. Meœutim, s obzirom na to da magnetna indukcija zavisi od jaåine
struje, dakle od brzine kretaça naelektrisaça, izbor referentnog sistema iz koga se

meri ta brzina veoma je znaåajan. To znaåi da je poÿe , posmatrano iz

referentnog sistema u kome elektron miruje, razliåito od tog poÿa  posmatranog
iz sistema u kome atomsko jezgro miruje. U ovom sluåaju, lokalno magnetno poÿe
na mestu elektrona treba da se posmatra iz referentnog sistema u kome jezgro mi-
ruje jer je to sistem iz kojeg se atom normalno posmatra i iz kojeg se o atomu dobi-
jaju eksperimentalni podaci.

Taåno izvoœeçe izraza za pretvaraçe poÿa iz jednog sistema u drugi priliåno
je sloæeno i neñemo ga ovde izlagati. Dovoÿno je da se kaæe da se zbog relativis-
tiåkog efekta poznatog kao Tomasova precesija, u tom izrazu javÿa åinilac 1/2, tzv.
Tomasov faktor, tako da se dobija:

. (5.3.4)

Grubo reåeno, Tomasov faktor javÿa se zbog toga ãto referentni sistem u kojem
elektron miruje ne samo da rotira oko jezgra nego joã rotira i oko elektrona. Pri sva-
kom krugu koji elektron opiãe oko jezgra, sistem napravi jedan krug oko elektrona.
Zbog toga je prividna frekvencija “kruæeça” jezgra, posmatrana iz sistema u kojem
elektron miruje, dva puta veña od prave “frekvencije” koja, u stvari, stvara poÿe.
Tomasov faktor ispravÿa ovu razliku.

Veliåinu magnetne indukcije na mestu elektrona iz referentnog sistema u
kome jezgro miruje, nalazimo unoãeçem odnosa (5.3.4) u izraz (5.3.3):

. (5.3.5)

Dakle, lokalno magnetno poÿe , na mestu elektrona koji se kreñe u orbiti sa orbit-

nim ugaonim momentom , proporcionalno je naelektrisaçu jezgra i ugaonom
momentu orbite, a obrnuto proporcionalno treñem stepenu polupreånika orbite.
Poÿe Bp posledica je relativnog kretaça pozitivno naelektrisanog atomskog jezgra i
orbitnog elektrona.
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5.3.2 Interakcija spinskog magnetnog momenta i lokalnog
magnetnog polja

U odeÿku 5.2.3 videli smo da u spoÿaãçem magnetnom poÿu spinski mag-
netni moment istovremeno precesuje i postavaÿa se u jednu od dve moguñe orijen-
tacije. U lokalnom magnetnom poÿu, spinski magnetni moment pokazuje iste oso-
bine kao ãto je to ãematski prikazano na Slici 5.3.2. Spinski magnetni moment u
lokalnom poÿu precesuje i orijentiãe se “paralelno” ili “antiparalelno” poÿu.

Energiju interakcije spinskog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog

poÿa  lako nalazimo uvrãtavaçem izraza (5.1.11) u (5.2.15a):

(5.2.15a) .

Zamenom spoÿaãçeg poÿa  lokalnim magnetnim poÿem , nalazimo energiju
spinskog magnetnog momenta u lokalnom poÿu:

. (5.3.6a)

Ako u ovaj izraz unesemo spinski æiromagnetni odnos iz (5.1.14a) i lokalno mag-
netno poÿe iz (5.3.5), konaåno dobijamo:

(5.3.6b)

Ova jednaåina opisuje energiju magnetne interakcije spinskog magnetnog momenta
i lokalnog magnetnog poÿa. Poãto je lokalno magnetno poÿe proporcionalno orbit-
nom ugaonom momentu, a spinski magnetni moment proporcionalan spinskom
ugaonom momentu, to se ova interakcija ispoÿava kao uzajamno delovaçe spin-
skog ugaonog momenta i orbitnog ugaonog momenta, pa se naziva spin-orbitna in-
terakcija ili spin-orbitna sprega.

Posebno je pogodno da se jednaåina (5.3.6b) napiãe u obliku u kome je os-
novna interakcija lokalnog magnetnog poÿa i spinskog magnetnog momenta odvo-
jena od uticaja uslova kvantovaça (koji na energiju meœudejstva utiåu preko kvant-
nih brojeva nϕ i s):

. (5.3.6c)

Konstanta a je konstanta spin-orbitne sprege. Ona je merilo jaåine spin-orbitne in-
terakcije, a brojåano je jednaka energiji spin-orbitne interakcije pri jediniånoj vred-

nosti odnosa . Uporeœivaçem izraza (5.3.6b) i (5.3.6c) nalazimo:

. (5.3.7a)

µ
s

B
p

U µ
s

B γss B⋅–=⋅–=

B B
p

Up s, γss B
p

⋅–=

Up s,

1

2
---

µ0

4π
------
 
  Ze

2

m
2
r

3
----------  p

ϕ
s.⋅=

Up s, a 
pϕ s⋅

ñ
2

------------=

pϕ s ñ
2

⁄⋅

a
1

2
---

µ0

4π
------
 
  Ze

2
ñ

2

m
2
r

3
-------------=



170 5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

E:\05.fm 7/1/04

Konstantu a moæemo da izrazimo preko elektriånih veliåina zamenom magnetne
susceptibilnosti slobodnog prostora (vakuuma)  elektriånom , prema poznatoj
(Maksvelovoj) jednaåini:

gde je c brzina svetlosti u vakuumu. Tada iz (5.3.7a) dobijamo:

. (5.3.7b)

Vidimo da konstanta spin-orbitne interakcije, pored univerzalnih konstanti (e, ñ, m, c,
ε0), zavisi joã i od naelektrisaça jezgra Z i polupreånika orbite r. Uopãteno gledano,
polupreånik orbite nije stalan, pa je za nalaæeçe konstante a potrebno da se izraåuna
sredça vrednost izraza 1/r3. Oåigledno je da izraåunavaçe ove sredçe vrednosti
zavisi od izabranog modela i jednostavno je samo za Borov model gde je polupreånik
orbite stalan. Koriãñeçem Borovog modela izlaæemo se opasnosti da jednaåinu
(5.3.7b), koja je inaåe taåna za atome vodonikovog tipa, uåinimo samo pribliænom.
Meœutim, jednostavnost izraåunavaça u punoj meri nadoknaœuje ovaj nedostatak.

Da bismo procenili red veliåine konstante spin-orbitne interakcije, kao i çenu
zavisnost od naelektrisaça jezgra, glavnog kvantnog broja i sl., izraziñemo je preko
drugih atomskih konstanti koristeñi Borov model. [Treba da se uoåi da i r3 zavisi od
naelektrisaça jezgra, tako da je linearna zavisnost konstante a od rednog broja Z iz-
raæena jednaåinom (5.3.7b) samo prividna.] Dakle, naã ciÿ je da postojeñu kombi-
naciju univerzalnih konsantni izrazimo preko konstante fine strukture α, energije
elektrona u prvoj Borovoj orbiti E0, polupreånika prve Borove orbite r1, itd. Za
preobraæaj izraza (5.3.7b) potrebne su nam jednaåine iz Borovog modela kojima se
izraæava energija elektrona u atomu sliånom vodoniku, u zavisnosti od glavnog
kvantnog broja n i od naelektrisaça jezgra +Ze, En,Z:

(4.2.9) (*)

(P-4.6.4.1) (**)
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Slika 5.3.2 U loklanom magnetnom poÿu
spinski momenti (magnetni i ugaoni) prece-
suju oko pravca poÿa; momenti se, takoœe,
orijentiãu. Saglasno pravilima kvantovaça,
moguñe su dve orijentacije; na slici je prika-
zana samo “antiparalelna”.µp
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(***)

i polupreånik odgovarajuñe Borove orbite:

(P-4.6.2.1) . (****)

Prvo treba uoåiti to da izraz (5.3.7b) sadræi u sebi jednaåinu (*), pa zamenom dobi-
jamo:

(5.3.7c)

a zamenom r2n iz (****) dobija se:

. (5.3.7d)

Najzad, unoãeçem En,Z iz (***) u izraz (5.3.7d), dobijamo jednaåinu kojom se kons-
tanta fine strukture izraæava preko drugih atomskih konstanti:

. (5.3.7e)

Iz dobijene jednaåine moæemo da izvuåemo tri vaæna zakÿuåka:
1. Konstanta spin-orbitnog sprezaça, kojom se izraæava veliåina cepaça

energijskog nivoa elektrona usled spin-orbitne interakcije, istog je reda veliåine (i
iste vrste), kao i Zomerfeldova, jednaåina (4.6.44a) i Dirakova relativistiåka pop-
ravka, jednaåina (4.6.44c). Sva tri izraza proporcionalna su E0α

2Z4.
2. Spin-orbitna interakcija proporcionalna je åetvrtom stepenu naelektrisaça

jezgra. Zbog toga se çen uticaj teãko opaæa kod atoma vodonika. Iz istog razloga
kod alkalnih metala spin-orbitna interakcija naglo raste sa porastom naelektrisaça
jezgra, ãto se ogleda u progresivnom porastu cepaça dubleta od litijuma do cezi-
juma, kao ãto je pomenuto u odeÿku 4.8;

3. Spin-orbitna interakcija opada sa porastom glavnog kvantnog broja, ãto se
ispoÿava u smaçenom cepaçu energijskih nivoa za velike vrednosti kvantnog broja
n, kao ãto moæe da se vidi na Slici 4.8.1. U pogledu zavisnosti spin-orbitnog  meœu-
dejstva od glavnog kvantnog broja, izraz (5.3.7d) je vrlo pribliæan. To je posledica
ograniåenosti Borovog modela koji ne prepoznaje druge kvantne brojeve osim gla-
vnog kvantnog broja n.

Za dobijaçe potpune slike o spin-orbitnoj interakciji potrebno je razmotriti i

skalarni proizvod  iz izraza (5.3.3b), tj. odnose izmeœu vektora . Pravi
oblik ovih zakonitosti ne moæe se dobiti na osnovu dosadaãçih razmatraça. Naime,
odnosi izmeœu ovih vektora u velikoj meri zavise od çihove kvantne prirode koju
joã uvek nismo razmatrali, a koju ñemo detaÿno prouåiti u sledeñem odeÿku u vezi
sa formulacijom vektorskog modela atoma.
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5.4 VEKTORSKI MODEL ATOMA

U dosadaãçim razmatraçima videli smo da Borovim i Bor-Zomerfeldovim
modelom vrlo uspeãno moæe da se opiãe veliki broj pojava u vezi sa graœom i osobi-
nama atoma. Ponekad smo zapadali i u teãkoñe ali je ipak zapaçajuñi broj pojava
koje smo mogli kvantitativno da opiãemo, poåevãi od spektara atoma vodonika i
atoma sliånih vodoniku (taånije jona), pa do orbitnog magnetizma atoma. Kÿuåna
osobina ovih poluklasiånih modela jeste da pruæaju intuitivnu sliku o graœi atoma i o
pojavama u vezi sa çom. Pokazalo se, meœutim, da baã taj aspekt Borovog i Bor-Zo-
merfeldovog modela (prikazivaçe detaÿne intuitivne slike) ponekad predstavÿa
smetçu za ispravno razumevaçe pojava. Na primer, razmatrajuñi spin-orbitno
meœudejstvo pomoñu Borovog modela, dobili smo jasnu predstavu o poreklu tog
meœudejstva i o suãtini pojave dubletne strukture energijskih nivoa. Po istom modelu
bilo je lako zamisliti i precesiju elektrona u lokalnom poÿu orbitnog momenta, kao
ãto je ãematski prikazao na Slici 5.3.2. Meœutim, koristeñi isti model vrlo je teãko za-
misliti i razumeti obrnutu situaciju po kojoj spin-orbitna interakcija moæe da se
smatra delovaçem lokalnog poÿa elektronskog spina na orbitni magnetni moment.
Tada orbitni magnetni moment treba da precesuje u spinskom lokalnom magnetnom
poÿu! Ovako, “obrnuto” razmatraçe mora biti ispravno, s obzirom na nepromenÿi-
vost (invarijantnost) izraza (5.3.3) pri permutaciji orbitnog i spinskog ugaonog mo-
menta. U stvarnosti, kao ãto ñemo videti u odeÿku 5.4.2 i spinski i orbitni momenti,
zbog spin-orbitnog meœudejstva, jednovremeno precesuju oko çihove rezultante.

Fiziåka slika o ovoj interakciji, zapravo ekvivalencija spinskih i orbitnih mo-
menata pri çihovom uzajamnom delovaçu, bila bi mnogo jasnija kada bismo
umesto orbita, atomskog jezgra, rotacije elektrona oko sopstvene ose i ostalih vizue-
lnih sredstava, model atoma sveli smo na kÿuåne elemente. Dakle, za opis spin-or-
bitnog meœudejstva, dovoÿno je da se elektronska orbita predstavi pomoñu spregnu-
tih vektora orbitnog ugaonog i orbitnog magnetnog momenta, a elektron pomoñu
spregnutih vektora spinskog ugaonog i spinskog magnetnog momenta, Slika 5.4.1.
Kada je problem sveden na uzajamno delovaçe para spregnutih vektora, sasvim je

svejedno da li posmatramo uticaj magnetnog poÿa orbitnog momenta, , na

spinski magnetni moment, , ili dejstvo magnetnog poÿa spinskog momenta ,

na orbitni magnetni moment, . Simetrija je oåigledna i, kao ãto ñemo pokazati u

odeÿku 5.4.2, nije teãko zamisliti precesiju vektora  i  oko rezultujuñeg uga-
onog momenta.

Normalno, pored spin-orbitnog uzajamnog dejstva postoji i niz drugih pojava
koje se mnogo lakãe opisuju svoœeçem na interakciju reprezentativnih vektora
nego intuitivnom slikom nekog od poluklasiånih modela. Tako smo od intuitivne
slike o strukturi atoma preãli na formalnu, odnosno od poluklasiånog modela na
vektorski model atoma.

Osnovna prednost vektorskog modela nad poluklasiånim jeste ãto se u çemu
radi sa veliåinama koje mogu da se, posredno ili neposredno, mere i ãto daje vrlo
jasnu sliku o çihovim meœusobnim odnosima koristeñi uobiåajeni aparat vektorske
algebre. Kod Borovog modela, na primer, åesto koristimo polupreånik elektronske
orbite, mada je to veliåina koja eksperimentalno ne moæe da se odredi i koja, kao ãto
ñemo kasnije videti, u suãtini nema ni fiziåkog smisla. Vektorski model pokazao se
naroåito korisnim u atomskoj spektroskopiji, gde uz çegovu pomoñ ogromno
mnoãtvo eksperimentalnih podataka moæe da se lako razvrsta i sistematizuje.
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Druga prednost vektorskog modela, s obzirom na to da je on liãen stvaraça
bilo kakve slike o stvarnim odnosima izmeœu elemenata atoma (na primer, da li
elektron obilazi jezgro po kruænim ili eliptiåkim orbitama), jeste çegova prilago-
dÿivost pravilima i zakonitostima koje nisu jasne i oåigledne na prvi pogled. Na pri-
mer, kao ãto je viãe puta pomiçano, orbitni momenti, ugaoni i magnetni, u s-orbiti
moraju da budu jednaki nuli da bi se objasnila dubletna struktura spektara alkalnih
metala. Takav (eksperimentalni!) nalaz potpuno protivreåi poluklasiånim modelima.
Meœutim, vektorski model se uopãte ne bavi poreklom orbitnih momenata i åiçe-
nica da u nekim staçima neki vektori imaju intenzitet jednak nuli uopãte ne remeti
unutraãçi sklad modela.

Zbog toga je vektorski model zgodan za uvoœeçe nekih pravila koja ne mogu
da se razumeju intuitivno, a koja proistiåu iz kvantne teorije. Matematiåki i fiziåki
postupci iz kojih proistiåu ta pravila mogu da budu vrlo sloæeni i prevazilaze obim i
svrhu ove kçige. Meœutim, çihovo ad hoc uvoœeçe pruæa moguñnost za kvantita-
tivno opisivaçe novih pojava i za ponovno tumaåeçe nekih pojava koje su razma-
trane u okviru poluklasiånih modela, a koje su, s obzirom na ograniåeça modela, iz-
vedene samo kvalitativno. Na primer, kod spin-orbitnog meœudejstva ålan  u
izrazima (5.3.3) razmotren u okviru poluklasiåne slike, daje rezultate koji se razli-
kuju od eksperimentalnih nalaza na vrlo oåigledan naåin. Meœutim, pomoñu pravila
za slagaçe momenata, koja ñemo definisati u sledeñem odeÿku, moæe da se kvanti-
tativno predvidi ishod eksperimenata u kojima spin-orbitna interakcija ima znaåajnu
ulogu.

5.4.1 Elementi vektorskog modela: vektori ugaonog i
magnetnog momenta

U ovom odeÿku opisañemo osnovne osobine vektora ugaonog i magnetnog
momenta koje su izvedene iz kvantne teorije. Mnoge od osobina intuitivno su jasne
jer potiåu iz vektorske algebre. Osobine koje nisu jasne (kvantovaçe momenata i
projektovaçe momenata na izabrani pravac) ne mogu da se objasne pomoñnom sli-
kom izvedenom iz makrosveta. Pravu predstavu o tim osobinama steñi ñemo u
okviru Ãredingerovog modela atoma, 9. poglavÿe, i Hajzenbergove relacije neodre-
œenosti, odeÿak 8.3.

Osnovni elementi vektorskog modela atoma su vektori ugaonih momenata, or-
bitni i spinski i odgovarajuñi vektori magnetnih momenata (takoœe orbitni i spinski).

Slika 5.4.1 Vektorski model atoma: prikaz atoma
svodi se na zamenu svih çegovih elemenata odgova-
rajuñim vektorima. Na primer, kruæeçe naelektrisaça
i mase elektrona oko jezgra predstavÿa se, umesto or-
bitama, vektorima orbitnog ugaonog i orbitnog mag-
netnog momenta. Na isti naåin elektronski spin pred-
stavÿa se spregnutim vektorima spinskog ugaonog i
spinskog magnetnog momenta.
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Zbog opãte prirode veze izmeœu ugaonog i çemu pridruæenog magnetnog momenta,
koja je izraæena jednaåinama (5.1.7) i (5.1.12), magnetni vektori mogu da se izraze
preko ugaonih i, vrlo åesto, i ne pomiçu se izriåito. To smo mogli da vidimo kod
spin-orbitne interakcije, koja je po fiziåkoj suãtini magnetna, a koja se u konaånom
obliku izraæava kao interakcija spinskog i orbitnog ugaonog momenta.

Orbitni ugaoni moment 

Orbitni ugaoni moment  odgovara orbitnom ugaonom momentu  koji smo
odredili u Bor-Zomerfleldovoj teoriji. To znaåi da u svim do sada izvedenim jed-

naåinama vektor  moæe da se zameni vektorom . Meœutim, mala ali znaåajna
razlika javÿa se kod çihovog kvantovça, ãto je i glavni razlog za uvoœeçe novog

simbola . Dakle, orbitni ugaoni moment kvantuje se orbitnim kvantnim brojem l:

(5.4.1a)

 je jediniåni vektor åijim je smerom odreœen smer vektora ugaonog momenta. Isti
izraz u skalarnom obliku je:

(5.4.1b)

(5.4.1c)

Kao i ranije, n je glavni kvantni broj.
Projekcija orbitnog  ugaonog  momenta na proizvoÿno izabranu osu (recimo,

z-osu) lz, kvantuje se na isti naåin kao i pϕ,z, jednaåina (4.6.50):

(5.4.2a)

(5.4.2b)

Magnetni (orbitni) kvantni broj ml dobio je ovde u indeksu l, da bi se naznaåilo da se
odnosi na orbitne momente. Isti je kao i odgovarajuñi kvantni broj u Bor-Zomerfel-
dovoj teoriji.

Vaæna osobina svih ugaonih momenata u vezi sa prostornim kvantovaçem
posledica je Hajzenbergove relacije neodreœenosti, odeÿak 8.3: Ukoliko je projek-
cija vektora ugaonog momenta na proizvoÿno izabran pravac poznata, tada, u
principu, ne moæe da bude poznata çegova projekcija na neki drugi pravac.
Drugim reåima, ne moæe da bude poznata (merÿiva!) projekcija vektora ugaonog
momenta na dva pravca jednovremeno. Ova osobina ima izvanredno veliki znaåaj i
prodire duboko u kvantnu prirodu atomskih objekata. U okviru vektorskog modela
lako se daje çeno geometrijsko tumaåeçe.

Odnos projekcije vektora i çegovog intenziteta nalazimo iz jednaåina (5.4.1a)
i (5.4.2a):

(5.4.3)
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Vidimo da je za navedene kvantne brojeve (tj., za posmatrano staçe) taj odnos sta-

lan, ãto znaåi da je i ugao θ koji vektor  zaklapa sa izabranom osom stalan. Nemo-
guñnost mereça projekcije u drugim pravcima, kada je poznata jedna projekcija,
ukazuje na to da ugao koji vektor momenta zaklapa sa bilo kojim drugim pravcem

nije odreœen. Geometrijski, to znaåi da se vektor  nalazi negde na povrãini kupe
koja je opisana oko odabranog pravca duæ kojeg je projekcija poznata, Slika 5.4.2b.
To ãto je vektor na povrãini kupe ne znaåi da vektor precesuje, veñ samo da je to
naåin da se najbliæe odredi çegov pravac u prostoru. Do precesije oko odabranog
pravca dolazi tek kada se vektor naœe u magnetnom poÿu. Iz jednaåine (5.2.5) oåi-
gledno je da je u odsustvu magnetnog poÿa precesiona frekvencija jednaka nuli. Bez
magnetnog poÿa nema precesije. Prema tome, za odreœenu vrednost kvantnog
broja ml vektor ugaonog momenta nalazi se negde na povrãini kupe koja je odreœena
proizvoÿno izabranom osom duæ koje traæimo projekciju i veliåinom same pro-
jekcije, koja je izraæena jednaåinom (5.4.2a).

Ranije smo videli, a iz jednaåine (5.4.2b) to je oåigledno, da kvantno staçe
odreœeno orbitnim kvantnim brojem l moæe da se ostvari na (2l+1) naåina. Poãto su
u odsustvu poÿa sva ta staça degenerisana, tj. u odsustvu magnetnog poÿa sva

imaju istu energiju, vektor ugaonog momenta  moæe da ima (2l+1) razliåitih pro-
jekcija. U svakoj od çih on je lokalizovan na povrãini odgovarajuñe kupe. Poãto su
energije razliåitih staça koja odgovaraju razliåitim kupama u odsustvu magnetnog
poÿa meœusobno jednake, to vektor ugaonog momenta ravnopravno i podjednako
verovatno moæe da se naœe na povrãini svake od tih kupa. Zato celokupan prostor u
kojem moæe da se naœe vektor ugaonog momenta, u odsustvu magnetnog poÿa,
predstavÿa skup povrãina (2l+1) kupa, kao ãto je prikazano na Slici 5.4.2c.

l

l

l

Slika 5.4.2 Orbitni ugaoni moment  i çegovo prostorno kvantovaçe: a) orbitni ugaoni moment
predstavÿamo vektorom åiji intenzitet zavisi od orbitnog kvantnog broja (5.4.1a). U odsustvu
spoÿaãçeg poÿa moæemo da izaberemo proizvoÿni pravac, recimo pod uglom θ u odnosu na vektor
momenta, duæ kojeg moment ima projekciju koja je izraæena jednaåinom (5.4.2a); b) poãto vektor
ugaonog momenta moæe da ima projekciju odreœenu samo duæ jednog pravca, to se u staçu
odreœenom kvantnim brojem m on nalazi na povrãini kupe åija se osa poklapa sa odabranim pravcem
(ovde oznaåenim kao z-osa). Ugao kupe zavisi od kvantnih brojeva prema  izazu (5.4.3); c) za
kvantni broj l postoji (2l+1) staça sa razliåitim kvantim brojem m. Poãto su, u odsustvu poÿa energije
tih staça jednake, dakle, staça su degenerisana, vektor ugaonog momenta sa podjednakom verovat-
noñom moæe da se naœe na povrãini bilo koje kupe. U odsustvu poÿa ugaoni moment ne precesuje!
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Sa Slike [i iz jednaåine (5.4.3)] se, takoœe, vidi da je projekcija vektora na

odabranu osu uvek maça od çegovog intenziteta . To znaåi da vektor uga-
onog momenta ne moæe da bude paralelan sa osom na koju se projektuje. Za vektor
u magnetnom poÿu [tada vektor projektujemo na pravac poÿa jer je energija u poÿu
odreœena upravo tom projekcijom, jednaåinom (5.2.11b)], zakÿuåujemo da ne moæe
da bude paralelan poÿu, ãto je jedan od bitnih uslova za objaãçeçe precesije.

Spinski ugaoni moment 

Spinski ugaoni moment  ima iste opãte osobine kao i orbitni ugaoni moment
, s tom razlikom ãto je kvantovan spinskim kvantnim brojem s koji ima stalnu

vrednost ½:

(5.4.4a)

 je jediniåni vektor åiji smer odreœuje smer vektora ugaonog momenta. U ska-
larnom obliku:

(5.4.4b)

(5.4.4c)

. (5.4.4d)

I prostorno kvantovaçe spinskog ugaonog momenta moæe da se opiãe na isti naåin
kao i kod orbitnog momenta, s tim ãto je broj moguñih staça ograniåen veliåinom
spinskog kvantnog broja:

(5.2.13a) (5.4.5a)

(5.2.13b) . (5.4.5b)

Saglasno ranije pomenutom pravilu (odeÿak 4.8), staça sa razliåitim vrednostima
kvantnog broja ms mogu da se ostvare na 2s+1 naåina. Za s = ½ dobijamo da su mo-
guña samo dva staça. Isti zakÿuåak, oåigledno, sledi iz izraza (5.4.5b). U odsustvu
magnetnog poÿa ova staça imaju iste energije, dakle, dvostruko su degenerisana.

Relativni odnosi izmeœu razliåitih staça i projekcija spinskog ugaonog mo-
menta prikazani su na Slici 5.4.3. Svi detaÿi izneti u vezi s orbitnim ugaonim mo-
mentom odnose se i na spinski ugaoni moment, imajuñi u vidu razlike u veliåinama
kvantnih brojeva. Zapravo, razmatraça izneta u vezi s orbitnim ugaonim momen-
tom odnose se na svaki ugaoni moment (ukupni ugaoni moment, nuklearni ugaoni
moment, itd.) uzimajuñi u obzir razlike u veliåini i rasponu odgovarajuñih kvantnih
brojeva. To predstavÿa jednu od vaænih, ranije pomenutih, osobina vektorskog mo-
dela: odreœena fiziåka veliåina predstavÿa se reprezentativnim vektorom. Bez ob-
zira na poreklo, vektori odreœene fiziåke veliåine imaju iste opãte osobine.
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Orbitni magnetni moment  

Mala promena u kvantovaçu orbitnog ugaonog momenta pri prelasku od po-

luklasiånog momenta  na kvantnomehaniåki , na sliåan naåin preobraæava polu-

klasiåni magnetni moment  u kvantnomehaniåki . Svi odnosi u vezi s orbitnim
magnetnim momentom izraæeni vektorski, u poluklasiånom modelu, u potpunosti su
zadræani i u kvantnomehaniåkoj slici. Iz originalne definicije uzajamnog odnosa or-
bitnog magnetnog i orbitnog ugaonog momenta, jednaåina (5.1.10a) dobijamo:

. (5.4.6a)

Da bi se oåuvala sliånost orbitnog sa spinskim (i ukupnim) magnetnim momentom,
ova jednaåina se piãe i u sledeñem obliku:

(5.4.6b)

pri åemu je oåigledno:

. (5.4.6c)

Slika 5.4.3 Spinski ugaoni moment  i çegovo prostorno kvantovaçe: a) spinski ugaoni moment
predstavÿamo vektorom åiji intenzitet zavisi od spinskog kvantnog broja (5.4.4a). U odsustvu spo-
ÿaãçeg poÿa moæemo da izaberemo proizvoÿni pravac, recimo pod uglom θ u odnosu na vektor mo-
menta, duæ kojeg moment ima projekciju koja je izraæena jednaåinom (5.4.5a); b) vektor ugaonog
momenta moæe da ima projekciju odreœenu samo duæ jednog pravca. Zato se u staçu odreœenom
kvantnim brojem ms on nalazi na povrãini kupe koja je opisana oko odabranog pravca (ovde z-osa);
c) poãto je ms = ± ½ postoje samo dva moguña staça åije su energije, u odsustvu magnetnog poÿa,
jednake. Dakle, staça su degenerisana i vektor spinskog ugaonog momenta moæe sa podjednakom
verovatnoñom da se naœe na povrãini bilo koje kupe. U odsustvu poÿa spinski ugaoni moment ne pre-
cesuje!

s

s = 1/2 , s 3 ñ/2=

s s s 1+( )  ñ s0=

s s s 1+( )  ñ =

sz

s

θ

z

a)

s

sz

z

b)

z

c)

sz

sz

ñ

1/2

0

-1/2

µ
l

pϕ l

µ
p

µ
l

µ
l

µB

l

ñ
---–=

µ
l

glµB

l

ñ
---–=

gl 1=



178 5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

E:\05.fm 7/1/04

Zamenom vektora  iz (5.4.1a), nalazimo:

. (5.4.6d)

 je jediniåni vektor u smeru orbitnog ugaonog momenta. Znak ‘-’ pokazuje da su

vektori  i  antiparalelni. U skalarnom obliku je: 

. (5.4.6e)

Projekciju mangnetnog momenta na proizvoÿnu osu nalazimo kao i ranije. Iz
jednaåine (5.2.10) sledi da je:

. (5.4.7)

Mada je izraz (5.2.10) izveden za magnetni moment u magnetnom poÿu, uklaçaçe
poÿa ne meça uslove kvantovaça veñ meça samo energiju staça i precesionu
frekvenciju. Van poÿa, staça sa razliåitim kvantnim brojevima ml su degenerisana.
Van poÿa nema precesije.

Iz izraza (5.4.6a) oåigledno je da se  razlikuje od  samo za skalarnu kons-

tantu, ãto znaåi da u odsustvu magnetnog poÿa vektor  ima sve osobine kao i

vektor . To se odnosi kako na kvantovaçe tako i na projektovaçe, degeneraciju

staça, itd. Suãtinska razlika izmeœu vektora  i  javÿa se tek pri pojavi magnet-

nog poÿa. Magnetno poÿe deluje na orbitni ugaoni moment samo preko çemu
pridruæenog magnetnog momenta. Meœutim, i tada, zbog neraskidive veze izmeœu
ugaonog i magnetnog momenta, koja je izraæena jednaåinom (5.4.6a), formalna jed-
nakost ostaje potpuno oåuvana.

Spinski magnetni moment 

U odeÿku 5.1.2 videli smo da izmeœu spinskog, magnetnog i spinskog uga-
onog momenta, postoji odnos:

(5.1.14b) (5.4.8a)

gde je gs elektronski g-faktor, a µB Borov magnetom. Zamenom spinskog ugaonog
momenta iz (5.4.4a), dobijamo:

(5.4.8b)

ili u skalarnom obliku:

. (5.4.8c)
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Projekcija spinskog magnetnog momenta na pravac delovaça poÿa, koju smo naãli
u odeÿku 5.2.3, ista je kao i projekcija na proizvoÿno izabrani pravac:

(5.2.14b) . (5.4.9)

Odnos izmeœu spinskih momenata isti je kao i izmeœu orbitnih momenata, pa sve
osobine spinskog magnetnog momenta mogu da se dobiju na isti naåin kao i kod or-
bitnog magnetnog momenta.

5.4.2 Mehanizam sprezaça momenta

Pitaçe meœudejstva ugaonih i magnetnih momenata predstavÿa kÿuåni prob-
lem vektorskog modela atoma. Kao ãto smo videli u prethodnom odeÿku, gledano
po fiziåkoj suãtini, postoje dve vrste momenata – ugaoni (spinski i orbitni) i mag-
netni (opet spinski i orbitni). Ugaoni (mehaniåki) momenti, osim veoma slabog gra-
vitacionog poÿa koje potiåe od mase koja je pridruæena momentu, nemaju drugu
moguñnost za meœudejstva sa okolinom. Drugim reåima, ne postoji mehanizam za
neposrednu interakciju ugaonih momenata sa okolinom i sa drugim momentima.

S druge strane, oko svakog magnetnog dipola (magnetnog momenta) postoji
magnetno poÿe koje moæe da deluje na druge magnetne momente. Ovo delovaçe
detaÿno smo razmatrali u okviru spin-orbitnog meœudejstva, odeÿak 5.3. Poãto je
svakom magnetnom pridruæen i odgovarajuñi ugaoni moment, to se neposredno
meœudejstvo magnetnih momenata prenosi i na ugaone momente. Magnetno  dipol-
-dipol meœudejstvo, koje je detaÿno izloæeno u odeÿku 5.3, ovde ñe biti svedeno na
formalnu sliku koja odgovara potrebama vektorskog modela.

Posmatrajmo jednoelektronski atom (atom sliåan vodoniku) åiji se elektron
nalazi u orbiti koja ima ugaoni moment l > 0. Meœusobno delovaçe magnetnih mo-
menata, spinskog i orbitnog, moæe da se shvati kao meœudejstvo spinskog magnet-
nog momenta i orbitnog magnetnog poÿa ili kao meœudejstvo orbitnog magnetnog
momenta i spinskog magnetnog poÿa. 

Meœudejstvo spinskog magnetnog momenta i lokalnog magnetnog poÿa 
(koje potiåe od orbitnog kretaça elektrona) iste je vrste kao i meœudejstvo sa spo-
ÿaãçim magnetnim poÿem koje smo razmatrali u odeÿku 5.2. Jednaåina kretaça,
po ugledu na izraz (5.2.2), je:

(5.4.10)

Isto tako, meœudejstvo orbitnog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog

poÿa  (koje potiåe od spinskog magnetnog momenta) izraæava se odgovarajuñom

jednaåinom kretaça:

. (5.4.11)

µs z, gsmsµB–=

µ
s

B
l

d s
dt
------- γss B

l
× .=

µ
l

B
s

dl

dt
----- γll B

s
×=



180 5. ATOM – ORBITNI I SPINSKI MAGNETIZAM

E:\05.fm 7/1/04

Jednaåine (5.4.10) i (5.4.11) ne mogu tako jednostavno da se integrale kao (5.2.2)
jer magnetna poÿa koja se pojavÿuju u çima  i  nisu stalna. Magnetna poÿa
su promenÿiva jer slede odgovarajuñe magnetne momente koji su u pokretu, a åije
kretaçe upravo izraæavaju jednaåine (5.4.10) i (5.4.11). 

Lokalno magnetno poÿe, pored veliåine momenta od kojeg potiåe, zavisi i od
lokalne geometrije, dakle, od uzajamnog poloæaja taåke u kojoj se poÿe meri i mag-
netnog dipola koji je izvor poÿa:

. (5.4.12a)

Indeks l kod funkcije k oznaåava çenu zavisnost od momenta koji je izvor poÿa, a
indeks s u koordinatama pokazuje to da se koordinate traæe na poloæaju momenta na
koji poÿe deluje. Magnetni moment iz posledçe jednaåine moæe pomoñu odnosa
(5.1.7) da se izrazi preko orbitnog ugaonog momenta:

. (5.4.12b)

Isto vaæi i za lokalno magnetno poÿe spinskog magnetnog momenta:

(5.4.13a)

i s obzirom na vezu izmeœu spinskog magnetnog i ugaonog momenta:

(5.1.12) . (5.4.13b)

Funkcija k ne meça vrednost kada indeksi s i l zamene svoja mesta. Ovo je razu-
mÿivo jer se spinski i orbitni magnetni momenti pri çihovom uzajamnom delovaçu
ponaãaju na isti naåin, a çihovi uzajamni poloæaji su simetriåni. Drugim reåima,

energija meœudejstva orbitnog magnetnog poÿa  i spinskog magnetnog momenta

, ista je kao i energija meœudejstva spinskog magnetnog poÿa  i orbitnog mag-

netnog momentu :

–

odakle sledi:

.

Uzmemo li u obzir posledçi uslov, zamenom izraza za lokalna poÿa  iz (5.4.12b) i  

iz (5.4.13b) u odgovarajuñe jednaåine kretaça (5.4.10) i (5.4.11) dobijamo:

(5.4.14a)
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i:

. (5.4.14b)

Jednaåine (5.4.14) formalno pokazuju da su ugaoni orbitni i ugaoni spinski moment
uzajamno spregnuti. Åiçenica da je sprezaçe magnetne prirode ogleda se u zavis-
nosti od æiromagnetnih odnosa. Reãeçe sistema diferencijalnih jednaåina (5.4.14)
moæe da se dobije i bez integraÿeça, jednostavnim transformacijama. Sabiraçem
izraza (5.4.14a) i (5.4.14b) dobijamo:

odnosno:

.

Dakle, nalazimo da je:

(5.4.15)

odakle je, oåigledno:

. (5.4.16a)

Iz dobijenog izraza vidimo da, mada su vektori  i  u kretaçu, çihov zbir ostaje
stalan. Drugim reåima, kada su vektori orbitnog i spinskog momenta spregnuti,
çihov zbir je konstanta kretaça. Zbir ugaonih momenata naziva se ukupni uga-
oni moment :

(5.4.16b)

Normalno, ukupni ugaoni moment moæe da se odredi u svakoj prilici, ali, konstanta
kretaça je samo kada su vektori spregnuti.

Poãto se, saglasno jednaåini (5.4.16b), zbir ugaonih momenata tokom vre-

mena ne meça, to znaåi da se obe komponente  i  kreñu usaglaãeno i to tako da
çihov meœusobni ugao tokom vremena ostaje stalan. Zbog toga je za bliæe odreœi-
vaçe prirode çihovog kretaça, dovoÿno da se razmotri kretaçe samo jedne kom-
ponente.

Jednaåinu kretaça spinskog ugaonog momenta, izraz (5.4.14a), ne moæemo

da integralimo prema postupku iz odeÿka D-2.2.4 zbog toga ãto vektor  nije stalan.
Meœutim, ako se prisetimo da je vektorski proizvod paralelnih vektora jednak nuli,
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, desnu stranu vektorskog proizvoda u (5.4.14a) moæemo da proãirimo sa

, pa dobijamo:

(5.4.17a)

a s obzirom na izraz (5.4.16b):

. (5.4.17b)

Vektor ukupnog ugaonog momenta  ne meça se tokom vremena, jednaåine
(5.4.16), pa dobijeni izraz (5.4.17b) moæe da se integrali prema postupku koji je iz-
net u D-2.2.4. I bez traæeça reãeça, iz oblika jednaåine (5.4.17b) zakÿuåujemo da

vektor  precesuje oko vektora . S obzirom na to da je  komponenta vektora 

(koji je stalan), zakÿuåujemo da i druga komponenta, vektor , takoœe precesuje

oko vektora  i to istom precesionom frekvencijom.
Dakle, usled spin-orbitnog meœudejstva, koje je po svojoj fiziåkoj suãtini

magnetno, vektori orbitnog i spinskog ugaonog momenta  i , precesuju oko svog

vektorskog zbira , koji predstavÿa ukupni ugaoni moment sistema i koji je kons-
tanta kretaça spregnutih vektora.

5.4.3 Ukupni ugaoni moment

Ukupni ugaoni moment za koji smo u prethodnom odeÿku videli da predsta-

vÿa konstantu kretaça spregnutih vektora  i , kvantuje se kao i svaki drugi uga-
oni moment odgovarajuñim kvantnim brojem. Opãta pravila za orbitni i za spinski
ugaoni moment izneta u odeÿku 5.4.1, vaæe i za ukupni ugaoni moment uz odgova-
rajuñe izmene i dopune.

Dakle, ukupni ugaoni moment je vektorski zbir orbitnog  i spinskog  uga-
onog momenta:

(5.4.16b) (5.4.18)

i kvantuje se unutraãçim kvantnim brojem (ili kvantnim brojem ukupnog ugaonog
momenta) j:

. (5.4.19a)

 je jediniåni vektor åiji smer odreœuje smer vektora ugaonog momenta. Isti izraz
u sklalarnom obliku je:

(5.4.19b)
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. (5.4.19c)

Opseg vrednosti koje moæe da ima unutraãçi kvantni broj odreœen je Klebã-Gorda-
novom (Clebsh-Gordan) serijom:

(5.4.20a)

Uslov (5.4.20a) koji sledi iz kvantnomehaniåkog razmatraça problema, koristiñemo
kao gotovo pravilo ne upuãtajuñi se u çegovo objaãçavaçe.

S obzirom na to da kod jednoelektronskog sistema (koji ovde razmatramo)
kvantni broj s ima stalnu vrednost, s = ½, izraz (5.4.20a) moæe da se napiãe u jed-
nostavnijem obliku:

 za l > 0 (5.4.20b)

i:

za l = 0. (5.4.20c)

Prostorno kvantovaçe ukupnog ugaonog momenta izraæava se na isti naåin
kao i kvantovaçe orbitnog ili spinskog momenta impulsa:

(5.4.21a)

. (5.4.21b)

Ovde je mj magnetni kvantni broj ukupnog mometna impulsa. Kao i ranije, vektor 

nalazi se negde na kupi åija je ivica , a visina mjñ. Isto tako, iz jednaåine
(5.4.21b) sledi da za dati kvantni broj, j, postoji ukupno 2j + 1 staça sa razliåitim
vrednostima kvantnog broja mj. Dakle, bez spoÿaãçeg poÿa, staça koja su
odreœena kvantnim brojem j su (2j + 1)-put degenerisana. Magnetno poÿe uklaça
degeneraciju i staça se cepaju na 2j + 1 komponenata koje imaju meœusobno raz-
liåite energije, ãto ñemo detaÿnije razmotriti u sledeñem odeÿku.

Svi odnosi izraæeni jednaåinama od (5.4.18) do (5.4.21) proizlaze iz kvantno-
mehaniåke slike. Vektorski model, meœutim, u velikoj meri olakãava çihovo prika-
zivaçe kao i uzajamne odnose izmeœu çih. Na Slici 5.4.4 prikazano je slagaçe

vektora  i , pri stvaraçu ukupnog ugaonog momenta. Slagaçe je malo sloæenije
nego ãto to na prvi pogled izgleda jer istovremeno treba da se zadovoÿi nekoliko us-

lova. Veza izmeœu vektora ,  i  je linearna, jednaåina (5.4.18), kao i veza iz-
meœu çihovih kvantnih brojeva, izraz (5.4.20). Meœutim, veza izmeœu intenziteta
vektora je nelinearna:

. (5.4.22)
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Ova nelinearnost predstavÿa kÿuåni uslov za vektorsko sabiraçe momenata iz ko-

jeg sledi da se vektor ,  i  sabiraju samo pod odreœenim uglovima i da pri tome,
kao ãto je prikazano na Slici 5.4.4b, ne mogu da budu paralelni. Dozvoÿene ug-
love za slagaçe vektora lako nalazimo kvadriraçem izraza (5.4.18):

odakle dobijamo:

. (5.4.23)

Zamenom modula i kvadrata vektora iz odgovarajuñih izraza [(5.4.1b,c), (5.4.4b,c) i
(5.4.19c)] dobijamo:

(5.4.23a)
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Slika 5.4.4 Ukupni ugaoni moment  vektorski je zbir orbitnog  i spinskog  momenta impulsa

(ugaonog momenta): a) vektori  i  sabiraju se po pravilu trougla ili po pravilu paralelograma,

obrazujuñi kao razultantu ukupni ugaoni moment ; b) slagaçem orbitnog i spinskog momenta im-

pulsa, za l = 1 i s = 1/2 dobijaju se dva vektora ukupnog ugaonog momenta sa j = 3/2 i j = 1/2.
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odakle neposredno sledi da je ugao pod kojim se vektori slaæu jednoznaåna funkcija
kvantnih brojeva j, l i s. S obzirom na to da za jednoelektronski sistem kvantni broj j
moæe da ima samo dve vrednosti, jednaåine (5.4.20b,c), za svako l moguña su samo
dva ugla θ, Slika 5.4.4b.

Slika 5.4.4 pruæa nam uvid samo u onaj deo uzajamnih geometrijskih odnosa

izmeœu vektora ,  i , koji su algebarski izraæeni jednaåinama (5.4.23). Meœutim,

iz izraza (5.4.17) sledi da vektori  i  precesuju oko vektora . Precesija uopãte
nije bitna za izraæavaçe çihovog sabiraça. Meœutim, precesija je kÿuåna za opisi-
vaçe kvantovaça ukupnog ugaonog momenta i za uspostavÿaçe odnosa izmeœu
magnetnih kvantnih brojeva ml, ms i mj.

Na Slici 5.4.5 prikazana je celokupna ãema slagaça spregnutih vektora  i 

u ukupni ugaoni moment . Pored toga ãto se slaæu samo pod posebnim uglovima,

jednaåine (5.4.23), vektori  i  precesuju oko vektora . Precesija se odvija i bez
spoÿaãçeg poÿa i posledica je sprezaça vektora, odnosno uzajamnog delovaça
magnetnih komponenti kako je veñ opisano u odeÿku 5.4.2.
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l s j

l s

j

l s j

Slika 5.4.5 Sistem spregnutih vektora ,  i : a) u odsustvu poÿa vektori orbitnog i spin-

skog ugaonog momenta  i  precesuju oko vektora ukupnog ugaonog momenta ; b) vektor 

moæe da ima odreœenu projekciju samo duæ jednog, proizvoÿno izabranog, pravca. Poãto u drugim

pravcima ne moæe da ima odreœenu projekciju, vektor  se nalazi negde na povrãini kupe koja je

opisana oko pravca na kojem se traæi projekcija. Bez spoÿaãçeg poÿa vektor  ne precesuje oko

izabranog pravca (zbog pogodnosti kao pravac projektovaça najåeãñe se bira z-osa). Meœutim, i

tada vektori  i  precesuju oko vektora . Poãto se osa çihove precesije ne poklapa sa osom

projektovaça, z-osom, vektori  i  ne mogu da imaju stalne projekcije na z-osu. Zbog toga se

ml i ms tokom vremena meçaju, tj., nisu odreœeni.
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U pogledu kvantovaça projekcije u proizvoÿno izabranom pravcu, vektor 

ponaãa se kao i slobodni vektori  i . Znaåi, na proizvoÿno izabranom pravcu vek-

tor  ima projekciju odreœenu izrazom (5.4.21a). Tada projekcija na bilo koji drugi
pravac u principu ne moæe da bude poznata (niti odreœena). Zbog toga, kao i vektori

 i , vektor  leæi negde na povrãini kupe (sa napadnom taåkom u temenu kupe)
koja je opisana oko odabranog pravca, a åiji je ugao odreœen uzajamnim odnosom
kvantnih brojeva j i mj. Kao i kod izraza (5.4.3) i ovde imamo:

. (5.4.24)

Projektovaçe vektora  na izabrani pravac ãematski je prikazano na Slici 5.4.5b.

Potpuna slika neãto je sloæenija nego ranije, jer je vektor  zbir orbitnog i spinskog
ugaonog momenta koji i daÿe precesuju oko çega. Sada je malo teæe da se slikovito

prikaæe deo prostora u kojem mogu da se naœu vektori  i  (svaki se nalazi negde
na povrãini sopstvene precesione kupe, åija osa leæi negde na povrãini kupe koja je
opisana oko proizvoÿno izabranog pravca) ali taj detaÿ u modelu i nije naroåito
vaæan. Mnogo je vaænije pitaçe ãta je sa magnetnim kvantnim brojevima ml i ms od-
nosno da li se (i kako se) orbitni i spinski ugaoni momenti kvantuju duæ odabranog
pravca.

Sa Slike 5.4.5b oåigledno je da je mj = const. sve dok vektor  ima stalni in-

tenzitet. Vektor  ima stalni intenzitet sve dok je ugao izmeœu vektora  i  stalan.

Ugao izmeœu vektora  i  je stalan sve dok su vektori  i  spregnuti. A, kada su

vektori  i  spregnuti onda oni precesuju oko stalnog vektora . Meœutim, s obzi-

rom na to da se osa precesije (pravac vektora ) ne poklapa sa osom projektovaça
(koja je ovde proizvoÿno odabrana i obeleæena kao z-osa), vidimo da projekcije

vektora  i  na odabranu osu (z-osu) nisu stalne. To znaåi, da kvantni brojevi ml i
ms ne mogu da budu jednovremeno odreœeni kada i kvantni broj mj. Tada kaæemo da
za sistem spregnutih ugaonih momenata kvantni brojevi ml i ms nisu dobri kvantni
brojevi. (Nisu dobri jer pomoñu çih ne moæe da se opiãe nijedna osobina sistema.)
Kvantni brojevi l i s i tada su dobri kvantni brojevi jer se pomoñu çih izraæava ve-

liåina odgovarajuñih ugaonih momenata  i . Dakle, sistem spregnutih ugaonih
momenata (spinskog i orbitnog) opisuje se kvantnim brojevima l, s, j i mj.

Pogledajmo sada ãta se deãava sa ukupnim ugaonim momentom ako orbitni
spinski momenti nisu spregnuti. Ovo sreñemo kada je konstanta sprezaça veoma
mala (na primer, elektron u atomu vodonika sa velikim glavnim kvantnim brojem)
ili kada se spoÿaãçim delovaçem izazove rasprezaçe inaåe spregnutih momenata
(na primer, delovaçem jakog magnetnog poÿa, videti odeÿak 6.1.3). Izraz (5.2.18)
kojim se opisuje sabiraçe momenata vaæi i kada momenti nisu spregnuti ali tada ne
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vaæi izraz (5.4.16a), koji je proistekao iz uslova za sprezaçe momenata i koji poka-
zuje da je ukupni ugaoni moment stalan. Prema tome, moæemo da zakÿuåimo da u
odsustvu sprezaça ugaonih momenata (ili pri çihovom rasprezaçu) ukupni uga-

oni moment nije stalan, tj. vektor  nije konstanta kretaça. Takva situacija ãematski
je predstavÿena na Slici 5.4.6. Tada, u stvari, ukupni ugaoni moment uopãte ne
moæe da se odredi jer neodreœenost poloæaja orbitnog ugaonog momenta po çego-
voj kupi nije ni u kakvoj vezi sa neodreœenoãñu poloæaja spinskog ugaonog mo-
menta na odgovarajuñoj kupi. Znaåi, u jednom trenutku ukupni ugaoni moment mo-
gao bi da ima izvesnu vrednost, koja je veñ u sledeñem trenutku drukåija, kao ãto je
ãematski prikazano na Slici 5.4.6. Drugim reåima, kada ugaoni momenti nisu spreg-
nuti ili kada su raspregnuti, ponaãaju se kao izolovani momenti koji ne primeñuju
prisustvo susednog momenta. Zbog toga nespregnuti (raspregnuti) ugaoni momenti,
u proizvoÿno izabranom pravcu, imaju projekcije odreœene kao i ranije. Tada su
kvantni brojevi ml i ms dobri kvantni brojevi. Ako se sistem nespregnutih ili raspreg-
nutih momenata naœe u spoÿaãçem magnetnom poÿu, tada u tom poÿu svaki mo-
ment precesuje sopstvenom Larmorovom frekvencijom. Poãto su, uopãteno gle-
dano, precesione frekvencije razliåite, to ñe i vektorski zbir momenata tokom
vremena da bude promenÿiv, pa je time i ukupni ugaoni moment neodreœen.

Dakle, kada nema sprezaça (ili prilikom rasprezaça) ugaonih momenata,
ukupni ugaoni moment ne moæe da se odredi. Staçe sistema odreœuje se kvantnim
brojevima l, ml, s i ms. Do sada smo posmatrali jednoelektronski atom u kojem do-
lazi do slagaça orbitnog i spinskog ugaonog momenta. Takav sistem predstavÿa
samo posebnan sluåaj opãteg problema slagaça ugaonih momenata. Sistem moæe
da se sastoji od razliåitih momenata, na primer, od dve åestice koje imaju samo
spinski moment, dve åestice koje imaju samo orbitni ugaoni moment, åestice sa spi-
nom koja se nalazi na rotirajuñem molekulu, itd. Jasno je da postoje neka zajedniåka
naåela za sve sisteme koje smo pomenuli u svakom pojedinaånom sluåaju. Ovde

ñemo, za opãti sluåaj sistema koji åine dva ugaona momenta, 1 i , odreœena

kvantnim brojevima  i , da navedemo osnovna naåela za çihovo slagaçe, ne
ulazeñi u postupke kojima se do çih doãlo:

j

Slika 5.4.6 Slagaçe orbitnog i spin-
skog ugaonog momenta kada izmeœu
çih ne postoji sprezaçe. Svaki mo-
ment zadræava sopstvene osobine neza-
visno od prisustva drugog momenta.
Poãto se svaki nalazi na povrãini
sopstvene kupe pod relativnim uglo-
vima koji, u principu, ne mogu da se
utvrde, to je i çihov zbir, dakle, ukupni
ugaoni moment , u osnovi neodreœen.
Tada su, meœutim, kvantni brojevi ml i
ms dobri kvantni brojevi jer imaju
diskretne, stalne vrednosti kao kod slo-
bodnih momenata.
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a) Duæina (intenzitet) vektora ukupnog ugaonog momenta je  Plan-
kovih jedinica (ñ-jedinica), gde kvantni broj ukupnog ugaonog momenta, j, moæe da
ima neku od vrednosti odreœenu Klebã-Gordanovom serijom:

(5.4.25)

b) Vektor ukupnog ugaonog momenta leæi negde na kupi koja je opisana oko
proizvoÿnog pravca u odnosu na koji se odreœuje çegova projekcija. (Poãto se pra-
vac duæ kojeg se vektor projektuje najåeãñe odreœuje spoÿaãçim magnetnim po-
ÿem, to je najpogodnije i pravac i poÿe orijentisati duæ z-ose.);

c) Intenziteti komponentnih ugaonih momenata su  i 

ñ-jedinica. Oni imaju odreœene vrednosti i kada vektor  ima odreœenu vrednost;
d) Projekcija ukupnog ugaonog momenta na z-osu iznosi mjñ-jedinica. Kod

predstavÿaça preko sprezaça (dakle, kada je kvantni broj j odreœen) vrednost mj1 i
mj2 su neodreœene ali je çihov zbir jednak vrednosti mj;

e) Kod predstavÿaça preko nespregnutih vektora, kada je kvantni broj j
neodreœen, pojedine komponente mj1 i mj2 imaju diskretne, stalne vrednosti, pa su
tada mj1 i mj2 dobri kvantni brojevi.

Prema tome, sistem koji se sastoji od dva ugaona momenta odreœen je sa åetiri
kvantna broja. Kod predstavÿaça preko spregnutih vektora to su j1, j2, j i mj, a kod
predstavÿaça preko nespregnutih vektora to su j1, mj1, j2 i mj2. Formalno gledano,
izbor naåina predstavÿaça sistema je proizvoÿan. Razliåita predstavÿaça su samo
razliåiti naåini za posmatraçe sloæenih sistema. Normalno, najjasniji opis sistema
dobija se kada predstavÿaçe zaista odgovara fiziåkoj prirodi sistema. Tamo gde
postoji sprezaçe izmeœu ugaonih momenata pogodnije je predstavÿaçe preko
spregnutih vektora. Na primer, jednaåine kretaça ugaonih momenata prilikom spin-
-orbitnog meœudejstva mnogo su oåiglednije i saæetije kada se izraze preko vektora
ukupnog ugaonog momenta, jednaåina (5.4.15), dakle, u predstavÿaçu preko spre-
zaça, nego preko pojedinih momenata (predstavÿaçem preko nespregnutih vek-
tora), izrazi (5.4.10) i (5.4.11).

5.4.4 Ukupni magnetni moment

U prethodnom odeÿku videli smo kako se vektorskim sabiraçem orbitnog i
spinskog ugaonog momenta dobija ukupni ugaoni moment jednoelektronskog
atoma. Poãto su i orbitni ugaoni moment i spinski ugaoni moment prañeni odgovara-

juñim magnetnim momentima, jasno je da je i ukupni ugaoni moment, , prañen

ukupnim magnetnim momentom .
Kao ãto ukupni ugaoni moment dobijamo vektorskim sabiraçem ugaonih mo-

menata:

(5.4.18)

tako i ukupni magnetni moment  dobijamo sabiraçem orbitnog , i spinskog 
magnetnog momenta:
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. (5.4.26a)

Zamenom momenata  i  iz jednaåina (5.4.6b) i (5.4.8b) u jednaåinu (5.4.26a),
uz gl = 1 i gs ≈ 2, ukupni magnetni moment  moæemo da izrazimo kao vektorski
zbir odgovarajuñih ugaonih momenata:

(5.4.26b)

i s obzirom na (5.4.18):

. (5.4.26c)

Iz posledçeg izraza vidimo da ukupni magnetni moment  ne leæi na istom pravcu
kao ugaoni moment . (U prethodnom odeÿku videli smo da  i  ne mogu da leæe
na istom pravcu.) Sabiraçe vektora magnetnih momenata ãematski je prikazano na
Slici 5.4.7. Pravac vektora , saglasno izrazu (5.4.26c), poklapa se sa pravcem re-
zultante vektora  + .

Ranije smo videli da spregnuti vektori  i  precesuju oko pravca ukupnog
ugaonog momenta . Oåigledno je da ñe i svi ostali vektori precesovati oko istog
pravca. Dakle, vektor ukupnog magnetnog momenta  precesuje oko pravca vek-
tora ukupnog ugaonog momenta . Zbog stalne promene pravca, intenzitet vektora

 ne moæe da se meri eksperimentalno. Meœutim, vrednost vektora  usredçena
po vremenu (u intervalu mnogo duæem od perioda precesije) jednaka je çegovoj
projekciji na pravac precesovaça (pravac vektora ). Dakle, zbog precesije ukup-
nog magnetnog momenta  oko ukupnog ugaonog momenta , magnetne osobine
atoma uslovÿene su stvarnim magnetnim momentom ( )j, koji predstavÿa projek-
ciju vektora  na pravac vektora , Slika 5.4.7b:

. (5.4.27a)

Znak minus pokazuje da je vektor stvarnog magnetnog momenta ( )j antiparalelan
vektoru ukupnog ugaonog momenta . Podseñamo na to da je °, kao i ranije, jedi-
niåni vektor u pravcu ukupnog ugaonog momenta.

Stvarni magnetni moment ( )j na drugi naåin moæe da se izrazi projekto-
vaçem çegovih komponenata na pravac vektora  Tako, projektovaçem izraza
(5.4.26c) na pravac vektora nalazimo: 

. (5.4.27b)
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Poãto je stvarni magnetni moment ( )j antiparalelan vektoru , veza izmeœu çih
moæe da se formalno napiãe na isti naåin kao i veza izmeœu magnetnih i ugaonih or-
bitnih (ili spinskih) momenata. Sliåno izrazima (5.4.6a) i (5.4.8a), imamo:

(5.4.28)

gde je gj - Landeov g-faktor za ukupne momente, dakle, za jednoelektronski atom kao
celinu.

Uporeœivaçem izraza (5.4.27b) i (5.4.28) nalazimo da je Landeov g-faktor
atoma:

. (5.4.29a)

Landeov g-faktor predstavÿa odnos æiromagnetnih osobina atoma prema æiromagnet-
nim osobinama orbitnog elektrona. Çegovu izrazitu zavisnost od kvantnih brojeva l,
s i j lako nalazimo iz jednaåine (5.4.29a). Ako uoåimo da je:

Slika 5.4.7 Sabiraçe ugaonih i magnetnih momenata: a) ukupni ugaoni moment  dobija se vek-

torskim sabiraçem orbitnog i spinskog momenta impulsa, . Ukupni magnetni moment

 proporcionalan je zbiru  odnosno  Zbog toga vektori  i  ne leæe na istom

pravcu; b) poãto magnetni momenti µl i µs deluju jedan na drugoga, ceo sistem spregnutih vektora

precesuje oko pravca ukupnog ugaonog momenta Takoœe, i vektor  precesuje oko pravca vek-

tora  Pri jakom sprezaçu precesija je brza, pa eksperimentalno moæe da se opazi samo projekcija

vektora  na osu precesije ( )j.
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.

Landeov g-faktor atoma moæemo da izrazimo kao:

. (5.4.29b)

Skalarni proizvod  lako nalazimo iz izraza (5.4.18):

(5.4.18)

ãto zamenom u (5.4.29b) daje:

. (5.4.29c)

Unoãeçem vrednosti za kvadrate vektora ugaonih momenata iz (5.4.19c), (5.4.1c) i
(5.4.4c), najzad dobijamo:

. (5.4.29d)

Iz jednaåine (5.4.29d) vidimo da se atomski g-faktor za s = 0 (j = l) svodi na orbitni gj

= gl = 1, a za l = 0 (tada je j = s) na spinski gj = gs ≈ 2. Dakle, atomski g-faktor za jed-
noelektronski atom zavisno od vrednosti kvantnih brojeva l, s i j moæe da ima vred-
nosti izmeœu 1 (gj = gl) i 2 (gj = gs).

Landeov g-faktor ima veliki znaåaj jer se preko çega izraæavaju magnetne
osobine atoma. On se javÿa zbog razlike u æiromagnetnim odnosima izmeœu orbit-
nih i spinskih momenata.

5.4.5 Spin-orbitno sprezaçe

Ovde ñemo da dovrãimo razmatraçe zapoåeto u odeÿku 5.3 koje smo preki-
nuli zbog toga ãto u okviru poluklasiåne slike nismo mogli vaÿano da izrazimo ska-
larni proizvod orbitnog i spinskog ugaonog momenta, jednaåina (5.3.6). Skalarni
proizvod moæemo da izrazimo preko kvantnih brojeva j, l i s koristeñi vektorski mo-
del. Koriãñeçem sredçe vrednosti 1/r3, preuzete iz kvantne mehanike, nalazimo
taåan izraz za konstantu spin-orbitnog meœudejstva jednoelektronskog atoma.
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Dakle, energiju spin-orbitnog meœudejstva izraæavamo preko konstante spin-
-orbitnog sprezaça, a:

(5.3.6b) (5.4.30)

gde je:

(5.3.7b) . (5.4.31)

U odeÿku 5.3.2 dobili smo pribliæan izraz za konstantu spin-orbitnog sprezaça a, ko-
risteñi sredçu vrednost (1/r3) iz Borovog modela:

gde je r1 atomski polupreånik prve Borove orbite atoma vodonika. Taåan izraz za
konstantu spin-orbitnog sprezaça a moæe da se dobije ako se preuzme kvantnome-
haniåki izraåunata sredça vrednost (l/r3) za atom sliåan vodoniku:

. (5.4.32)

Ako ovaj izraz uporedimo sa odgovarajuñim izrazom iz Borovog modela, vidimo da
se taåna vrednost konstante spin-orbitnog sprezaça a dobija iz pribliænog izraza
(5.3.7e) zamenom faktora n6 izrazom n3l(l + 1/2)(l + 1):

. (5.4.33)

Skalarni proizvod  u izrazu (5.4.30) izraåunavamo iz kvadrata jednaåine (5.4.18):

(5.4.18) (5.4.34)

.

Zamenom odgovarajuñih kvadrata vektora iz (5.4.19c), (5.4.1c) i (5.4.4c), nalazimo:
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. (5.4.35)

Uvrãtavaçem dobijenog izraza u jednaåinu (5.4.30) dobijamo taånu jednaåinu za
energiju spin-orbitnog meœudejstva u atomima sliånim vodoniku:

(5.4.36a)

odnosno pomoñu (5.4.44):

. (5.4.36b)

Iz jednaåine (5.4.36b) struktura energijskih nivoa za svaki spektralni term dobija se
zamenom odgovarajuñih vrednosti kvantnih brojeva j, l i s. Na primer, za term 2P
imamo:

l = 1 (jer je u pitaçu P term),
s = 1/2 (jer je multipletnost 2, 2s + 1 = 2),
j1 = l +1/2 = 3/2, j2 = l - 1/2 = 1/2,
pa je:

ãto je ãematski prikazano na Slici 5.4.8. Ovu situaciju, formalno izvedenu iz jed-
naåine (5.4.36a) lako je razumeti u okviru vektorskog modela kao posledicu meœu-

dejstva spinskog magnetnog momenta  i lokalnog magnetnog poÿa orbitnog kre-

taça . Kada su vektori  i  “paralelni”, dakle, kada je j = 3/2, vektori  i  su

“antiparalelni” jer je vektor  antiparalelan sa , dok je vektor  paralelan sa .
(Izraz “paralelni” ovde oznaåava samo da je ugao θ izmeœu naznaåenih vektora
maçi od π/2, tj. da je cosθ > 0. Na isti naåin za “antiparalelne” vektore je cosθ < 0.)
Saglasno jednaåini (D-5.2.13b) energija meœudejstva magnetnog momenta i “anti-

paralelnog” spoÿaãçeg poÿa je pozitivna. Na isti naåin za j = 1/2  i  su “antipara-

lelni”, a  i  su “paralelni”, dakle cosθ > 0, pa je energija meœudejstva nega-
tivna. Zbog toga je energija terma pri j = 3/2 pozitivna, a pri j = 1/2 negativna u
odnosu na energiju istog terma kada ne bi bilo spin-orbitnog sprezaça. Treba uoåiti
to da energija spektralnog terma ne zavisi od magnentog kvantnog broja mj, tj. od
usmereça ukupnog ugaonog momenta u prostoru. To znaåi da u viãem staçu oz-
naåenom sa 2P3/2, postoji 2 × 3/2 + 1 = 4, a u niæem staçu, koje se oznaåav sa 2P1/2
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ima 2 × 1/2 + 1 = 2 degenerisana nivoa, Slika 5.4.8. Ovo vaæi u odsustvu spoÿaãçeg
magnetnog poÿa. Pojava spoÿaãçeg poÿa, kao ãto ñe se videti u 6. poglavÿu, uk-
laça degeneraciju i naznaåeni energijski nivoi cepaju se na pojedinaåne kompo-
nente. Tako se nivo 2P3/2 cepa na åetiri, a nivo 2P1/2 na dve komponente.

Isto tako, vaæno je uoåiti da se uzimaçem u obzir spin-orbitnog meœudejstva
“teæiãte” energijskih nivoa ne meça. Term 2P1/2 pomeren je za -a, a term 2P3/2 za +
1/2 a. Meœutim, ako uzmemo u obzir çihove statistiåke teæine, a one su 2 i 4, na-
lazimo da je rezultujuñi pomak jednak nuli, tj. da je “teæiãte” nepromeçeno: 
(-a)2+ + (1/2 a)4 = 0.

Na kraju, ono ãto smo saznali o finoj strukturi jednoelektronskih staça moæe-
mo saæeti na sledeñi naåin:

a) Meœudejstvo spinskog magnetnog momenta i lokalnog magnetnog poÿa or-
bitnog kretaça, izraæeno kao meœudejstvo spinskog ugaonog i orbitnog ugaonog
momenta, cepa svaki energijski nivo na dva dela. Rezultat toga je dubletna struktura
nivoa. Na primer, gorçe staçe iz kojeg nastaje natrijumova D linija, 3P staçe, cepa
se na staça 3P1/2 i 3P3/2, kao ãto je pokazano na Slici 5.4.8;

b) S termovi se ne cepaju poãto pri l = 0 ne postoji lokalno magnetno poÿe 
u kojem bi spinski magnetni moment pri razliåitim usmereçima zadobijao razliåite
energije;

c) Nivoi sa veñim vrednostima kvantnog broja j imaju veñe energije, jed-
naåina (5.4.36a);

d) Konstanta spin-orbitnog sprezaça a proporcionalna je åetvrtom stepenu
naelektrisaça jezgra.

Primeri

Primer 5.4.1 Pokazati da za jednoelektronski atom cepaçe energijskih nivoa prouz-
rokovano spin-orbitnim meœudejstvom moæe da se izrazi jednaåinom: 

.

Slika 5.4.8 Cepaçe 2P terma zbog spin-orbitnog meœudej-
stva. U odsustvu meœudejstva, energija staça sa razliåitim j-
vrednostima je ista. Dakle, staça su degenerisana sa stepenom
degeneracije (2j1 + 1) + (2j2 + 1) ãto za j1 = 1/2 i j2 = 3/2 iznosi
6. Spin-orbitno meœudejstvo uklaça degeneraciju nivoa sa
razliåitim j-vrednostima. Meœutim, novi energijski nivoi i
daÿe su degenerisani i to za j = 1/2 dvostruko, a za j = 3/2 åetvo-
rostruko. Uoåimo da spin-orbitno meœudejstvo ne meça
teæiãte novih nivoa u odnosu na originalni nivo.
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REÃENJE:

(5.4.36a) .

Poãto se kvantni brojevi l i s ne meçaju (meça se samo j), nalazimo:

(P-5.4.1.1)

.

Za jednoelektronski atom je:

 (j1 – j2) = 1 i (j1 + j2) = 2l

ãto zamenom u (P-5.4.1.1) daje:

. (P-5.4.1.2a)

Zamenom konstante spin-orbitnog sprezaça a iz (5.4.33), najzad dobijamo:

. (P-5.4.1.2b)

Primer 5.4.2 Izraåunati veliåinu magnetne indukcije u atomu natrijuma, koja nas-
taje orbitnim kretaçem elektrona u staçu iz kojeg se javÿaju dve natrijumove D li-
nije (588,995 nm, 589,592 nm).

REÃENJE:

Natrijumov dublet javÿa se pri prelazu iz staça l = 1 u staçe sa l = 0. Razdvojeno je
samo ono staçe pri l = 1. Razliku u energijama izmeœu dva podstaça, 3P1/2 i 3P3/2,
dobijamo iz razlike talasnih duæina prema izrazu:

.
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Ova energijska razlika shvañena kao meœudejstvo spinskog magnetnog momenta

, i lokalnog magnetnog poÿa , moæe da se izrazi kao razlika energija elektrona

u dva spinska staça sa ms = +1/2 i ms =-1/2. Dakle:

(5.2.15b)

.

Traæenu indukciju nalazimo iz posledçeg izraza, zamenom vrednosti energijske
razlike  i Borovog magnetona :

(5.1.9c) .

Zadaci

Z–5.4.1 Izraåunati moguñe vrednosti skalarnog proizvoda  ako je l = 3 i s = 1/2.

= 3/2 ñ2, −2ñ2].

Z–5.4.2 Izraåunati  za elektron u 2D3/2 staçu.

= -3/2 ñ2].

Ser Õozef Larmor (Sir Joseph Larmor, 1857–1942), engleski fi-
ziåar i matematiåar, profesor matematike na Kembriõu. Bavio se
teorijskom fizikom, posebno teorijom elektrona, u okviru koje je ot-
krio precesiju, kasnije po çemu nazvanu Larmorova precesija.
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