7. FOTON — ELEKTROMAGNETNI KVANT

7.1 FOTOELEKTRICNI EFEKT
DODATAK 7.1
D-7.1 Klasicna i kvantne statistike

Klasi¢ni zakon raspodele Cestica po energijama postavili su J. Maksvel i L. Bolcman
polazedi od sledecih pretpostavki:

a) Verovatnoca da odredeni molekul A ima energiju €, nezavisna je od toga da li drugi
molekuli B, C, D, ... imaju istu ili neku drugu vrednost energije — kao §to je kod bacanja
kocke verovatnoca svakog pojedina¢nog rezultata pri bacanju nezavisna od prethodnog ba-
canja;

b) Prema klasi¢noj statistici, verovatno¢a da u jednom sistemu N Cestica ima energiju
izmedu € i € + de odredena je brojem nacina ostvarivanja ovog stanja;

c¢) Pretpostavlja se da ¢estice mogu da se razlikuju, a raspodela se odreduje prema kri-
terijumu maksimalne verovatnoce.

Primeri

Primer D-7.1.1 Na koliko nacina pet Cestica mozZe da se raspodeli tako da dve imaju energiju
€, a tri energiju €.

Cestice ¢emo oznaciti brojevima: 1, 2, 3, 4, 1 5. Trazena raspodela moZe da se ostvari na sle-
dece nacine:

€ €,
12 345
13 245
14 235
15 234
23 145
24 135
25 134
34 125
35 124
45 123.

Ovih 10 na¢ina mozZe da se izraCuna pomo¢u izraza: 5!/ (2! 3!)=(5-4-3-2-1)/(2-1-3-2-1)=10.
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Primer D-7.1.2 Sistem se sastoji od tri Cestice, a energija sistema je 3u. Ako svaka Cestica
moZe da ima energiju 0, u, 2u, odrediti najverovatniju raspodelu.

Prva mogucnost jeste da sve tri Cestice imaju energiju u: w = 31/3! = 1.

Druga moguénost jeste da dve Cestice imaju energiju 0, a tre¢a energiju 3u. Kako Cestice
mogu da se razlikuju ozna¢avamo ih sa 1, 2, 3, pa ovakva moguénost moZe da se ostvari na tri
nacina: 1. nacin: 1 (0) 2 (0) 3(3u); 2. nacin: 1 (0) 2 (3u) 3 (0); 3. nacin: 1 (3u) 2 (0) 3 (0). Ova
tri nac¢ina dobijamo pomocu jednac¢ine w = (3!)/(1! 2!) = 3.

Treca mogucnost jeste da jedna Cestica ima energiju 0, druga u, a tre¢a 2u. Ovo moZe da se
ostvari na Sest nacina posto Cestice mogu da se razlikuju: 1. nacin: 1 (0) 2 («) 3 (2u); 2. nacin:
1(0) 2 (2u) 3 (u); 3. nacin: 1 (u) 2 (2u) 3(0); 4. nacin: 1 (u) 2 (0) 3(2u); 5. nacin: 1 2u) 2 (0) 3
(u); 6. nacin: 1 (2u) 2 (1) 3 (0). Broj nacina ostvarivanja ovakve raspodele w izracunava se po
jednacini: w = 3!/(1! 1! 1!) = 6. Najverovatnija je treca raspodela jer moZe da se ostvari na
viSe nacina.

D-7.1.1 Bolcmanova raspodela

Podelimo celokupni prostor na male oblasti i ozna¢imo ih indeksima i = 1,2,3..i. U i-toj
oblasti nalazi se N, Cestica sa energijom €. Svaka oblast sadrzi g; ¢elija, Sto znaci da svaku
¢esticu moZemo da raspodelimo na g; na€ina. G; je statisti¢ka teZina stanja €; i predstavlja broj
stanja iste energije. Izratunavamo sada verovatnoéu w da:

N, Cestica bude u oblasti 1, sa energijom €,

N, Cestica bude u oblasti 2, sa energijom &,,

N, Cestica bude u oblasti i, sa energijom €.

Ova verovatnoca jednaka je:

N! N, N, Ny N,

181 8283 ---8i - (D-7.1.1)

Y= NIN,INS LN

Izraz (D-7.1.1) podrazumeva da Cestice mogu da se razlikuju. PotraZimo sada prirodni loga-
ritam izraza (D-7.1.1):

Inw = InN! - ZlnN,-! +N,Ing, + N,Ing, + ... + N;Ing; (D-7.1.2)
i na njega primenimo Stirlingovu formulu koja vaZi kada je broj N veoma veliki:

InN! = NInN-N.

Tada se dobija:

Inw = NlnN—ZN,»lnN,»+ZN,»lng,». (D-7.1.3)

PotraZzimo maksimum raspodele, Sto znaci d Inw, uz uslov da su energija i ukupni broj cestica
stalni:

SN, =N (D-7.1.4) 3 Ng; = E. (D-7.1.5)

Takode, vazi:
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SdN, =0 (D-7142) YedN =0. (D715

Zbog uslova (D-7.1.4) i (D-7.1.5) kao i (D-7.1.4a) i (D-7.1.5a), sve varijacije (diferencijali)
nisu nezavisne, §to se uzima u obzir pomo¢u metode LagranZevih multiplikatora. Jednacina
(D-7.1.4a) pomnoZi se sa -0, a jednacina (D-7.1.4b) sa -B, pa se dobija:

—ocZN,- - BZS,-dN,- =0.
Prethodni izraz dodaje se na d Inw i izjednacava s nulom:

dlnw — ochN,- - BZe,-dN,- = 0. (D-7.1.6)

Izra¢una¢emo sada izraz (D-7.1.6), uzimajudi u obzir (D-7.1.3):

Z[—lnN,-dN,- —dN;+ Ing,dN; - odN, - Be,dN,] =

Z(lnl%—l—oc—[se,)dN,. = 0. (D-7.1.7)

i

Izraz (D-7.1.7) jednak je nuli kad se izraz u zagradi izjednaci s nulom:

né = o+1+ €; D-7.1.8
N B ( )

i
pa je, konacno, broj Cestica N, sa energijom &;:

1-—a B

N; = gee e ' = g,»AeiBg"(A =e¢ 'Y, (D-7.1.9)

Konstante A i B odredi¢emo razmatranjem (Maksvelove) raspodele molekula jednoatomnog
gasa po brzinama. Energija molekula zavisi od impulsa (brzine) ali i od poloZaja molekula u
prostoru kad se on nalazi pod uticajem spoljasnjih sila (npr. Zemljine teZe). Smatra¢emo da
energija, odnosno brzine mogu da se menjaju kontinualno, pa ¢emo sa diskretnih veli¢ina (en-
ergija npr.) preéi na kontinualne i sume zameniti integralima. Broj molekula sa energijom u
okolini €, koji smo prema (D-7.1.9) izrazili kao diskretnu veli¢inu N, napisa¢emo u diferenci-
jalnom obliku kao dN. Broj molekula dN ¢iji su poloZaji izmedu r i r+dr ili u pravouglom
koordinatnom sistemu izmedu x+dx, y+dy i z+dz, a brzine izmedu vi v+dvili u pravouglom
sistemu izmedu v,+dv, V,+dv,i V,+dv, proporcionalan je elementu zapremine (faznog)
prostora dx dy dz dv,dv, dv;:

AN = Ae " dxdydzdv,dv,dv, (D-7.1.10)

pa broju stanja energije €;, g;iz jednacine (D-7.1.9) odgovara veli¢ina prostora brzina:
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g — dv,dv,dv, (D-7.1.11)

odnosno:
Tg, = j j j dv,dv dv, . (D-7.1.11a)

Ovakav element ,,zapremine” u sfernom koordinatnom sistemu ima oblik:

o 2T

[[[dv.dv,av. = [[[v’dvsinedede. (D.7.1.12)

000

Kako nas interesuje samo intenzitet brzine, integraliéemo po uglovima 0 i @:

T 2n
jsinedej do = 41
0 0
pa se integral (D-7.1.12) svodi na:
4njn2dn. (D-7.1.12a)

0

Ukupan broj cestica N odredujemo integraljenjem izraza (D-7.1.10), uz uzimanje u obzir
(D-7.1.12a), kao i da je:

Idxdydz =V
N = 4Anvj1>2e ) (D-7.1.13)

0

gde smo u (D-7.1.13) koristili da je kineti¢ka energija € = mv%2 (m je masa molekula). Izraz
za ukupnu energiju ima oblik:

* 75’",02
E = MT’”R ve 2 dv. (D-7.1.14)
0
Moze da se pokaZze da je:
* d —| i"l'\)2 * —| i"l'\)2 * —] E"’l'\)2
I—(Dse ) = 3‘[1)26 dn-BmIn“e > dv.
dx

0 0 0
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Vrednost prvog integrala u navedenom izrazu je nula, pa sledi da je:

- M m
3‘[1)26 : BmIDe P dv=>

2 e (D-7.1.15)

Kad se ukupna energija E [izraz (D-7.1.14)] podeli ukupnim brojem cestica N [izraz
(D-7.1.13)], dobija se izraz (D-7.1.15) pomnoZen sa 3/mV ili:

E 3
- = ——— D-7.1.1
N 2BV (D-7.1.16)

Ako se setimo da je na osnovu kineticke teorije gasova ukupna energija E = nkT (n=N/V), gde
je n broj molekula po jedinici zapremine, k Bolcmanova konstanta, a 7 apsolutna tempera-
tura, tada se iz (D-7.1.16) dobija:

E=32===2n> = B =—. (D-7.1.17)

Konstantu A odredujemo reSavanjem integrala (D-7.1.13). Integral se izracunava parcijalnim
integraljenjem:

ID gy = utr —_[t du; |u= v;du=dv; dt=ve " dv=1t = kT 2”}
0 m
0
(D-7.1.18)
KT kTI N g _ lkT (2nk7’)
m 0 m

0
Napomenimo da je integral u drugom redu jednacine (D-7.1.18) Ojlerov integral:

oo

J edi = ﬁ . (D-7.1.19)
a

—oo

Zamenom izratunatog integrala (D-7.1.18) kao i vrednosti 3, prema (D-7.1.17) i (D-7.1.13),
dobijamo A:
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3 3
2 2

= n( i ) : (D-7.1.20)

A= I_V(L) _m_
T V2nkT 2nkT

Kad se u jedna¢inu (D-7.1.10) unesu vrednosti konstanti A i B dobijamo Maksvel-Bolcmanov
zakon raspodele molekula (jednoatomnog gasa) po brzinama:

3 2
= —mv

2
dN = Vdn = 471:Vn(27’:;€T) e v’ v (D-7.1.21)

odnosno broj cestica dN (u odnosu na ukupan broj ¢estica N) koje imaju brzine izmedu v iV
+dv. Koristeéi vezu izmedu kinetike energije i brzine (€ = mv’>/2 ida je v = J2/m’
ﬁ de ) raspodelu po brzinama izrazavamo kao zakon raspodele po energijama:

3

5 —£
dN = 4nN(L) FekTﬁ de . (D-7.1.22)
m

2nkT

Maksvel-Bolcmanov zakon raspodele prikazan je na Slici D-7.1.1. Na ordinatu su nanete
vrednosti, prema (D-7.1.21):

2
—mv

3
m \? 2,2 _ 1 dN
4n(2nkT) ¢ V=N

u zavisnosti od brzine v za Cetiri razlicite temperature.

1 dN

N dv
0.002

T=150K

0.0015

0.001
T=1200 K

0.0005

0 500 1000 y/m 1500 2000

Slika D-7.1.1 Bolcmanov zakon raspodele.

D-7.1.2 Boze-AjnStajnova statistika

Statistike Boze-AjnStajnova i Fermi-Dirakova su kvantne statistike. One uzimaju u ob-
zir kvantovanost energije i za razliku od Maksvel-Bolcmanove statistike polaze od pretpo-
stavke da Cestice ne mogu da se razlikuju. Boze-AjnStajnova statistika vazi za Cestice s ce-
lobrojnim spinom (to su npr. fotoni, atomi s parnim brojem Cestica s polubrojnim spinom,
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itd.). Prema Bornovom tumacenju talasne funkcije (videti poglavlja 8.4 i 9.2), pri permutaciji
dveju identi¢nih Cestica ne dobija se novo stanje.

Primer D-7.1.3 Rapodeliti Cetiri Cestice na tri Celije tako da u jednoj budu tri Cestice, u drugoj

jedna, a u trecoj nijedna. Po Bolcmanovoj raspodeli, u éelije a, b, ¢ rasporedi¢emo cestice 1,
2,314

a b c
123 4
124 3
134 2
234 1

na Cetiri nacina: 4!(31 1!) = 4. Postoje Cetiri stanja. Prema Boze-AjnStajnovoj statistici postoji
samo jedno stanje jer Cestice ne mogu da se razlikuju.

Kao pri izvodenju Maksvel-Bolcmanove raspodele, celokupni prostor ¢emo razdeliti
na male oblasti koje obeleZavamo indeksima i. U i-toj oblasti nalazice se N, Cestica. Svaka
oblast sadrZi odredeni broj elementarnih celija. U i-toj oblasti nalazi se g; ¢elija. Pitanje je na
koliko razli¢itih nacina moZemo da raspodelimo N; Cestica po elementarnim ¢elijama i-te
oblasti, pod pretpostavkom da Cestice ne mogu da se razlikuju?

Primer D-7.1.4 Raspodeliti Cetiri Cestice na tri Celije (a, b, c):

abc abc abc abc
310 112 220 400
301 121 202 040
103 211 022 004.
130
031
013

Brojevi u ¢eliji sada oznacavaju broj Cestica, a ne samu Cesticu. Kao §to vidimo, ukupni broj
permutacija u naSem primeru je 15, Sto se u opStem slucaju izraZzava jednacinom: g; (g-1 + N;)!
Kako Cestice ne moZzemo da razlikujemo:

gi(gi—1+N))! _ (g;+N;,—1)!
gGINY T (g-DINY

Uzmimo da se u prvoj oblasti nalazi N, Cestica, u drugoj N,, u tre¢oj N;, . . . . Celokupni broj
raspodela jednak je umnosku svih raspodela po pojedinim oblastima:

_ |
H(f;_]\l’wé? . (D-7.1.23)

Odredi¢emo prvo prirodni logaritam izraza (D-7.1.23):

(gi+ N —-1)! 1)'
Inw, = Zl (s~ 1IN

i zatim zanemariti 1 i u brojiocu i imeniocu:
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— (g:i+N)!

Primenom Stirlingove formule na (D-7.1.24) dobijamo:

Inwy = Z[(g,-+N,-)ln(g,-+N,-)—g,-lng,--N,-lnN,-] . (D-7.1.25)

Uz uslov stalnosti broja Cestica N i ukupne energije E [videti (D-7.1.4) i (D-7.1.5)] i pomoc¢u
metode Lagranzevih multiplikatora (kao kod izvodenja Maksvel-Bolcmanove raspodele),
najverovatniju raspodelu odredi¢emo iz izraza:

dlan-ochN,--BZe,-dN,. =0. (D-7.1.26)

Diferencira¢emo izraz (D-7.1.25) i zameniti ga u (D-7.1.26):

= [in g+ NN, + (g, + N)——dN,~ InN.dN, - dN-adN, - BedN, | = 0.
i 8i i

i i

Prethodnu jednacinu ¢emo malo srediti:

;{[1n(g,-+N,-)—lnN,-—Be,-—oc]dN,-} = 0. (D-7.1.27)
Izraz (D-7.1.27) jednak je nuli kad je:
8N e 8N By & (pgas)
Ni Ni ea+ Be; _1

Jednacina (D-7.1.28) predstavlja Boze-AjnStajnovu raspodelu Cestica po energijama. Prime-
ni¢emo je sada na fotone, kvante elektromagnetnog zraCenja. Izraz o odrzZanju energije ima

tada oblik: XN;hv= E (h je Plankova konstanta, a v frekvencija) dok je statisticka teZina g,

koja je jednaka broju stanja iste energije, ovde fotona iste energije, jednaka Rejlijevom broju
koji smo izveli u poglavlju 3.1 [jednacina (3.1.20) i (3.1.24)]:

8’ 87
—dv; g —>7d7x. (D-7.1.29)
Cc

dn— g, —

Uz pretpostavku da broj fotona ne mora biti stalan, broj fotona n; (po jedinici zapremine)
frekvencije v, prema Boze-AjnStajnovoj raspodeli (D-7.1.28) uz (D-7.1.29), je:

smv’ 1
n.=

(D-7.1.30)
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(umesto [ napisali smo k7, a umesto €, hv). Kad izraz (D-7.1.30) pomnoZimo energijom hv
dobijamo energiju koja se emituje u okolini frekvencije v:

sthv' 1

oo
kT
e —1

1,dv = nhv dv = dv (D-7.1.31)

ili Plankov zakon raspodele.

Primeni¢emo sada Boze-AjnStajnovu statistiku na jednoatomni gas (s parnim brojem
Cestica s polubrojnim spinom). Kako broj atoma u ovom slu¢aju mora da bude stalan, za-
drza¢emo konstantu o iz (D-7.1.28). Za statisti¢ku teZinu g, opet uzimamo izraz (3.1.19), sto

je Rejlijev broj ali ga ovog puta delimo sa 2, pa je (g; = 1/2 8m/A' dL), jednacina
(3.1.24). Podsetimo se na to da smo faktor 2, pri izvodenju Rejlijevog broja, uveli zbog pola-
rizovanosti elektromagnetnih talasa, pa ovog puta nema potrebe da ga uratunavamo. Pod A
sada podrazumevamo De Broljijevu talasnu duZinu atoma (videti poglavlje 8.1). Podsetimo
se takode da smo Rejlijev broj odredili kao broj stoje¢ih (elektromagnetnih) talasa u okolini
frekvencije v odnosno talasne duZzine A. Kako nas sada interesuje broj stanja atoma, sabi-
rac¢emo njima pridruZene De Broljijeve talase Sto za rezultat opet daje (3.1.19) odnosno polo-

vinu Rejlijevog broja. De Broljijeva talasna duZina je A = h/p = h/ /2 me€ (videti poglavlje

8.1), gde su h, p, € m, Plankova konstanta, impuls, kineti¢ka energija i masa atoma, redom.
De Broljijevu talasnu duZinu A (i dA) izraziéemo u funkciji kineticke energije i odrediti g:

1 (2me)’

h 1
h . (D-7.1.32)
P 2me 2 m A n'

4 (2me)* 1 3 an oo ;
g = de: 4ET§ ——¢ “de = E (2m”) €°de.

dn = 4% A/(2m3)@ (D-7.1.33)

ol
53
+
3l
9
|
—_

o se odreduje izraCunavanjem integrala izraza (D-7.1.33) po svim energijama. Racun poka-
zuje da je konstanta o/ kod normalnih temperatura vrlo velika, pa se 1 u imeniocu moZe zane-
mariti. Tada Boze-AjnStajnova raspodela prelazi u Bolcmanovu:

dn ~e

le

Samo na najniZim temperaturama Boze-AjnStajnova raspodela znatno odstupa od
Bolcmanove pri nekim normalnim gustinama Cestica. Tek na zvezdama, gde je materija vrlo
gusta a i temperatura visoka, dolaze do izraZaja kvantni uticaji, a raspodela Cestica po energi-
jama opisuje se Boze-AjnStajnovim zakonom.
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D-7.1.3 Fermi-Dirakova statistika

Kod cestica s polubrojnim spinom (elektroni, nukleoni) koje nazivamo fermioni treba
da se uzme u obzir i Paulijev princip iskljucenja. Ovaj princip pokazuje da se u jednom kvan-
tnom stanju moZe nalaziti samo jedna Cestica §to, takode, predstavlja bitnu razliku u odnosu
na klasi¢nu raspodelu. Verovatnoc¢u neke raspodele proracuna¢emo polaze¢i od sledecih prin-
cipa:

a) Cestice ne mogu da se razlikuju,

b) u jednom kvantnom stanju moZe biti samo jedna Cestica.

Razdelimo prostor na oblasti koje sadrZe elementarne Celije. U i-toj oblasti sa g, Celija,
nalazi se N, Cestica. S obzirom na to da se u jednoj ¢eliji moZe nalaziti samo jedna Cestica,
broj Cestica je manji ili najvise jednak broju ¢elija. Zamislimo da smo Cestice rasporedili po
¢elijama oblasti. Nove raspodele dobijamo kad variramo indekse éelija. Ako medusobno per-
mutujemo pune Celije, a njih ima N, ne dobijamo novu raspodelu. Ne dobijamo novu raspo-
delu ni kad permutujemo prazne celije, a njih ima g;-N;. Ukupni broj razli¢itih permutacija N;
Cestica na g; Celija jednak je:

g:!
Ni!(gi—Ny!

a ukupni broj permutacija koji daje raspodelu Cestica fermiona je:

8!

=1 ————. D-7.1.34
¢ Nz —N)! ) )

W

Primenom Stirlingove formule odredicemo prirodni logaritam izraza (D-7.1.34):

Inw,= X[Ing,! - InN;!-In(g,—N;)!]= IZ [gilng,— N;InN,—(g;— N;)In(g;,—N,)].
(D-7.1.35)

Uz uslov stalnosti broja cestica N; i ukupne energije E, prema jednacinama (D-7.1.4) i

(D-7.1.5) i pomocu metode LagranZevih multiplikatora, najverovatniju raspodelu odre-
di¢emo (kao i u slu¢aju Bolcmanove i Boze-AjnStajnove satistike) iz izraza:

dinw,—oX dN;,-BLedN= 0. (D-7.1.36)

Diferenciranjem izraza (D-7.1.35) i zamenjivanjem u (D-7.1.36) dobija se:

Izraz (D-7.1.37) jednak je nuli za:

g&—N,; g — N, o+ fe;
In®——=o0+ Pg,=> =——=¢
N,’ B Ni

o+ Be;

- N = —5  (D7.138)
e +1

Broj stanja iste energije (stepen degeneracije), zbog dva moguca usmerenja spina je izraz
(D-7.1.32):
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1
g= %A/(2m3)82d8 (D-7.1.39)

i dva puta je veci kod fermiona nego kod bozona. Kona¢no, Fermi-Dirakova raspodela ce-
stica po energijama ima oblik:

dn = 8—’?/(2%)@. (D-7.1.40)
h o+
e +1
Funkcija:
1
f=—] (D-7.1.41)
e "T+1

naziva se Fermijeva funkcija i merilo je zaposednutosti pojedinog kvantnog stanja. Umesto ¢
uvedimo sada novu konstantu -g,/k7, gde sa F oznaCavamo tzv. Fermijev nivo, a sa €, ener-
giju ovog nivoa. Fermijeva funkcija konac¢no izgleda:

[ ——— (D-7.1.42)

Na apsolutnoj nuli, 7 = 0, funkcija f ima osobine: f(€ < €rp)=1; f(€ > €rp)= 0. To znaci
da na apsolutnoj nuli Cestice, npr. elektroni u metalu, zaposedaju kvantna stanja od najnizeg
do najviSeg (Fermijevog nivoa). Svi nivoi niZi od Fermijevog i zaklju¢no s Fermijevim pot-
puno su ispunjeni elektronima (f'= 1). Svi nivoi iznad Fermijevog potpuno su prazni (f = 0),
Slika D-7.1.2. Na ordinati je prikazana funkcija f, a na apscisi energija €. Ukupni broj elekt-
rona n u stanjima energije od € = 0 do € = € na apsolutnoj nuli, jednak je integralu izraza (D-
7.1.40), pri ¢emu je tada funkcija f = 1:

dn = i—’L/zﬁﬁ,de:jdn =n= i—’f A/2m3j£ds = f—}’;A/(sz ei;2:>
0 0

(D-7.1.43)
3 2/3 h2 3 2/3 h2 2/3
o (" e ()0
8 2m 8 2m \V. Vv

Jednacina pokazuje da energija Fermijevog nivoa (na apsolutnoj nuli) zavisi od gustine elek-
trona n u provodnoj zoni metala. Izracuna¢emo sada energiju Fermijevog nivoa natrijuma.
Pretpostavi¢emo da je broj elektrona jednak broju atoma natrijuma, tj. da jedan atom daje po
jedan slobodan elektron (model slobodnog elektronskog gasa). Kako je atomska masa natri-
juma 23, a gustina 0,93 g/cm?, gustina elektrona n je:

Lo 6,023 10 6,023 10%

v m p=244-10%cm = 2,44 -10%m"".
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Kad se ova vrednost za n zajedno s Plankovom konstantom % (=6,626-1034J - s) i masom
elektrona m (= 9,109 -103!) zameni u (D-7.1.43), dobija se da je vrednost energije Fermije-
vog nivoa €, = 3,04 eV. Ova vrednost energije daleko je iznad kineticke energije Cije je merilo
kT (prema zakonima ravnoteZne termodinamike). Ovoliku energiju ,.klasi¢an” elektronski gas
imao bi tek na 35 250 K. Dakle, ,.elektronski gas” u metalu nije ,,klasi¢an” gas ve¢ tipi¢ni
Fermijev. Na Slici D-7.1.3 prikazana je zavisnost dn/de kao funkcija €, na apsolutnoj nuli,
prema (D-7.1.43).

Na temperaturama iznad apsolutne nule, Fermijeva funkcije je razlicita od nule i za
€> €, Sto govori o tome da elektroni popunjavaju nivoe i iznad Fermijevog. Energija Fer-
mijevog nivoa je sada energija pri kojoj je vrednost Fermijeve funkcije fex) = 0,5, videti
(D-7.1.42). Funkcija f(g), ipak, brzo teZi nuli Sto se vidi i sa Slike D-7.1.2, pa njena vrednost
pri €-€,=0,1 eV iznosi oko 0,02 (maksimalna vrednost je 1). Na Slici D-7.1.3 prikazana je i
zavisnost dn/de kao funkcija €, za dve temperature prema (D-7.1.40).

Kod provodnika, energija Fermijevog nivoa, €, menja se sa temperaturom po sledecem
zakonu:

ex(T) = em[l— g(g}j . (D-7.1.44)

Drugi ¢lan predstavlja malu popravku i iznosi oko 0,01% na sobnoj temperaturi. Dakle,
mozemo da zaklju¢imo da se kod provodnika energija Fermijevog nivoa prakti¢cno ne menja
S temperaturom.

! dn/de
ft®) -0
T,
T,
0,5
0 0,5 1 1,5 €/e; 0 0,5 1 1,5¢/ex 2,0
Slika D-7.1.2 Fermijeva funkcija energije. Slika D-7.1.3 Broj elektrona odredene energije u

funkciji energije, tacnije €/¢€,.

Fotoelektri¢ni efekt je pojava emisije elektrona iz metala pod dejstvom svetlo-
sti. Otkrio ga je slucajno, joS 1887. godine, R. Herc (Heinrich Rudolf Hertz, 1857-
—1894), izvodeci eksperimente pomocu kojih je Zeleo da pokaZe postojanje elektro-
magnetnih talasa i tako potvrdi Maksvelovu elektromagnetnu teoriju. Herc je prime-
tio da se izmedu kuglica od cinka vrlo lako javlja varnicenje kad se jedna od njih os-
vetli ultravioletnom svetlo§¢u. Sledece detaljno istraZivanje fotoelektricnog efekta
izveo je A. Stoletov u periodu od 1888. do 1890. godine. Koristio je uredaj kao na
Slici 7.1.1, koji ¢ini evakuisana cev u kojoj se nalazi uglacana metalna plo¢a vezana
za negativni pol izvora napona i sluzi kao katoda.

Metalna mreZica bila je povezana s pozitivnim polom baterije i predstavlja
anodu. Utvrdeno je da struja te¢e kroz galvanometar kad se katoda osvetli ultravio-
letnom svetlo$¢u. Kako je sud bio evakuisan, struja je mogla nastati samo na racun
naelektrisanih Cestica (elektrona) izbijenih iz metala.
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Opisana pojava jeste spolja$nji fotoefekt.

Njega treba razlikovati od unutra$njeg fotoefekta
o kojem ovde neée biti govora. qj CG>/

Vrlo fine eksperimente vezane za fotoelek-
tri¢ni efekt izveo je 1902. godine Lenard (Philipp
Lenard, 1862-1947; Nobelova nagrada za fiziku
1905) i na osnovu njih doslo se do saznanja da:

a) intenzitet fotostruje zavisi od intenziteta
svetlosti kojom se obasjava metalna plo¢a od- —_ T
nosno katoda;

b) energija emitovanih elektrona zavisi

samo od frekvencije upadne svetlosti (i s njom k
raste linearno) ali ne zavisi od intenziteta svet-
losti; Slika 7.1.1 Aparatura za prouca-

vanje fotoefekta. Instrument za me-
renje napona oznacen je sa V, a instru-
ment za merenje struje sa G.

¢) postoji karakteristi¢na, grani¢na frekven-
cija za svaki metal ispod koje se, ma koliko dugo
se osvetljava povrSina metala, ne javlja fotoefekt.

Eksperimentalnim putem dobijena saznanja o fotoelektricnom efektu trebalo
je protumaciti teorijski, polazeci od vaZecih fizickih zakona. Tada je to, pre svega,
bila klasi¢na elektromagnetna teorija. Ocigledno je da elektroni u metalu, pod dej-
stvom svetlosti, dobijaju energiju potrebnu da napuste metal. S glediSta klasicne
elektrodinamike, to bi znacilo da elektromagnetni talasi koji padaju na povrSinu me-
tala izazivaju prinudne oscilacije elektrona sa amplitudama koje su proporiconalne
amplitudama samih talasa. Ako sile koje zadrzavaju elektrone u metalu nisu velike,
ocekivali bismo emisiju elektrona Cije su brzine proporcionalne amplitudama upad-
nih elektromagnetnih talasa. Podseti¢emo se na to da je energija elektromagnetnog
zracenja S koja prode kroz jedini¢nu povrSinu u jednoj sekundi [videti poglavlje 9.3
i jednacinu (9.3.4)] jednaka:

S = g,cE’ (7.1.1)

gde je g, dielektri¢na konstanta vakuuma, c¢ brzina svetlosti dok je & ja¢ina elek-
tricnog polja. Jednacina (7.1.1) u opStijem obliku glasi:

S = g,’ExB (7.1.1a)

gde je S Pointingov vektor a E i B su vektori elektricnog polja i magnetne induk-
cije. Kod elektromagnetnih talasa vaZi:

= 1,2
B = = [E|
c
pa moZemo napisati (7.1.1). Vektor elektri¢nog polja &, prema (D-3.1.13), ima ob-
lik:
E — Zei(mt—fc;)

dok je njegov intenzitet E = Acos(ot—kr) (uzima se realni deo kompleksnog
broja). A je amplituda talasa, ® ugaona frekvencija, f vreme, k talasni vektor, a vek-
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tor r definise poloZaj tacke u ekvifaznoj ravni (videti D-3.1). Intenzitet elektromag-
netnog zracenja I, polazeci od (7.1.1), definiSe se kao srednja vrednost od E’ gy

I= (5= 80C<E2> ~A’goc (cos’ ((ot—7c7)> ~A’ (7.1.2)

i proporcionalan je (kvadratu) am-
plitude. Prema tome, prema klasicnoj
teoriji oekuje se proporcionalnost iz-
medu brzine, odnosno kinetic¢ke ener-
gije emitovanih elektrona, i amp-
0 f—--- litude talasa, a kako je amplituda pro-
porcionalna intenzitetu, jednacina
A (7.1.2), 1 intenziteta talasa. Eksperi-
- A=U menti, naprotiv, pokazuju da brzine
emitovanih elektrona ne zavise od in-
E tenziteta upadne svetlosti, ve¢ samo
od njene frekvencije. Teoriju foto-
S S elektrénog efekta postavlja 1905. A.
AjnStajn.
Pre nego S§to iznesemo detalje
ovog tumacenja, re¢i ¢emo nesto o

Slika 7.1.2 Energijski nivoi elektrona u metalu. raspodeli energije elektrona u metalu.
Izlazni rad A definiSe se u odnosu na elektrone s Elektroni u provo anj traci me-

najve¢om energijom (na apsolutnoj nuli) u metalu. .
Horizontalne linije oznacavaju ukupnu energiju elek- tala (elektronski gas) nalaze se u po-
trona (zbir kineticke T i potencijalne U). tencijalnoj jami dubine U na razlici-

tim energijskim nivoima, Slika 7.1.2.

Na apsolutnoj nuli (7=0) najvisi
energijski nivo zaposednut elektronima, E,, naziva se Fermijev nivo (Enrico
Fermi, 1901-1954; Nobelova nagrada za fiziku 1938). Na temperaturama 7 > 0K,
prema Fermi-Dirakovoj (Paul Dirac, 1902-1984, podelio sa E. Schrédingerom
1933. godine Nobelovu nagradu za fiziku) statistici, postoji verovatnoéa da elek-
troni imaju energiju E > E, [videti D-7.1.3, npr. jednacine (D-7.1.40)—(D-7.1.44)].
Ova verovatnoca raste s porastom temperature. Na niZim temperaturama verovat-
noca brzo tezi nuli za energije veée od E,. Da bi se elektron udaljio iz metala treba
da mu se doda energija. Ova energija naziva se izlazni rad A i definiSe se u odnosu
na elektrone s najve¢om energijom u metalu (na apsolutnoj nuli) E,,, dakle, u odnosu
na Fermijev nivo i jednaka je, prema Slici 7.1.2, apsolutnoj vrednosti energije Fer-
mijevog nivoa. Elektronima koji leze dublje u potencijalnoj jami i, prema tome,
imaju manju energiju treba da se saopsti energija veca od A, ili kako se vidi sa slike,
najvise A,, Sto odgovara energiji koju treba saopstiti elektronima u najniZem nivou
energije.

Vratimo se sada na AjnStajnovu teoriju fotoelektri¢nog efekta. Polazeci od
Plankove kvantne hipoteze, AjnStajn iznosi pretpostavku da je elektromagnetno
zracenje mlaz ,Cestica” kvanata, sa energijom Ay, gde je i Plankova konstanta, a v
frekvencija. Godine 1926. DZ. N. Luis (Gilbert Newton Lewis, 1875-1946) uvodi
izraz foton kao drugi naziv za kvant energije hv. AjnStajn objaSnjava fotoelektri¢ni
efekt uzajamnim dejstvom dve Cestice, jednog elektrona u metalu i jednog kvanta
energije Av. U takvoj interakciji, kvant energije hv apsorbuje se u potpunosti. Ako je




7.1 FOTOELEKTRICNI EFEKT 245

energija kvanta veca od izlaznog rada A, tada elektron napusta metal s kinetickom
energijom:
2 2

’%’":hv—Azhv:A+r%"'. (7.1.3)

Jednacina (7.1.3) izraZava zakon o odrZanju energije pri interakciji foton-elektron.
Pre uzajamnog dejstva postojao je foton sa energijom Av i elektron u metalu. Posle
interakcije, u kojoj elektron potpuno apsorbuje foton energije Av, nastaje slobodni
elektron koji ima kineti¢ku energiju mv,/2 (ukoliko je hv>A). Energija A ut-
roSena je na izlazak elektrona na povrSinu metala. Analizom jednacine (7.1.3) za-
kljucujemo da:

1) fotoelektri¢ni efekt nije moguc kad je hv <A;

2) grani¢na, najniza frekvencija (ili, kako se jo§ kaZe, crvena granica foto-
efekta) pri kojoj je joS uvek fotoefekt moguc¢, dobija se iz uslova hv = A; u ovom
slucaju kineticka energija emitovanih elektrona jednaka je nuli;

3) maksimalna kineticka energija emitovanih elektrona zavisi samo od frek-
vencija upadne svetlosti i linearna je funkcija frekvencije.

Pri eksperimentalnom ispitivanju fotoefekta odreduje se zavisnost fotostruje
od napona izmedu emitera i kolektora. Pozitivni napon znaci da je emiter katoda a
kolektor anoda (kao Sto je naznaceno na Slici 7.1.1), pa se pri takvim naponima
elektron nalazi u elektricnom polju koje ga ubrzava. Negativni napon znaci obrnuti
polaritet emitera i kolektora — emiter je sada anoda a kolektor katoda, pa na elek-
trone deluje usporavajuce elektri¢no polje. Kad energija usporavajuéeg polja eU
postane jednaka ili veca od kineticke energije elektrona s maksimalnom kineti¢kom
energijom, elektroni ,,oslobodeni” iz metala dejstvom svetlosti, ne mogu da predu
put od emitera do kolektora zbog dejstva usporavajuceg polja i fotostruja I opada do

nule:

2
eUZr%:I: 0.

Tako je minimalni usporavajuéi napon dovoljan da zaustavi tok fotostruje i merilo
maksimalne kineticke energije elektrona (g, = eU,,;, ). Kad bi svi oslobodeni elek-
troni imali istu brzinu, pa prema tome i istu kineticku energiju €, zavisnost jacine fo-
tostruje od napona izmedu emitera i kolektora imala bi oblik kao na Slici 7.1.3a.
Medutim, obi¢no se ne dobija ovakvo naglo smanjenje jaCine struje veé tok zavi-
snosti jacine fotostruje od napona izmedu elektroda ima oblik kao na Slici 7.1.3.b.
Jacina fotostruje postepeno slabi poSto elektroni napustaju povrSinu metala razlici-
tim brzinama odnosno kineti¢kim energijama, a njihov broj odreden je Fermi-Dira-
kovom raspodelom. Jacina struje proporcionalna je broju elektrona n koji stignu do
kolektora, a do kolektora pri usporavaju¢em naponu U stiZu svi elektroni sa energi-
jom koja je jednaka ili veéa od eU = €:

P dl lﬂ 172
I~Idn:>d8— TR (7.1.4)

gde je n broj elektrona, indeks F oznacava da je raspodela po energijama Fermi-Di-
rakova, f je Fermijeva funkcija [videti jednacinu (D-7.1.40)]. Sama raspodela moZe
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da se rekonstruiSe diferenciranjem, eksperimentalnim putem dobijene krive I= @(U)
kao Sto je oznaceno jednac¢inom (7.1.4). Tada postoji moguénost da se odredi razlika
A izmedu maksimalne energije elektrona (I = 0) na nekoj temperaturi 7' i one koja
odgovara Fermijevom nivou (za € = €, Fermijeva funkcija f = 0,5) a izlazni rad,
prema (7.1.3), obracuna u odnosu na Fermijev nivo.

a) b)

Um[n U Um[n U

Slika 7.1.3 Jacina fotostruje u funkciji napona: a) zavisnost jacine fotostruje od napona izmedu
kolektora i emitera u hipotetickom sluc¢aju kad svi elektroni imaju istu energiju; b) zavisnost jacine
fotostruje od napona izmedu kolektora i emitera u stvarnom slucaju.

Opisacemo sada eksperiment koji je izveo R. Milken tokom 1916. i za to doba
izvrSio strogu eksperimentalnu proveru AjnStajnove jednacine za fotoelektri¢ni
efekt. Napomenimo to da je tek deset godina kasnije, 1926. godine, formulisana
Fermi-Dirakova statistika. Provera se sastojala u odredivanju maksimalne kineticke
energije emitovanih elektrona pri razli¢itim frekvencijama upadne svetlosti. Pri
tome, maksimalna kineticka energija fotoelektrona moZe da se izrazi kao proizvod
naelektrisanja elektrona e i najmanjeg usporavajuc¢eg napona U,,;, koji je potreban

da zaustavi tok fotoelektrona sa emitera (g, = eU,,,). Ovaj napon trebalo je da se
eksperimentalno odredi.

Pri proveri AjnStajnove jednacine maksimalnu kineti¢ku energiju oslobodenih
fotoelektrona trebalo je Sto tacnije odrediti, Sto nije bilo jednostavno iz dva razloga.
Prvo, kriva zavisnosti jacine fotostruje od napona ne preseca apscisnu osu vec joj se
asimptotski pribliZava, pa je vrednost minimalnog usporavajuéeg napona u izvesnoj
meri neodredena. Drugo, zbog neizbeznog postojanja kontaktne razlike potencijala
izmedu elektroda u aparaturi, Slika 7.1.4, kriva treba da se translatorno pomeri za
vrednost ovog potencijala, a njega nije lako odrediti. Zbog toga se prili¢no dugo Ce-
kalo na eksperimentalnu potvrdu AjnsStajnove jednacine.

Pri ovakvom merenju koristi se metoda sfernog kondenzatora. Zbog poseb-
nosti kretanja elektrona u elektri¢nom polju ovakvog kondenzatora, gde jednu elek-
trodu ¢ini mala metalna kuglica a drugu sferna metalna obloga, kriva zavisnosti
jacine fotostruje od napona strmo se spusta, pa se napon, potreban da zaustavi tok
emitovanih elektrona, moZe vrlo tacno odrediti. Na Slici 7.1.5. prikazana je Sema
eksperimentalnog uredaja. Monohromatska svetlost, kroz kvarcni prozorcié, dos-
peva u evakuisani balon S, ¢ija posrebrena unutrasnja strana predstavlja spoljnju ob-
logu kondenzatora. Metalna kulgica M je od ispitivanog materijala (na primer, od
cinka) i sluZi kao unutrasnja obloga. Potenciometrom R uspostavlja se odredeni na-
pon u kondenzatoru. Ovaj napon meri se voltmetrom V. Potencijal kuglice meri se
elektrometrom E. Kuglica se osvetljava svetlo$¢u razlicitih talasnih duZina, a kao
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Slika 7.1.4 Metali 1 i 2 razlikuju se u dubini potencijalne jame a samim tim i u broju energijskih
stanja elektrona. Kad se metali spoje, nastaje izjednacavanje nivoa najvise energije, a kontaktna raz-
lika potencijala jednaka je razlici izlaznih radova.

rezultati merenja dobijaju se krive date na Slici 7.1.6a i 7.1.6b. Da bi se sprecila
emisija elektrona sa kolektora (sferne metalne obloge), na njega se nanosi metal koji
ima daleko ve¢i izlazni rad, u ovom slu€aju srebro.

K
7> 4l
Slika 7.1.5 Sema eksperimentalnog ure- Sd 0 I] 0
daja koji je koristio Miliken pri proveri Ajn-
Stajnove jednacine za fotoefekt. Opticki deo =
sastoji se i od izvora polihromatske svetlosti ~ —|—

I, blende Zi disperzionog elementa D. Svet- —[= »
lost izabrane talasne duZine pada na kuglicu
od ispitivanog materijala M, koja sa slojem K
¢ini obloge kondenzatora. Na obloge se do-
vodi napon koji moZe da se menja pomocu
otpornika R, i R,. Preklopnik P, sluzi za &
menjanje polariteta. Struja koja protice kroz I
kolo meri se kvadrant-elektrometrom E koji

je spojen u idiostatickom spoju (bez po-

mocnog izvora).

= —g

Pri odredenoj potencijalnoj razlici krive pocinju da opadaju i nezavisno od
upotrebljene talasne duZine svetlosti. Ova potencijalna razlika upravo je jednaka
kontaktnoj razlici potencijala, koja se odreduje bez posebnih merenja. Preseci krivih
I sa apscisom U odreduju vrednosti:
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U,,.i» za frekvenciju svetlosti v,
U,,..» za frekvenciju svetlosti v,
gde je Vi< V,.

Prema tome®:
eU, = mv,?/2 za frekvenciju v,
eU, = mv,2/2 za frekvenciju v,.

I
I I . Slika 7.1.6 Zavisnost jacine fo-
I tostruje od napona izmedu emitera
i kolektora: a) pri osvetljavanju
emitera svetlo§¢u razlicitih frek-
v, vencija; b) pri osvetljavanju emi-
tera svetloS¢u iste frekvencije a
0 9) 0 U razliti¢ih intenziteta.
a) b)

Rezultati merenja pokazuju da maksimalna kineticka energija elektrona raste s po-
rastom frekvencije. Kad se vrednosti minimalnih usporavajuéih napona pri kojima
se zaustavlja tok emitovanih elektrona, predstave u zavisnosti od v, dobija se prava
kao na Slici 7.1.7a. 1z nagiba prave moZe da se odredi vrednost Plankove konstante
(h = e tga). Prava U = f{iv) sefe U-osu, a iz veli¢ine ovog odsecka moZe da se iz-
racuna vrednost izlaznog rada za konkretni metal. Na Slici 7.1.7 b) prikazane su
prave koje predstavljaju fotoelektri¢ni efekt sa dva razli¢ita metala, a na Slici 7.1.8

prikazane su vrednosti izlaznih radova u zavisnosti od rednog broja.

eU eU
o
14 A, 14
A tga=nh
a) Az b)

Slika 7.1.7 Zavisnost minimalnog usporavajuceg napona, tacnije, eU, izmedu emitera i kolektora
(potrebnog da zaustavi tok emitovanih elektrona) od frekvencije upadne svetlosti: a) za jedan metal;
b) za dva razli¢ita metala.

Izlazni rad elektrona iz metala manji je od energije jonizacije slobodnih
atoma. To znaci da su elektroni u metalima slabije vezani. Metali s manjim energi-
jama jonizacije imaju i manji izlazni rad elektrona. Izlazni rad elektrona zavisi od
kristalne strukture metala. Dakle, metali koji kristaliSu u razli¢itim kristalnim obli-
cima imaju i razliCite izlazne radove za svaki od ovih oblika. Hemijski postojani me-

9Uz eU, odnosno mv?/2 izostavljeni su indeksi min. odnosno max.
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Slika 7.1.8 Zavisnost izlaznog rada od rednog broja.

tali, npr. platina, imaju veliki izlazni rad elektrona, oko 10 eV, dok alkalni metali
imaju najmanje vrednosti izlaznih radova (od 3 do 4 eV-a).

7.2 X-ZRACENJE

Rendgensko ili x-zracenje otkrio je 1895. godine V. K. Rendgen (Wilhelm
Conrad Rontgen, 1845-1923, godine 1901. dobio je Nobelovu nagradu za fiziku za
ovo otkrice) ispitujuci luminiscenciju pod uticajem katodnih zraka (brzih elektrona)
u cevima za praznjenje. Rendgen je zapazio da novo, do tada nepoznato zracenje, ta-
kode, izaziva jaku luminiscenciju nekih supstancija, kao §to su cinksulfid, cinksili-
kat, barijum-platinocijanid. U ovim prvim eksperimentima rendgensko zracenje do-
lazilo je sa zidova cevi za praZnjenje kao posledica udara elektrona o njih. Medutim,
jos§ jace zraCenje nastaje kad se na put elektronskog mlaza postavi komad metala
(antikatoda) koji tada, pod dejstvom udara brzih elektrona, emituje zracenje.

Neka od vaZznih svojstava rendgenskog zracenja uocio je sam Rendgen. Pored
luminiscencije, x-zraci izazivaju i jonizaciju sredine kroz koju prolaze i deluju na
fotoplocu. Odlikuju se velikom prodorno$cu a ne skreéu u elektricnom i magnetnom
polju, Sto je isklju¢ivalo moguénost da je re¢ o naelektrisanim Cesticama. Kako se o
prirodi tog zracenja nije tada mnogo znalo sam Rendgen nazvao ga je x (nepoznato)
zracenje.

Danas se zna da rendgenski zraci nastaju usporavanjem snopa brzih elektrona,
odnosno elektrona velike energije. Nastaju u evakuisanim cevima (za praZnjenje)
kakve je otprilike koristio i Rendgen, a u kojima se naspram katode postavlja me-
talna anoda (antikatoda). Zagrevanjem katode iz nje se emituju elektroni. Pod de-
jstvom visokog napona od nekoliko desetina, pa i stotina hiljada volti koji se uspos-
tavlja u cevi, ovi elektroni se ubrzavaju i usmeravaju na antikatodu, sa koje se
emituje rendgensko zracenje, Slika 7.2.1.
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Po svojoj prirodi rendgenski zraci su elektromagnetni talasi Cija je talasna
duZina mnogo manja od talasne duZine vidljive svetlosti i krece se u opsegu od 10
nm do 0,01 nm. To odgovara energijama x-fotona od 1 keV do 100 keV. X-zraci po-
kazuju inferferenciona i difrakciona svojstva, karakteristi¢na za sve talase. Spektar
x-zracenja moZze da ima neprekidni (kontinualni, sli¢no ,,beloj” svetlosti) ili linijski
(diskretni) spektar — tada se govori o karakteristicnom rendgenskom zracenju.

7.2.1 Difrakcija x-zracenja na Kkristalnoj reSetki

Talasna priroda x-zracenja nedvosmisleno je dokazana eksperimentima difrak-
cije na kristalnoj reSetki. Talasi pokazuju pojavu difrakcije pri prolasku kroz uzanu
pukotinu ¢ije su dimenzije reda veliCine talasne duZine upotrebljenog zracenja.

Pocetkom 1912. godine, ¢uveni nemacki nau¢nik Maks fon Laue (Max von
Laue, 1879-1960, dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1914. godine za otkriée difrak-
cije x-zraCenja na kristalima), predloZio je da se x-zracenje propusti kroz kristal i
pokaZze difrakcija x-zracenja na kristalima. Da bi se razumela genijalnost ove ideje
treba da znamo da 1912. godine talasna priroda rendgenskog zracenja nije bila u
potpunosti dokazana, a njegova talasna duZina bila je samo pribliZzno poznata.

Teorija o strukturi kristala bila je u to vreme samo hipoteza, mada je jo§ 1824.
godine L. A. Zeber (L. A. Seber), nemacki fizi¢ar, pretpostavio da su atomi u krista-
lima poredani u srediSnjim tackama odredenih geometrijskih tela, dok je 1848. go-
dine francuski nau¢nik A. Brave (A. Bravais) dao predstavu o kristalnoj resetki u
obliku koji je kasnije prihvacen.

Teorija kristala zasnovana je na predstavi kristalne reSetke. Zamisli¢emo kris-
talnu resSetku kao skup tacaka pravilno rasporedenih u prostoru. MreZom pravih ove
tacke mogu da se poveZu, ¢ime se zapremina kristalne resSetke deli na niz jedini¢nih
¢elija koje imaju oblik nekog geometrijskog tela. Ako svaku tacku kristalne reSetke
zamenimo identi¢nim atomom, jonom ili grupom atoma, dobijamo kristalnu struk-
turu. Naglasavamo, dakle, da je reSetka mreza taCaka, a u kristalnoj strukturi svaka
taCka reSetke zamenjena je materijalnim jedinicama ili izgradivackim cesticama
kristala.

Slika 7.2.1 Laueova metoda za difrakciju x-zraCenja na kristalnoj
reSetki. Snop polihromatskog x-zracenja sa antikatode A fokusira se
pomocu debelog zaklona D, difraktuje na kristalu C i ostavlja na fo-
toploci F tragove rasutog x-zracenja.

Maks von Laue je pretpostavio da kristal moZe da deluje kao prirodna opticka
reSetka. Materijalni centri kristala tada odgovaraju narezima, a njihova medusobna
rastojanja pukotinama reSetke. Potreban uslov za difrakciju jeste da red veli¢ine
meduatomskog rastojanja u kristalu odgovara redu veliCine talasne duZine x-zracenja.
FiziCari Volter Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) prihvatili
su da eksperimentalno ostvare Laueove zamisli. Sam Max von Laue pisao je o tome:
,Bilo je potrebno malo diplomatije da se Fidrih i Kniping oslobode sumnji u pog-
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ledu uspeha eksperimenta i izvedu ga, najpre sa sasvim jednostavnim sredstvima, po
mom planu. Kao kristal sluzio je bakarni sulfat, jer se od njega lako mogu dobiti po-
godni i pravilni komadi. Pravac propustanja zrakova prepustili smo slucaju. Na fo-
tografskoj ploci iza kristala, prvi put su se, pored traga primarnog zraka koji je do-
lazio neposredno od antikatode, pojavili tragovi skrenutih zrakova, dakle ocekivani
spektri resetke... Teorija je zapravo veé bila gotova prenoSenjem sa obicne na re-
ciprocnu resSetku i tako je Zomerfeld mogao 8. juna 1912. podneti Minhenskoj aka-
demiji zajednicki rad Fridriha, Knipinga i moj o interferenciji rendgenskih zrakova
koji je osim teorije sadrZavao i niz karakteristicnih snimaka.”

Fridrih i Kniping ozracivali su x-zraCenjem prvo kristal plavog kamena, a za-
tim 1 druge kristale. Kako se mali deo upadnog zracenja difraktuje, trebalo je da se
kristal ozracuje viSe sati da bi se na fotoploci dobili tragovi difraktovanog snopa. Re-
zultat tog eksperimenta bili su tzv. Laueovi dijagrami koje je kvantitativno proucio
sam Laue. Na njima se vidi raspored cCestica kristala sa kojih se rasejava zracenje
(slika reciprocne resetke), pa je ovim eksperimentima ne samo dokazana talasna pri-
roda x-zraCenja vec je i hipoteza o kristalnoj reSetki podignuta na nivo sigurne, eks-
perimentalno ispitane kristalografske teorije. Pomocu Laueove interferencije poslo
je za rukom engleskim naucnicima, ocu i sinu Henriju i Lorensu Bragu (Henry
Bragg, 1862-1942; Lawrence Bragg, 1890-1971; podelili Nobelovu nagradu za fi-
ziku 1915. za analizu kristalnih struktura pomocéu x-zracenja) da odrede talasnu
duzinu rendgenskog zracenja i dimenzije kristalne reSetke. Laueovo otkric¢e imalo je
veliki znacaj za nauku o atomu, jer su eksperimenti difrakcije x-zra¢enja omogucdili
da se atomi ,,vide”.

Razmotrimo sada detaljnije difrakciju x-zracenja na kristalnoj resetki i nasta-
janje odgovarajuce difrakcione slike na zaklonu (fotoplo€i), tzv. Laueovom meto-
dom, Slika 7.2.1.

z
z 2
ﬁ
p
* y. 1’
i Y Slika 7.2.3 Jednodimenziona 2 :
X / - reSetka na kojoj se difraktuje alY/ C
x-zracenje koje dolazi iz pravca B
Slika 7.2.2 Kristal u koordinat- x-ose. 1 i 2 su upadni, a 1”1 2’

nom sistemu. difraktovani zraci. 1 A X
Uzani snop x-zraka, dobijen prolaskom x-zracenja iz rendgenske cevi kroz mali ot-
vor na debelom zaklonu, pada na kristal i zatim na fotoplocu. Na fotoploci nastaje
difrakciona slika koja se sastoji iz srediSnje mrlje, koju izaziva upadni snop x-zra-
¢enja, i izvesnog broja mrlja koje su simetri¢no rasporedene oko sredi$nje mrlje. Po-
reklo ovakve difrakcione slike najlakSe moZe da se shvati ako se pretpostavi da upot-
rebljeni kristal ima kubnu strukturu. Izabra¢emo pravougli koordinantni sistem sa
osama paralelnim osama kristala, Slika 7.2.2. Pretpostavimo da su izgradivacke ces-
tice kristala rasporedene duZ zamiSljenih linija, paralelnih koordinantnim osama.
Neka upadni snop x-zracenja pada na kristal u smeru koji se poklapa s pozitivnim
smerom x-ose.
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Slika 7.2.4 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj reSetki postavljenoj u pravcu z-ose (levo):
x-zraci odredene talasne duzine A pri odredenom redu difrakcije /, nastali difrakcijom polihromat-
skog x-zraenja na jednodimenzionoj kristalnoj reSetki Cije tacke leZe duZ z-ose, prostiru se pod
odredenim uglom u odnosu na z-osu. To znaci da leZe na obvojnici konusa ¢ija je osa paralelna z-osi;
(desno): difrakcione slike na zaklonu imaju oblik hiperbola (presek konusa sa ravni zaklona, koji je
postavljen pararelno yz-ravni, je hiperbola).

Da bismo razumeli nastajanje difrakcione slike, posmatrajmo prvo medude-
jstvo x-zraCenja s jednodimenzionom reSetkom cije su Cestice rasporedene duz z-ose
na medusobnom rastojanju a, Slika 7.2.3. x-zracenje (zraci / i 2) pada na kristal pod
uglom 7y, = 90° a Cestice kristala postaju centri rasejavanja. One rasejavaju zracenje
u svim pravcima, a rasejani talasi medusobno interferiSu, pri cemu moze da dode do
njihovog poniStavanja ili pojaavanja. Prema zakonima optike, da bi se pojavio di-
frakcioni maksimum, svi pristigli talasi moraju da budu u fazi, pa do konstruktivne
interferencije dva talasa dolazi ako je njihova putna razlika jednaka celobrojnom
umnos$ku talasnih duZina A. Prema Slici 7.2.3, putna razlika d difraktovanih zraka 1’
i2 je:

AC = 8 = acosy = IA (7.2.1)

Ty
Slika 7.2.5 Difrakcija na jednodimenzionoj kristalnoj resetki (levo): difraktovani zraci (za dato A)

razlicitih redova difrakcije k, leZze po obvojnicama konusa; (desno): difrakcija x-zracenja sa jednodi-

menzione reSetke postavljene u pracu y-ose. 1 i 2 su upadni, a 1”i 2" su difraktovani zraci.
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gdejel=..,-2,-1,0,+1,42, ...

Uslov (7.2.1) je uslov za konstruktivnu interferenciju i daje pravce difrak-
cionih maksimuma, odredenog reda difrakcije, za odredenu talasnu duZinu A. Ove
prave leZe na obvojnicima konusa ¢ija je osa paralelna z-osi, a ugao otvora 2y. Za
razli¢ite vrednosti broja [ (visi redovi difrakcije) pri istoj talasnoj duZini A, dobijaju
se konusi razli¢itih otvora. Ako se na nekom rastojanju od linijske reSetke postavi
fluorescentni ekran ili fotoploCa (npr. u ravni paralelnoj yz-ravni), tragovi interfe-
rencionih konusa na zaklonu imaju oblik hiperbola, Slika 7.2.4 (desno). Posmat-
rajmo sada interakciju zracenja s jednodimenzionom kristalnom reSetkom Ccije su
tacke postavljene u pravcu y-ose, Slika 7.2.5. Zraci 1 i 2 padaju na kristal pod uglom
By = 90° u odnosu na y-osu (iz x-pravca). Cestice kristala rasejavaju ih u svim prav-
cima ali samo zraci koji su rasejani pod uglom 3 zadovoljavaju uslov za konstrukti-
vnu interferenciju. Putna razlika difraktovanih zrakova I “i 2“data je slede¢om jed-
nacinom:

d = AC = ABcosf

gde je a(=AB) konstanta reSetke. Uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:
acosP = kA (k= ..,-2,-1,0,+1, 42, ...) (7.2.2)

gde je k ceo broj, a B ugao koji zaklapaju difraktovani zraci sa y-osom. Uslov (7.2.2)

zadovoljavaju svi zraci rasporedeni na konusima Cije su ose paralelne y-osi sa otvo-

rima 2f3 za k = 1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). Tragovi ovih konusa na zaklonu po-
stavljenom paralelno yz-ravni opet su hiperbole.

I

1

Slika 7.2.6 Difrakcija x-zracenja na jednodimenzionoj kristalnoj reSetki (desno): difrakcija x-zra-
denja sa jednodimenzione resetke postavljene u pravcu x-ose. 1 je upadni zrak, a 1”1 1” su difrakto-
vani zraci; (levo): difraktovani zraci (za dato A) razli¢itih redova difrakcije m, leZe po obvojnicama
konusa.

Posmatrajmo sada slu¢aj kad zracenje iz pravca x-ose pada na dvodimenzionu
kristalnu resetku Cije su tacke rasporedene duZ z-ose i y-ose. Tada se difrakcioni
maksimumi javljaju u pravcima koji istovremeno zadovoljavaju uslove (7.2.1) i
(7.2.2). Difrakciona slika na zaklonu postavljenom paralelno yz-ravni sastoji se iz
mrlja koje geometrijski odgovaraju mestima preseka ve¢ pomenutih hiperbola.
Svaka mrlja na zaklonu odredena je parom brojeva [ i k za svako A. Na ovaj nacin
ravanska reSetka razlaZe kontinualno zracenje u spektar.
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Da bismo razmotrili difrakciju x-zra¢enja na trodimenzionoj kristalnoj resetki
posmatra¢emo i interakciju x-zracenja, Slika 7.2.6, koje opet dolazi iz pravca x-ose
(pa je ugao koji zaklapa upadni snop sa x-osom o, = 0), s jednodimenzionom kristal-
nom reSetkom. Tacke leZe duZz x-ose a konstanta reSetke opet je a. Cestice kristala
rasejavaju zracenje u svim pravcima, ali samo zraci rasejani pod uglom o zado-
voljavaju uslov konstruktivne interferencije. Putna razlika izmedu difraktovanih
zrakova 1 71 2 “je:

8 = AB-AC = a—acoso. = a(l —cosal)
a uslov za konstruktivnu interferenciju glasi:
a(l —cosa) = mA (m=..,-2,-1,0,+1,42, ...). (7.2.3)

Ovaj uslov zadovoljavaju zraci rasporedeni po obvojnici konusa ¢ija je osa paralelna
x-0si, a otvor konusa je 2a za m = +1 (2, 3...) i -1 (-2, -3 ...). ili -1. Linije preseka
ovih konusa sa ravni zaklona, koji je postavljen paralelno zy-ravni, su krugovi.

Kako sada izgleda difrakciona slika na zaklonu posle difrakcije na trodimenzi-
onoj kristalnoj reSetki? Uslovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) moraju da budu zadovoljeni
istovremeno. To znaci da se na zaklonu pojavljuju difrakcione mrlje u tackama pre-
seka kruznica s hiperbolama, Slika 7.2.7, §to je ispunjeno samo za odredeno A.
Nadimo ovu talasnu duzinu. Iz (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) dobija se:

IA
7.2.1 = —
( ) cosy = —
(7.2.2) cosP = k)

a
(7.2.3) cosa = 1 —m—k~

a
Uglovi o, B iy povezani su jedna¢inom:
cos “ou+cos “B+cos’y= 1. (7.2.4)

Jednacine (7.2.1%), (7.2.2") i (7.2.3") dignu se na kvadrat, saberu i iskoristi se uslov
(7.2.4):

EA KA mA | 2md
2

1 = 1
a a’ " a’ " a
ili:
P K m 2m
7b|:7b(_2+_2+_2 ——:| =0
a a a a

(7.2.5)
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Slika 7.2.7 Interferenciona slika na zak- y
lonu kao rezultat difrakcije x-zracenja na trodi-
menzionoj kristalnoj resetki. Dva skupa hiper-
bola i familija krugova rezultat su preseka ko-
nusa, duz kojih leZe rasejani zraci, sa ravni
ekrana (ravan paralelna yz-ravni). Interferen-
cione mrlje nastaju samo u tackama preseka
odgovarajuéih hiperbola i kruZnica, saglasno
matematickom uslovu 7.2.5.

Znadi, pri zadatom upadnom uglu zracenja (u naSem sludaju Y, = B, = 90° i
o = 0°) difrakcioni maksimum odredenog reda u odredenom pravcu (o, B, y) ja-
vlja se za talasnu duZinu koja je odredena jednacinom (7.2.5). Napomenimo da us-
lovi (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.3) zahtevaju da je A<a. Medutim, A ne sme da bude mnogo
manje od konstantne reSetke a jer su tada i uglovi, a, B i7y vrlo mali pa se difrakcija
teSko zapaZza. U Laueovoj metodi, kristali se ozrac¢uju polihromatskim x-zracenjem,
u ¢ijem se kontinualnom spektru uvek nalaze talasi s talasnom duzinom A koja zado-
voljava jednacinu (7.2.5).

7.2.2 Bragov metod difrakcije x-zracenja na kristalima

Fizicari Henri i Lorens Brag, protumacili su pojavu rasejavanja x-zracenja na
kristalnoj resetki kao refleksiju sa ravni kristala koje na zracenje deluju poput ogle-
dala. U skladu s ovom interpretacijom oni su postavili i odgovarajuéi uslov neopho-
dan za pojaCavanje (konstruktivna interferencija) reflektovanog zra¢enja. Radom H.
i L. Braga postavljene su osnove analize strukture kristala rendgenskim zra¢enjem.

Prema ovoj zamisli smatra se da tacke kristalne resSetke pripadaju sistemima
medusobno paralelnih ravni koje, kada se projektuju na ravan slike, daju prave,
Slika 7.2.8. Te ravni mogu da budu razli¢ito usmerene u prostoru. Sistemi ravni raz-
likuju se u broju atoma pa jedinici povrSine a date ravni i po rastojanju d (izmedu
paralelnih ravni). Veli¢ina a/d je konstanta za odredeni sistem paralelnih ravni i jed-
naka je broju atoma po jedinici zapremine kristala.

Izveséemo sada Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju. Neka na kristal
pada snop monohromatskog x-zracenja pod uglom 6 u odnosu na sistem paralelnih
ravni sa kojih se zracenje reflektuje. Ove ravni, u ravni slike ostavljaju tragove u
vidu paralelnih pravih, a, b, ¢, Slika 7.2.9. Atomi (joni ili molekuli) koji ¢ine kristal
rasejavaju zracenje u svim pravcima. Nas zanima pod kojim uglovima dolazi do
konstruktivne interferencije reflektovanog zracenja, dakle do onog koje je rasejano
u pravcu 0 . Ako posmatramo samo ravan a, Slika 7.2.9. vidi se da se za bilo koju ta-
lasnu duzinu A upadnog zraCenja dobija konstruktivna interferencija rasejanog
zracenja kad je ugao jednak uglu 0, jer su putne duZine za sve zrake medusobno
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Slika 7.2.8 Tragovi sistema paralelnih ravni. Slika 7.2.9 Uz izvodenje Bragovog uslova za

konstruktivnu interferenciju.

jednake. MoZemo, prema tome, da smatramo da se snop reflektovao sa ravni a.
Medutim, deo upadnog snopa prolazi dalje kroz kristal, pa se reflektuje i sa ravni b,
¢, itd. Zraci 1 ’i 2 “reflektovani ovim ravnima medusobno interferiSu. Pri tome, do-
lazi do pojacavanja odnosno do konstruktivne interferencije samo onih zrakova cija
je razlika puteva jednaka celobrojnom umnosku talasnih duZina. Putna razlika zra-
kova 171 2 ‘reflektovanih sa ravni a i b je:

d = CB+BD = 2dsin6
pa je Bragov uslov za konstruktivnu interferenciju dat jednainom:
2dsin® = n\ (7.2.6)

gde je d rastojanje izmedu paralelnih ravni, © ugao izmedu upadnog (i reflekto-
vanog) snopa i ravni kristala, a n je ceo broj. Bragov uslov daje pravac difrakcionog
maksimuma za odredenu familiju paralelnih ravni i talasnu duznu A i za dati red dif-
rakcije n, u Bragovoj ravni odredenoj pravcem upadnog i reflektovanog zraka. I
Laueov i Bragov izraz za konstruktivnu interferenciju u osnovi su ekvivalentni.
Prema Laueovom tumacenju, zracenje pada na kristal pod uglom o, i dolazi do dif-
rakcije, Slika 7.2.10. Difraktovani zraci  “i 2 “se pojacavaju ako su u fazi, tj. ako je
njihova putna razlika jednaka celobrojnom umnoSku talasnih duZina. Sa Slike
7.2.10 putna razlika J je:

8 = AC-BD = acost-acosa, = a(cos0-cos0)
i kad je o,y= 90° sledi da je Laueov uslov za konstruktivnu interferenciju:
0 = AC-BD = acosd, = nA. (7.2.7)

Prema Bragovom tumacenju, difrakciju shvatamo kao refleksiju sa odredenog
sistema ravni, Slika 7.2.11.
Tako zrak 1, koji u odnosu na ravan a pada pod uglom o, a difraktuje se pod uglom
o, zaklapa sa ravni b ugao 0 pod kojim se i reflektuje sa nje. Ravan b je jedna u nizu
pararelnih mreZnih ravni na medusobnom rastojanju d. Iz malog trougla ABC sledi
da je:

sin(0ly—0) = sin(90 —6) = cosH =

d (7.2.8)
a



7.2 X-ZRACENJE

257

2
T
c _—_ 7T
A /O 1\05
a, D
B
27
/
4
b4
/

Slika 7.2.10 Difrakcija na
jednodimenzionoj resetki.

Slika 7.2.11 Zrak 1 se u odnosu na ravan a difraktuje
dok se u odnosu na ravan b reflektuje.

Velic¢ina a iz (7.2.8) zameni se u (7.2.7) i uzme se u obzir da je:

o, = 20+

pa se dobija:

dcosot  dcos® _ dsin20

o= 0g—20 = 9020

=nA = 2dsin® = nA.

sin(90 —8) ~  cos®

Bragov uslov pojacavanja.

cos O

Sema eksperimentalnog uredaja za ispitivanje strukture kristala Bragovom
metodom prikazna je na Slici 7.2.12. Paralelni snop monohromatskog zracenja pada
na pljosan kristala koja je paralelna seriji ravni sa kojih Zelimo da dobijemo reflek-
siju. Difraktovano zracenje detektuje se pomocu jonizacione komore ili fotoemul-
zije. I kristal i detektor nalaze se na obrtnom postolju. U eksperimentu, pri obrtanju
kristala oko ose normalne na Bragovu ravan za ugao 0, detektor mora da se okrene
za ugao 26. Pri uglovima izmedu pravca upadnog snopa i pljosni kristala, koji zado-
voljava Bragovu jednacinu, dobija se zacrnjenje na filmu, odnosno porast struje u

jonizacionoj komori.

JK

Slika 7.2.12 Sema eksperimentalnog ure-
daja po Bragu. Upadni snop x-zracenja 1 pada
pod uglom O definisanim Bragovim uslovom
na kristal C a difraktovani zraci 1’ se detektuju
pomocu jonizacione komore JK.
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7.2.3 Metod kristalnog praha (Debaj-Sererova metoda)

Iz Bragove jednacine sledi da konstruktivna interferencija zracenja reflekto-
vanog ravnima kristalne reSetke moZe da se ostvari na viSe nac¢ina. Kristal moze da
se ucvrsti, a da se upotrebi kontinualno rendgensko zracenje. Tada ¢e ravni kristala
da ,,odaberu” onu komponentu zracenja cija talasna duZina, za odredeno rastojanje
izmedu ravni d i dati ugao 0 izmedu snopa i ravni, zadovoljava uslov za konstrukti-
vnu interferenciju (Laueova metoda). U Bragovoj metodi, upotrebljava se monohro-
matsko x-zracenje, a obrtanjem kristala traZe se uglovi koji za odredenu talasnu
duZinu zadovoljavaju Bragovu jednacinu.

Treéu varijantu predstavlja metoda kristalnog praha ili Debaj-Sererova me-
toda (P. Debye, P. Scherrer). Umesto dobro razvijenih monokristala koristi se kri-
stalni prah. U kristalnom prahu kristali¢i su haoti¢no usmereni, pa za svaku seriju
ravni mogu da se nadu kristali¢i koji su u odnosu na upadni snop usmereni tako da
zadovoljavaju Bragov uslov pri odredenoj talasnoj duzni A. Prema tome, uzorak
fino sprasenog kristala stavlja se na put uskog snopa monohromatskog x-zracenja.
Za detekciju difraktovanog zracenja koristi se film, cilindriéno omotan oko uzorka,
Slika 7.2.13. Ako je za odgovarajuéi tip ravni i za talasnu duZni A, Bragov ugao 0,

, F
! r
° o
R S r,
26 r,
)
X C IN—1
~~——1
a) b) 11 ¢

Slika 7.2.13 Metoda praha: a) x-zracenje iz izvora pada na kristalni prah u ampuli C koja se nalazi
u centru cilindri¢ne komore poluprecnika R unutar koje je film F. Difraktovano zraCenje predstav-
ljeno je familijom konusa koje presecaju cilindri¢ni film ostavljajuci na emulziji zacrnjenja u vidu
krivih razli¢itog poluprec¢nika krivine r; b) geometrijska veza izmedu poluprecnika komore R i po-
luprecnika krivine r pri odredenom uglu izmedu upadnog i difraktovanog snopa, 26; c) slika razvije-
nog filma.

tada difraktovani zrak gradi sa upadnim zrakom ugao 26. Kako su ravni ovog tipa (i
svih drugih tipova) haoti¢no rasporedene u prostoru, reflektovani zraci grade konus
sa uglom otvora 20, oko pravca upadnog snopa. Ovi konusi formiraju na filmu tra-
gove u obliku lukova (lukovi su delovi koncentri¢nih krugova ¢iji je centar trag koji
na filmu daje upadni nedifraktovani zrak), od kojih svaki odgovara odredenom tipu
ravni odnosno redu refleksije n. Ako je R poluprecnik cilindri¢ne komore, a r polu-
precnik kruga, tada vaZi:
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Ife = tg26 ~ s5in20 ~ 2sin 6.

Kad se na osnovu prethodne jednakosti, u Bragovoj jednacini 2 sin@ zameni sa /R
dobija se:

dlg = nA.

Tako, na osnovu poznate strukture kristala (d) moZe da se odredi talasna duZina
upotrebljenog x-zra¢enja pomocu eksperimentalno odredene vrednosti r i poznatog
poluprec¢nika komore R. Obrnuto, kad je poznata talasna duZina x-zraenja, moZe da
se ispituje struktura kristala i da se odredi veli¢ina d.

7.2.4 Kontinualno i karakteristicno rendgensko zracenje

Pomenuli smo ranije, da x-zraenje nastaje u rendgenskim cevima, pri interak-
ciji brzih elektrona sa atomima antikatode. Kad energija elektrona, kojima se bom-
barduje antikatoda, ne prelazi odredenu vrednost, karakteristicnu za materijal anti-
katode, nastaje x-zraCenje koje, sli¢no ,,beloj” svetlosti, ima kontinualni spektar.
Ovo zracenje naziva se zako¢no rendgensko zracenje. Zavisnost intenziteta od ta-
lasne duZine zakocnog rendgenskog zracenja predstavljena je krivama na Slici
7.2.14, za antikatodu od volframa. Na slici su prikazana tri spektra nastala pri ener-
gijama elektrona od 30, 40 i 50 KeV, redom. Krive imaju maksimum i sa strane
veéih talasnih duZina asimptotski se pribliZavaju nuli. Sa strane niZih talasnih
duZina, pri nekoj odredenoj talasnoj duZini A,, krive se strmo spustaju ka nultoj
vrednosti intenziteta. Sa slike se vidi da vrednost grani¢ne (najniZe) talasne duZine
kontinualnog rendgenskog spektra zavisi od energije elektrona pri emu vazi:

I
3
25 -
20 -
2
15 -
10
1 Slika 7.2.14 Kontinualni rendgen-
ski spektar volframa. Krive 1,21 3
S odgovaraju energijama elektrona od
30, 40 1 50 KeV, redom. Preseci kri-
| ; , | vih sa apscisom predstavljaju gra-

ni¢ne talasne duZine kontinualnog
0 20 40 60 80 100 Wpm spektra (A,).

Mg > Ay > Ay, za E, < E,< E; gde je A, grani¢na talasna duZina kontinualnog rend-
genskog spektra kad je energija elektrona E|, itd. Ova talasna duZina obi¢no se zove
kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog spektra.



260 7. FOTON — ELEKTROMAGNETNI KVANT

Zakoc¢no (kontinualno) x-zracenje nastaje u interakciji brzih elektrona s ato-
mima mete (antikatode). Na upadne elektrone, kao na naelektrisane Cestice, deluju
jezgra atoma mete, menjajuci im brzinu i oblik putanje, zbog ¢ega dolazi do emisije
elektromagnetnih talasa (rendgenskog zracenja). Frekvencija emitovanog zracenja
zavisi od koli¢ine energije koju elektron izgubi pri takvoj interakciji. Energija E
emitovana u jednoj sekundi zbog kocenja elektrona u polju jezgra atoma antikatode,
prema klasi¢noj (Maksvelovoj) elektromagnetnoj teoriji, moZe da se prikaze jed-
nacinom (pogledati poglavlje 9.3 i jednacinu 9.3.8):

2 2

dE _ _e

dt 6me,C’

2712
drl” _ _¢

dr’

v
dt

- (7.2.92)
6me,C’

pri ¢emu su e, naelektrisanje, r, radijus vektor a ¥ brzina elektrona. ¢ je brzina
svetlosti a g;, dielektricna konstanta vakuuma. Energija koja se emituje potpunim
zaustavljanjem elektrona pocetne brzine V, za vreme At i pri stalnom usporenju

(|5| = ‘d_l)) je:
dt

2 e (Do)2
PAr = S0
675806' 675806' At

elektrona, a:

E =

(7.2.9b)

Jednacina (7.2.9b) pokazuje da je emitovana energija veca ukoliko je usporenje
elektrona a vece, odnosno pocetna brzina v, elektrona veéa, a Af manje. Elektroni s
veéom pocetnom brzinom potpuno se zaustavljaju posle duZeg intervala Af (u od-
nosu na elektrone s manjom pocetnom brzinom). Zbog kvadratne zavisnosti energije
E od pocetne brzine elektrona vy, a linearne zavisnosti od 1/A¢, emitovana energija E
veca je kod elektrona s ve¢om pocetnom brzinom iako se oni zaustavljaju u veéem
intervalu vremena At. Razvijanjem funkcije E u Furijeov integral (videti poglavlje
8), dobija se kontinualni spektar s maksimumom energije ¢ija se apscisa, s porastom
pocetne energije elektrona, pomera ka kra¢im talasnim duZinama u skladu s eksperi-
mentalno dobijenim spektrima rendgenskog zracenja sa Slike 7.2.14. Pri razvijanju
u Furijeov integral javljaju se, medutim, frekvencije proizvoljnih veli¢ina, odakle
proizlazi zakljucak da spektar rendgenskog zracenja ne sme da bude ogranicen ni sa
jedne strane, a on to jeste sa strane kracih talasnih duZina (ve¢ pomenuta kratkota-
lasna granica zako¢nog rendgenskog zracenja). Ovo ukazuje na ograni¢enost pri-
mene klasi¢ne elektrodinamike na razmatranje ove pojave.

Kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog zracenja moze da se objasni
teorijom o postojanju kvanata energije ili fotona. Pri sudaru elektrona i jezgra mete

menja se impuls i energija elektrona a pojavljuje se foton sa impulsom p i s frek-
vencijom v odnosno sa energijom /i Vv. Sa druge strane, jezgro atoma mete s masom

M, koje je do interekcije sa elektronom mirovalo, dobija impuls ;n ienergiju E,. Za
ovu interakciju napisaéemo zakon o odrzanju impulsa i energije:
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—

p.=p/+p +p (7.2.10)
E,+Mc’= E,+E,+hv (7.2.11)

gde su p.ip. impulsi elektrona pre i posle sudara; E, i E’, su pocetna energija
elektrona i energija elektrona posle sudara. Na osnovu detaljne analize ovako posta-
vljenih jednacina sledi, da se foton moZe emitovati u bilo kom pravcu i sa energijom
izmedu nule i neke najvece vrednosti. Najveca vrednost energije emitovanih fotona
jednaka je kinetickoj energiji T (T = E, - m,c?) elektrona; m, je masa mirovanja
elektrona. Prema tome:

ml)2

7T="2 _ oU = hv = h=. (7.2.12)
2 x,

Iz jednacine (7.2.12), u kojoj je hv energija emitovanog fotona (% je Plankova kon-
stanta, e naelektrisanje elektrona, a ¢ brzina svetlosti), T kineticka energija koju su
elektroni stekli ubrzavanjem u elektricnom polju, pri ¢emu je napon izmedu elek-
troda iznosio U, odreduje se kratkotalasna granica kontinualnog rendgenskog
spektra A, . Ovako izraCunata vrednost kratkotalasne granice slaze se sa onom koja
se dobija iz eksperimenta.

Na Slici 7.2.15 prikazana je kriva zavisnosti intenziteta rendgenskog zracenja
od talasne duZine, za molibden, pri energiji elektrona od 35 keV. Na krivoj koja ima
kontinualan oblik zapaZaju se dva oStra maksimuma, pri strogo definisanim talas-
nim duZinama A, i A,. Oni odgovaraju spektralnim linijama karakteristi¢nog rend-
genskog zracenja.

I

12~

10~

8L

. o 6~
Slika 7.2.15 Rendgenski spektri iridijuma (1),

molibdena (2) i volframa (3) pri energiji upadnih 4l
elektrona od 35 keV. Na kontinualni spektar moli-

bdena superponirana su dva oStra maksimuma na

talasnim duZinama A, i A, §to odgovara spektralnim 2

linijjama karakteristicnog rendgenskog zracenja.

Energija upadnih elektrona nije bila dovoljna za 0 s |
pobudivanje rendgenskog karakteristi¢nog spektra 20 40 60 80 100
iridijuma i volframa. Mpm

Karakteristi¢no rendgensko zracenje je drugi vid x-zraCenja i ima diskretni ili
linijski spektar, koji je tipican (karakteristi¢an) za odredeni atom odnosno hemijski
element. Takav spektar odslikava strukturu unutrasnjih energijskih nivoa atoma kao
Sto opticki spektar odrazava energijski raspored spoljasnih nivoa atoma. Mehanizam
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emisije zraCenja iz atoma uvek je isti bilo da je re¢ o karakteristi¢cnom rendgenskom
zracenju (energija fotona reda veli¢ine KeV-a) ili o zra¢enju mnogo manje energije
(red veli¢ine eV-a), jer prema Borovom tumacenju atom emituje energiju pri prelazu
elektrona iz viSeg u niZe kvantno stanje. Kad se prelazi vr§e izmedu kvantnih stanja
spoljasnjih elektrona (¢ija je energija veze reda veli¢ine nekoliko eV) nastaje optic¢ki
spektar. S druge strane, karakteristicno x-zracenje javlja se pri prelazu elektrona sa
viSih energijskih nivoa na K, L ili M nivo, dakle, na nivoe koji imaju najvecu ener-
giju veze elektrona. Ovi unutra$nji nivoi atoma su, za razliku od spoljasnjih, pot-
puno ispunjeni elektronima: nivo K (n = 1) sa dva elektrona; nivo L (n = 2) sa osam
elektrona; nivo M (n = 3) sa 18 elektrona, itd., pa se pod normalnim uslovima pre-
lazi na ove nivoe i ne dogadaju (sa n se oznacava glavni kvantni broj). Na Slici
7.2.16a kao primer data je Sema energijskih nivoa bakra (Cu), koji u atomskom
omotacu ima 29 elektrona. Prelaz elektrona na K, L ili M nivo postaje mogu¢ ako se
u ovim nivoima uprazni bar jedno elektronsko mesto. To se postize bombardo-
vanjem atoma elektronima (ili fotonima) velike energije, koji imaju energiju koja je
jednaka ili je veca od energije veze elektrona K, L ili M nivoa odgovarajuéeg atoma.

E E
0 0
N (1) 7 N

M (18) -

aMp
L(®) L

LyLyL,
K(Q2) K
2 K. KK, b

Slika 7.2.16 Sema energijskih nivoa atoma bakra; a) nivoi energije; b) spektar rendgenskog
karakteristicnog zracenja.

Vrednost ove energije moZemo da izraCunamo koriSéenjem Borove jednacine za
energiju elektrona u nivou odredenim kvantnim brojem n. Na primer, za bakar
(Z=29), na osnovu jednadine: E = -hcR (Z-1)?, za elektron u K-nivou (n = 1) dobija
se vrednost od 10670 eV. U prethodnoj jednacini, 4 je Plankova konstanta, ¢ brzina
svetlosti a R Ridbergova konstanta, dok je konstata zaklanjanja 1. Ovi brzi elektroni
(odnosno fotoni) pobuduju ili jonizuju atom, stvarajuéi pri tome prazninu u nekom
od unutra$njih nivoa atoma (K, L,...). Nastala praznina, na primer u K-nivou, posle
vrlo kratkog vremena (10%s), popunjava se elektronom koji prelazi sa energijski
viSeg nivoa, §to je pra¢eno emisijom x-kvanata energije hv koja odgovara razlici
energija nivoa izmedu kojih se dogodio prelaz. Dakle, rendgenski karakteristi¢ni
spektri nastaju prelazom elektrona na K-nivo (sa L, M, N, ...); na L-nivo (sa nivoa M,
N); na M-nivo (sa nivoa N, ...). Spektralne linije koje nastaju prelazom elektrona na
K-nivo oznacavaju se kao K, K;, K, u zavisnosti od toga da li elektron prelazi sa L
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(Ky), sa M (Kp) ili N (K,) nivoa. Spektralne linije koje prate prelaz na L-nivo oznaca-
vaju se kao L,, Ly L, zavisno od toga da li se prelaz vrsi sa M, N nivoa. Pri prelazu
na M nivo, nastaje zraCenje Cije spektralne linije oznaCavamo sa M, Mj Slika
7.2.16b. Napomenimo da svaki prelaz elektrona na upraZnjeno mesto u niZzem ni-
vou, stvara novo prazno mesto, $to za posledicu ima sukcesivne prelaze elektrona sa
viSih nivoa na donja upraZnjena mesta, uz emisiju x-fotona odgovarajuce energije.
Rendgenski spektri svih elemenata sastoje se od malog broja linija, koje su na sli¢an
nacin rasporedene a imaju jednu istu finu strukturu.

E E
M eevsseveceesseoece V| ecececcceoovovcose
[ -o—0—o0—0—0—0—0— [ 0000 o —
e e
K—oo K —ouvuo-—
a) b)

Slika 7.2.17 Tipovi prelaza: a) radijacioni; b) OZeov.

Emisija x-zracenja ima i alternativni proces, a to je emisija OZeovih elektrona.
Pojava je nazvana u ¢ast nau¢nika Pjera OZea (Pierre Victor Auger), koji ju je otkrio
1937. godine. Naime, Supljina nastala u K, L, nivou (zbog cega je atom u po-
budenom stanju) popunjava se elektronom sa viSeg nivoa ali elektronski prelaz ne
prati emisija x-kvanta sa energijom koja bi odgovarala razlici energija nivoa izmedu
kojih se prelaz dogodio. Na primer, kod prelaza elektrona sa L na K-nivo, ova raz-
lika energije iznosi Ey - E, gde su Ey i E, energija nivoa K i L i njen ekvivalent se,
kod OZeovog efekta, trosi za izbijanje elektrona iz nekog od visih energijskih nivoa,
npr. M nivoa. U tom slucaju, elektron sa M nivoa biva udaljen iz atoma (atom se jo-
nizuje) s kinetickom energijom 7, koja je jednaka T'= (Eg - E}) - E,,, gde je E;, ener-
gija veze elektrona u M-nivou (ili energija koja je potrebna da se elektron sa M-ni-
voa udalji iz atoma). OZeov proces dovodi do nastanka dve ili viSe novih Supljina u
energijskim nivoima elektrona. Na Slici 7.2.17 Sematski su predstavljeni radijacioni
(emisija fotona) i OZeovi (neradijacioni) procesi. Kad se uzmu u obzir oba procesa,
radijacioni i OZeov, jasno je da intenzitet emitovanog x-zracenja zavisi od vero-
vatnoée OZeovog procesa.

Fluorescentni prinos w definiSe se kao odnos broja emitovanih fotona rend-
genskog zracenja u datoj spektralnoj seriji prema ukupnom broju nastalih praznina,
N po jedinici vremena:

w = (nKy +nKy, +nKg +nkpg, + ...)
N
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v K
L
Slika 7.2.18 Fluorescentni prinos w za K
L L L ! i L rendgensku seriju u zavisnosti od rednog
0 20 40 60 80 7 broja Z.

gde je nK,,, itd. broj x-fotona odgovarajuce frekvencije. Ocigledno je to da je OZeov
prinos jednak (1-w). Za datu spektralnu seriju w raste s rednim brojem elementa Z.
OZeov prinos narocito je veliki kod lakih atoma, Slika 7.2.18.

7.2.5 Fina struktura rendgenskih spektralnih linija

Rendgenski spektri po svojoj prirodi su jednoelektronski spektri. Sema ener-
gijskih nivoa (termova) atoma s jednom prazninom, u inace popunjenoj elektronskoj
ljusci, sli¢na je onoj kod alkalnih atoma. Hajzenberg je jo§ 1931. godine pokazao da
je energijsko stanje atoma s jednom prazninom u odnosu na potpuno popunjeni
energijski nivo ekvivalentno stanju atoma s jednim elektronom u odredenom nivou.
Kao i kod alkalnih atoma, svaki energijski nivo sastoji se od (2n-1) vise ili manje
bliskih podnivoa (n je glavni kvantni broj), Slika 7.2.19.

I
3712

3 512
252
N{ 2 312

27"
M 132

Ly 1172

Slika 7.2.19 Fina struktura
K 0 rendgenskih spektralnih linija.

Na levoj strani slike oznaceni su nivoi energije K, L, M (kojima odgovaraju
vrednosti glavnog kvantnog broja n = 1,2,3,... redom), a desno je uz svaki podnivo
napisana vrednost kvantnih brojeva [ ij. Za prelaze vaZe pravila izbora: Al = +1 ili -
I,aza Aj =0, -1 ili +1. Sa slike se vidi da su K, Kj, i K, dubleti. Dakle, moZzemo da
zakljucimo da linije K,, K, L, Lg, itd. imaju finu strukturu odnosno da se svaka od
njih sastoji od nekoliko vrlo bliskih linija razli¢itog intenziteta.
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7.2.6 Mozlijev zakon

Rendgenski spektri svih elemenata
imaju relativno mali broj spektralnih linija, v
koje su na sli¢an nacin rasporedene jedna u
odnosu na drugu, a imaju istu finu struk- 22 K
turu. Pri povecanju rednog broja Z ele- ,
menta, rendgenski spektar pomera se u
kratkotalasnu oblast, ne menjajuéi svoju 16}
strukturu. Ova zakonitost izraZena je za-
konom Mozlija (H. G. J. Moseley, 1885- 12
-1915), prema kome je kvadratni koren g |
frekvencije emitovanog rendgenskog zra-
denja odredene serije, linearna funkcija 4
rednog broja Z elementa, Slika 7.2.20. L
Mozlijevi eksperimenti u vreme kada su iz- 10 20 30 40 50 60 70 Z
vedeni imali su ogroman znacaj za odredi- Slika 7.2.20 Mozlijev zakon.
vanje naelektrisanja jezgra atoma. Oni su i
pokazali da su osobine atoma (a takva oso-
bina je i frekvencija emitovanog x-zracenja) funkcija rednog (atomskog) broja ele-
menta.

Na osnovu Borovog modela atoma ova empirijski otkrivena zakonitost (1913.
godine) moZe da se prikaZe jednaCinom:

1 1
Vv = RC(Z— a)z(—z——z) .
n k

U prethodnoj jednacini R je Ridbergova konstanta, ¢ brzina svetlosti, n 1 k su
prirodni brojevi (n < k), dok je a konstanta zaklanjanja (vodi racuna o uticaju drugih
elektrona na efektivno naelektrisanje kojim jezgro deluje na elektron koji vrsi pre-
laz). Za K serijua =1, za L seriju a =7,5.

7.2.7 Rendgenski apsorpcioni spektri

Ako snop polihromatskog x-zracenja propustimo kroz neki materijal, nastaje
rendgenski apsorpcioni spektar. Ovaj spektar nema linijsku strukturu, a nema ni
oStre linije odredene talasne duZine kao kod opti¢kog spektra u apsorpciji. On se
sastoji iz traka s oStrim ivicima sa strana vecih talasnih duZina. Kontinualnost rend-
genskog apsorpcionog spektra ukazuje na to da jedno od dve energije stanja izmedu
kojih se dogada apsorpcija nije kvantovano. Objasnimo ovo bolje. Apsorbujuci
energiju, elektron (npr. iz K-nivoa) moZe da prede u neki od nezaposednutih opti-
¢kih nivoa ili u oblast iznad granice serije (granice jonizacije), Slika 7.2.21a. Ako se
zna da su energijske razlike izmedu optickih nivoa zanemarljivo male u odnosu na
energijski razmak izmedu nivoa odgovornih za rendgenske spektre (red velic¢ine eV
i MeV), zaklju€ujemo da se apsorbuje energija koja je jednaka granici serije ili je za
neki (bilo koji) iznos veéa od nje. Ovo i uslovljava izgled apsorpcionog spektra koji
je prikazan na Slici 7.2.21b. OStra ivica sa strane vecih talasnih duZina odgovara ap-
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sorpciji granice K serije (apsorpciji energije koja je jednaka energiji jonizacije iz
K-nivoa), a kontinualni spektar s leve strane ivice pokazuje da su elektroni presli iz
vezanog (kvantovanog) u slobodno (nekvantovano) stanje. Kod apsorpcije iz L-ni-
voa, javljaju se, sa strane vecih talasnih duZina, tri oStre ivice koje odgovaraju trima
talasnim duZinama (ili energijama). Ovo stoga Sto se L (n = 2) nivo sastoji iz tri pod-
nivoa, pa, prakti¢no, postoje tri (ali dosta bliske) vrednosti energije za granicu L
serije. Napomenimo da postojanje kontinuuma energije u apsorpciji ukazuje na to da
je nastalo upraZnjeno mesto u nekom od unutrasnjih slojeva atoma.

E A L,

% Z Loy Slika 7.2.21 Poreklo apsorpci-
= : onog spektra: a) Sema energijskih
nivoa; b) rendgenski apsorpcioni
spektar. OStre ivice sa definisanom
talasnom duZinom odgovaraju vre-
dnosti talasne duZine (energije) gra-
nice serije. Kod L serije granica je

K trostruka (jer se L-nivo sastoji od tri
podnivoa), a u slucaju M serije gra-
K nica je petostruka jer se M-nivo sa-
a) b) A stoji od pet podnivoa.
Primeri

Primer 7.2.1 Odrediti energije K, L i M-nivoa atoma (a zatim ih predstaviti Se-
matski) ako je Aio= 2,75 A, Ais= 2,54 A, a talasna duzina koja odgovara granici K-
serije iznosi A= 2,49 A. Kohka je talasna duZina L, linije? O kojem elementu je
re¢?

RESENIJE:

Izracuna¢emo prvo energije koje odgovaraju K, K; kvantima, odnosno kvan-
tu granice K serije:

_ hc _ (6,626 x 10" Js)(2, 998 x 10°m/s)

E = =
Fo 7 (2,75% 107" m)(1, 602 x 10~ J)

= 4,515 keV,

Na sli¢an nacin dobija se za:

Eyz=4,940 keV; Ex = 4,980 keV,

Energija K-nivoa je E; = -4,980 keV,

E -E¢=E,=4515keV; E, =-4,980 + 4,515 =-0,465 keV,

Ey - Ex = Eg=4940 keV; E,;=-4,980 + 4,940 = -0,040 ke V.

IzraCunajmo sada talasnu duzinu L, , linije:

E,,=E, - E,=-0,040 + 0,465 = 0,425 keV; A, = h¢/E =29 A.

Primenjujuéi izraz: v = R (Z - 1)?(1/1% - 1/2?) odredi¢emo o kojem elementu je rec:
1

(Z-1) = - —— =7 =122 (T
(2,75 10" m) x 0, 75 x (1,097 x 10'm™)
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Primer 7.2.2 Pri ozrafivanju atoma kriptona monohromatskim rendgenskim zra-
Cenjem talasne duZine A, zapaZeno je da u nekim slucajevima izleéu iz atoma dva
elektrona: fotoelektron osloboden iz K-nivoa i elektron osloboden Ozeovim efek-
tom iz L-nivoa. Energija veze K i L elektrona su 14,4 1 3,0 keV, redom. Odrediti ki-
netiCku energiju oba elektrona ako je talasna duZina upotrebljenog rendgenskog
zracenja 0,65 A.

RESENIJE:

Odredimo najpre energiju kvanta x-zracenja:

_he  (6,626x107Ts) x (2, 998x10°m/s)
Ao (0,65x107° m) x (1, 602x107°T)

19,1 keV

pa je kineticka energija elektrona izbijenog sa K-nivoa:
T,=E,— E,=19,1 keV — 14,4 keV = 4,7 keV a kineticka energija OZeovog elekt-
rona je:
Ty:e=(Ex-E)—E, =(14,4-2,0) 2,0 = 10,4 keV.
7.3 KOMPTONOV EFEKT
DODATAK 7.3
D-7.3.1 Relativisticke jednacine

Masa Cestice koja se kreée brzinom V je:

m = (D-7.3.1)

gde je m, masa mirovanja estice, a ¢ brzina svetlosti u vakuumu. Mehanic¢ki impuls p (ko-
li¢ina kretanja) je:

— m -
p = )} (D-7.3.2)
o
1-=
c
Ukupna energija slobodne cestice koja se krece brzinom v je:
myc’
E = mc’ = —=~ . (D-7.3.3)
D
1-=
c
Iz (D-7.3.2) i (D-7.3.3) sledi:
- E-
p = 5V. (D-7.34)
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Iz (D-7.3.4) sledi:

$to smenom u (D-7.3.3) daje:

odakle se dizanjem na kvadrat cele jednacine dobija:
2 pic 2,2
E(1-=—) = (myc)
E

a reSavanjem po E dobija se veza izmedu ukupne energije relativisticke Cestice i njenog im-
pulsa:

E = A/pzcz+ mozc4. (D-7.3.5)

Za slobodnu relativisti¢ku Cesticu (potencijalna energija je jednaka nuli), ukupna energija E
predstavlja zbir kineticke energije 7'i energije mase mirovanja:

E = T+myc

odakle se zamenjivanjem u (D-7.3.5) dobija veza izmedu impulsa i kineti¢ke energije Cestice:

JT + 2Tmyc’. (D-7.3.6)

p:

[N R

Za Cestice Cija je masa mirovanja jednaka nuli (foton, neutrino), iz (D-7.3.5) i (D-7.3.6) do-
bija se jednostavan odnos izmedu energije i impulsa:

E=T=pc =

p = = = (D-7.3.7)

Kad se ¢vrsto telo izloZi dejstvu monohromatskog rendgenskog ili y-zracenja
dolazi do rasejavanja zaraCenja. U spektru rasejanog zraCenja zapaZa se, pod
odredenim eksperimentalnim uslovima, pored zradenja talasne duZine A, koja odgo-
vara talasnoj duzini upadnog snopa i zraenje neSto vece talasne duZine, A’. Po-
mocu zakona klasi¢ne fizike nije se moglo objasniti zasto se u rasejanom snopu ja-
vlja i zracenje vece talasne duZine od talasne duZine upadnih talasa.
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Kompton (Artur Holly Compton,
1892-1962, Nobelova nagrada za fiziku
1927), izveo je niz eksperimenata tokom
1922/23. godine ispitujuéi (Bragovim)
spektrometrom sastav rasejanog rendgen-
skog zracenja. Na Slici 7.3.1 prikazana je
Sema Komptonovog ogleda. Monohro-
matsko x-zracenje sa antikatode, posle pro-
laska kroz dijafragmu, pada na neko ¢vrsto
telo sa kojeg se rasejava. Rendgenska cev
moZe da se pomera, ¢ime se menja ugao 3 Slika 7.3.1 Sema Komptonovog eksperi-
izmedu pravca upadnog snopa i pravca ra- menta. X-zraCenje, rasejano sa cvrstog tela pod
sutog zradenja, koje dolazi do kristala Uglom Puodnosu naupadnisnop, pada na kri-

. . stal spektrometra S pomoc¢u koga mu se odre-
rendgenskog spektrometra, pomocu kojeg  duju talasna duzina i intenzitet.
se odreduju njegova talasna duZina i inten-
zitet.

Spektri zraCenja rasutog sa grafita, pri razli¢itim uglovima 3, prikazani su na
Slici 7.3.2 (levo). Spektar prikazan na slici (osim kada je ugao = 0, sadrzi dva
maksimuma i ukazuje na postojanje komponente zracenja s talasnom duZinom A,
koja odgovara talasnoj duZini upadnog zracenja, i komponente zraenja s pro-
menjenom talasnom duzinom A’. Razlika ovih dveju talasnih duzina (AL = A’°- A)
raste s porastom ugla rasejavanja 3. Na Slici 7.3.2 (desno) prikazani su spektri x-
-zradenja rasuti razli¢itim elementima ali u istom pravcu B. Kod berilijuma koji je
najlaksi (A=9) intenzitet komponente zrac¢enja s promenjenom talasnom duZinom
vedi je od intenziteta komponente Cija je talasna duZina ostala ista. S porastom
atomske mase intenzitet komponente s promenjenom talasnom duZinom opada i u
rasejanom zracenju preovladava komponenta ¢ija se talasna duZina ne menja. Treba
uoditi to da veli¢ina promene talasne duZine (AA) ne zavisi od prirode supstancije,
vec samo od ugla rasejavanja f3 .

Kako je ve¢ receno, Komptonovi eksperimenti nisu mogli da se objasne zako-
nima klasi¢ne elektrodinamike prema kojima se zracenje uzima kao talasna pojava.
Teorijsko objasnjenje efekta predloZio je sam Kompton polazeci od pretpostavke da
zracenje ima Cesti¢nu prirodu, odnosno da se sastoji od diskretnih kvanata — fotona.
Foton je Cestica koja ima masu mirovanja jednaku nuli, odredenu energiju Av ali i
impuls hv/c [jednacina (D-7.3.7)], gde je h Plankova konstanta, v frekvencija, a ¢
brzina svetlosti.

Efekt sada lako moZe da se kvalitativno objasni. Foton se elasti¢no sudara sa
slabo vezanim elektronom (uslov da je elektron slabo vezan, u stvari, znaci da je
energija veze elektrona u atomu zanemarljivo mala u odnosu na energiju koju elek-
tron primi sudarom i da moZe da se potpuno zanemari u razmatranju pojave). Pri su-
daru elektron preuzima deo energije fotona pa je njegova energija posle rasejavanja
manja od energije pre rasejavanja. PoSto je talasna duZina obrnuto proporcionalna
energiji (E=hc/\ ), rasejani foton ima vecu talasnu duZinu od talasne duZine upad-
nog fotona. Pri tome, elektron napusta atom brzinom koja zavisi od iznosa primljene
energije. Najveca energija koju elektron primi od fotona moze da ga dovede do kre-
tanja brzinom koja je bliska brzini svetlosti, pa za kvantitativno tumacenje pojave
treba da se uzmu u obzir relativisticki efekti i da se koriste odgovarajuée jednacine
relativisticke mehanike.
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A e
I /JW; x J\/M .
T T I V/\
v

M LA e

Slika 7.3.2 Prikaz Komptonovog efekta (levo): spektar x-
-zraGenja rasutog na grafitu, pri raznim uglovima f; (desno):
spektar x-zradenja rasutog na raznim metalima pri stalnom .

Za kvantitativni opis pojave
sluZimo se jednostavnom sli-
kom. Foton sa energijom Av i

impulsom p, = hv/c sudara
se sa elektronom koji miruje,
Slika 7.3.3a. Posle sudara fo-
ton nastavlja da se krece sa im-
pulsom p, pod uglom B u od-
nosu na prvobitni pravac
kretanja, a elektron odlazi sa
impulsom p pod uglom ¢.
Kako je u pitanju elasti¢ni su-
dar, vaze zakoni o odrZanju
energije i impulsa. To znaci da
zbir energija (i impulsa) slo-
bodnog fotona i elektrona pre
interakcije mora da bude jed-
nak zbiru energija (i impulsa)
fotona i elektrona posle raseja-
vanja. Nas cilj je da na osnovu
ovih zakona i drugih opStih
jednacina (veze izmedu im-
pulsa i energije) nademo izraz
koji povezuje eksperimental-
nim putem merljive veliine.

To su talasna duZina rasejanog x-zraenja A i ugao rasejanja f3. Posto u zakone

odrZanja ulaze impuls i energija elektrona koje neposredno ne merimo, oni treba da

se pogodnim racunskim transformacijama uklone.
NapiSimo sada zakon o odrZanju energije:

hv

hv'

a)

hv +moc® = hv' + mc’ (7.3.1)

b)

hv
c

Slika 7.3.3 Elasti¢ni sudar fotona i elektrona: a) Sematski prikaz; b) vektorski dijagram.

hv je energija fotona pre sudara, a m,c’ energija koja moZe da se pripise elektronu u
stanju mirovanja (m, je masa mirovanja elektrona). Posle interakcije foton odlazi u
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pravcu B sa energijom hv' dok elektron odlazi sa energijom mc’. U jednadini
(7.3.1) energiju elektrona zamenjujemo ekvivalentnim izrazom (koji je funkcija im-
pulsa elektrona), a na osnovu jednacine (D-7.3.5):

hv + m002 = hv'+ A/pzc2 + mozc4. (7.3.2)

Zakon o odrZanju impulsa napisa¢emo u vektorskom obliku:

Dy = pvtp (7.3.3)

pri cemu intenzitet impulsa fotona pre i posle rasejavanja iznosi hAv/c i hv'/c, re-
dom. Neka nam vektori impulsa fotona i elektrona predstavljaju stranice trougla
ABC na Slici 7.3.3b. Ako na ovaj trougao odnosno vektorski dijagram primenimo
kosinusnu teoremu dobijamo:

hv.» iﬂ)z_zhvizzv cosp = pz
c

(=) +(
c c

Sto posle sredivanja daje:
() + (hv')’=2Rh*vw'cosP = p’c’. (7.3.3")

U jednacini (7.3.2) prebacujemo hv' na levu stranu i tako transformisani izraz
diZemo na kvadrat:

(7.3.2") B+ B+ 2moc’ hv=2hvhv'2moc’hv' = pc’.
Oduzmimo jednacinu (7.3.3") od jednacine (7.3.2"):
moc’ (v=y")=hvv'(1-cosB) = 0.

Podelimo gornju jednacinu sa vv' pa dobijamo izraz:

2
l,—l =2 h > sin B. (7.3.4)
v mc 2

Kako je v = ¢/A (A je talasna duzina) iz (7.3.4) dobija se:

A=A = ZLsinzg (7.3.5)

myc 2

Veli¢ina Ac = h/myc zove se Komptonova talasna duZina i predstavlja kombina-
ciju tri univerzalne konstante: Plankove konstante 4, mase mirovanja elektrona m, i
brzine svetlosti u vakuumu c. Komptonova talasna duZina A iznosi 0,0242 A .

Na osnovu jednacine (7.3.5) sledi da promena talasne duZine rasejanog

zraenja u odnosu na talasnu duZinu upadnog zracenja zavisi samo od ugla  ali ne
i od talasne duZine upadnog zracenja A .Za =0 nema promene talasne duZine dok
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jeza B = m/2 razlika u talasnoj duzini ta¢no jednaka Komptonovoj talasnoj duzini
Ac . Najzad, najveéa promena talasne duzine dobija se za ugao 3 = m, kad se foton

odbija nazad s talasnom duZinom A' = 2A. = 0, 048 A . Kako promena talasne
duZine ne zavisi od talasne duZine upadnog zradenja A, sledi da je relativna pro-
mena talasne duZine veoma razli¢ita za upadno x-zraCenje razlicitih talasnih duZina.
Tako za x-zraenje s talasnom duZinom od 100 A, promena talasne duZine iznosi
najviSe 4% od upadne talasne duzine A. Kod x-zradenja srednje tvrdoée

0 . . e
(A = 0,5A ) promena talasne duZine je oko 10% od upadne talasne duZine, a za
y-zradenje, promena talasne duZine je reda veliine same A .

Teorijski izvedena jednacina (7.3.5) ta¢no tumaci rezultate dobijene eksperi-
mentom. Proracunajmo sada vrednosti kinetiCke energije s kojom odlazi elektron
posle Komptonovog rasejanja. Kineticka energija T elektrona bie jednaka razlici
energija fotona pre i posle interakcije:

T =hv-—hv' = hAv=> r = A_v (7.3.6)
hv v
Iz jednacine (7.3.4) dobija se:
— 2
u =2 h - sin E:>
1% mc 2
2
Av T b2 2hesin g AL
Av o T _ v nB - (1.3.7)

4 hv myc 2 7\«+27\«CSiH2E B 7\«+A7b
2

Primer Neka upadno x-zraenje ima talasnu duZinu od A = 0,242 A . Kad je ugao
rasejanja f = m/2:

T  2x00242%x0,5 1

hv 0,242 +0,0242 11

Sto znacdi da elektron preuzima relativno mali deo energije (1/11) upadnog fotona.
Izra¢unajmo sada T/hv kad je talasna duZina upadnog x-zracenja 0,0242 A pri istom
uglu rasejanja:

T 0,0242 1

hv ~ 0,0242+0,0242 2

U ovom slucaju elektron dobija veci deo energije (1/2) fotona.
Odredimo sada pravac emitovanih elektrona. Sa Slike 7.3.3 sledi:
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—7/2

Slika 7.3.4 Povezanost uglova 3 i ¢

izracunata na osnovu 7.3.10. Kriva 1 odnosi
se na upadno zracenje talasne duZine

A = 0,01 A(: kriva 2 je izradunata za
A= 0,05 A&, akrivadzal = 0,11& o

hv' .
——sin inp
—sin
= —< = : (7.3.8)
hv  hv v
— — —cos ——cosP
c ¢ %

180

Vratimo se na jednacinu (7.3.4) koju ¢emo napisati u obliku:

2

2
To1=2 h B (71.3.9)
v mc 2

Zamenimo v/Vv' iz jednacine (7.3.9) u (7.3.8):

B
. ctgt

tgh = — sin B T (7.3.10)
hv . 2B Ac

2—sin S —cosPB+1 1+ ==

nyc 2 7\‘

Na Slici 7.3.4 predstavljena je zavisnost ugla pod kojim odlazi elektron od
ugla pod kojim se rasejava foton, kao graficki prikaz jednacine (7.3.10) za tri raz-
licite vrednosti talasne duZine A .

Na Slici 7.3.5 su u obliku polarnog dijagrama prikazani pravci (i energije) rase-
janog fotona i elektrona u Komptonovom efektu.

Slika 7.3.5 Polarni dijagram prikazuje
pravce (i energije) rasejanog fotona i elektrona
u Komptonovom efektu. Dijagram je nacrtan 2 1
za talasnu duZinu upadnog zralenja

A = 0,01 A. Pravac strelice oznalava pra-

vac u kojem se rasejava foton odnosno elekt- 4
ron, dok je njena duZina srazmerna delu ener-

gije koju sa sobom nosi rasejani foton odnosno 4
elektron. Odgovarajuéi par vektora oznacen je 0
istim brojem. Grafik moZe da se nacrta na os- 1 3 e

novu jednacine 7.3.7. 2
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Jos treba da rastumacimo zasSto je kod teZih atoma intenzitet linije s nepro-
menjenom talasnom duZinom znatno veéi od one s promenjenom talasnom
duzinom. Kod teZih atoma velika je verovatnoca za sudar fotona i unutrasnjih,
¢vrsto vezanih elektrona. Tada iznete pretpostavke za elasti€no rasejavanje viSe ne
vaZe i mora da se pretpostavi da u tom slucaju foton izmenjuje impuls i energiju s
atamom u celini, pa se zbog velike mase atoma energija fotona prakti¢éno ne menja.

Vilhelm Konrad Rendgen (Wilhelm Konrad Rontgen, 1845—
1923). Studirao je na MaSinskom fakultetu u Cirihu a bavio se
eksperimentalnom fizikom kao asistent Avgusta Kunta (August
Kundt, po njemu Kuntova cev). Po zavrSetku studija postaje
profesor na univerzitetima u Strazburu i Gisenu, gde predaje
fiziku i teorijsku fiziku. Na univerzitetu u Vircburgu, ¢iji rektor
kasnije postaje, predaje eksperimentalnu fiziku. Na ovom
univerzitetu otkriva rendgensko zracenje, a 1901. godine za
| ovo otkri¢e dobija prvu Nobelovu nagradu za fiziku. Rendgen
- 1900. godine prelazi na univerzitet u Minhenu, na kome pre-
a daje do kraja Zivota.

Maks fon Laue (Max von Laue, 1879-1960), rodio se u Pfa-
fendorfu (kod Koblenca, Nemacka). Bio je Plankov student i
profesor u Cirihu, Frankfurtu, Berlinu i od 1946. godine direk-
tor Instituta za fizicku hemiju i elektrohemiju u Berlinu. Nje-
gov predlog da se kristali ozrace x-zracima prihvatili su Valter
Fridrih (Walter Friedrich) i Paul Kniping (Paul Knipping) 1912.
godine. Za objaSnjenje opaZene interferencione slike Laue je
1914. godine dobio Nobelovu nagradu za fiziku. Time je defini-
tivno utvrdena talasna priroda x-zraka i prostorno periodi¢na
struktura kristala.

Ser Viliem Henri Brag (Sir William Henry Bragg, 1862-1942),
rodio se u Vestvardu, Velika Britanija. Studirao je matematiku na
Kembridzu a takode i fiziku u ¢uvenoj Kevendis laboratoriji. Ka-
snije postaje profesor fizike u Adelaidi (Australija), na Lidsu i na
London koledzZu, a hemiju predaje na Kraljevskom institutu. Bavi
se istraZivanjima u razli¢itim oblastima fizike a do velikog ot-
kric¢a dolazi 1913. i 1914. godine, kada, zajedno sa sinom Loren-
som, postavlja temelje nove grane nauke, analize kristalne struk-
ture pomocu x-zracenja. Otac i sin Brag pronalaze da se x-zracenje
moZe koristiti za sistematsko izu€avanje strukture kristala. Za ovo
otkri¢e, Henri i Lorens Brag nagradeni su 1915. godine Nobelo-
vom nagradom za fiziku.
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Ser Viliem Lorens Brag (Sir William Laureance Bragg, 1890—
1971), sin je Cuvenog fizi¢ara H. Braga. Roden je u Adelaidi. Godine
1919. postaje profesor u Mancesteru, a 1937. postaje direktor nacio-
nalne fizi¢ke laboratorije. Od 1938. je profesor u Kembridzu, a od
1953. na Kraljevskom institutu u Londonu. Kao dvadesetpetogo-
diSnjak, zajedno sa svojim ocem H. Bragom, otkriva jednostavan i
elegantan metod za odredivanje talasne duZine rendgenskog zracenja
difrakcijom na kristalima a samim tim postavlja i temelje metode za
ispitivanje strukture kristala pomocu rendgenskog zracenja, rend-
genske spektroskopije. Za ovo otkri¢e, zajedno s ocem H. Bragom,
dobija 1915. godine Nobelovu nagradu za fiziku.

Henri Mozli (Henry Moseley, 1887-1915) je britanski hemicar.
Raderfordov je ucenik a briljantno je primenio x-zracenje na ispiti-
vanje atomske strukture. Odredio je, metodom difrakcije na krista-
lima, frekvencije rendgenskog zracenja velikog broja hemijskih ele-
menata, od aluminijuma do zlata, i pokazao da su kvadratni koreni
frekvencija linearna funkcija jedne veli¢ine koju je oznacio sa Q, ,,a
koja raste za konstantni iznos od jednog elementa do drugog”. Za-
kljucio je da ta koli¢ina moze samo da bude naelektrisanje atomskog
jezgra i da ona odgovara rednom broju mesta koje odredeni hemijski
element zauzima u periodnom sistemu elemenata. Mozli je sa 28 go-
dina poginuo u bici na Galipolju u Prvom svetskom ratu.

Artur Holi Kompton (Artur Holly Compton, 1892-1962), rodio
se u Vusteru (Ohajo, SAD) i doktorirao na Prinstonskom univerzi-
tetu 1916. godine. Godine 1920. postaje profesor WaSington uni-
verziteta u Sent Luisu, a 1923. Univerziteta u Cikagu. Od 1942. do
1945. godine bio je direktor Plutonijumskog istrazivackog projekta
na Cikaskom univerzitetu a od 1945. do 1953. godine bio je i rektor
VaSington univerziteta u Sent Luisu. Godine 1923, pretpostavlja-
juci da foton poseduje odredeni impuls, uspeo je da objasni pro-
menu talasne duZine rendgenskih zraka pri rasejanju sa materije.
Takode, on je prvi naucnik koji je dokazao totalnu refleksiju x-
-zraka. Isto tako, detaljno se bavio istraZivanjem kosmickih zraka.
Za pronalazak efekta koji nosi njegovo ime Kompton je 1927. go-
dine dobio Nobelovu nagradu za fiziku.
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