
8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

8.1 DE BROLJIJEVA JEDNAÅINA

U prethodnim poglavÿima razmatrali smo pojave u kojima se ispoÿavaju
kvantni uticaji i åestiåna svojstva elektromagnetnog zraåeça. Tako je Plank pojavu
zraåeça crnog tela razjasnio uvoœeçem pretpostavke da energije oscilatora, koji
emituju zraåeçe, moraju da budu diskretne, kvantovane. Te energije izraæavaju se
kao celobrojni umnoãci veliåine hv, gde je h nova osnovna konstanta kojom se oz-
naåava jedinica, ili kvant, dejstva. Tako je poåetkom 20. veka u fiziku uvedeno sh-
vataçe o “åestiånosti” energije uporedo sa starom idejom o åestiånosti materije. Po-
lazeñi od diskretnosti energije i od pojma kvanta dejstva, pored zraåeça crnog tela
razreãeni su i drugi krupni problemi u fizici. Na primer, objaãçeni su stabilnost
atoma i fotoelektriåni efekt. Usvajajuñi i uopãtavajuñi Plankovu ideju o diskretnosti
energije, Ajnãtajn je objasnio fotoelektriåni efekt tako ãto je pretpostavio da svetlost
predstavÿa mlaz diskretnih porcija energije, fotona. Sliåno, objaãçeçe Komptono-
vog efekta zasnovano je na pretpostavci da fotonima mogu da se pripiãu i “åestiåna”
svojstva. Na primer, impuls, fotona kao åestice, p, moæe da se izrazi preko talasnih
parametara, frekvencije, , talasne duæine, , i brzine talasa (svetlosti) c:

. (8.1.1)

Kao i pre, h je Plankova konstantna. Ovi primeri pokazuju to da elektromagnetni ta-
lasi ispoÿavaju dvojaku (dualnu) prirodu, åestiånu i talasnu.

Dvojstvo u smislu åestiånog i talasnog, veñ prihvañeno za fotone, tj. za
elektro-magnetne talase, Luj de Broÿi (Prince Louis-Victor de Broglie, 1892–1987,
za otkriñe talasne prirode elektrona dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. go-
dine), je 1924. godine uopãtio i primenio na materijalne åestice. On je, postulirajuñi

talase materije, svakoj åestici koja ima impuls , gde je m masa, a  brzina,
pridruæio talas åija je talasna duæina . Pri tome je veza izmeœu talasne duæine i im-
pulsa materijalne åestice, utvrœena istim izrazom kao i za fotone, jednaåina (8.1.1):
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. (8.1.2)

Izraz (8.1.2) se naziva De Broÿijeva jednaåina i od suãtinskog je znaåaja u
kvantnoj mehanici. Ovom jednaåinom izraæava se dvojnost åestica – talas. Pri tome
se podrazumeva da se dvojnost javÿa kao opãte svojstvo svih pojava – onih koje kla-
siåna fizika zove talasima, kao i onih koji se smatraju åesticama. Sam De Broÿi
kaæe:

“Ukratko, teorija savremene atomske fizike poåiva na novim shvataçima åes-
tica i çima pridruæenih talasa. Ova nova shvataça postepeno su se nametnula ot-
kriñem dvostruke prirode svetlosti; primeçena zatim na materijalne åestice, ova lo-
gika, potpuno izmenivãi naãu predstavu o åesticama uvoœeçem u teoriju materije
svojstva dvojnosti (talas-åestica) otkrivenog najpre kod svetlosti, omoguñila nam je
da najzad saåinimo taåne teorije o atomskim pojavama”.

8.1.1 Eksperimentalna potvrda De Broljijeve hipoteze

De Broÿijeva jednaåina potvrœena je nizom eksperimenata. Prvi pokuãaji da
se De Broÿijeva jednaåina potvrdi bili su usmereni na eksperimente u kojima bi åes-
tice ispoÿile talasna svojstva, dakle, na opaæaçe interferencije i difrakcije materijal-
nih åestica. Na primer, mlaz elektrona koji pod dejstvom napona U stiåe kinetiåku
energiju T:

(m,  i e su masa, brzina i naelektrisaçe elektrona, redom) odnosno impuls :

po De Broÿijevoj hipotezi ima talasnu duæinu :

. (8.1.3)

Ako je De Broÿijeva hipoteza ispravna, mlaz treba da daje iste difrakcione slike
posle nailaska na odgovarajuñi difrakcioni element, kakve bi nastale difrakcijom
elektromagnetnih talasa iste talasne duæine. Talasi se primetno difraktuju samo onda
kada je pukotina kroz koju prolaze istog reda veliåine kao çihove talasne duæine.
Ispitañemo sada kolike mogu da budu talasne duæine elektronima pridruæenih talasa.
Kada se u jednaåini (8.1.3) zamene brojne vrednosti prirodnih konstanti m, e i h u SI
sistemu jedinica, dobija se jednaåina:

(8.1.4)
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pomoñu koje lako moæemo da izraåunamo talasnu duæinu elektrona (u nanomet-
rima, 1 nm=10-9 m), kada je u jednaåinu (8.1.4) uvrstimo vrednosti ubrzavajuñeg na-
pona u voltima. U sledeñoj tabeli prikazano je nekoliko vrednosti parova  i U:

Tabela 8.1.1 Talasne duæine pridruæene elektronima

Kao ãto se iz tabele vidi, pri naponima koji nisu suviãe veliki, elektroni stiåu takav
impuls kojem prema De Broÿijevoj jednaåini odgovara pridruæena talasna duæina

reda veliåine angstrema (1 nm = 10 ). Talasnu duæinu ovog reda veliåine imaju i
x-zraci. U narednom delu biñe reåi o eksperimentima rasejavaça elektrona na kris-
talnoj reãetki koji su izvedeni u uvereçu da bi “elektronski talasi” mogli da se dif-
raktuju na kristalnoj reãetki na isti naåin kako se to dogaœa sa x-zraåeçem.

8.1.2 Devison-Dæermerov eksperiment

K. Dæ. Devison i i L. H.
Dæermer su izveli 1927.
godine prvi eksperiment
kojim je potvrœena De
Broÿijeva hipoteza. Ideja
eksperimenta bila je da
se utvrdi da li se elekt-
roni na monokristalu ne-
kog elementa difraktuju
poput x-zraåeça, i da se
na osnovu toga proveri
De Broÿijeva hipoteza.
Eksperiment je izveden u
visokom vakuumu da bi
se izbegli sudari elektro-
na sa molekulima iz vaz-
duha. Usijana volframo-

va æica emituje elektrone koji se, ubrzani elektriånim
poÿem koje stvara ubrzavajuñi napon, usmeravaju na
povrãinu monokristala nikla. Kristal nikla ima strukturu
povrãinski centrirane kubne reãetke, a za potrebe ekspe-
rimenta sa jedne strane je zaseåen tako da snop elektro-
na pada normalno na ravni sa Milerovim indeksima (1,
1, 1). Raspored atoma nikla na povrãini kristala prikazan
je na Slici 8.1.1, a ãema eksperimentalnog ureœaja na
Slici 8.1.2. Mlaz elektrona vertikalno pada na ravan
kristala a rasejane elektrone detektuje jonizaciona ko-
mora (kolektor), koja rotacijom u ravni upadnog mlaza
moæe da meri intenzitet rasejanih elektrona pod razliåitim uglovima , merenim u
odnosu na pravac upadnog snopa, Slika 8.1.2.

U(V) 10 50 100 1000 2000 4000 8000 104

(nm) 0,39 0,17 0,12 0,039 0,027 0,019 0,014 0,0039.
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Promenÿivi napon koji ubrzava elektrone je reda nekoliko desetina volti. Na-
roåito intenzivnu difrakciju Devison i Õermer su zapazili pri naponu od 54 V, pod
uglom od 50°. Zavisnost intenziteta difraktovanih elektrona od ugla , pri
konstantnom ubrzavajuñem naponu, prikazana je polarnim dijagramom na Slici
8.1.3a. Za uporeœeçe, na Slici 8.1.3b prikazana je zavisnost intenziteta rasejanih
elektrona od ugla , u pravouglom koordinatnom sistemu.

Intenzivna difrakcija (rasejavaçe) elektrona u odreœenom pravcu, moæe da se
shvati kao talasna pojava i da se protumaåi na taj naåin. U prvoj aproksimaciji smat-
rañemo da se elekronski talasi difraktuju samo sa povrãine kristala. Tada, po analo-
giji sa Bragovom jednaåinom, do konstruktivne interferencije (elektronskih) talasa,
rasejanih atomima nikla sa povrãine kristala u odreœenom pravcu dolazi kada je raz-
lika çihovih puteva, , jednaka celobrojnom umnoãku talasnih duæina, n .
Sa Slike 8.1.4b se vidi da putna razlika iznosi , pa je, prema tome, uslov za
konstruktivnu interferenciju:

(8.1.5)

Veliåina D odgovara rastojaçu izmeœu ekvidistantnih linija koje spajaju ni-
zove atoma na povrãini kristala, dakle u ravni normalnoj na ravan upadnog i difrak-
tovanog snopa, Slika 8.1.4a. Sa Slike 8.1.4a sledi da je D visina ravnostranog
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Slika 8.1.3 Zavisnost
intenziteta rasejanih elek-
trona od ugla rasejavaça
: a) u polarnom koordi-

natnom sistemu; b) u pra-
vouglom koordinatnom si-
stemu.
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Slika 8.1.4 Rasejavaçe elektrona sa nikla: a) povrãina kristala; b) uslov za
konstruktivnu interferenciju.
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trougla åija je stranica s, . Prema Slici 8.1.1 s odgovara polovini male di-

jagonale elementarne ñelije nikla, . Za kristalnu reãetku nikla (ivica ele-
mentarne ñelije) a = 0,351 nm, pa je:

Zamenom dobijene vrednosti za D, i ugla  za koji se dobija intenzivna difrakcija
(  = 50°), u jednaåini (8.1.5), nalazimo talasnu duæinu rasejanih elektrona:

(8.1.6)

Za iste elektrone, ubrzane naponom od 54 V, prema De Broÿijevoj jednaåini, izraz
(8.1.4), nalazimo:

. (8.1.7)

Dobro slagaçe izmeœu vrednosti talasne duæine , dobijene iz De Broÿijeve jed-
naåina i , izraåunate iz uslova za konstruktivnu interferenciju talasa, potvrœuje
vaÿanost De Broÿijeve hipoteze.

Ovako pojednostavÿena teorija, koja razmatra rasejaçe samo sa atoma na
povrãini kristala, nije u staçu da potpuno objasni Devison-Õermerov eksperiment.
Kada bi se elektroni difraktovali samo sa povrãine kristala, tada bi do konstruktivne
interferencije dolazilo kada se ispuni uslov (8.1.5), bez obzira na veliåinu ubrzava-
juñeg napona. Meœutim, Devison i Õermer su utvrdili da je difrakcioni maksimum
vrlo slabo izraæen za napone razliåite od 54 V, Slika 8.1.5. Dakle, nije dovoÿno raz-
matrati rasejaçe sa povrãine kristala veñ treba uzeti u obzir, kao u sluåaju x-zraåeça,
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Slika 8.1.5 Polarni dijagram rasejanih elektrona sa nikla. Slike pokazuju zavisnost intenziteta
rasejanih elektrona od ubrzavajuñeg napona.
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i difrakciju sa atoma koji leæe u dubini kristala. Slika 8.1.6 pokazuje relativne odnose
izmeœu upadnih elektrona koji padaju normalno na povrãinu kristala, elektrona rase-
janih pod uglom , i zamiãÿenih slojnih ravni kristala sa kojih se upadni elektroni
reflektuju. Normalno, u kristalu postoje samo åvorovi (u kojima su, u ovom sluåaju,
smeãteni atomi nikla) a slojne ravni se konstruiãu prema potrebi i to tako da svaka ra-
van prolazi kroz izvestan broj åvorova. Raspored åvorova u svakoj ravni je identiåan
a rastojaçe meœu slojnim ravnima je dovoÿno malo da meœu çima nema slobodnih
åvorova kristalne reãetke. Dakle, difrakcija elektrona sa atoma u kristalnoj reãetki,
pod uglom , moæe se shvatiti kao refleksija elektrona sa slojnih ravni koje su
konstruisane pod uglom  u odnosu na povrãinu kristala. Zbog jednostavnosti, raz-
matramo refleksiju sa slojnih ravni koje su normalne na ravan crteæa tako da se na
crteæ projektuju kao niz kosih linija. S obzirom na to da su slojne ravni povuåene
tako da se upadni snop sa çih reflektuje, meœu uglovima  i  postoji oåigledna
veza, , Slika 8.1.6. Do pojave konstruktivne interferencije (jakog mlaza
difraktovanih elektrona) dolazi kada se ispuni Bragov uslov, jednaåina (5.2.6):

gde je d rastojaçe meœu slojnim ravnima sa kojih dolazi do refleksije a ugao  se
meri od slojne ravni do upadnog zraka, Slika 8.1.6. Rastojaçe d moæe da se izrazi
preko rastojaça meœu atomima na povrãini kristala, D, i ugla koji slojne ravni
zaklapaju sa povrãinom kristala, :

. (8.1.8)

S obzirom na to da su uglovi  i  komplementrani, , Bragov uslov
za konstruktivnu interferenciju moæemo da napiãemo u obliku:

. (8.1.9)

Zamenom d iz (8.1.8) u (8.1.9) nalazimo da je:

a imajuñi u vidu da je , Slika 8.1.6, sledi:

Posledça jednakost je ista kao i jednaåina (8.1.5), dakle, uslov za difrakciju je isti
bez obzira na to da li se razmatra rasejaçe samo sa povrãine kristala ili i po çegovoj
zapremini. Meœutim, postoji bitna razlika izmeœu dva sluåaja difrakcije. Za difrak-
ciju po zapremini kristala, pored uslova (8.1.9) treba da se ispuni joã i uslov da slo-
jne ravni konstruisane pod uglom  imaju dovoÿno veliku retikularnu gustinu10 da
se refleksija sa çih ispoÿi kao oåigledni maksimum. Ako ovakve ravni ne mogu da

10 Retikularnu gustinu definiãemo kao broj atoma po jedinici duæine.
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se povuku, tada se izraziti difrakcioni maksimum i ne pojavÿuje åak i kada je is-
puçen Bragov uslov. Prema tome, uslov za konstruktivnu interferenciju (8.1.5)
jeste potreban ali ne i dovoÿan za nastajaçe difrakcionog maksimuma. Dodatni us-
lov je da ravni pod uglom  u odnosu na povrãinu kristala (uvek je ) imaju
dovoÿno veliki broj atoma po jedinici povrãine. Dva uslova za konstruktivnu inter-
ferenciju mogu se izraziti na sledeñi naåin:

. (8.1.10)

Iz jednaåine (8.1.10) sledi da serija difrakcionih maksimuma moæe da se dobije ako
se intenzitet snopa rasejanog pod konstantnim uglom  meri u funkciji talasne
duæine upadnih elektrona. Svaki maksimum bi odgovarao jednoj vrednosti celobro-
jnog faktora n. Da bi proverili i ovaj aspekt izraza (8.1.10) Devison i Õermer su
merili zavisnost intenziteta rasejanih elektrona u funkciji çihove talasne duæine pri
konstantnom uglu rasejaça, Slika 8.1.7. Zaista, opaæena je serija difrakcionih mak-
simuma pri åemu svaki maksimum odgovara odreœenom redu difrakcije n. Time je
dodatno potvrœena talasna priroda rasejaça elektrona, tj. De Broÿijeva hipoteza da
se materijalnim åesticama mogu pripisati i talasna svojstva.

Slika 8.1.6 Refleksija elektron-
skih talasa sa pararelnih ravni koje
zaklapaju ugao  sa povrãinom
kristala.
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8.1.3 Difrakcija elektrona – Tomsonova metoda

Õ. P. Tomson je 1927. godine, skoro istovremeno kad i Devison i Õermer,
izveo seriju eksperimenata kojima je, takoœe, potvrœeno da åestice imaju talasna
svojstva. Tomson je struju brzih elektrona propuãtao kroz vrlo tanke metalne listiñe
a difraktovani elektronski snop registrovao na fotografskoj ploåi. Posle razvijaça,
na fotoploåi uoåavaju se serije koncentriånih krugova, Slika 8.1.8c, kakve bi proiz-
veli x-zraci iste talasne duæine, Slika 8.1.9b, ãto ukazuje na talasnu prirodu elektron-
skog mlaza. Difrakciona slika moæe da se poremeti pomoñu magneta, Slika 8.1.9c,
ãto potvrœuje da se zaista difraktuju elektroni, a ne moæda neko drugo, tokom ekspe-
rimenta, zaostalo zraåeçe.

Za razliku od Devison-Õermerovog, u Tomsonovom eksperimentu koriste se
elektroni velikih energija, 10 i viãe keV, a difrakcioni element nije monokristal veñ
polikristalni listiñ u kome je veliki broj kristaliña proizvoÿno orijentisan. Prema
tome, Tomsonova metoda je ekvivalentna Debaj-Ãererovoj metodi  kod  difrakcije
x-zraåeça. U jednoj varijanti Tomsonovog eksperimenta elektroni ubrzani naponom
od nekoliko hiÿada volti difraktuju se sa pÿosni haotiåno usmerenih kristaliña alu-
minijuma. Tada, za svaku energiju elektrona (i za odgovarajuñu De Broÿijevu ta-
lasnu duæinu elektrona) mogu da se naœu mikrokristali koji u prostoru zauzimaju
poloæaj takav da zadovoÿavaju Bragov uslov za neki niz reflektujuñih ravni. Kao re-
zultat ovakve difrakcije na zaklonu se dobija difrakciona slika koju åine prstenovi
razliåitih polupreånika, Slika 8.1.8b. Aluminijum ima strukturu povrãinske centri-
rane kubne reãetke, Slika 8.1.8a. Rastojaçe d meœu slojnim ravnima sa Milerovim
indeksima (h, k, l), za kubnu reãetku nalazimo iz relacije:

(8.1.11)

gde je a duæina ivice elementarne ñelije (poznata iz mereça x-zracima). Uveãñemo
brojeve nh = H, nk = K i nl = L, pomoñu kojih n-ti red refleksije od ravni (h, k, l)
moæemo da shvatimo kao refleksiju prvog reda od ravni sa Milerovim indeksima
(H, K, L). Sledi:

(8.1.12)

Slika 8.1.8 Ãematski prikaz difrakcije elektrona na aluminijumu: a) slojne ravni u kristalu;
b) geometrijski odnosi izmeœu snopa elektrona, mete i fotografske ploåe; c) difrakciona slika.
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Kombinovaçem izraza (8.1.12) i Bragove jednaåine za konstruktivnu interferenciju
(7.2.6), dobija se:

. (8.1.13)

Kao ãto smo veñ pomenuli, dobijeni sistem koncentriånih krugova, Slika 8.1.8c,
moæe da se shvati kao rezultat konstruktivne interferencije elektronskih talasa, koji
nastaju difrakcijom sa ravni sa razliåitim Milerovim indeksima. Primetimo da je
ugao izmeœu upadnog i difraktovanog elektronskog snopa jednak dvostrukom uglu
 (ugao izmeœu upadnog snopa i ravni kristala) iz Bragove jednaåine. Talasna

duæina difraktovanih talasa odreœuje se na osnovu poznate veze izmeœu veliåina
koje se eksperimentalno mere i parametara ureœaja. Tako sa Slike 8.1.8b sledi veza
izmeœu ugla 2 , rastojaça od mete (aluminijumska folija), do zaklona D i polupreå-
nika prstena r. Kada je ugao  mali, vaæi:

. (8.1.14)

Pod ovim uslovom jednaåina (8.1.13) postaje:

(8.1.15)

na osnovu åega moæemo da izraåunamo talasnu duæinu elektrona ako je poznata
ivica elementarne ñelije a. Na ovaj naåin odreœena talasna duæina elektrona moæe da
se uporedi sa talasnom duæinom elektrona koja je dobijena iz De Broÿijeve jed-
naåine.

Na Slici 8.1.9 prikazani su primeri rasejaça elektrona Tomsonovom metodom.
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Slika 8.1.9 Difrakcione slike rase-
jaça elektrona: a) Tomsonova slika ra-
sejaça elektrona sa tankog listiña zlata;
b) kombinovana slika rasejaça elektro-
na (dole) i x-zraka (gore) sliåne talasne
duæine sa listiña aluminijuma; c) difrak-
ciona slika dobijena rasejaçem elektro-
na energije 40 keV pri prolazu kroz prah
cink oksida. Izobliåeçe slike je prouzo-
kovano malim magnetom koji je stavÿen
izmeœu uzorka i fotogafske ploåe. Da sli-
ka potiåe od rasejaça x-zraka ne bi doãlo
do izobliåeça pod uticajem magnetnog
poÿa.

a) b)

c)
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8.1.4 Difrakcija neutralnih atoma

Eksperimentom difrakcije atoma helijuma na kristalu litijum fluorida, LiF, Es-
terman i Ãtern dokazali su talasna svojstva atoma. Eksperiment je u osnovi iste vrste
kao onaj koji su izveli Devison i Õermer. Kako helijumovi atomi nisu mogli da se
ubrzaju do taåno odreœene energije, upotrebÿen je snop helijumovih atoma na sob-
noj temperaturi. O brzinama atoma helijuma moæe da se sudi na osnovu ravnoteæne
(Maksvelove) raspodele åestica po brzinama. Sredçoj brzini atoma helijuma
(prema Maksveloj raspodeli), na temperaturi od oko 20 °C, odgovarala bi kinetiåka
energija od oko 0,03 eV (4,8 x 10-21 J), pa bi na osnovu De Broÿijeve jednaåine, ta-

lasna duæina , pridruæena atomima He ove energije, iznosila oko 1  (taånije

0,8 ).

Ãema eksperimentalnog ureœaja prikazana je na Slici 8.1.10. Kolimisani snop
helijumovih atoma pada na povrãinu kristala pod uglom . Detektor, izvanredno
osetÿiv manometar, postavÿen je pod istim uglom , a moæe da se okreñe i oko ver-
tikalne ose za (azimutni) ugao  (ugao u ravni koja je normalna na ravan papira).
Pri uglu = 0°, upadni i reflektovani snop se nalazi u ravni papira.

λ  A°

 A°

Slika 8.1.10 Ãema ekspe-
rimentalnog ureœaja za dif-
rakciju atoma helijuma na
kristalu LiF, prema Ester-
manu i Ãternu.

ϕ

θθ

kristal LiF

snop He atoma

θ
θ

ϕ
ϕ

Slika 8.1.11 Eksperimentalni rezul-
tati. Srediãçi maksimum odgovara uglu
 = 0°, dok sledeñi maksimum pri
 = 11°, odgovara difrakciji prvog reda.

ϕ
ϕϕ

I

-20 -10 0 10 20
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Zavisnost intenziteta rasejanog snopa od ugla  (i pri stalnom uglu  =
18,5°), prikazana je na Slici 8.1.11. Prodiraçe atoma (helijuma) sa tzv. termalnom
energijom u unutraãçost kristala moæe da se smatra zanemarÿivim, pa u ovom
sluåaju (za razliku od Devison-Õermerovog ogleda) eksperiment moæe da se protu-
maåi rasejavaçem atoma helijuma sa dvodimenzione kristalne reãetke povrãine
kristala.

Na slikama 8.1.12 i 8.1.13 prikazana je difrakcija snopa helijumovih atoma na
povrãini kristala LiF. Upadni zraci 1 i 2 pod malim uglom  padaju na povrãinu
kristala i zbog rasejaça skreñu sa prvobitnog pravca pod uglom , Slika 8.1.13. Za
dovoÿno mali upadni ugao  trodimenzioni problem koji razmatramo
moæe se svesti na problem u ravni. Potraæimo pomoñu Slike 8.1.13b uslov za kon-
struktivnu interferenciju zrakova 1´ i 2´. Zrak 1´ nastaje posle difrakcije zraka 1 na
atomu A, a zrak 2´ posle difrakcije na atomu B. Da bi doãlo do konstruktivne interfe-
rencije razlika puteva zrakova 1´ i 2´ koja iznosi BC, treba da bude jednaka celobro-
jnom umnoãku talasnih duæina, . Iz trougla ABC sa Slike 8.1.13b neposredno do-
bijamo:

. (8.1.16)

Talasna duæina helijumovih atoma koja sledi iz jednaåine (8.1.16) moæe da se
uporedi s onom koja se dobija iz De Broÿijeve jednaåine ako se za kinetiåku ener-
giju helijumovih atoma uzme sredça energija koja sledi iz Maksvel-Bolcmanove
raspodele.

Difrakcioni maksimum prvog reda dobijen je za ugao  = 11°, pa se pri vred-
nosti D = 4,02  za talasnu duæinu  dobija, na osnovu jednaåine (8.1.16), vrednost
0,77 . Iz De Broÿijeve jednaåine, pri energiji helijumovih atoma od 0,03 eV
(sredça energija po Maksvel-Bolcmanovoj raspodeli), dobija se vrednost za

, ãto je sasvim uporedivo sa eksperimentalno dobijenom vrednoãñu.

ϕ θ

Slika 8.1.12 Upadni i difraktovani snop helijumovih 
atoma, pogled sa strane.

θ θ
F

Li

θ
ϕ

θ θ 1∼cos( )

nλ

nλ D ϕsin=

Slika 8.1.13 Difrakcija snopa helijumovih atoma na povrãini kristala LiF: a) pogled odozgo; b)
pogled sa strane. Moæe da se pokaæe da se pri malom uglu , difrakcioni maksimum javÿa pri uslovu
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Stern i saradnici uveli su kasnije finiju verziju istog eksperimenta, uvodeñi se-
lektora brzina, Slika 8.1.14a. To su bila dva toåkiña sa prorezima, postavÿena jedan
blizu drugog, a mogli su da se okreñu razliåitim brzinama. Pri odreœenoj brzini ok-
retaça ovog selektora brzina, u sistem su ulazili atomi odreœenih brzina. Na Slici
8.1.14b prikazani su rezultati eksperimenta. Pri veñoj brzini okretaça selektora
brzina, izdvajaju se atomi sa veñim brzinama i zapaæa se pomeraçe difrakcionog
maksimuma ka niæim uglovima ϕ (maçe λ) u saglasnosti sa De Broÿijevom jed-
naåinom.

8.1.5 Difrakcija molekula 

Pitaçe da li se moæe opaziti talasna priroda makroskopskih objekata dugo je
ostalo bez odgovora, uglavnom zbog velikih eksperimentalnih problema. Naime, ta-
lasna duæina åestice opada sa porastom çene mase pa je efekte difrakcije mnogo
teæe opaziti nego kod lakãih åestica. Zbog toga je trebalo saåekati skoro osamdeset
godina da se De Broÿijeva hipoteza i jednaåina eksperimentalno potvrde rasejaçem
molekula. Godine 1999. austrijski istraæivaå A. Zelinger (Anton Zellinger) sa sarad-
nicima uspeo je da opazi eksperimentalno difrakciju molekula fulerena, C60, Slika
8.1.15, na veãtaåkoj difrakcionoj reãetki.

Slika 8.1.14 Ãematski prikaz difrakcije atoma helijuma na L i F: a) biraå brzina; b) pri veñoj brzini
okretaça biraåa brzine, izdvajaju se atomi sa veñim brzinama i zapaæa se pomeraçe difrakcionog
maksimuma ka niæim uglovima-maçe λ-kao ãto predviœa De Broÿijeva jednaåina.

a) b)

LiF

obrtaja/s

detektor

I(ϕ)

ϕ100 200 300 400

1300

1000

87

75

Slika 8.1.15 Molekul fulerena sastoji se od
60 ugÿenikovih atoma, C60: a) strukturna for-
mula; b) molekul fulerena izgleda poput fud-
balske lopte, bubamare. Atomi ugÿenika smeã-
teni su u rogÿevima gde se sreñu tri ãava. Mo-
lekul je dobio ime po Bakmister Fuleru, pozna-
tom arhitekti koji je pravio kupole sliåne
konstrukcije. Ponekad se naziva i fudbalen,
zbog sliånosti sa fudbalskom loptom.a) b)
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Zelingerova aparatura prikazana je na
Slici 8.1.16. Da bi se izbegli sudari snopa mo-
lekula fulerena sa molekulima iz vazduha, ceo
ureœaj je zatvoren u komoru koja moæe dobro
da se evakuiãe tako da sredçi slobodni put
molekula fulerena postaje pedeset puta duæi
od cele putaçe snopa (oko dva metra). Mole-
kulski izvor je peñ iz koje, nakon sublimacije
na 900 0C, molekuli fulerena izleñu kroz malu
pukotinu. Usmeravajuñi (kolimacioni) pro-
rezi suæavaju (kolimiãu) molekulski snop tako
da svi molekuli padaju na povrãinu reãetke u
vrlo uskom, paralelnom snopu. Difrakciona
reãetka od silicijum nitrida, SiNx, ima proreze
od 50 nm sa periodom od 100 nm. Iza reãetke
nalazi se fotojonizacioni element koji laser-
skim snopom jonizuje prispele molekule C60.
Laserski zrak je vrlo dobro fokusiran, tako da
se jonizuju samo molekuli u æiæi preånika 8
µm. Jonski detektor, na kraju ureœaja, svojim
negativnim potencijalom privlaåi C60

+ jone.
Joni u detektoru izbijaju elektrone koji se na
pogodan naåin broje. Dakle, broj detektovanih
elektrona proporcionalan je broju jona prispe-
lih u fokus laserskog snopa. S obzirom na to da poloæaj pokretnog foto jonizatora
moæe vrlo taåno da se odredi, to se difrakciona slika neposredno dobija iz zavisnosti
broja detektovanih elektrona od poloæaja fotojonizatora.

Molekuli fulerena izleñu iz peñi sredçom brzinom od 220 m/s i prolaskom
kroz kolimatore usmeravaju se u paralelnom snopu na difrakcionu reãetku. Reãetka
zadræava molekule koji pogode pregradu a propuãta samo one koji pogode neki od
proreza. Zbog talasne prirode, molekuli koji proœu kroz prorez skreñu sa prvobitnog
pravca ãto se registruje pokretnim fotojonizatorom. Laserski zrak jonizuje svaki

Slika 8.1.17 Difrakcija fulerena na dif-
rakcionoj reãetki slicijum nitrida: a) sa
reãetkom; b) bez reãetke.
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b)
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Slika 8.1.16 Aparatura za difrakciju molekula fulerena na difrakcionoj reãetki.
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molekul koji proœe kroz æiæu ãto se ispoÿava kao porast broja registrovanih elekt-
rona u detektoru, pri odreœenom poloæaju fotojonizatora. Rezultat eksperimenta, sa
reãetkom i bez çe, pokazan je na Slici 8.1.17. Bez reãetke, Slika 8.1.17b, nema
skretaça molekulskog snopa, ãto se vidi kao jasan maksimum na nultom poloæaju.
Sa reãetkom, dolazi do difrakcije i do pojave izraæenih maksimuma s obe strane nul-
tog poloæaja, Slika 8.1.17a. Pojava maksimuma prvog reda na ± 17µm jasno ukazuje
na difrakciju molekula fulerena. Iz poznate mase i brzine molekula nalazi se da je
talasna duæina De Broÿijevih talasa 2,5 pm (2,5 × 10−12m), ãto se u granicama eks-
perimentalne greãke slaæe sa talasnom duæinom izraåunatom na osnovu dobijenog
interferograma. (Jednostavna teorija difrakcije daje samo dobar red veliåine jer ne
uzima u obzir raspodelu molekula po brzinama, Van der Valsovu interakciju mole-
kula i reãetke, konaånu ãirinu snopa itd. Meœutim, kada se uzmu u obzir svi eksperi-
mentalni parametri, dobija se izvrsno slagaçe izmeœu De Broÿijeve jednaåine i eks-
perimenta.) Time je De Broÿijeva hipoteza eksperimentalno potvrœena i sa sloæe-
nijim åesticama (objektima koji imaju unutraãçu strukturu i unutraãçe stepene slo-
bode za razliåite oblike kretaça) dakle, i sa åesticama koje su po osobinama bliske
makroskopskim telima.

8.1.6 Tumaåenje Borovog kvantnog uslova pomoñu
De Broljijeve jednaåine

Pokaæimo sada da pomoñu De Broÿijeve ideje moæe da se objasni Borov
kvantni uslov. U Borovoj teoriji vodonikovog atoma koristi se sledeñi uslov za
odreœivaçe stacionarnih orbita:

(8.1.17)

gde je mυr moment impulsa elektrona (m je masa, υ je brzina elektrona, a r je po-
lupreånik orbite, vektori  i  normalni su jedan na drugi), n je ceo broj, a h Plan-
kova konstanta. Preureœivaçem jednaåine (8.1.17), dobija se:

(8.1.18)

Ako umesto h/(mυ) uvrstimo De Broÿijevu talasnu duæinu λ, nalazimo

. (8.1.19)

Dakle, obim stacionarne kruæne orbite jednak je celobrojnom umnoãku De Broÿi-
jeve talasne duæine, Slika 8.1.18a. Pri talasnim duæinama (impulsima) za koje uslov
(8.1.19) nije ispuçen, dolazi do destruktivne interferencije (talasni maksimumi i
minimumi se poniãtavaju) i takva orbitala postaje nestabilna.

8.1.7 Jednaåina De Broljijevih talasa

Polazeñi od jednaåine monohromatskog ravnog talasa, jednaåina (D-3.1.13),
izveãñemo izraz za De Broÿijeve talase koji predstavÿaju åesticu energije E i im-
pulsa p i koja se kreñe slobodno (van poÿa sila). Izmeœu “åestiånih” odlika E i p i

mυr n
h

2π
------=

υ r

2πr n
h

mυ
--------.=

2πr nλ=



8.2 ÅESTICA KAO TALASNI PAKET 291

E:\08.fm 7/2/04

“talasnih” parametara, ugaone frekvencije ω (ili linearne frekvencije v = ω/2π) i ta-
lasnog vektora  postoje sledeñe veze:

(8.1.20)

gde smo uveli oznaku ñ = h/2π. Daÿe iz De Broÿijeve jednaåine i pomoñu (D-3.1.6)
sledi:

. (8.1.21)

Kada se ω iz (8.1.20) i  (8.1.21) zamene u jednaåini ravnog talasa (D-3.1.13) do-
bija se jednaåina De Broÿijevog talasa koji oznaåavamo sa ψ i kojim prikazujemo
åesticu koja se kreñe u pravcu x-ose:

(8.1.22)

U opãtem sluåaju, za kretaçe u anizotropnoj sredini duæ proizvoÿnog pravca koji sa
koordinatnim osama zaklapa uglove α, β i γ, jednaåina De Broÿijevog talasa glasi:

(8.1.23)

8.2 ÅESTICA KAO TALASNI PAKET

DODATAK 8.2

D-8.2.1 Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije

Kompleksni broj z sastoji se od realnog dela a i imaginarnog dela ib:

gde su a i b realni brojevi, a “i” imaginarna jedinica: i2 = -1.

Slika 8.1.18 Borov kvantni uslov i De Broÿijeva jednaåina: a) stacionarna kruæna orbita se obra-
zuje kada je ispuçen uslov (8.1.19); b) za talasne duæine koje ne ispuçavaju uslov orbita je nesta-
cionarna.
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Sliåno realnom broju koji moæe da se predstavi taåkom na brojnoj osi, kompleksni broj
moæe da se predstavi taåkom u ravni, Slika D-8.2.1a. Poãto taåki moæe da se pridruæi radijus
vektor, to i kompleksni broj moæe da se predstavi vektorom, Slika D-8.2.1b. Ako se umesto u
Dekartovim, kompleksni broj predstavi u polarnim koordinatama, Slika D-8.2.1c, onda u tri-
gonometrijskom obliku isti kompleksni broj moæe da se napiãe kao:

gde je ρ duæina radijus vektora koja se naziva joã i moduo, ili apsolutna vrednost vektora, ρ =
|a|. Ugao ϕ (u radijanima!) je argument kompleksnog broja. Veza izmeœu parametara a, b, ρ i
ϕ ista je kao i izmeœu Dekartovih i polarnih koordinata: a = ρ sin ϕ, b = ρ cos ϕ.

Koriãñeçem Ojlerove formule:

kompleksni broj z moæe da se predstavi i u eksponencijalnom obliku:

.

I koçugovano kompleksni brojevi mogu da se predstave odgovarajuñim oblicima:

.

Na primer, kompleksni broj 1 + i√3 moæe da se predstavi u sledeñim oblicima:

algebarski oblik 1 + i =

trigonometrijski oblik = 

ekponencijalni oblik  = .

Naåin na koji se kompleksni broj izraæava zavisi od problema koji se reãava. Na pri-
mer, eksponencijalni oblik najpogodniji je za nalaæeçe kvadrata modula kompleksnog broja
jer se u tom predstavÿaçu koçugovano kompleksni brojevi razlikuju samo po znaku argu-
menta:

z ρ ϕ i ϕsin+cos( )=

Slika D-8.2.1 Predstavÿaçe kompleksnih brojeva: a) u Dekartovim koordinatama; b) pomoñu ra-
dijus vektora; c) u polarnim koordinatama.

im
ag
in
ar
na
 o
sa

Realna osa

a) b) c)

b

a

z = a + ib

0

im
ag
in
ar
na
 o
sa

Realna osa0

im
ag
in
ar
na
 o
sa

Realna osa0

z = a + ib z = a + ib

ϕ

ρ

ρ cos ϕ

ρ 
si
n 

ϕ

e
iϕ ϕ i ϕsin+cos=

z ρe
iϕ=

z a ib+ ρ ϕ i ϕsin+cos( ) ρe
 iϕ+= = =

z a ib– ρ ϕcos i– ϕsin( ) ρe
iϕ–= = =

3

2
π
3
--- i

π
3
---sin+cos 

  =

2e
i
π
3
---



8.2 ÅESTICA KAO TALASNI PAKET 293

E:\08.fm 7/2/04

.

Raåun s kompleksnim brojevima moæe da pojednostavi mnoge probleme i reãeça. Na
primer, kruænica, åija je jednaåina u Dekartovim koordinatama:

u kompleksnom obliku je: 

gde je z kompleksna funkcija, a t realna promenÿiva. Iz posledçe jednaåine i geometrijskog
tumaåeça kompleksnog broja vidimo da se kruænica dobija rotacijom radijus vektora åiji je
moduo jednak polupreåniku r, gde promenÿiva t predstavÿa ugao koji radijus vektor zaklapa
sa realnom osom. Za t = 0, ugao je nula i z = r, dakle, z je realan broj. Kada je t = π/2

z je imaginarni broj. Na sliåan naåin moæe da se naœe da je z = -r za t = π, odnosno z = -ir za
t = 3π/2. Dakle, mnoæeçe imaginarnom jedinicom “i” geometrijski predstavÿa rotaciju za
π/2 radijana.

D-8. 2. 2 Parnost funkcije

Parnost funkcije izraæava çenu simetriju u odnosu na koordinatni poåetak. Parna fun-
kcija je (ogledalski) simetriåna u odnosu na vertikalnu osu:

(D-8.2.1)

i zbog toga je çen integral u simetriånom podruåju (-a, + a) dvostruko veñi od integrala na
polovini tog podruåja (0, +a):

(D-8.2.2)

Parne funkcije su cos x, sin2x, x2, sinc x, itd.
Neparna funkcija je antisimetriåna, tj. çena leva polovina jednaka je desnoj sa pro-

meçenim znakom:

(D-8.2.3)

i zbog toga je çen integral u simetriånom podruåju jednak nuli:

. (D-8.2.4)

zz∗ ρe
 iϕ+ ρe

iϕ–= ρ2=

x
2

r
r

---- y
2

r
2

----+ 1=

z re
it=

z re
i
π
2
---

r
π
2
---
 
 cos i

π
2
---
 
 sin+ ir= = =

p x( ) p x–( )=

p x( ) xd

a–

 a+

∫ 2 p x( ) x.d

0

 a+

∫=

n x( ) n x–( )–=

n x( ) xd

a–

 a+

∫ 0=
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Oåigledno n(0) = 0, tj., neparna funkcija mora da prolazi kroz koordinatni poåetak, dok parna
funkcija moæe, ali ne mora. Neparne funkcije su sin x, tg x, x, x3, itd.

Funkcija koja nema simetriju, moæe da se predstavi kao kombinacija çene parne pf i
neparne nf komponente:

pri åemu je:

. (D-8.2.5)

Sliåno kao kod pozitivnih i negativnih brojeva vaæi:

(D-8.2.6)

.

Prepoznavaçe parnosti i razlagaçe funkcije na parni i neparni deo vrlo je pogodno pri integ-
raÿeçu u simetriånom podruåju jer za neparne funkcije integral moæe da se odredi i bez iz-
raåunavaça.

D-8.2.3 Periodiåne funkcije

Periodiåna funkcija ƒ(t) ponavÿa se sa periodom T0 (odnosno frekvencijom ω0 =
= 2π/Τ0 u radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2.

Sredçu vrednost funkcije (t) nalazimo integraÿeçem unutar jednog perioda:

. (D-8.2.7)

f x( ) pf x( ) nf x( )+=

pf x( )
1
2
--- f x( ) f x–( )+[ ]=

nf x( )
1
2
--- f x( ) f– x–( )[ ]=

p
1

x( )p
2

x( ) p x( )=

n1 x( )n2 x( ) p x( )=

p
1

x( )n
2

x( ) n x( )=

Slika D-8.2.2 Periodiåna funkcija i çena sredça vrednost.

f(t)

f(t)

-2T0 -T0 T0 2T0 t0

T0 = 
ω0

2π

–
f

–
f t( )

1
T0

----- f t( ) td

T0 2⁄–

T0 2⁄

∫
ω0

2π
------ f t( ) td

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫= =
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Sredça vrednost geometrijski predstavÿa visinu pravougaonika åija je povrãina jednaka
povrãini krive u istom podruåju. Sredça vrednost neparne funkcije jednaka je nuli. Meœutim,
sredça vrednost harmonijskih funkcija (sin kx, cos kx, eikx, k = ±1, ±2,...) u celom broju peri-
oda jednaka je nuli bez obzira na parnost:

(D-8.2.8)

D-8.2.4 Nekoliko korisnih integrala

Jednaåine (D-8.2.8)  ne  vaæe  za  k = 0 jer  tada  funkcije nisu oscilatorne. Zapravo,
(D-8.2.8) uvek vaæi samo za sinusnu funkciju. Za kosinusnu i eksponencijalnu funkciju (koje
za k=0 imaju vrednost jednaku jedinici) integral se lako nalazi, recimo za k = m - n:

. (D-8.2.9)

Drugi korisni integral je:

(D-8.2.10)

m,n = ±1, ±2,...

Za m ≠ n integral je nula jer je podintegralna funkcija oscilatorna sa celim brojem oscilacija
unutar podruåja u kojem se integrali. Za m = n dobija se funkcija sin2x koja je uvek pozitivna,
dakle ima integral veñi od nule. Integral funkcije sin2x ne zavisi od frekvencije, veñ samo od
granica integraÿeça. Sliåno tome:

(D-8.2.11)

m,n = 0, ±1, ±2,...

S obzirom na to da je proizvod sinusa i kosinusa neparna funkcija (bez obzira na çi-
hove frekvencije), zakÿuåujemo da je:
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(D-8.2.12)

m,n = 0, ±1, ±2,...

D-8.2.5 Nekoliko korisnih funkcija

Pravougaona funkcija Pa(x), Slika D-8.2.3a, moæe da se definiãe na sledeñi naåin:

Koristi se za opisivaçe veliåina koje imaju vrednosti samo u ograniåenoj oblasti. Vaæna, oåi-
gledna, veza je:

(D-8.2.13)

Dirakova δ-funkcija, Slika D-8.2.3b, moæe grubo da se shvati kao funkcija koja je
svuda jednaka nuli osim za x = 0 kada ima beskonaånu vrednost, pri åemu vaæi:

(D-8.2.14)

Isto:

. (D-8.2.15)

Funkcija moæe da se opiãe kao graniåni sluåaj nekih uobiåajenih funkcija. Na primer, moæe da
se predstavi kao pravougaona funkcija sa beskonaåno malom ãirinom i beskonaåno velikom
amplitudom:

mω0t( )sin nω0t( )cos td
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

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



=

 Pa x( )f x( ) xd
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∞
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∫
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(D-8.2.16a)

Sliåno:

(D-8.2.16b)

(D-8.2.16c)

(D-8.2.16d)

(D-8.2.16e)

(D-8.2.16f)

Izraz (D-8.2.16e) zasluæuje komentar. Mada vrednost funkcije teæi beskonaånosti za x = 0 i
, a çena povrãina ostaje konstantna i jednaka jedinici, nije sasvim taåno da je çena

vrednost jednaka nuli za . Meœutim, kada  vrednost funkcije duæ x-ose osciluje
sve bræe tako da sredça vrednost na proizvoÿno malom odseåku, koji ne ukÿuåuje nulu, teæi
nuli. U veñini sluåajeva to je dovoÿno za odgovarajuñi opis delta funkcije. Integral (D-8.2.16f)
isto je ãto i (D-8.2.16e). Meœutim, kao ãto ñe se ubrzo videti, on je pogodan za pojednostavÿi-
vaçe integrala. Delta funkcija je pogodna za opisivaçe pojava koje su ograniåene u prostoru
ili u vremenu, na primer, za opisivaçe åestice beskonaåno malih dimenzija.

Sink (sin x)/x, Slika D-8.2.3c, ima obvojnicu hiperbole i nule kao i sinusna funkcija:

(D-8.2.17)

Ponekad se definiãe i kao sin (πx)/(πx). Åesto se javÿa u fizici kod opisivaça pojava vezanih
za talasno kretaçe, na primer, difrakcije.

δ x( ) lim
a 0→

 Pa x( )
a

---------------- .=

Slika D-8.2.3 Tri korisne funkcije: a) pravougaona funkcija; b) Dirakova delta funkcija, i
c) sink funkcija.
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D-8.2.6 Furijeovi redovi

Svaka periodiåna funkcija F(t) sa periodom T0 (odnosno frekvencijom ω0 = 2π/T0 u
radijanima po jedinici vremena), Slika D-8.2.2, moæe da se predstavi beskonaånim zbirom
harmonijskih funkcija åija je frekvencija celobrojni umnoæak osnovne frekvencije ω0:

(D-8.2.18a)

. (D-8.2.18b)

Koeficijenti an, bn, gn predstavÿaju nepoznate amplitude. Glavni problem harmonijske analize
svodi se na pronalaæeçe ovih koeficijenata.

Koeficijenti se dobijaju pomoñu sledeñih jednaåina:

(D-8.2.19)

(D-8.2.20)

n = 0, 1, 2, ...

Vaæno je da uoåimo da se izrazima na levoj strani integrali unutar jednog perioda T0, a u izra-
zima na desnoj strani unutar polovine perioda. Izrazi na desnoj strani napisani su po ugledu na
(D-8.2.5), da bismo ukazali na vrlo vaænu åiçenicu da za neparnu funkciju koeficijenti an

iãåezavaju [jer je za neparnu funkciju f(t) + f(-t) = 0, (D-8.2.3)], a za parnu da iãåezavaju koe-
ficijenti bn [za parnu funkciju je f(t) – f(-t) = 0, (D-8.2.1)]. U eksponencijalnom obliku koefi-
cijenti se nalaze iz izraza:

(D-8.2.21)

n = 0, ± 1, ± 2, ...

pri åemu je veza izmeœu koeficijenata gn, an i bn:

(D-8.2.22)

n = 0, ± 1, ± 2, ...
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Veza (D-8.2.21) se lako proverava. Polazeñi od eksponencijalnog oblika Furijeovog reda,

mnoæeçem izraza (D-8.2.18b) sa i integraÿeçem, unutar jednog perioda (T0 = 2π/ω0):

a zatim zamenom redosleda integraÿeça i sabiraça:

uzimajuñi u obzir jednaåinu (D-8.2.9) (koja pokazuje da integrali za  iãåezavaju), nala-
zimo:

odakle se preureœivaçem dobija izraz (D-8.2.21). Sliåno ovome, za Furijeov red izraæen
preko sinusnih i kosinusnih ålanova, mnoæeçem izraza (D-8.2.18a) sa cos mωot i integ-
raÿeçem unutar jednog perioda, nalazimo:

(D-8.2.23)

.

Prvi ålan s desne strane predstavÿa sredçu vrednost kosinusne funkcije koja je jednaka nuli
za svako m osim za m = 0, kada iznosi a0π/2, jednaåina (D-8.2.7). Treñi ålan iãåezava prema
(D-8.2.4), jer je podintegralna funkcija neparna, jednaåina (D-8.2.6). Najzad, drugi ålan ima
vrednost razliåitu od nule samo za m = n, a0π/2, prema (D-8.2.11). Dakle (D-8.2.23) se svodi
na sledeñi izraz:

m = 0, 1, 2, ...
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iz kojeg prostim preureœivaçem nalazimo (D-8.2.19). Sliåno tome, za sinusne ålanove, pola-
zeñi od (D-8.2.18a) imamo:

.

Prva dva izraza jednaka su nuli prema (D-8.2.4) (podintegralne funkcije neparne), dok iz pos-
ledçeg izraza, saglasno jednaåini (D-8.2.10), preostaje samo ålan za m = n, kada integral iz-
nosi π/ω. Najzad, preureœivaçem dobijamo izraz (D-8.2.20).

Da bi izvedene jednaåine vaæile, funkcija f(t) mora:
da se proteæe od do 
da bude periodiåno sa periodom T0;
da bude jednoznaåna;
i da bude konaåna u celom intervalu definisanosti.

Pri tome, funkcija moæe da bude kompleksna, a sme da ima i taåke prekida. Dakle, svaka pe-
riodiåna funkcija koja ispuçava pomenute uslove, moæe da se izrazi preko beskonaånog zbira
harmonijskih funkcija sa frekvencijama koje su celobrojni umnoãci osnovne frekvencije ω0,
Slika D-8.2.4. Poãto izmeœu prvobitne funkcije f(t) i çenih Furijeovih koeficijenata postoji
jednoznaåna veza, jednaåine (D-8.2.18), za potpuni opis sasvim je svejedno da li je poznata
funkcija ili çeni Furijeovi koeficijenti. U koeficijentima su sadræani svi podaci o prvobitnoj
funkciji, samo ãto su upakovani na malo drukåiji naåin, Slika D-8.2.4b. Na primer, ako se fun-
kcijom f(t) izraæava promena amplitude tokom vremena, tada Furijeovi koeficijenti daju in-
tenzitete oscilacija na odgovarajuñim frekvencijama. Izbor domena u kome se pojava pos-
matra [u vremenskom domenu preko funkcije f(t) ili u frekventnom domenu preko Furijeovih
koeficijenata] zavisi samo od pogodnosti.

f t( ) mω0t( )sin  td   a+ m mω0t( )sin  td  

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫=

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫

 an mω0t( ) nω0t( )cossin

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫ dt

n 1=

∞

∑+

 bn mω0t( ) nω0t( )sinsin

π ω0⁄–

π ω0⁄

∫ dt

n 1=

∞

∑+

t ∞–= t  ∞;+=

Slika D-8.2.4 Periodiåna pojava sa periodom T0, na ekvivalentan naåin moæe da se opiãe: a) preko
promene amplitude oscilacija sa vremenom; ili b) preko amplituda na razliåitim frekvencijama. Pri
tome se veza izmeœu amplitude f(t) i koeficijenata gn, dobija iz razvoja funkcije u Furijeov red.

f(t)
a)

Furijeov
red

gn

b)

T0

t

T0 = 
ω0

2π

n = 
ω0

ω

ω0

0 2 4 6 8
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Primer: Posmatrajmo periodiåni niz pravougaonih pulseva, Slika D-8.2.5, koji moæe da se
predstavi izrazom:

. (D-8.2.24)

Ako uoåimo da je funkcija parna, nema potrebe da raåunamo koeficijente bn poãto su svi jed-
naki nuli.

Potraæimo li koeficijente an, prema izrazu (D-8.2.19), uz zamenu granice integraÿeça prema
izrazu (D-8.2.13), imamo:

odakle neposrednim integraÿeçem nalazimo:

(D-8.2.25)

n = 0, 1, 2, ...
Dakle:

(D-8.2.26)
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

=

Slika D-8.2.5 Periodiåni
niz pravougaonih impulsa
prema (D-8.2.24).
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.

Saglasno izrazu (D-8.2.22):

ãto zamenom prema (D-8.2.18b) daje:

.

Slika D-8.2.6 pokazuje funkciju f(t) prema izrazu (D-8.2.24) i çeno razvijaçe u Furijeov red
prema (D-8.2.26). Oåigledno je da se Furijeov red pribliæava funkciji sa porastom broja åla-
nova.

Drugi, åesto mnogo pogodniji naåin da se ista pojava opiãe, jeste da se umesto funkcije pos-
matraju çeni Furijeovi koeficijenti. Za odreœeni primer Furijeovi koeficijenti su dati sink
funkcijom:

(D-8.2.24)
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n ∞–=

∞

∑=

Slika D-8.2.6 Periodiåna funkcija i çeno razvi-
jaçe u Furijeov red. Brojevi s desne strane pokazuju
broj ålanova Furijeovog reda.
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(D-8.2.25)
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Slika D-8.2.7 pokazuje vezu izmeœu prvobitne funkcije (D-8.2.24) i çenih Furijeovih koefi-
cijenata (D-8.2.25). Kao ãto u vremenskom domenu t, pojavu opisuje amplituda oscilovaça
f(t), tako i Furijeovi koeficijent an opisuju istu pojavu u frekventnom domenu ω preko intenzi-
teta na pojedinim harmonicima, nω0. Drugim reåima, Furijeovi koeficijenti predstavÿaju
spektar periodiåne funkcije.

Treba da se uoåi da izmeœu osnovnih jedinica u vremenskom domenu T0 i u frekventnom do-
menu ω0, postoji veza ω0T0 = 2π. 

D-8.2.7 Furijeova transformacija

Na potpuno ekvivalentan naåin kao kod razvijaça periodiåne funkcije u Furijeov red,
Furijeova transformacija moæe da se smatra razvijaçem aperiodiåne funkcije u çen spektar.
Jedina, ali vrlo bitna, razlika jeste u tome ãto periodiåna funkcija ima diskretan spektar, dok je
spektar aperiodiåne funkcije neprekidan. To je jasno iz definicije perioda i frekvencije. Perio-
diåna funkcija sa periodom T0 ima osnovnu frekvenciju ω0 (ω0 = 2π/T0) i harmonike u Furi-
jeovom razvoju sa frekvencijama nω, dok kod aperiodiåne funkcije period neograniåeno

raste, , i zbog toga osnovna frekvencija teæi nuli. ! Isto tako i razmak iz-
meœu harmonika teæi nuli, dakle, spektar postaje neprekidan. Izmeœu Furijeovih redova i Fu-
rijeove transformacije postoji potpuna ekvivalencija:

Periodiåna funkcija Furijeov red Diskretni spektar

f(t) = f(t + T0) ⇒ nω0,

an

Aperiodiåna funkcija Furijeova transformacija Neprekidni spektar

⇒

Slika D-8.2.7 Periodiåna funkcija i çen spektar: a) prema jednaåini (D-8.2.24);
b) prema jednaåini (D-8.2.25).

a) b)
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Furijeova transformacija lako moæe da se izvede preko Furijeovih redova. Kao ãto kod perio-
diåne funkcije koeficijenti an, bn ili gn predstavÿaju amplitude oscilacija na diskretnim frek-
vencijama nω0, tako funkcije A(ω), B(ω) ili G(ω) kod aperiodiåne funkcije predstavÿaju amp-
litude oscilacije na frekvencijama ω iz neprekidnog spektra. Taånije, funkcije A(ω), B(ω) ili
G(ω), predstavÿaju amplitude oscilacija u jediniånom frekventnom opsegu u okolini frekven-
cije ω. Sliåno tome, koeficijenti an, bn ili gn predstavÿaju amplitude oscilovaça po jediniånom
frekventnom opsegu u okolini frekvencije nω0. Poãto je u diskretnom spektru jediniåni opseg
jednak osnovnoj frekvenciji, to vaæi:

odnosno:

. (D-8.2.27)

Polazeñi od Furijeovih koeficijenata (D-8.2.19), a koristeñi zamenu:

i:

nalazimo:

.

Na sliåan naåin:

 Furijeov red 

T0 ∞→

ω0 0→

nω0 ω→

  

∞–

∞

∫→

∞–

∞

∑

  

∞–

∞

∫→

T0

2
------–

T0

2
------

∫

  Furijeova transformacija⇒⇒

A ω( )
dω

------------  
an

∆ω
--------=

A ω( )
1

------------  
an

ω0

------=

A ω( )  
an

ω0

------=

  

∞–

∞

∫→

π
ω0

------–

π
ω0

------

∫

nω0 ω=

A ω( )  
an

ω0

------  
1
π
--- f t( ) ωt( )cos td

∞–

∞

∫==
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Dakle, Furijeov red periodiåne funkcije f(t):

(D-8.2.18a)

kada funkcija postaje aperiodiåna, prelazi u Furijeovu transformaciju:

(D-8.2.28)

Veliåina predstavÿena u vremenskom domenu funkcijom f(t) moæe da se ekvivalentno pred-
stavi u frekventnom domenu koeficijentima A(ω) i B(ω); f(t) i koeficijenti A(ω) i B(ω) pove-
zani su Furijeovom transformacijom, kao ãto su povezane periodiåne funkcije i çihovi Furi-
jeovi koeficijenti.

Sliåno Furijeovim redovima, Furijeova transformacija moæe da se izrazi na nekoliko
razliåitih (ekvivalentnih) naåina:

(D-8.2.29)

(D-8.2.30)

(D-8.2.31)

(D-8.2.32)

gde su funkcije A(ω), B(ω), E(ω), F(ω), G(ω/2π) meœusobno povezane relacijama:

(D-8.2.33)

(D-8.2.34)

B ω( )
bn
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(D-8.2.35)

(D-8.2.36)

.

Na potpuno isti naåin kao kod Furijeovih redova, izraz na desnoj strani jednaåina (D-8.2.33) i
(D-8.2.34) pokazuju da je za neparnu funkciju A(ω) = 0, a za parnu funkciju B(ω) = 0.

Ako uporedimo izraz (D-8.2.29) i (D-8.2.35), moæemo da uoåimo vrlo vaænu simetriju:

(D-8.2.37a)

. (D-8.2.37b)

Funkcije f(t) i E(ω) slede jedna iz druge na vrlo sliåan naåin, pa moæe da se kaæe da ako je f(t)
Furijeova transformacija od E(ω), tada je E(ω) inverzna Furijeova transformacija funkcije
f(t). Ukratko, f(t) i E(ω) formiraju Furijeov transformacioni par. Jedina razlika u izrazima
(D-8.2.37) ogleda se u promeni znaka u eksponencijalnom ålanu. Pri tome, sasvim je sve-
jedno koji se od izraza smatra neposrednom transformacijom, pa joã konciznije moæe da se
napiãe:

.

Veze (D-8.2.37) lako moæemo da dokaæemo:

(D-8.2.38a)

(D-8.2.38b)

. (D-8.2.38c)

Izraz (D-8.2.38a) smo dobili mnoæeçem obe strane jednaåine (D-8.2.37a) sa  i
integraÿeçem po t; izraz u uglastoj zagradi na desnoj strani (D-8.2.38a) predstavÿa integralni
oblik delta funkcije (D-8.2.16f), åijom zamenom dobijamo (D-8.2.38b). Na kraju, integra-
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ÿeçem, prema (D-8.2.15), nalazimo (D-8.2.38c). Zamenom promenÿivih, , nala-
zimo da smo, polazeñi od (D-8.2.38a), poznatim transformacijama stigli do (D-8.2.38b),
dakle, dva izraza su ekvivalentna.
Primer: Potraæimo Furijeovu tranformaciju pravougaone impulsne funkcije, Slika D-8.2.8: 

(D-8.2.39)

Poãto je funkcija parna , a , zamenom u izrazu (D-8.2.33) nalazimo: 

odakle neposredno dobijamo: 

(D-8.2.40a)

ili s obzirom na (8.2.36):

(D-8.2.40b)

Dakle, Furijeova transformacija pravougaone impulsne funkcije je sink funkcija, kao ãto je
ãematski prikazano na Slici D-8.2.8:

.

Na Slici D-8.2.9 prikazana je Furijeova transformacija na primeru pravougaone i sink funkcije.
Furijeova transformacija funkcije moæe da se shvati kao zbir (predstavÿen integralom) oscila-
cija (koje su predstavÿene sinusnim, kosinusnim ili eksponencijalnim delom podintegralne
funkcije) s odgovarajuñim teæinama (koje su predstavÿene funkcijom koja se transformiãe).
Dakle, za kosinusnu transformaciju funkcije , serija kosinusnih ålanova cos  sa raz-
liåitim frekvencijama  mnoæi se odgovarajuñim koeficijentima  i sa-
bira se (integrali), ãto daje funkciju f(t), jednaåina (D-8.2.37a). Ako je , Slika
D-8.2.9a, tada zbir oscilacija P  cos  daje funkciju sinc (t), Slika D-8.2.9a (gore).
Vaæi i obrnuto, ako je = sinc  Slika D-8.2.9c, tada zbir oscilacija sinc

 daje funkciju P (t), Slika D-8.2.9c (gore). 
Najvaænija osobina Furijeove transformacije jeste da fiziåku pojavu opisanu u jednom

skupu koordinata r (vreme, prostor, energija, impuls, itd.) moæe da opiãe na odgovarajñi naåin
u drugom skupu koordinata s, pri åemu su kordinate r i s povezane jednaåinom:
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. (D-8.2.41)

gde su indeksom nula oznaåeni odgovarajuñi jediniåni vektori. Na primer, ako se oscilovaçe
sistema u vremenskom domenu t predstavÿa funkcijom f(t), tada se iste oscilacije u frekvent-
nom domenu , opisuju funkcijom , pri åemu izmeœu funkcija vaæe veze (D-8.2.37), a
izmeœu koordinata:

(D-8.2.42)

gde je  jediniåna frekvencija, a  jediniåni period.
Ako uzmemo u obzir Plankovu jednaåinu za energiju oscilatora =ñ

mnoæeçem izraza (D8.2.42) Plankovom konstantom ñ nalazimo da je: 

. (D-8.2.43)

Kao ãto se za opis oscilatornog kretaça koriste vreme i fekvencija, tako se za prostiraçe ta-
lasa u prostoru koriste talasna duæina  i talasni vektor k. Talasne duæine mere se i izraæavaju
u jedinicama duæine, dok se talasni vektor izraæava u reciproånim jedinicama duæine. Talasna
duæina je parametar stvarnog prostora, a talasni vektor reciproånog prostora. Prelaz iz opisa
preko talasne duæine (stvarnog prostora) u opis preko talasnih vektora (reciproåni prostor) iz-
vodi se Furijeovom transformacijom. Na potpuno isti naåin kao kod jednaåine (D-8.2.42),
imamo:

(D-8.2.44)

odnosno, s obzirom na to da je k= :

(D-8.2.45)

Imajuñi na umu De Broÿijevu jednaåinu koja povezuje impuls åestice p sa çenom talasnom
duæinom, , mnoæeçem izraza (D-8.2.45) Plankovom konstantom nalazimo:

Slika D-8.2.8 Pravougaona impulsna funkcija (D-8.2.39) i çena Furijeova transformacija
(D-8.2.40). Zbog reverzibilnosti, moæe da se smatra i obrnuto, da je pravougaona impulsna funkcija
Furijeova transformacija sink funkcije. Zapravo, pravougaona ipmulsna funkcija i sink funkcija
obrazuju Furijeov transformacioni par. Treba da se uoåi to da je proizvod iz ãirina (ma kako one bile
definisane) transformacionog para konstanta, u ovom sluåaju . Dakle, ako se jedna
funkcija ãiri, druga se suæava.
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. (D-8.2.46)

Nije stvar matematike da jediniånim vektorima  daje fiziåko znaåeçe, ali treba
uoåiti da se u izrazima (D-8.2.43) i (D-8.2.46) krije Hajzenbergova relacija neodreœenosti.
Dakle Hajzenbergova relacija neodreœenosti odnosi se na fiziåke veliåine koje se izraæavaju u
koordinatama åiji odnos moæe matematiåki da se izrazi Furijeovom transformacijom.

Kao ãto smo videli u prethodnom odeÿku, kretaçe åestice moæe da se izrazi
ravanskim talasom koji nije prostorno organiåen. Meœutim, u najveñem broju eks-
perimenata elektroni, protoni, jezgra atoma, itd. mogu da se otkriju u odreœenom
delu prostora. Zbog toga, opisivaçe åestice ravnim talasom tipa (8.1.23) nije odgo-
varajuñe. Poput åestice, i talasna funkcija koja åesticu opisuje, treba da bude lokali-
zovana. Lokalizovani talas se konstruiãe superpozicijom velikog broja talasa åije se
talasne duæine prostiru u izvesnom intervalu u okolini De Broÿijeve talasne duæine.
Dakle, umesto jednog talasa, åesticu predstavÿamo skupom talasa – talasnim pake-
tom. Talasni paket formiramo takvim slagaçem De Broÿijevih talasa da amplituda
rezultujuñeg talasa bude zanemarÿivo mala svuda osim u delu prostora koji odgo-
vara dimenzijama åestice. Pokazañemo kako se dobija jednodimenzioni talasni pa-
ket. Sabirañemo talase jednakih amplituda, a sa talasnim vektorima koji se meçaju
u uskom opsegu k - , Slika 8.2.1. 

Slika D-8.2.9 Furijeova transformacija moæe da se shvati kao razlagaçe neperiodiåne funkcije na
çen (neprekidan) spektar. U jednaåini (D-8.2.37a) integralom je predstavÿeno sabiraçe kompo-
nenata funkcije  po neprekidno rastuñim ferkvencijama . Eksponencijalni ålan (sinusni ili
kosinusni, svejedno je) koji se joã naziva i jezgro transformacije, predstavÿa oscilacije na datoj
ferkvenciji, a funkcija ispred çega predstavÿa çihovu amplitudu. Sabiraçem oscilacija na svim
frekvencijama s odgovarajuñim amplitudama (integraÿeçem), dobija se funkcija åiji je spektar

: a) sabiraçem kosinusnih talasa iste amplitude sa neprekidno rastuñom frekvencijom u ogra-
niåenom opsegu , dakle  dobija se sinc funkcija (gore), dakle f(t) = sinc
(t); (b) parcijalne sume kosinusnih funkcija. Sa porastom broja ålanova raste ãirina P– funkcije zbog
åega opada ãirina sinc funkcije; c) kao pod a), s tim ãto su amplitude oscilacija modulisane
(pomnoæene) sinc funkcijom, dakle, = sinc . Zbir oscilacija (gore) konvergira ka P – fun-
kciji, dakle f(t) – P(t); d) parcijalne sume funkcija sa slike c). Sa porastom broja ålanova suma se
pribliæava P-funkciji. Dakle, spektar P – funkcije je sinc funkcija i obrnuto. 
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Ako su talasni brojevi (intenziteti talasnih vektora) komponentnih talasa vrlo
bliski, rezultujuñi talas umesto zbirom moæemo da predstavimo integralom: 

(8.2.1)

Pretpostavÿajuñi da su amplitude pojedinih talasa jednake,  moæemo kao
konstantu da izviåemo ispred integrala. Ugaonu fekvenciju , koja je funkcija in-
tenziteta talasnog vektora, razviñemo u Tejlorov red oko vrednosti  i zad-
ræañemo samo prvi ålan razvoja. To je dovoÿno dobra aproksimacija ako se uzme u
obzir da se talasni vektor meça samo u uskom intervalu oko :

(8.2.2a)

gde je  prvi izvod frekvencije po vremenu:

. (8.2.2b)

Zamenom u (8.2.1) sledi: 

(8.2.3)

a uvoœeçem smene 

(8.2.4)

gde smo sa A(x,t) oznaåili promenÿivu amplitudu talasnog paketa: 

Slika 8.2.1 Åestica predstav-
ÿena kao talasni paket.
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. (8.2.5)

Podintegralna funkcija, prema Ojlerovoj formuli, moæe da se razloæi na sinusnu i
kosinusnu komponentu: 

Poãto je sinusna funkcija neparna, çen integral u simetriånom intervalu iãåezava
(D-8.2.4), pa je dovoÿno integraliti realni (kosinusni) deo: 

Daÿe, ako pomnoæimo i brojilac i imenilac dobijenog izraza sa , dobijamo: 

(8.2.6)

Uvoœeçem smene: 

(8.2.7)

izraz (8.2.6) postaje:

. (8.2.8)

Ovu funkciju smo veñ analizirali u odeÿku D-8.2.4. Iako, strogo uzevãi, nije pot-
puno lokalizovana, sink funkcija je dobra aproksimacija talasnog paketa jer se 95%
talasnog paketa nalazi unutar opsega definisanog prvim nulama, -π≤η≤+π, Slika
8.2.2.

Dakle, talasni paket moæe da se predstavi amplitudno modulisanim harmonij-
skim talasom (8.2.4), åiji je realni deo:

(8.2.9)

a kvadrat:

. (8.2.9a)

U jednaåini (8.2.9) moæemo da prepoznamo dve komponente talasnog paketa,
kosinusnu koja predstavÿa noseñi talas i sinc komponentu koja pokazuje çegovu
modulaciju, Slika 8.2.2a. Kada se kompleksna  funkcija digne na kvadrat, brzo os-
cilujuñi kosinusni deo se gubi i funkcija postaje jednaka kvadratu ampitude, Slika
8.2.2b. 
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Pri prostiraçu talasnog paketa nije obavezno da se obvojnica kreñe istom
brzinom kao i sam noseñi talas i stoga je potrebno definisati çihove brzine. Fazna
brzina se dobija iz jednaåine (8.2.9) izjednaåavaçem argumenta kosinusne funkcije
sa konstantom. Time je definisana taåka na talasu koja ima konstantnu fazu. Brzina
kojom se taåka sa proizvoÿno odabranom fazom kreñe u prostoru predstavÿa faznu
brzinu. Ako za vrednost konstante izaberemo nulu, tada je cos 0=1 i tada posmat-
ramo brzinu kojom se kreñe neki od maksimuma noseñeg talasa:

(8.2.10)

Iz dobijenog izraza, brzinu pomeraça ekvifazne ravni, odnosno faznu brzinu 
nalazimo preko prvog izvoda koordinate po vremenu: 

. (8.2.11)

Dakle, fazna brzina jednaka je odnosu frekvencije i talasnog broja, kako smo naãli i
za ravanski talas (D-8.1.2b). 

Brzina kojom se kreñe obvojnica talasnog paketa naziva se grupna brzina. Do-
bijamo je iz jednaåine (8.2.6), ili (8.2.10) tako ãto argument obvojnice, sink funk-
cije, izjednaåimo sa nulom, åime definiãemo maksimum talasnog paketa: 

Slika 8.2.2 Talasni paket: a) realni deo
talasne funkcije , (8.2.9). Deo koji
brzo osciluje  potiåe  od komponente
cos (kx-ωt) na konstantnom vremenu t. Ob-
vojnica predstavÿa amplitudu A (8.2.6) uz
∆k=1. Deo koji brzo osciluje nosi podatke
samo o fazi talasa i stoga se prostire faznom
brzinom, . Obvojnica nosi podatke o po-
loæaju åestice i kreñe se grupnom brzinom,

; b) kvadrat talasnog paketa, 
(8.2.9a) jednak je kvadratu obvojnice i opi-
suje verovatnoñu da se åestica naœe na koor-
dinati x. U intervalu  nalazi se
preko 95% povrãine krive. 
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Grupnu brzinu nalazimo iz prvog izvoda puta po vremenu:

(8.2.12a)

a imajuñi na umu da je  prvi izvod frekvencije po talasnom broju (8.2.2b):

(8.2.12)

U sredini u kojoj nema disperzije, odnosno kada fazna brzina ne zavisi od k (ili λ),
fazna i grupna brzina su meœusobno jednake. Zaista, ako u izrazu za grupnu brzinu

,  zamenimo sa , kao ãto sledi iz jednaåine (8.2.11), nalazimo da je grupna
brzina : 

(8.2.13)

jer je konstanta. U sluåaju kada fazna brzina zavisi od k,  = f(k), moæe da se iz-
vede veza izmeœu fazne i grupne brzine: 

(8.2.14)

ili kada se uzme u obzir jednaåina (D-8.1.6): 

(8.2.15)

Dakle, faznom brzinom se opisuje kretaçe noseñeg talasa, a grupnom çegove amp-
litudne modulacije. Kretaçe åestice opisuje se grupnom brzinom . 

Predstavÿaçe åestice talasnim paketom izgleda vrlo privlaåno jer omoguñava
tumaåeçe kako çenih “åestiånih” tako, i “talasnih” svojstava. Pokazuje se, meœu-
tim, da talasni paket dobro predstavÿa svojstva åestice samo u prvoj aproksimaciji.
Ako se izvede taåniji raåun i u razvoju  u Tejlorov red po k zadræi i ålan drugog
reda, pokazuje se da u sredini u kojoj postoji disperzija, talasni paket ne zadræava
svoj oblik, veñ se raspliçava, ãto ne odgovara ponaãaçu åestica. 

8.2.1 Talasni paket i Furijeova analiza

Upravo smo videli da se åestica predstavÿena talasnom jednaåinom lokalizuje
u prostoru, tako ãto se umesto jednim talasom predstavÿa skupom talasa koji obra-
zuju talasni paket. Talasi koji åine talasni paket, moraju da imaju neprekidnu raspo-
delu talasnih duæina (frekvencija, energija) u okolini De Broÿijeve talasne duæine,
jer se samo tada postiæe æeÿena lokalizacija talasa/åestice. Ovo lako moæe da se sh-
vati iz ugla Furijeove analize, dodatak D-8.2, iz koje sledi da svaka periodiåna funk-
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cija moæe da se opiãe Furijeovim redom (D-8.2.18), åije komponente imaju diskre-
tnu raspodelu frekvencija. To znaåi da talas, koji je periodiåna funkcija u prostoru i
vremenu, ima diskretnu raspodelu talasnih vektora, talasnih duæina, frekvencija i
energija. Zbog jednostavnosti, posmatrañemo posebno osobine u vremenskom, t, i u
prostornom x, domenu:

(8.2.16a)

(8.2.16b)

Harmonijske (pravilne sinusne ili kosinusne) oscilacije imaju samo osnovnu
komponentu, n=1, dok sloæeniji oblici oscilovaça imaju veñi broj komponenata,
n>1. Na Slici D-8.2.6 prikazano je razvijaçe beskonaånog pravougaonog talasa u
Furijeov red, prema relacijama (8.2.16), za razliåite vrednosti n. Dakle, razvojem po
(8.2.16) periodiåna funkcija (talas) proizvoÿnog oblika, opisuje se preko zbira har-
monijskih oscilacija, pri åemu koeficijenti, gn, koji mogu da se izraåunaju po jed-
naåini (D-8.2.21), zavise od oblika talasa. 

Talas lokalizovan u prostoru ili vremenu nije beskonaåno perodiåan, dakle,
moæe da se opiãe samo aperiodiånom funkcijom. Za opis aperiodiåne funkcije preko
zbira osnovnih trigonometrijskih funkcija, raspodela frekvencija mora biti nepre-
kidna i tako umesto sume po diskretnim frekvencijama dolazimo do integrala (D-
8.2.29). Drugim reåima, talasni paket (aperiodiånu funkciju) moæemo da predsta-
vimo slagaçem velikog broja talasa (osnovnih trigonometrijskih funkcija) sa nepre-
kidnom raspodelom talasnih brojeva (“za paket” u prostoru) ili frekvencija (za “pa-
ket” u vremenu). Po ugledu na (D-8.2.29) nalazimo:

(8.2.17a)

(8.2.17b)

Dakle, obvojnicu talasnog paketa, f(x), nalazimo Furijeovom transformacijom funk-
cije raspodele talasnih brojeva, F(k). U sluåaju koji smo ispitivali u ovom odeÿku,
naãli smo izraz za obvojnicu talasnog paketa pri uniformnoj raspodeli talasnih bro-
jeva u intervalu :

(8.2.5)  
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Ako raspodelu talasnih brojeva, F(k-k0)=F( ξ), predstavimo odgovarajuñom funkci-
jom:

izraz (8.2.5) moæemo da napiãemo u obliku Furijeove transformacije:

(8.2.18)

i da naœemo reãeçe bilo iz tabela Furijeovih transformacija bilo neopsrednim inte-
graÿeçem. Recimo, iz jednaåine (D-8.2.40), zamenom promenÿivih, 
nalazimo:

(8.2.19)

Posledçi izraz se od (8.2.6) razlikuje za faktor (1/π) ãto je posledica razliåitog iz-
bora oblika Furijeove transformacije, a ãto na ovom mestu nije znaåajno. Najvaænije
je da uoåimo da izmeœu oblika talasnog paketa i raspodele talasnih brojeva postoji
jednoznaåna veza, tj., obvojnica talasnog paketa i raspodela talasnih brojeva pred-
stavÿaju Furijeov transformacioni par,  Na primer, ako åesticu/
talas æelimo da ograniåimo u prostornom intervalu , s uni-
formnom raspodelom, , tada je Dakle, pomoñu
Furijeove transformacije moæemo da odredimo oblik talasnog paketa za proizvo-
dçu raspodelu talasnih brojeva, i obrnuto, da naœemo oblik talasnog paketa za za-
datu raspodelu talasnih brojeva. 

Primeri

Primer 8.2.1 Izraåunati talasnu duæinu De Broÿijevih talasa pridruæenih atomima
helijuma na temperaturu od T=293K i pri pritisku od 1 atm. Uporediti talasnu
duæinu helijumovih atoma sa sredçim slobodnim putem. Da li kvantni uticaji ovde
igraju neku ulogu? 

REÃENJE:

Na osnovu Maksvelove raspodele brzina, sredça brzina  molekula je: 

gde je k Bolcmanova konstanta, T, temperatura, a m masa atoma helijuma. Za-
menom ovih vrednosti u prethodnoj jednaåini dobijamo:

.
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Talasna duæina De Broÿijevog talasa pridruæenog helijumovom atomu je:

.

Sredçi slobodni put δ je:

πδ2 je efikasni presek i u ovom sluåaju iznosi 1,3 × 10-19m2, p je pritisak. Zamenimo
sada brojne vrednosti da bismo odredili δ:

.

Kao i kod rasejavaça sa nepokretnih objekata, kvantne (talasne) osobine åes-
tica ispoÿavaju se samo ako je talasna duæina åestice istog reda veliåine kao i rasto-
jaçe meœu objektima. Poãto je sredçi slobodni put δ daleko veñi od De Broÿijeve
talasne duæine pridruæene helijumovom atomu, δ ≥λ, kvantni efekti se ne
ispoÿavaju.

Primer 8.2.2 Izvesti izraz za faznu brzinu De Broÿijevih talasa (koji predstavÿaju
slobodnu åesticu) u: a) klasiånom, b) relativistiåkom sluåaju.

REÃENJE:

Iz jednaåine 8.2.11 sledi:

.

Kako je reå o slobodnoj åestici sa kinetiåkom energijom T = mυ2/2:

.

Treba, meœutim, napomenuti da posledçi rezultat (υf > c) nije u protivreånosti sa
teorijom relativnosti jer fazna brzina De Broÿijevih talasa ne predstavÿa veliåinu
pridruæenu nekom stvarnom fiziåkom procesu, koji bi moæda mogao da se potvrdi
eksperimentalno.

Primer 8.2.3 Pokazati da je u: a) klasiånom, i b) relativistiåkom sluåaju, grupna
brzina jednaka brzini kretaça åestice.

REÃENJE:

Iz jednaåine (8.2.13) sledi:
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jer je E = T = mυ2/2, a p = mυ;

.

Primer 8.2.4 Izraåunati De Broÿijevu talasnu duæinu elektrona koji u akceleratoru
stiåu energiju od 10 MeV-a.

REÃENJE:

Impuls elektrona  izraåunañemo  koristeñi  jednaåinu  relativistiåke  mehanike
(D-7.4.6), jer åestica tako velike energije (10 MeV-a) ima relativistiåku brzinu:

u kojoj je p impuls, T kinetiåka energija, a m0 masa mirovaça elektrona, dok je c
brzina svetlosti. De Broÿijeva talasna duæina je tada:

Primer 8.2.5 Koliku kinetiåku energiju elektron treba da ima pa da çegova De
Broÿijeva talasna duæina bude jednaka Komptonovoj.

REÃENJE:

Izjednaåiñemo izraze za De Broÿijevu (8.1.1) i Komptonovu talasnu duæinu, a im-
puls ñemo zameniti koristeñi izraz (D-7.4.6) iz relativistiåke mehanike:
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8.3 PRINCIP NEODREŒENOSTI

U makrosvetu (koji opisuje klasiåna mehanika) staçe sistema definisano je
poloæajem i brzinom (odnosno impulsom) svake çegove åestice u odreœenom tre-
nutku. Podrazumeva se da ovi parametri mogu da se dobiju mereçem, kao i da pro-
ces mereça ostavÿa sistem u istom staçu u kojem je bio pre mereça. Dakle,
uzajmno dejstvo sistema i mernog ureœaja smatra se zanemarÿivim. Ako je poznato
poåetno staçe sistema, i sile koje deluju na åestice sistema, tada reãavaçem Çutno-
vih jednaåina kretaça moæe da se predvidi staçe sistema u bilo kojem buduñem
momentu. Takoœe, podela na talase i åestice se podrazumeva.

Meœutim, u mikrosvetu podela na åestice i talase nije moguña. Isti objekat, na
primer, elektron, ispoÿava åestiåna odnosno talasna svojstva, zavisno od uslova pod
kojima se posmatra. Na primer, u maglenoj komori elektron ostavÿa trag kao åes-
tica, dok se sa kristalne reãetke rasejava kao talas. Mereçe koje ne predstavÿa nika-
kav pojmovni problem u klasiånoj mehanici, u opisu mikrosveta ima centralnu
ulogu. Nemoguñe je åak i zamisliti proces mereça koji ne bi uticao na staçe pos-
matranog mikroobjekta. Drugim reåima, pri preciznom mereçu jedne veliåine,
neka druga veliåina se nepredvidivo meça. Skup podataka koji mogu da se dobiju o
makroobjektu razlikuje se od onih koji se dobijaju za mikroåesticu. Osnovni postu-
lat kvantne mehanike, discipline koje se bavi opisom pojava u mikrosvetu, sadræan
je u iskazu da svi podaci o sistemu mogu da se dobiju ako je poznata çegova talasna
funkcija.11 Meœutim, moæe da se pokaæe da poznavaçe talasne funkcije ne omo-
guñuje izraåunavaçe svih veliåina za koje bi se, sliåno kao kod makroåestica, oåeki-
valo da ih mikroobjekt ima. Relativne odnose meœu fiziåkim parametrima mikroob-
jekata pri çihovom mereçu prvi je formulisao Verner Hajzenberg 1927. godine kao
princip neodreœenosti. Princip neodreœenosti izraæava se relacijama neodreœenosti.
Na jednom predavaçu o ovoj temi Hajzenberg je rekao: “Bliæe ispitivaçe forma-
lizma pokazuje da izmeœu taånosti sa kojom moæe da se utvrdi mesto åestice i
taånosti sa kojom istovremeno moæe da se sazna çen impuls, postoji relacija po ko-
joj je proizvod verovatnih greãaka u mereçu mesta i impulsa bar onoliki kolika je
Plankova konstanta podeÿena sa 4π. Ove relacije neodreœenosti za rezultate me-
reça klasiånih promenÿivih daju potrebne uslove da rezultati mereça budu izraæeni
u formalizmu kvantne teorije. Bor je pokazao kako poremeñaj, nuæno vezan sa sva-
kim posmatraçem (mereçem) prouzrokuje da ne moæe da se ide ispod granice
taånosti koju postavÿaju relacije neodreœenosti. On tvrdi da je u konaånom rezultatu
neodreœenost, uvedena pomoñu pojma mereça i sama odgovorna za deo pore-
meñaja koji u osnovi ostaje nepoznat... Vizuelni opis atomskih pojava moguñ je
samo u izvesnim granicama taånosti – ali u tim granicama zakoni klasiåne fizike joã
se primeçuju. Ãtaviãe, zbog ovih granica taånosti koje su definisane relacijama
neodreœenosti, vizuelna slika atoma nije osloboœena viãeznaånosti. Naprotiv, poj-
movi åestice i talasa podjednako sluæe kao osnova za vizuelno tumaåeçe.

Zakoni kvantne mehanike u osnovi su statistiåki. Iako su parametri nekog
atomskog sistema odreœeni u svojoj ukupnosti eksperimentom, rezultat buduñeg
opaæaça sistema ne moæe uopãte da se taåno predvidi. Ali u svakom kasnijem tre-
nutku ima opaæaça iz kojih proizlaze oåekivani rezultati. Za druga opaæaça mogu
da se daju samo verovatnoñe za pojedine ishode eksperimenta. Stepen izvesnosti koji
je joã vezan uz zakone kvantne mehanike odraz je åiçenice da su principi o odræaçu

11 Talasna funkcija dobija se reãavaçem Ãredingerove jednaåine koja u mikrosvetu igra onu ulogu koju
Çutnove jednaåine imaju u klasiånoj mehanici.
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energije, impulsa i momenta impulsa joã uvek striktno na snazi. Oni mogu biti pro-
vereni sa svakom æeÿenom taånoãñu i tada ñe vredeti sa taånoãñu sa kojom su prove-
reni.”

Prikazañemo sada Hajzenbergove relacije neodreœenosti. Ako sa ∆x (∆y, ∆z)
oznaåimo neodreœenost (greãku sa kojom moæemo da izvrãimo mereçe) poloæaja
duæ x- (y,z) ose neke mikroåestice, tada je neodreœenost ∆px(∆py, ∆pz) impulsa px (py,
pz) ograniåena relacijama:

; ; ≥ (8.3.1)

koje se nazivaju Hajzenbergove relacije neodreœenosti (h je Plankova konstanta) i
izraæavaju kvantnomehaniåki princip neodreœenosti. Relacije (8.3.1) pokazuju da je
proizvod neodreœenosti koordinate i impulsa duæ te iste koordinate u najboÿem
sluåaju reda veliåine Plankove konstante h odnosno da postoji granica taånosti ko-
jom se istovremeno mogu odrediti mereçem poloæaj åestice i çen impuls duæ iste
koordinate. Pod neodreœenoãñu impulsa odnosno koordinate podrazumeva se çi-
hovo sredçe kvadratno odstupaçe od odgovarajuñe sredçe vrednosti (impulsa ili
koordinate), a relacije smo eksplicitno izveli kao zadatak 9.2.1 u poglavÿu 9.2 ko-
riãñeçem kvantnomehaniåkih postulata. Princip neodreœenosti je opãti princip i nije
ograniåen samo na pojave u mikrosvetu ali se u makrosvetu çegove posledice prak-
tiåno ne pokazuju jer su neodreœenosti koje nastaju iz drugih razloga (netaånost me-
reça, itd.) mnogo redova veliåine veñe. Pokaæimo ovo na primerima.

Primeri

Primer 8.3.1 Izraåunati neodreœenost brzine tela koje ima masu 1 g ako je
neodreœenost çegovog poloæaja ∆x = 10-4 cm.
Iz relacije neodreœenosti (8.3.1) sledi minimalna neodreœenost brzine:

tj. neodreœenost brzine leæi daleko izvan granice moguñnosti mereça. Ako istu rela-
ciju primenimo na mikroåesticu, dobiñemo sasvim drukåiji rezultat.

Primer 8.3.2 Izraåunati neodreœenost brzine elektrona u atomu.
Neodreœenost brzine υx zavisi od taånosti odreœivaça poloæaja elektrona ∆x. Neka
se elektron nalazi u atomu – tada taånost odreœivaça çegovog poloæaja treba da
bude bar 10-11 m jer su dimenzije atoma 10-10 m. Kako je masa elektrona 9,1×10-31 kg,
pomoñu (8.3.1) se dobija:

.

Ako se zna da energiji od 10 eV (ãto je red veliåine energije elektrona u atomskom
omotaåu) odgovara brzina od 1,87 × 106 ms-1, vidimo da je neodreœenost brzine is-
tog reda veliåine kao i sama brzina.

∆x ∆px⋅
h

4π
------≥ ∆y ∆py⋅

h

4π
------≥ z pz∆⋅∆

h

4π
------

∆υx

∆px

m
-------- h

4πm∆x
------------------ 6 6 10 34–

Js×,( )
4π 10 3–

kg( ) 10 6–
m( )

----------------------------------------------- 5 2 10 26–
ms

1–×,= = = =

∆υx

6 6 10 34–
Js×,( )

4π 9 1, 10 31–
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------------------------------------------------------------------ 6 1 106
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1–×,= =
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Znaåeçe i mesto relacija neodreœenosti u odnosu na makro i mikrosvet moæe
da se uporedi s ulogom brzine svetlosti u odnosu klasiåne (Çutnove) i relativistiåke
(Ajnãtajnove) fizike. U klasiånoj fizici posmatraju se objekti koji se kreñu brzinama
koje su znatno maçe od brzine svetlosti i sve dok je tako, Çutnove jednaåine daju
potpuno taåne rezultate. Ali, kada brzina åestice postane uporediva sa brzinom svet-
losti javÿaju se kvalitativno nova svojstva koja zahtevaju nove pojmove. Ulogu koju
brzina svetlosti ima pri prelasku iz klasiåne u relativistiåku fiziku, pri prelasku iz
oblasti vaæeça klasiåne u kvantnu mehaniku, igra Plankova konstanta.

Sledeña, vaæna relacija neodreœenosti glasi:

(8.3.2)

gde je ∆E neodreœenost energije, a ∆t neodreœenost (opsega) vremena. Zajedniåko
za relacije neodreœenosti (8.3.1) i (8.3.2) je da su meœusobno povezane veliåine åiji
proizvod ima dimenzije dejstva (energija ⋅ vreme). Taånije poznavaçe jedne od para
veliåina ima za posledicu veñu neodreœenost druge. Postoji, meœutim, bitna razlika
u tumaåeçu relacija neodreœenosti (8.3.1) u odnosu na relaciju (8.3.2). U relacijama
neodreœenosti koje povezuju koordinatu i impuls duæ iste koordinate podrazumeva
se da obe veliåine mogu da se mere u istom trenutku t. Statistiåka raspodela rezul-
tata mereça kao i odstupaça ∆x ⋅∆px (∆y⋅∆py; ∆z⋅∆pz) biñe odreœeni talasnom funk-
cijom sistema u odreœenom trenutku. U relaciji neodreœenosti (8.3.2) povezani su
neodreœenost energije datog staça sa vremenom evolucije (promene) energije tog
staça, pa energija sistema koji se u vremenu ∆t odræava u odreœenom energijskom
staçu, moæe da se odredi sa taånoãñu ∆E ≥ ñ/ (2⋅∆t). Sa druge strane, relaciju
neodreœenosti (8.3.2) moæemo dovesti u vezu i sa naåinom na koji se odreœuje ener-
gija. Taånost odreœivaça energije povezuje se tada sa vremenom ∆t, koje je pot-
rebno da se mereçe obavi. Tako, energija pobuœenog staça atoma moæe da se
odredi u eksperimentu u kome se ispitivani atomi bombarduju snopom monoenergi-
jskih elektrona, a meri se energija koju elektroni u neelastiånim sudarima sa ato-
mima gube. Vreme mereça ovde ima red veliåine vremena sudara, dok neodreœe-
nost energije odgovara neodreœenosti energije primeçenih elektrona.

Postojaçe prirodne ãirine spektralnih linija predstavÿa posledicu vaæeça re-
lacije neodreœenosti. Prema relaciji neodreœenosti (8.3.2) proizvod sredçeg vre-
mena æivota i neodreœenosti energije pobuœenog staça sistema atoma, jezgara, itd.
uvek je veñi ili jednak ñ/2. O ovome ñemo detaÿnije govoriti kasnije.

8.3.1 Talasni paket i relacije neodreœenosti

Relacija neodreœenosti za impuls i koordinatu

Posmatrajmo slobodnu åesticu predstavÿenu De Broÿijevim talasom,
(8.1.23). Zbog jednostavnosti, razmatramo jednodimenzioni sluåaj i to u proizvo-
ÿnom vremenu, t=t0. Time se izraz za talasnu jednaåinu pojednostavÿuje, pa iz
(8.1.22) dobijamo:

(8.3.3)

∆E ∆t
h

4π
------≥⋅

ψ x t0,( ) ψ0 t0( )e

i

ñ
----p0 x, x

=
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pri åemu smo konstantni fazni faktor, iE0t0/ñ ukÿuåili u konstantu ψ0(t0). Jednaåina
(8.3.3) predstavÿa talas slobodne åestice koja se s impulsom p0,x kreñe duæ x-ose a
koju posmatramo “zamrznutu” u momentu t0. Åestica ima dobro odreœen impuls,
p0,x, ali je çena koordinata potpuno neodreœena poãto se ravanski talas kojim je åes-
tica opisana prostire duæ x-ose bez ograniåeça. Da bismo åesticu lokalizovali treba
da saberemo seriju talasa sa neprekidnom raspodelom talasnih brojeva u intervalu ±
∆k u okolini talasnog broja noseñeg talasa, k0. S obzirom na vezu izmeœu talasnog
broja i impulsa åestice, px = ñ k, raspodelu talasnih brojeva moæemo da izrazimo
preko raspodele impulsa u intervalu (p0,x - b, p0,x +b) gde je p0,x impuls åestice. Sliåno
kao kod jednaåine (8.2.1), iz (8.3.3) dobijamo izraz za talasni paket (TP):

(8.3.4)

ili, po ugledu na (8.2.18):

. (8.3.5)

Posledçi izraz predstavÿa Furijeovu transformaciju pravougaone impulsne funk-
cije. Mada se integral (8.3.5) moæe nañi u tabelama Furijeovih transformacija, a iz-
raåunali smo ga i u odeÿku D-8.2, veæbe radi, ovde ñemo ponovo da ga izraåunamo.
Polazeñi od (8.3.4), proãireçem diferencijala nalazimo:

(8.3.6)

odakle integraÿeçem, nakon zamene promenÿive i granice integrala, ipxx/ñ → ξ,
ix/ñ, nalazimo:

. (8.3.7)

Zamenom granica dobijamo:

(8.3.8)
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a ako uoåimo da je izraz u uglastoj zagradi 2i sin (bx/ñ) lako nalazimo:

. (8.3.9)

Dobijeno reãeçe je isto kao (8.2.8) (uz bx/ñ = η) ili (D-8.2.40b) (pri px,0 = 0). Veza
izmeœu ograniåeça impulsa åestice i çene koordinate, prema (8.3.9), prikazana je
na Slici 8.3.1.

Impuls åestice je ograniåen proizvoÿno izabranim intervalom ±b u okolini impulsa
noseñeg talasa, p0,x, dok je çen poloæaj definisan sink funkcijom. Poãto obvojnica
sink funkcije (1/x) opada sa rastojaçem od çenog centra teæeñi asimptotski nuli,
åestica nije lokalizovana u jasno definisanom intervalu. Definicija intervala je pri-
liåno proizvoÿna jer zavisi od odabranog kriterijuma. Na primer, u spektroskopiji,
kao osnovni interval uzima se ãirina krive raspodele na polovini çene visine. Drugi
podjednako dobar kriterijum, uobiåajen u statistici, je da se interval definiãe tako da
integral u granicama intervala bude jednak polovini ukupnog integrala funkcije ras-
podele. Zbog jednostavnosti, kao osnovni interval za sink funkciju, ∆x, biramo ras-
tojaçe od maksimuma do prve nule. Prva nula se javÿa kada je argument funkcije π,
pa iz jednaåine (8.3.9) nalazimo da je granica intervala u kome pretpostavÿamo da
je åestica lokalizovana:

a zamenom ∆px = 2b [neodreœenost impulsa jednaka je ãirini odabranog intervala
(p0x - b, p0x + b)] nalazimo vezu izmeœu intervala u kome se åestica najverovatnije
nalazi, ∆x, i intervala u kome se nalazi impuls åestice, ∆px:

.

ψTP x t0,( ) 2bψ0 t0( )e

i

ñ
----p

x 0, x

c
bx

ñ
------
 
 sin=

Slika 8.3.1 Relacija neodreœenosti za impuls i koordinatu. Ako neodreœenost impulsa leæi u in-
tervalu 2b, tada je neodreœenost koordinate h/2b. Suæavaçem intervala 2b smaçuje se neodreœenost
impulsa ali raste neodreœenost koordinate, pri åemu vaæi (8.3.8). Funkcija raspodele impulsa i funk-
cija raspodele koordinate obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo realni de-
lovi funkcija.
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Poãto postoji konaåna verovatnoña da se åestica naœe i van intervala ∆x, dakle, mo-
guñe je da je neodreœenost çenog poloæaja veña od odabranog intervala, ispravnije
je da piãemo:

. (8.3.10)

Ova relacija kvalitativno izraæava Hajzenbergov princip neodreœenosti. Iz optike je
poznato da se talas ograniåen u prostoru ne moæe smatrati monohromatskim
(odreœene talasne duæine), pa kod çemu odgovarajuñeg talasnog paketa [videti i re-
laciju (D-8.2.43)] vaæi ∆k ⋅ ∆x ∼ 2π. Kada se umesto ravnog talasa posmatraju De
Broÿijevi talasi ili talasi materije ograniåeni u prostoru a onda predstave talasnim
paketom, dobija se relacija (8.3.10). Podsetimo se na to da je funkcija (jednaåina)
De Broÿijevog talasa dobijena iz jednaåine ravnog ugraœivaçem uslova o

kvantovanosti energije  iz De Broÿijeve relacije.

Iz relacije (8.3.10) sledi da koordinata i impuls åestice/talasa, u principu, ne
mogu istovremeno da se odrede sa proizvoÿnom taånoãñu. Poveñaçe taånosti pri
odreœivaçu jedne veliåine neminovno vodi poveñaçu neodreœenosti za drugu. U
konkretnom sluåaju kada taåno znamo impuls åestice/talasa niãta ne znamo o po-
loæaju. Kada åesticu/talas lokalizujemo u izvesnom intervalu, ∆x, tada i impuls pos-
taje neodreœen u intervalu ∆px, pri åemu je veza izmeœu neodreœenosti impulsa i
koordinate, data relacijom neodreœenosti (8.3.10).

Relacija neodreœenosti za energiju i vreme

U potpunoj analogiji sa vezom izmeœu neodreœenosti impulsa i koordinate
moæemo da izvedemo vezu za neodreœenost energije i vremena. Ovog puta, umesto
åestice, posmatramo elektromagnetni talas u proizvoÿno izabranoj taåki prostora,

. Time talasnu funkciju (8.1.23) dobijamo u jednostavnijem obliku:

(8.3.11)

u kome smo konstantan fazni faktor koji zavisi od koordinate i impulsa ukÿuåili u
konstantu, ψ0(r0). Talas je monohromatski, dakle, ima dobro definisanu energiju, E0,
ali se ãiri beskrajno u vremenu.

Posmatrajmo sada ãta se deãava ako se umesto u kontinualnom snopu talas
emituje u kratkom pulsu, ∆t. Ovo je sluåaj koji se åesto sreñe kako kod elementarnih
procesa (stimulisana emisija), tako i kod brojnih primena (radio-telegrafija, pulsna
spektroskopija, optoelektronika, itd.). Dakle, puls elektromagnetnog talasa lako se
realizuje a naã ciÿ je da takvu situaciju teorijski opiãemo. Ovakav oscilatorni proces
ograniåenog vremena trajaça smatra se kvazimonohromatskim i ubraja u neperio-
diåne procese koji se razlaæu u spektar pomoñu Furijeove transformacije. U potpu-
noj analogiji sa lokalizacijom u prostoru, lokalizaciju u vremenu postiæemo super-
pozicijom velikog broja talasa sa promenÿivom amplitudom i kontinualnom
promenom energije (talasne duæine):

∆px∆x h≥

ω E ñ⁄( ) i p ñ= = k
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(8.3.12)

Ovaj sluåaj se neznatno razlikuje od prethodnog jer raspodelu u vremenu [oblik ta-
lasnog paketa (TP)] veñ znamo:

(8.3.13)

a traæimo raspodelu energija superponiranih talasa, ψ(r0, E). Treba da uoåimo to da
je ψTP(r0, t) u izrazu (8.3.12) (inverzna) Furijeova transformacija funkcije ψTP(r0, E).
Transformacijama tipa (D-8.2.38) ili iz poznatog odnosa direktne i inverzne Furi-
jeove transformacije, (D-8.2.37), lako nalazimo da je:

(8.3.14)

Konstantu f1, koja zavisi od naåina predstavÿaça Furijeove transformacije, nema
potrebe da preciziramo. Zamenom izraza (8.3.13) u (8.3.14) dobijamo funkciju ras-
podele energija talasa åiji zbir formira pravougaoni talasni puls, ãirine 2b:

(8.3.15)

Nova konstanta pred integralom, ψ' ukÿuåuje sve prethodne i neñemo je bliæe
odreœivati. Istim postupkom kao u prethodnom odeÿku nalazimo:

(8.3.16)

i koristeñi  iste  kriterijume  za definisaçe osnovog intervala, ∆E, i iste argumente
(∆t = 2b) nalazimo da je: 

(8.3.17)

Dakle, kod pravougaonog pulsa monohromatskog elektromagnetnog zraåeça ener-
gija je raspodeÿena u okolini prvobitne energije, , u intervalu, , koji je obrnuto
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proporcionalan ãirini pulsa. Veza izmeœu neodreœenosti energije i neodreœenosti vre-
mena za ovaj sluåaj, prikazana je na Slici 8.3.2.

Za lokalizaciju talasa i raspodelu çegove energije vaæne su samo obvojnice funk-
cija. Brze oscilacije funkcije u vremenskom domenu predstavÿaju oscilovaçe elekt-
riånog ili magnetnog vektora elektromagnetnog talasa. Brze oscilacije u energijs-
kom domenu fiziåki nisu znaåajne jer se pri izraåunavaçu proizvoda *
(mnoæeçu koçugovano kompleksnih brojeva) gube.

8.3.2 Prirodna ãirina spektralnih linija

Prirodna ãirina spektralnih linija je direktna posledica principa neodreœenosti.
Posmatrajmo sistem u kome je u trenutku, , pobuœeno  atoma. Iz po-
buœenog staça atomi spontano prelaze u osnovno, emitovaçem kvanta energije ili
predajom energije u sudarima sa drugim atomima. Proces je statistiåke prirode, pa
ne moæe da se predvidi kada ñe odreœeni atom preñi iz pobuœenog u osnovno staçe.
Meœutim, moæe da se predvidi koji ñe deo od ukupnog broja atoma, u intervalu 
(izmeœu t i t + ) ostati u pobuœenom (ekscitovanom) staçu. U kratkom vremens-
kom intervalu, , brzina kojom se atomi vrañaju iz pobuœenog u osnovno staçe,

 proporcionalna je broju pobuœenih atoma, N(t):

. (8.3.18)

Negativni znak pokazuje to da broj pobuœenih atoma opada sa vremenom. Kons-
tanta brzine,  (zeta), predstavÿa relativno smaçeçe broja pobuœenih atoma (u od-
nosu na çihov trenutni broj) u jedinici vremena. Za dovoÿno kratko  sa konaå-
nih razlika moæemo da preœemo na diferencijale:

(8.3.19)

Slika 8.3.2 Relacija neodreœenosti za energiju i vreme. Ako je talas lokalizovan u vremenskom
intervalu 2b tada je neodreœenost çegove energije h/2b. Funkcija raspodele talasa u vremenu i fun-
kcija raspodele çegove energije obrazuju Furijeov transformacioni par. Na slici su pokazani samo
realni delovi funkcija.
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Integraÿeçem, uz poåetni uslov N(0) = , nalazimo da broj pobuœenih atoma eks-
ponencijalno pada sa vremenom:

(8.3.20)

Mada ne moæemo da predvidimo osobine pojedinih atoma, pomoñu jednaåine
(8.3.20) moæemo da izraåunamo broj pobuœenih atoma u svakom trenutku. Sliåno,
moæemo da definiãemo sredçe vreme æivota atoma, , kao zajedniåku osobinu sis-
tema kao celine, iako ne znamo stvarna vremena æivota pobuœenog staça za poje-
dinaåne atome. Sredçe vreme æivota raåunamo tako ãto ukupno vreme æivota svih
atoma u pobuœenom staçu (uvæ) podelimo sa ukupnim brojem pobuœenih atoma:

. (8.3.21a)

Ukupan broj pobuœenih atoma, , znamo iz poåetnog uslova. Ukupno vreme æi-
vota svih pobuœenih atoma odreœujemo na sledeñi naåin. Prvo, za svako vreme,

, naœemo broj atoma koji su se vratili u osnovno staçe u intervalu (t, t +
dt). Taj broj jednak je broju atoma åije je vreme æivota t. Oni koji su se u osnovno
staçe vratili ranije, æiveli su krañe od t a oni koji su joã u pobuœenom staçu æiveñe
duæe. Iz jednaåine (8.3.19) nalazimo da je broj atoma koji se vrati u osnovno staçe
u intervalu (t, t + dt), dN(t)/dt, jednak . Pri tome negativni znak ignoriãemo jer
nas ne zanima da li broj N raste ili opada. Dakle, broj atoma koji su u pobuœenom
staçu proveli vreme t je  a çihovo ukupno vreme æivota je . Ukupno vreme
æivota svih pobuœenih atoma nalazimo sabiraçem vremena æivota atoma iz svih in-
tervala dt, dakle integraÿeçem proizvoda  po vremenu:

gde smo izraz na desnoj strani dobili zamenom N iz (8.3.20). Tada, prema (8.3.21a)
nalazimo:

. (8.3.21b)

Integral u posledçem izrazu lako se nalazi parcijalnim integraÿeçem. Dakle,
sredçe vreme pobuœenog staça, , jednako je reciproånoj vrednosti konstante
brzine . Poãto je fiziåki smisao sredçeg vremena oåigledniji, åesto je izraz (8.3.20)
pogodnije pisati u ekvivalentnom obliku:

. (8.3.22)

Sa stanoviãta principa neodreœenosti, ograniåeno vreme æivota pobuœenog staça
moæe se smatrati kao lokalizacija u vremenu. Tada, prema relaciji (8.3.17) nala-
zimo:

N0

N t( ) N0e
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(8.3.23)

dakle, ograniåen vek pobuœenog staça dovodi do pojave neodreœenosti energije po-
buœenog staça. Za razliku od pobuœenog staça, u osnovnom staçu atom boravi
proizvoÿno dugo vremena, pa moæe da se uzme da je za osnovno staçe neodreœe-
nost vremena beskonaåna. Tada iz relacije neodreœenosti sledi da je energija atoma
u osnovnom staçu potpuno taåno odreœena (odnosno da je neodreœenost nula).
Prema tome, pri prelazu atoma iz pobuœenog u osnovno staçe, prirodna ãirina
spektralne linije posledica je neodreœenosti energije pobuœenog staça, Slika 8.3.3.

Relativno ãireçe linije, , lako nalazimo iz jednaåine (8.3.23) deÿeçem celog
izraza sa hv:

(8.3.24a)

Slika 8.3.3 Vreme æivota pobuœenog sta-
ça i raspodela energija emitovanog zraåe-
ça. Zbog ograniåenog vremena æivota po-
buœenog staça (lokalizacije u vremenu) do-
lazi do pojave neodreœenosti energije po-
buœenog staça i do raspodele frekvencija
emitovanog zraåeça. To se eksperimentalno
ispoÿava kao ãireçe spektralne linije emito-
vane pri prelazu elektrona iz  u .E2 E1

∆E2
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τ
---≥∆

Slika 8.3.4 Prirodna ãirina spektralne linije  je direktna posledica konaånog vremena æivota
pobuœenog staça, . Prema jednaåini (8.3.31) poluãirina na poluvisini linije obrnuto je proporcio-
nalna vremenu æivota pobuœenog staça. Obvojnica spektralne linije i kriva raspada pobuœenog staça
obrazuju Furijeov transformacioni par. Pokazane funkcije su normalizovane prema sopstvenim mak-
simalnim vrednostima.
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a s obzirom na vezu , sledi  odnosno:

. (8.3.24b)

Treba uoåiti to da je proizvod  jednak broju oscilacija elektriånog (ili magnetnog)
vektora u talasnom paketu koji se obrazuje za vreme elementarnog akta emisije. Isto
tako, koliånik  predstavÿa broj talasnih duæina elektromagnetnog talasa unu-
tar emitovanog talasnog paketa. Dakle, relativno ãireçe spektralne linije moæe se
shvatiti i kao neodreœenost broja oscilacija ili broja talasnih duæina u talasnom pa-
ketu koji se emituje u vremenu æivota pobuœenog staça. Na primer, za spektralnu li-
niju natrijuma åija je talasna duæina 589 nm, a vreme æivota pobuœenog staça 10-8 s
iz odnosa (8.3.24b) nalazimo:

(8.3.24c)

ili mnoæeñi izraz sa  nm. Ovako malo ãireçe linije u vidÿivom delu
spektra teãko je eksperimentalno opaziti jer drugi uzroci (na primer, Doplerov efekt)
ãire liniju mnogo viãe. Meœutim, u drugim spektralnim podruåjima vreme æivota po-
buœenog staça åesto je glavni uzrok za ãireçe spektralnih linija te se preko ãirine li-
nije vreme æivota najjednostavnije i odreœuje.

Ãireçe spektralne linije zbog ograniåenog vremena æivota pobuœenog staça
joã elegantnije moæemo da analiziramo koristeñi Furijeovu transformaciju. Posmat-
rajmo isti sistem u kome je promena broja pobuœenih atoma tokom vremena
odreœena jednaåinom (8.3.22). Povratkom u osnovno staçe pobuœeni atomi emituju
elektromagnetne talase frekvencije . Amplituda talasa emito-
vanog u intervalu (t, t + dt) proporcionalna je broju atoma koji se u tom intervalu
vrañaju u osnovno staçe, dN(t)/dt, a prema izrazu (8.3.19) proporcionalna je broju
pobuœenih atoma, N(t). Dakle, emitovano zaraåeçe opisujemo ravanskim talasom
prema jednaåini (D-3.1.13):

(8.3.25)

åija se amplituda, A(t), meça tokom vremena prema jednaåini (8.3.22). Zamenom
promenÿive amplitude iz (8.3.22) nalazimo jednaåinu emitovanog talasa:

(8.3.26)

Konstanta  zavisi od poåetnih uslova i neñemo je bliæe odreœivati. Amplitudu
emitovanog zraåeça koja se meça tokom vremena moæemo da predstavimo sla-
gaçem velikog broja talasa sa neprekidnom raspodelom frekvencija, åija amplituda
zavisi od frekvencije. Meœutim, u ovom sluåaju kao i u prethodnom, zavisnost amp-
litude od vremena znamo a traæimo zavisnost amplitude od frekvencije. Kako smo
pokazali u prethodnom odeÿku, jednaåina (8.3.14), zavisnost amplitude od frekven-
cije,  nalazimo Furijeovom transformacijom zavisnosti amplitude u vremenu,
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. (8.3.27)

Zamenom jednaåine talasa  u posledçem izrazu iz (8.3.26) nalazimo:

(8.3.28)

pri åemu smo sve konstante spojili u novu konstantu . Promenili smo i doçu
granicu integraÿeça s obzirom na poåetni uslov . Ovim uslovom iz-
raæavamo åiçenicu da se sistem pre pobude (dakle za ) nalazi u osnovnom
staçu i ne emituje zraåeçe. Posledçi integral moæe da se naœe u tablicama Furijeo-
vih transformacija a moæe lako i da se izraåuna.

Mnoæeçem podintegralnih funkcija nalazimo:

(8.3.29a)

a smenama:

 

(posledçom smenom meça se gorça granica integraÿeça jer je izraz u uglastoj zagradi 
negativan)

.

(8.3.29b)

Proãirivaçem razlomka sa  i sreœivaçem konaåno dobijamo:

(8.3.29c)

Raspodela amplitude zraåeça u funkciji frekvencije predstavÿa spektar zraåeça.
Dakle, naãli smo da je spektar zraåeça kompleksna funkcija. Ovde nas zanima samo
realni (apsorpcioni) deo spektra,  pa ñemo imaginarni (disperzioni) deo ispus-
titi iz analize:

(8.3.30)
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Ovaj oblik raspodele åesto se sreñe u spektroskopiji i naziva se Lorencova linija,
Slika 8.3.4. Lorencova linija ima maksimum kada je . Poluãi-
rinu linije na poluvisini, , nalazimo iz uslova  ãto zamenom u
(8.3.30) daje:

(8.3.31)

znaåi, poluãirina linije na çenoj poluvisni obrnuto je proporcionalna vremenu æi-
vota pobuœenog staça iz koga se linija emituje; skrañeçe æivota pobuœenog staça
dovodi do ãireça spektralne linije.

U vezi sa relacijom neodreœenosti, ãirina spektralne linije u direktnoj je vezi
sa neodreœenoãñu energije pobuœenog staça. Dakle, skrañeçe æivota pobuœenog
staça dovodi do porasta neodreœenosti çegove energije. Zaista, mnoæeçem izraza
(8.3.31) Plankovom konstantom nalazimo:

(8.3.32a)

gde je  poluãirina na poluvisini raspodele energija u pobuœenom staçu. Koris-
teñi iste argumente kao i pre (moguña su odstupaça energije i veña od ) dobi-
jamo relaciju neodreœenosti za energiju i vreme:

(8.3.32b)

Ovaj rezultat se neãto razlikuje od ranije dobijenih relacija (8.3.17) i (8.3.23) ãto je
posledica proizvoÿnosti pri definisaçu intervala u kome se lokalizuje odreœeni pa-
rametar. Na primer, da smo umesto poluãirine na poluvisini, kao osnovni interval
koristili punu ãirinu linije na çenoj poluvisini pojavio bi se joã i faktor 2,

. Dakle, proizvoÿnost u izboru osnovnog intervala daje razliåite rezul-
tate koji su, meœutim, u saglasnosti sa strogo izvedenom relacijom neodreœenosti

.
Dakle, prirodna ãirina spektralne linije odreœena je vremenom æivota po-

buœenog staça ãto je u punoj saglasnosti sa relacijom neodreœenosti.

8.3.3 Difrakcija elektrona i relacija neodreœenosti

Svi eksperimenti, zamiãÿeni ili stvarni, u kojima se ispoÿava dvojna priroda
materije moraju biti saglasni sa principom neodreœenosti. To moæda nije uvek oåi-
gledno ali detaÿnijom analizom svakog takvog eksperimenta dolazi se do jednog od
oblika relacije neodreœenosti.

Pokazañemo sada kako do relacije neodreœenosti (8.3.1) moæe da se doœe ana-
lizom rasejavaça elektrona na jednom prorezu, Slika 8.3.5. Elektroni padaju u
smeru y-ose na zaklon Z sa prorezom ãirine . Prolaz elektrona kroz prorez re-
gistruje se bÿeskom (scintilacijom) koji elektron izaziva pri udaru u fluorescentni
ekran, E. Rasejavaçem na prorezu elektroni stvaraju difrakcionu sliku, kao ãto je
veñ opisano u odeÿku 8.1.3. Prema klasiånom talasnom tumaåeçu, rasejavaçem
jednog talasa dobija se cela difrakciona slika. Novi talasi samo pojaåavaju sliku koja
je od poåetka dobijena u celini. Meœutim, kada se elektroni puãtaju jedan po jedan
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vide se pojedinaåni bÿeskovi na ekranu, dakle, elektroni na ekran stiæu kao åestice.
Meœutim, ako se kroz prorez propusti dovoÿno veliki broj elektrona dobija se ista
difrakciona slika koju bi dali i x-zraci iste talasne duæine. To znaåi da se difrakciona
slika dobija kao zbirni rezultat velikog broja prispelih elektrona. Mada je “putaça”
pojedinog elektrona nepredvidiva, oblik difrakcione slike moæe se izraåunati na os-
novu poznatih parametara De Broÿijevog talasa pridruæenog elektronu i geometrije
eksperimentalnog ureœaja.

Izaberimo dve taåke u prorezu na meœusobnom rastojaçu , i naœimo us-
lov za destruktivnu interferenciju za talase koji prolaze kroz çih, Slika 8.3.5b. Do
uzajamnog gaãeça talasa koji skreñu pod uglom , dolazi kada je putna razlika
meœu çima, , polubrojni umnoæak talasnih duæina, , gde je n
ceo broj a  talasna duæina. Sa Slike 8.3.5b nalazimo vezu izmeœu putne razlike, 
i ugla skretaça, : , odakle nalazimo uslov za pojavu prvog mi-
nimuma (n=1) na difrakcionoj slici:

(8.3.33a)

odnosno:
. (8.3.33b)

Svakoj taåki u gorçoj polovini proreza moæemo da pridruæimo po jednu taåku u
doçoj polovini, na rastojaçu , pa se, prema uslovu (8.3.33b) svi zraci koji
prolaze kroz prorez i skreñu pod uglom , meœusobno poniãtavaju. Dakle, poloæaj
prvog minimuma na difrakcionoj slici odreœen je jednaåinom (8.3.33b).

Neodreœenost x-koordinate mlaza elektrona koji prolazi kroz prorez jednaka
je ãirini proreza, . Suæavaçem proreza poloæaj mlaza elektrona odreœujemo sa
sve veñom taånoãñu. Meœutim, pri konstantnoj talasnoj duæini elektrona, suæavaçe
proreza dovodi do porasta ugla pod kojim se nalazi prvi difrakcioni minimum, jed-
naåina (8.3.33b). Sa åestiåne taåke glediãta, pojavu difrakcije elektrona moæemo da

Slika 8.3.5 Difrakcija elektrona pri prolazu kroz jedan prorez:
a) ãematski prikaz eksperimenta. Z je neprozirni zaklon sa prorezom
ãirine . Elektroni koji proœu kroz prorez na fluorescentnom
ekranu D obrazuju difrakcionu sliku; b) geometrija rasejavaça
elektrona.
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shvatimo kao meœudejstvo elektrona sa ivicima proreza, u kojem elektron stiåe
komponentu impulsa px u pravcu x-ose, usled åega i skreñe za mali ugao . Poãto
elektroni padaju normalno na prorez (pravac x-ose) to je prvobitna komponenta im-
pulsa duæ x ose jednaka nuli. Nakon rasejaça, elektroni koji skreñu dobijaju kompo-
nentu impulsa koja je proporcionalna uglu skretaça, Slika 8.3.5a:

. (8.3.34)

Prema slici na fluorescentnom ekranu, na kojem preovlaœuje ãiroka srediãça svetla
mrÿa, moæe da se zakÿuåi da najveñi broj elektrona prolazi kroz prorez bez skre-
taça ( =0), ali da ima i elektrona koji skreñu pod uglom koji je izmeœu nula (px=0)
i , a koji odgovara poloæaju prvog minimuma (px). Neodreœenost x-komponente
impulsa  elektrona je, prema tome:

. (8.3.35)

Kombinujuñi talasnu jednaåinu za difrakciju (8.3.33b) sa jednaåinom za impuls
skrenute åestice (8.3.34) nalazimo:

(8.3.36)

odnosno:

. (8.3.37)

Zamenom proizvoda  iz De Broÿijeve jednaåine (8.1.1) nalazimo da je:

. (8.3.38)

Uslov (8.3.38) vaæi samo za elektrone koji sa prvobitnog pravca skreñu u prvi di-
frakcioni minimum. Poãto se elektroni rasejavaju i pod veñim uglovima obrazujuñi
seriju maksimuma i minimuma, joã opãtiji uslov je i:

. (8.3.39)

Dakle, pri rasejaçu elektrona na jednom prorezu, nemoguñe je jednovremeno izme-
riti koordinatu i komponentu impulsa elektrona duæ iste koordinate.

Sada ñemo isti eksperiment razmotriti malo detaÿnije i, pored relacije
neodreœenosti, pronañi difrakcionu sliku koja nastaje rasejavaçem elektrona na
jednom prorezu. Opet posmatramo De Broÿijev talas koji na prorez ãirine  (cent-
riran oko koordinatnog poåetka, ) pada u pozitivnom smeru y-ose, Slika
8.3.5a. Duæina proreza je mnogo veña od çegove ãirine pa je merÿivo skretaçe ta-
lasa samo u pravcu x-ose. Stoga je dovoÿno da posmatramo dvodimenzioni De
Broÿijev talas. Tada jednaåina talasa (8.1.23) postaje:

. (8.3.40a)

α

px p αsin=

α
α

px∆

px∆ p α 0–sin p αsin= =

λ
x∆

------ px∆
p

--------=

x px∆∆ λp=

λp

x px∆∆ h=

x px h≥∆∆

x∆
x 2⁄∆±

ψ x y t,,( ) ψ0e

i

 ñ
---- p0 x, x p0y

y E0t–+( )

=



8.3 PRINCIP NEODREŒENOSTI 333

E:\08.fm 7/2/04

Upadni talas se kreñe u pravcu y-ose pa je za çega  a . U taåku K
na ekranu stiæe deo talasa koji nakon prolaska kroz prorez skreñe pod uglom . Po
ugledu na (8.3.40a) jednaåina takvog talasa je:

(8.3.40b)

gde je energija talasa ista kao pre skretaça, E0, a zbog skretaça meçaju se kompo-
nente impulsa. Dakle, zrak meça pravac ali ne meça energiju (frekvenciju). Nove
komponente impulsa nalazimo projektovaçem impulsa na odgovarajuñe ose. Sa
Slike 8.3.5 a nalazimo, i:

(8.3.41):

gde je d rastojaçe izmeœu taåke K i koordinatnog poåetka (poloæaja u koji pada nes-
krenuti zrak) a D rastojaçe izmeœu proreza i ekrana. Pri tome smo uzeli da je ugao
 dovoÿno mali  da moæemo da zanemarimo promenu y-komponente

impulsa. Zamenom impulsa iz (8.3.41) u (8.3.40b) dobijamo, i:

. (8.3.42)

Rezultujuñi talas u taåki K dobijamo sabiraçem svih talasa po x-dimenziji proreza:

. (8.3.43a)

Ovaj integral moæemo svesti na poznati oblik ako konstantne ålanove izvuåemo
pred integral i ako uvedemo pravougaonu funkciju koja nam omoguñuje da prome-
nimo granice integraÿeça:

. (8.3.43b)

Prepoznajemo da je integral Furijeova transformacija pravougaone funkcije i po ug-
ledu na jednaåine (8.3.5) i (8.3.15) nalazimo:

. (8.3.43c)

Zbog jednostavnosti sve konstante koje se javÿaju pri izraåunavaçu Furijeove
transformacije ubacili smo u novi ålan . Dobijeni izraz predstavÿa talas koji se
kreñe duæ y-ose sa nepromeçenom energijom, , a åija amplituda je modulisana
sink funkcijom. Dakle, rasejani De Broÿijev talas elektrona, na fluorescentnom
ekranu dañe difrakcionu sliku åiji profil je kvadrat sink funkcije iz (8.3.43c):
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(8.3.44a)

ili izraæavajuñi rastojaçe d preko x-komponente impulsa prema jednaåini (8.3.41):

. (8.3.44b)

Veñ smo ranije videli da ova funkcija ima prvi par nula za vrednost argumenta ,
pa uzimajuñi kao i pre da je osnovni interval neodreœenosti jednak rastojaçu prve
nule od centra,  nalazimo:

(8.3.45)

odnosno:

. (8.3.46)

Dakle, detaÿnom analizom nalazimo istu relaciju izmeœu neodreœenosti impulsa i
neodreœenosti koordinate za elektrone koji se rasejavaju na uskom prorezu, ali smo
naãli i da difrakciona slika predstavÿa Furijeovu transformaciju difrakcionog ele-
menta, u ovom sluåaju proreza. Kao i pre, sledi da je relacija neodreœenosti posle-
dica dvojne prirode materije.

8.3.4 Relacija neodreœenosti i mereçe poloæaja elektrona 

Nemoguñnost istovremenog eksperimentalnog odreœivaça poloæaja i impulsa
mikroobjekta (elektrona) sa proizvoÿnom taånoãñu prikazañemo zamiãÿenim pri-
merom detektovaça elektrona mikroskopom. Proces detektovaça sastoji se u tome
da elektron obasjavamo svetloãñu odreœene talasne duæine  i da detektujemo odbi-
jeno zraåeçe. Biñe detektovani samo oni fotoni koje elektron raseje u prostorni
ugao u odreœen geometrijom delova ureœaja, Slika 8.3.6. Taånost odreœivaça po-
loæaja elektrona ograniåna je veliåinom koja se zove moñ razlagaça mikroskopa.
Ona predstavÿa najmaçe rastojaçe  na kojem mogu da se nalaze dve taåke, a da
se mikroskopom uoåavaju kao razdvojene. Po jednaåini iz optike, ovo rastojaçe
dato je kao: 

. (8.3.47)

Neodreœenost poloæaja elektrona ∆h, biñe maça ako je maça talasna duæina svet-
losti λ. Fotoni svetlosti maçe talasne duæine nose, meœutim, veñu energiju i u su-
daru sa elektronom mogu da mu znaåajno promene impuls (Komptonov efekt). Pre-
dajuñi elektronu impuls p, foton skreñe sa svog prvobitnog pravca kretaça kreñuñi
se pod odreœenim uglom β u odnosu na osu mikroskopa. Opaæaçe rasejanog fotona
mikroskopom znaåi istovremeno i detektovaçe elektrona. U ovom eksperimentu
ugao β pod kojim foton skreñe moæe da se odredi samo pribliæno i u sluåaju detekto-
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vaça elektrona sigurno ima vrednost izmeœu vrednosti 0 i u. Zbog toga je x-kompo-
nenta impulsa fotona neodreœena do vrednosti (hv/c) sin u, gde je v frekvencija
upadnog znaåeça, a c brzina svetlosti. Kako je ovaj iznos impulsa elektron primio
sudarom sa fotonom, izraz (hv/c) sin u predstavÿa ujedno i neodreœenost çegovog
impulsa duæ h-ose. Kombinovaçem ovog izraza sa (8.3.47) dobija se: 

Dakle, u procesu mereça poloæaja elektrona doãlo je do neizbeæne promene çego-
vog impulsa, koja je utoliko veña ukoliko je mereçe poloæaja bilo taånije. 

Iz ovih primera vidimo da Hajzenbergov princip neodreœenosti ima univer-
zalni karakter. Sve pojave u prirodi ispuçavaju ograniåeça nametnuta relacijom
neodreœenosti, samo ãto znaåaj tog ograniåeça zavisno od uslova, moæe da se pro-
teæe od izuzetno velikog do zanemarÿivog. Osnovni kriterijum je veliåina posmat-
ranog dejstva (dejstvo = energija vreme) u odnosu na Plankovu konstantu. Ako je
dejstvo istog reda veliåine onda se uticaj relacije neodreœenosti neposredno ispo-
ÿava. Ako je pak dejstvo veliko u odnosu na Plankovu konstantu, tada se i relacija
neodreœenosti moæe zanemariti. 

Primeri 

Primer 8.3.1 Polazeñi od relacije neodreœenosti oceniti energiju veze elektrona u
osnovnom staçu atoma vodonika kao i odgovarajuñe rastojaçe elektrona od jezgra. 

REÃENJE:

Ukupna energija atoma vodonika, E je zbir potencijalne, U (4.2.6) i kinetiåke, T,
energije: 

Slika 8.3.6 Poãto je ugao  maçi od aperturnog
ugla u soåiva, S, dolazi do detektovaça elektrona u
poloæaju e-: meœutim, usled meœudejstva sa fotonom
elektron je promenio poloæaj te se stvarno nalazi u
taåki prostora e-1.

β

y

S

u

hν e-

e-
i

x

β hν1

∆x∆px

λ
usin

----------hν
c

------ usin h.==

  ⋅

E U T  .+=



336 8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

E:\08.fm 7/2/04

Kinetiåku energiju raåunamo po poznatom obrascu T=( )/2 a brzinu pro-
ceçujemo iz Hajzenbergove relacije neodreœenosti (8.3.10): 

(P-8.3.1)

Pri pisaçu Hajzenbergove relacije pretpostavili smo da je  kao i 
(ãto smo i dokazali ranije ali ove pretpostavke ukazuju na to da rezultate koje dobi-
jemo treba shvatiti kvalitativno-zato u zadatku i piãe “oceniti”) kao i uvek kada po-
moñu opãtevaæeñeg Hajzenbergovog principa neodreœenosti pokuãamo da izraåu-
namo neku konkretnu veliåinu. Hajzenbergova relacija neodreœenosti pimeçena na
atom vodonika veoma liåi na Borov kvantni uslov (razlika je u faktoru 1/2). 

Sada moæemo napisati izraz za ukupnu energiju u koju ñemo uvrstiti kinetiåku
energiju iz (P-8.3.1) i potraæiti prvi izvod ukupne energije E po r koordinati. Izjed-
naåavaçem prvog izvoda sa nulom odrediñemo vrednost r za koju energija E ima
ekstremnu (minimalnu vrednost). Ovo se moæe dokazati ispitivaçem drugog izvoda
izraza E: 

(P-8.3.2)

Zameniñemo sada u jednaåini (P.8.3.2) brojne vrednosti za Plankovu konstantu h, masu i
naelektrisaçe elektrona m i e kao i elektriånu propustÿivost vakuuma  i izraåunati r: 

Energiju veze osnovnog staça (staça sa najniæom energijom) dobiñemo kada r za-
menimo u izraz za ukupnu energiju:

Rezultati koje smo dobili identiåni su onima koje daje Borov atomski model. Upore-
diti a relacijama (4.2.12) i (4.2.14). 

Primer 8.3.2 U Milikenovom eksperimentu za odreœivaçe elementarnog naelektri-
saça meri se vreme za koje (naelektrisane) uÿane kapi preœu odreœeni put. Neka je

kap mase  kg preãla put od  podeoka za 10 sekundi (50 podeoka
je 5 mm). Taånost odreœivaça vremena . Odrediti eksperimentalnu vred-
nost proizvoda neodreœenosti (greãaka) impulsa i poloæaja åestice  i uporediti
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je sa minimalnim proizvodom neodreœenosti koji sledi iz Hajzenbergove relacije
neodreœenosti. 

REÃENJE:

Neka je brzina åestice : 

Prema teoriji greãaka d  moæemo napisati kao :

a zatim izraåunati proizvod  uzimajuñi da je  podeoka = -5 m:

Dakle, proizvod neodreœenosti poloæaja i impulsa,  u ovom eksperimentu
mnogo je veñi od minimalne vrednosti odreœene Hajzenbergovom relacijom. 

8.4 ÃREDINGEROVA JEDNAÅINA 

DODATAK 8.4

D-8.4.1 Operatori 

Glavnu ulogu u matematiåkoj strukturi kvantne mehanike imaju operatori. Operator je
simbol za primenu odreœene matematiåke operacije na nekoj funkciji. Kada operator Â (sim-
bolom ˆ oznaåavamo da je A operator) primenimo na funkciju f dobija se nova funkcija : 

(D-8.4.1)

U kvantnoj mehanici najåeãñe se koriste multiplikativni (specijalni sluåaj je mnoæeçe
konstantom) i diferencijalni operatori. Multiplikativnim operatorom x funkcija f (x) prosto se
mnoæi sa x a diferencijalnim d/dx se diferencira. Kada funkcija nije diferencijabilna operator
ne moæe delovati na çu, ãto znaåi da odreœeni operator ne moæe delovati na svaku funkciju.
Zato se definiãe skup funkcija na koje odreœeni operator deluje a takav skup se naziva oblaãñu
definisanosti operatora. 

Primer: Odrediti funkciju  koja se dobija dejstvom diferencijalnog operatora d/dx na funk-
ciju sin x: 
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Operatori mogu imati i vektorski oblik. Takav je operator (nabla): 

(D-8.4.2)

Od bitnog znaåaja u tekstu koji sledi biñe Laplasov operator: 

. (D-8.4.3)

U okviru algebre operatora uvode se odreœene relacije izmeœu çih: 
a) Operatori su meœusobno jednaki ako imaju istu oblast definisanosti i ako delujuñi na istu
funkciju daju isti rezulat;
b) Operator C je suma operatora A i B kada je:

c) Proizvod operatora A i B, C definiãe se kao: 

Na funkciju prvo deluje bliæi operator (B) pa se na rezultat primeni daÿi. U opãtem sluåaju je: 

tj. operacija mnoæeça operatora nije komutativna. Razlika:

naziva se komutator operatora A i B. Kada je  operatori komutiraju i zovu se ko-
mutirajuñi. 

Primer: Odrediti komutator operatora x i d/dx: 

 

U kvantnoj mehanici nas gotovo iskÿuåivo interesuju linearni operatori. Operator je linearan
ako delujuñi na proizvoÿne funkcije c1f i c2f2 (c1 i c2 su konstante) vaæi: 
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Svojstveni problem operatora 

Ako se dejstvom operatora  na funkciju f dobije ista ta funkcija pomnoæena nekom
konstantom a (brojem): 

(D-8.4.4)

funkcija f naziva se svojstvena funkcija a konstanta a svojstvena vrednost operatora . 

Primer: Ispitati da li se dejstvom operatora -i(d/dx) ( i je imaginarna jedinica) na funkciju

 dobija jednaåina tipa (D-8.4.4): 

 

Dakle, funkcija  je svojstvena funkcija operatora -i(d/dx) dok je svojstvena vrednost
realni broj k. Odreœeni operator moæe imati jednu, nekoliko ili beskonaåno mnogo svojstve-
nih vrednosti. Skup svojstvenih vrednosti operatora naziva se spektrom (svojstvenih vred-
nosti). U prvom sluåaju svojstvene vrednosti åine diskretan skup brojeva, u drugom one
mogu imati bilo koju vrednost iz nekog kontinualnog intervala. Spektri mnogih operatora
imaju kako diskretan, tako i kontinualan deo. Ako jednoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija, svojstvena vrednost se naziva nedegenerisana. Ako istoj svo-
jstvenoj vrednosti odgovara viãe od jedne svojstvene funkcije:

svojstvena vrednost a je degenerisana. Pri tome se pod razliåitim svojstvenim funkcijama
podrazumevaju meœusobno linearno nezavisne funkcije. Maksimalan broj linearno nezavis-
nih funkcija koje odgovaraju jednoj svojstvenoj vrednosti odreœuje strepen degeneracije date
svojstvene vrednosti. Postoji teorema koja kaæe da bilo koja linearna kombinacija svojstvenih
funkcija koje odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti operatora je, takoœe, svojstvena funkcija
koja odgovara istoj svojstvenoj vrednosti operatera. 

Ermitski operatori 

Naroåit znaåaj imaju u kvantnoj mehanici ermitski operatori jer su çihove svojstvene
vrednosti realne. Operator je ermitski kada vaæi: 

. (D-8.4.5)

Sa f1 i f2 oznaåili smo funkcije a sa  operator. 
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Â

c1e
ikx

i
d

dx
------ c1e

ikx( ) i
2– kc1e

ikx
k c1e

ikx( )==–

c1e
ikx
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D-8.4.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoñe i matematiåke statistike

Pojave nastale kao rezultat sloæenog uzroånog lanca dogaœaja koji se u svim detaÿima
ne moæe poznavati nazivamo sluåajnim dogaœajima. Veliåina koja odreœuje stepen mo-
guñnosti deãavaça jednog dogaœaja pod odreœenim uslovima naziva se verovatnoña. Vero-
vatnoña nekog dogaœaja proceçuje se na osnovu niza eksperimenata pri kojima taj dogaœaj
moæe da se realizuje (izuzetno, u izvesnim idealizovanim sluåajevima moæe se unapred znati
verovatnoña pojavÿivaça nekog dogaœaja). Neka se u nizu realizacija dogaœaj A javi n puta;
tada se broj n naziva frekvencija pojavÿivaça dogaœaja A. Odnos frekvencije n i ukupnog
broja eksperimenata N je relativna frekvencija dogaœaja A, f (A):

. (D-8.4.6)

Verovatnoña pojavÿivaça dogaœaja A definiãe se kao graniåna vrednost kojoj teæi relativna
frekvencija, pri beskonaånom ponavÿaçu eksperimenata: 

. (D-8.4.7)

Za potpun sistem dogaœaja (A,B,....L) (skup dogaœaja od kojih se u jednom eksperimentu
mora dogoditi jedan i samo jedan) je: 

. (D-8.4.8)

Ako su verovatnoñe nesaglasnih dogaœaja A,B,.... (pojava jednog iskÿuåuje pojavu drugog)
p(A), p(B),... respektivno, tada je verovatnoña da nastupi bar jedan od çih p (A+B+.): 

(D-8.4.9)

Verovatnoña zajedniåkog nastupaça meœusobno nezavisnih dogaœaja A, B... jednaka je proiz-
vodu verovatnoña svakog od tih dogaœaja:

(D-8.4.10)

Sluåajnom veliåinom nazivamo veliåinu koja u jednoj realizaciji eksperimenata moæe imati
samo jednu, unapred nepoznatu vrednost - to je u stvari, sluåajan dogaœaj koji ima i kvantita-
tivan izraz (brojnu vrednost). Sluåajne veliåine mogu uzimati diskretne vrednosti ili bilo koju
vrednost iz nekog (konaånog ili beskonaånog) intervala. Zakon raspodele sluåajne veliåine je
zavisnost izmeœu vrednosti koje sluåajna veliåina moæe da ima i verovatnoñe çihovog poja-
vÿivaça. 

Funkcija raspodele 

Neka je H sluåajna veliåina, a h proizvoÿan realan broj. Definiãemo funkciju raspo-
dele F(h) kao verovatnoñu da u jednom eksperimentu H uzme vrednost maçu od h;

(D-8.4.11)

Neke osobine F(x): 
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U sluåaju kontinualne sluåajne veliåine X postoji nenegativna funkcija F(x) takva da je: 

(D-8.4.12)

f(x) je funkcija gustine (raspodele) verovatnoñe. F(x) dx predstavÿa verovatnoñu da sluåajna
veliåina uzme vrednost iz intervala izmeœu x i x+dx. Osobine funkcije f(x): 

. (D-8.4.13)

Brojne karakteristike sluåajne veliåine 

Ako u nizu od n eksperimenata sluåajna veliåina X uzme diskretne verednosti 

puta ,  puta,...  puta, definiãemo sredçu vrednost neke funkcije :

(D-8.4.14)

Ako je X kontinualna sluåajna veliåina sredça vrednost funkcije  je: 

. (D-8.4.15)

Kada je , jednaåina (D-8.4.14) definiãe aritmetiåku sredinu (sredçu vrednost):

. (D-8.4.16)

Kada broj eksperimenata   (verovatnoñi), a: 

. (D-8.4.17)

Veliåina M(x) naziva se matematiåkim oåekivaçem. Za kontinualnu sluåajnu veliåinu:
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. (D-8.4.18)

Rasturaçe eksperimentalnih podataka oko sredçe vrednosti (aritmetiåke sredine) karakteriãe
se disperzijom D. Za diskretnu sluåajnu veliåinu:

. (D-8.4.19)

Kada 

. (D-8.4.20)

Za kontinualnu sluåajnu veliåinu: 

. (D-8.4.21)

Disperzija se åesto izraåunava na osnovu sledeñe relacije:

. (D-8.4.22)

Veliåina: 

(D-8.4.23)

naziva se neodreœenoãñu ili sredçom kvadratnom greãkom.
Do sada smo posmatrali slobodne mikroåestice i pokazali da çihovo kretaçe

moæe da se opiãe De Broÿijevim ravnim talasom. Sada æelimo da naœemo mo-
guñnost za prouåavaçe kretaça åestica u poÿima razliåitih sila. Polazeñi od prirode
i osobina koje poseduju mikroåestice i talasi a koje smo prouåili u prethodnim pog-
lavÿima, formulisañemo diferencijalnu jednaåinu koja predstavÿa osnovnu jed-
naåinu za opisivaçe pojava u mikrosvetu a koju je 1926. godine predloæio Ervin
Ãredinger [Ervin Schrödinger (1887–1961), 1933. dobio Nobelovu nagradu za fi-
ziku]. Ãredingerova jednaåina ima u kvantnoj mehanici ulogu analognu Çutnovim
jednaåinama u klasiånoj mehanici.
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Zavisno promenÿiva Ãredingerove diferencijalne jednaåine naziva se talasna
funkcija i ona se tradicionalno obeleæava sa Ψ. Talasna funkcija je u opãtem sluåaju
funkcija koordinata, prostornih i spinskih, i åesto i vremena, i çome se predstavÿa
staçe sistema. Kada se sistem nalazi u stacionarnom staçu, talasna funkcija ne za-
visi od vremena.

Talasna funkcija, koja je reãeçe Ãredingerove jednaåine, sadræi sve podatke o
sistemu. Kada je poznat oblik talasne funkcije, tada mogu da se izraåunaju sve
vaæne veliåine za dati sistem, odnosno sve veliåine koje u principu mogu da se mere.
Ako se zna oblik talasne funkcije u poåetnom trenutku i poÿe sila, reãavaçem vre-
menski zavisne Ãredingerove jednaåine moæe da se odredi talasna funkcija, odnosno
staçe sistema u svakom trenutku. Talasna funkcija je kompleksna funkcija te sama
nema fiziåko znaåeçe. Meœutim, proizvod funkcije Ψ i çoj koçugovano komp-
leksne funkcije Ψ* realna je veliåina kojoj se pridruæuje odreœeni fiziåki smisao
(gustina verovatnoñe).

Kao i druge osnovne jednaåine fizike (Çutnove, Maksvelove) Ãredingerova
jednaåina se ne izvodi, veñ se postulira. Ãredingerova jednaåina je nerelativistiåka
jednaåina i moæe se primeniti samo na åestice koje se kreñu brzinama koje su mnogo
maçe od brzina svetlosti. Ona, takoœe, ne uzima u obzir spin.

Posmatrajmo slobodnu åesticu mase m koja se kreñe brzinom zanemarÿivo
malom u odnosu na brzinu svetlosti. Kinetiåka energija i impuls åestice povezani su
tada jednaåinom:

. (8.4.1)

Potencijalna energija slobodne åestice, U, jednaka je nuli, pa je ukupna energija jed-
naka çenoj kinetiåkoj energiji.

Prema De Broÿijevoj ideji, åestici moæemo da pridruæimo odgovarajuñi talas.
Uzimajuñi u obzir izraz (D-3.1.6), lako nalazimo veze izmeœu åestiånih (energija E,
impuls ) i talasnih (frekvencija ω, talasni vektor ) svojstava:

, , , , . (8.4.2)

Zamenom komponenti impulsa iz (8.4.2), u (8.4.1) nalazimo vezu izmeœu frekven-
cije i talasnog broja De Broÿijevog talasa:

. (8.4.3)

Meœutim, ova jednaåina nam niãta ne govori o obliku De Broÿijevog talasa odnosno
o promeni talasa kada na åesticu deluje neka sila. Da bismo naãli tu vezu, i jed-
naåinu De Broÿijevog ravnog talasa (8.1.23):

(8.4.4)

izraæavamo preko talasnog broja i frekvencije:
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. (8.4.5)

Sada traæimo zavisnost talasne funkcije od vremena i prostornih koordinata
kada se åestica naœe u poÿu neke spoÿaãçe sile. Diferenciraçem funkcije (8.4.5)
jednom po vremenu:

, (8.4.6)

i dva puta po koordinatama:

,

dobijamo:

, , . (8.4.7)

Uvrãtavaçem izraza za ω iz (8.4.6) i kx
2, ky

2 i kz
2 iz (8.4.7) u jednaåinu (8.4.3) dobi-

jamo vremenski zavisnu Ãredingerovu jednaåinu za slobodnu åesticu:

. (8.4.8)

Ovo je parcijalna diferencijalna jednaåina prvog reda po vremenu i drugog
reda po koordinatama. Ovakve jednaåine se najlakãe reãavaju metodom razdvajaça
promenÿivih. Reãeçe traæimo u obliku proizvoda dve funkcije od kojih jedna zavisi
samo od vremena, a druga samo od koordinata:

. (8.4.9)

Tada su izvodi po vremenu i koordinatama:

 

, , . (8.4.10)

Zamenom dobijenih diferencijala u jednaåinu (8.4.8), dobijamo:

. (8.4.11)
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Podelimo jednaåinu (8.4.11) sa ψf:

. (8.4.12)

Leva strana (8.4.12) sadræi funkciju f koja zavisi samo od vremena, a desna funkciju
ψ zavisnu od prostornih koordinata. Kako su vreme i prostorne koordinate meœu-
sobno nezavisne promenÿive, jednakost leve i desne strane biñe zadovoÿena samo
ako su one jednake nekoj konstanti koju ñemo obeleæiti sa E:

(8.4.13)

odnosno:

. (8.4.14)

Jednaåina (8.4.14) moæe lako da se integrali:

odnosno:

(8.4.15)

gde je C konstanta integraÿeça. Dobili smo, naravno, istu zavisnost talasne funkcije
od vremena kao u (8.4.5) jer se na poåetku i zahtevalo da reãeçe Ãredingerove dife-
rencijalne jednaåine bude funkcija De Broÿijevog talasa. Uporeœivaçem (8.4.15) i
(8.4.5) vidimo da je konstanta razdvajaça koju smo (ne sluåajno) oznaåili sa E,
zaista jednaka energiji åestice.

Izjednaåavaçem desnog dela jednaåine (8.4.12) sa konstantom E dobijamo:

a mnoæeçem jednaåine sa ψ i uvoœeçem Laplasovog operatora:

dobijamo:

. (8.4.16)

Jednaåina (8.4.16) predstavÿa stacionarnu Ãredingerovu jednaåinu za slobodnu åes-
ticu. Kako je u ovom sluåaju potencijalna energija åestice U jednaka nuli, E predsta-
vÿa istovremeno i kinetiåku i ukupnu energiju åestice.
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Stacionarnu Ãredingerovu jednaåinu (8.4.16) uopãtiñemo za sluåaj kada se
åestica kreñe u poÿu sile. Åestica ukupne energije E, koja je prema uslovu (8.4.13)
konstantna, u poÿu spoÿaãçe sile stiåe potencijalnu energiju, U. Tada je çena ki-
netiåka energija jednaka razlici ukupne i potencijalne, E – U, ãto zamenom u jed-
naåinu (8.4.16) daje:

. (8.4.17)

Time smo dobili opãti oblik stacionarne Ãredingerove jednaåine. Kada potencijalna
energija U ne zavisi eksplicitno od vremena, ãto je sluåaj koji ñe nas iskÿuåivo inte-
resovati, vremenska zavisnost talasne funkcije je i za åesticu u potencijalnom poÿu
data jednaåinom (8.4.15), pri åemu E kao i pre predstavÿa ukupnu energiju.

Vremenski zavisna Ãredingerova jednaåina za åesticu åija je potencijalna ener-
gija U je:

. (8.4.18)

U poreœeçu s izrazom (8.4.8) posledça jednaåina ima dodatni ålan kojim se opisuje
uticaj spoÿaãçih sila na kretaçe åestice. Meœutim, zbir ålanova na desnoj strani
predstavÿa ukupnu energiju åestice jer ålan sa Laplasovim operatorom odgovara ki-
netiåkoj energiji.

Ãredingerova jednaåina je po svojoj matematiåkoj strukturi parcijalna diferen-
cijalna jednaåina u kojoj se javÿaju prvi parcijalni izvod funkcije Ψ po vremenu i
drugi izvodi funkcije Ψ po prostornim koordinatama. Ãredingerova jednaåina se
åesto naziva i talasna jednaåina iako çena formalna sliånost sa talasnom diferenci-
jalnom jednaåinom  (D-3.1.14),  åije  je  jedno  reãeçe  jednaåina  ravnog talasa
(D-3.1.13) nije potpuna. Naime, Ãredingerova jednaåina je parcijalna diferencijalna
jednaåina prvog reda po vremenu i drugog po koordinatama dok je talasna diferen-
cijalna jednaåina drugog reda i po vremenu i po koordinatama. Zato je u formalnom
pogledu Ãredingerova jednaåina sliånija npr., diferencijalnoj jednaåini iz klasiåne fi-
zike koja opisuje difuziju åestica u prostoru i vremenu. Sa druge strane, stacionarna
Ãredingerova jednaåina (8.4.16) ima oblik jednaåine stojeñih talasa. Prema tome, u
svim sluåajevima kada nas interesuje prostorna zavisnost talasne funkcije, naziv ta-
lasna je sasvim odgovarajuñi. Inaåe, izraz talasna funkcija za funkcije koje su
reãeça Ãredingerove jednaåine je svuda u ãirokoj upotrebi.

U opãtem sluåaju, talasna funkcija Ψ je kompleksna funkcija, pa joj zbog toga
nije moguñe pripisati fiziåki smisao. Meœutim, proizvod funkcije Ψ i çoj koçugo-
vano kompleksne funkcije Ψ* je realna funkcija:

(8.4.19)

kojoj se moæe dati fiziåki smisao.
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8.4.1 Bornovo tumaåeçe talasne funkcije

Statistiåko tumaåeçe talasne funkcije Ψ predloæio je Maks Born (Max Born,
1882–1970, za istraæivaça u kvantnoj mehanici a naroåito za çenu intepretaciju do-
bija 1954. godine Nobelovu nagradu za fiziku). Potrebno je, meœutim, istañi bitnu
razliku izmeœu statistiåkog koncepta u klasiånoj i kvantnoj mehanici. U klasiånoj fi-
zici statistiåki pristup se koristi iz praktiånih razloga – za sisteme s ogromnim bro-
jem åestica nemoguñe je poznavati poåetne koordinate i impulse svih åestica. U
kvantnoj mehanici mora se pribeñi statistiåkim predstavama jer postoji ograniåeçe
moguñnosti poznavaça poåetnih koordinata i momenata koje je sadræano u relaciji
neodreœenosti. Kvantna mehanika je suãtinski statistiåka disciplina – ona u principu
daje iskaze o verovatnoñama i kada je reå o sistemima sa malim brojem åestica.

Originalno Ãredingerovo tumaåeçe talasne funkcije, Ψ, zasniva se na pret-
postavci o stvarnosti postojaça talasa materije. Åestica, na primer, elektron, “raz-
mazana” je u prostoru, a funkcija Ψ (x, y, z, t) je povezana sa gustinom “elektron-
skog oblaka” u taåki sa koordinatama (x, y, z) i u trenutku t. Sama talasna funkcija,
poãto je najåeãñe kompleksna, nije pogodna za opisivaçe funkcije gustine (koja
mora biti realna). Umesto talasne funkcije gustini se pridruæuje proizvod ΨΨ* koji
je realna funkcija. Meœutim, ovakvo tumaåeçe talasne funkcije, nailazi na teãkoñe
pri opisivaçu viãeåestiånih sistema. Na primer, talasna funkcija za dve åestice
odreœena je u ãestodimenzionom prostoru i nemoguñe joj je pridruæiti stvarne talase
materije u smislu originalne Ãredingerove ideje.

Born je 1926. godine predloæio da se proizvod ΨΨ* proglasi funkcijom gus-
tine verovatnoñe i ovakvo tumaåeçe talasne funkcjie predstavÿa jedan od postu-
lata kvantne mehanike. Tako je u jednodimenzionom sluåaju, Slika 8.4.1, verovat-
noña nalaæeça åestice u intervalu (x, x + dx), u trenutku t odreœena je proizvodom:

Ψ*(x,t) Ψ (x,t)dx.

Sliåno, u trodimenzionom sluåaju, verovatnoña nalaæeça åestice u elementu zapre-
mine dx dy dz data je proizvodom: 

Slika 8.4.1 Bornovo tumaåeçe talasne
funkcije u jednoj dimenziji. Proizvod Ψ* Ψdx
predstavÿa verovatnoñu da se åestica naœe u
intervalu dx u okolini taåke sa koordinatom x.

Ψ*Ψ

Ψ*Ψ dx

x x+dx x
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Ψ*(x,y,z) Ψ (x,y,z) dx dy dz. (8.4.20)

Proizvod Ψ*Ψ oznaåava verovatnoñu po jediniånoj zapremini (u jednodimen-
zionom sluåaju po jediniånoj duæini), dakle, predstavÿa gustinu verovatnoñe; ima
dimenzije reciproåne zapremine (duæine). Verovatnoña nalaæeça åestice u elementu
zapremine dx dy dz dobija se kada se Ψ*Ψ pomnoæi zapreminom elementa. U
konåanoj zapremini, V, verovatnoñu nalaæeça åestice nalazimo sabiraçem verovat-
noña za elemenarne zapremine, tj., integraÿeçem izraza (8.4.20) po celoj zapremini
V:

(8.4.21a)

gde je N konstanta normiraça. Problem normiraça se javÿa otuda ãto je NΨ jed-
nako dobro reãeçe Ãredingerove jednaåine kao i samo Ψ. Meœutim, konstantu nor-
miraça lako izraåunavamo na osnovu toga ãto znamo da nalaæeçu åestice bilo gde
u prostoru, odgovara siguran dogaœaj, koji po definiciji ima jediniånu verovatnoñu:

(8.4.21b)

odakle reãavaçem po N nalazimo:

. (8.4.21c)

Jednaåina (8.4.21b) oznaåava uslov normiraça talasne funkcije.
Bornovim tumaåeçem koje je izraæeno jednaåinom (8.4.21a) posredno se

postavÿaju zahtevi o matematiåkoj prirodi talasne funkcije. Talasna funkcija mora
da bude jednoznaåna, jer jedna åestica ne moæe da ima razliåite verovatnoñe
nalaæeça u istoj taåki prostora, Slika 8.4.2a. Iz uslova normiraça sledi da talasna
funkcija mora da bude konaåna u konaånom delu prostora jer integral (8.4.21a)
mora da bude konaåan u svim delovima prostora, Slika 8.4.2b i 8.4.2c. Meœutim, ta-
lasna funkcija moæe da liåi na Dirkovu δ-funkciju, tj., da ima jako veliku vrednost u
veoma malom delu prostora a da pri tome vrednost integrala Ψ*Ψ po tom vrlo ma-
lom delu prostora bude konaåna, Slika 8.4.2d. Ovakva talasna funkcija odgovara
åestici koja ima taåno odreœen poloæaj u prostoru.

Kako je Ãredingerova jednaåina diferencijalna jednaåina drugog reda po
koordinatama, to talasna funkcija Ψ i çen prvi izvod moraju da budu neprekidni da
bi drugi izvod uopãte postojao, Slika 8.4.2f. U izvesnim sluåajevima uslov da prvi
izvod talasne funkcije mora da je, takoœe, neprekidna funkcija nije matematiåki
strogo ispuçen. Na primer, na granici dve oblasti koordinata potencijal, a time i ta-
lasna funkcija, mogu da imaju skokovitu promenu. Ovo je sluåaj kod åestice u pra-
vougaonoj jami, o åemu ñe u sledeñim poglavÿima biti viãe reåi.
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8.4.2 Svojstvene funkcije i svojstvene vrednosti

Vratimo se sada stacionarnoj Ãredingerovoj jednaåini (8.4.17):

.

Levu stranu ove jednaåine moæemo da shvatimo kao niz instrukcija za izvrãeçe
odreœenih matematiåkih operacija nad talasnom funkcijom Ψ. Treba, dakle, da se
odrede drugi izvodi funkcije Ψ po koordinatama (Laplasov operator) i da se po-
mnoæe sa -ñ2/(2m), a ovaj rezultat treba sabrati sa proizvodom talasne funkcije i po-
tencijalne energije U. Desna strana Ãredingerove jednaåine je jednostavno proizvod
talasne funkcije Ψ i nekog odreœenog broja (vrednosti energije E). Niz instrukcija s
leve strane Ãredingerove jednaåine predstavÿa kvantnomehaniåki operator ukupune
energije i obiåno se obeleæava sa :

. (8.4.22)

 je oznaka operatora potencijalne energije. Koristeñi prethodnu jednaåinu, vre-
menski nezavisnu Ãredingerovu jednaåinu napisañemo na sledeñi naåin:

(8.4.23)

dok vremenski zavisna Ãredingerova jednaåina ima oblik:

(8.4.24)

Slika 8.4.2 Primeri razliåitih funkcija: a) viãeznaåna; b) neograniåena; c) neograniåena u
odreœenom opsegu; d) neograniåena u jednoj taåki; e) funkcija sa prelomom; f) neprekidna funkcija.
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Ĥ E( )op

ñ
2

2m
-------∆– Û r( )+= =
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350 8. KORPUSKULARNO-TALASNI DUALIZAM

E:\08.fm 7/2/04

Reãavaçe jednaåine (8.4.23) odnosno (8.4.24) sastoji se u nalaæeçu partiku-
larnih reãeça Ψn koja zadovoÿavju odreœene graniåne uslove. Takve funkcije Ψn

nazivaju se svojstvene funkcije operatora H, a energija E naziva se svojstvena
vrednost operatora energije. Sama Ãredingerova jednaåina predstavÿa, dakle, u ma-
tematiåkom smislu svojstveni problem operatora energije.

Skup svojstvenih vrednosti naziva se spektar svojstvenih vrednosti. On moæe
da bude diskretan i kontinualan. Ako odreœenoj svojstvenoj vrednosti odgovara
samo jedna svojstvena funkcija (pri tome treba da se ima na umu da se svojstvene
funkcije koje se razlikuju samo za stalni åinilac smatraju identiånim), ta svojstvena
vrednost naziva se nedegenerisanom. Svojstvena vrednost, kojoj odgovaraju dve ili
viãe linearno nezavisnih svojstvenih funkcija, je degenerisana.

Ako se sistem moæe nalaziti u staçima koje opisujemo funkcijama ψ1, ψ2....ψn

koje su svojstvene funkcije istog operatora (pri istoj svojstvenoj vrednosti), onda se
staçe sistema moæe opisati i funkcijom ψ=c1ψ1+c2ψ2+... koje je linearna kombina-
cija funkcija ψ1, ψ2. Takva funkcija, takoœe, je svojstvena funkcija istog operatora.
Linearnom kombinacijom talasnih funkcija izraæavamo princip superpozicije.

Prema postulatu kvantne mehanike, dinamiåkim promenÿivim kao ãto su
koordinata, impuls, moment impulsa, energija, pridruæuju se, tako da uzajamno za-
dovoÿavaju odreœene komutacione jednaåine, kvantnomehaniåki operatori. Za
svaki od ovih operatora mogu da se napiãu jednaåine svojstvenih vrednosti sliåne iz-
razu (8.4.23):

(8.4.25)

gde su ψ svojstvene funkcije operatora , a ω çegove svojstvene vrednosti. Kako
su dinamiåke promenÿive veliåine koje, uopãte uzevãi, mogu da se mere, svojstvene
vrednosti ω moraju da budu realne. Kvantnomehaniåke operatore prikazujemo (kao
i u sluåaju operatora energije) u tzv. koordinatnom predstavÿaçu (postoje i drukåija
predstavÿaça, npr. impulsno). U ovom predstavÿaçu koordinatama poloæaja x, y i z
pridruæuju se operatori poloæaja x, y i z koje jednostavno tumaåimo kao “pomnoæiti
sa x”. Komponentama impulsa px, py, pz pridruæuju se operatori:

, , . (8.4.26)

Operator impulsa moæemo formalno da odredimo pomoñu poznatog operatora ener-
gije , jednaåina (8.4.22). Kada je potencijalna energija U jednaka nuli, energija E
je samo kinetiåka (T):

.

Od dve moguñe vrednosti za  uzima se ona sa pozitivnim znakom.
Kvantnomehaniåki operatori drugih vaænih dinamiåkih promenÿivih dobijaju

se tako ãto se ove veliåine izraze preko koordinata i impulsa, koji se zatim zamene
odgovarajuñim operatorima.

Tako se, momentu impulsa  pridruæuje operator momenta impulsa :
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(8.4.27)

a komponentama momenta impulsa lx, ly i lz pridruæuju se operatori:

(8.4.28)

.

Postulatom kvantne mehanike definiãe se sredça vrednost ili oåekivana vred-
nost operatora [videti relacije (D-8.4.15) i (D-8.4.18)], kao i disperzija rezultata me-
reça neke dinamiåke promenÿive sistema, koju ñemo oznaåiti sa Ω kada se çeno
mereçe ponovi mnogo puta. Pomnoæimo prvo (8.4.25) funkcijom ψ* (koja je koçu-
govano kompleksna funkciji ψ) i integralimo po åitavom prostoru:

. (8.4.29)

Prema jednaåini (8.4.29) se kao rezultat preciznog mereça dinamiåke promenÿive
 kada je  svojstvena funkcija operatora  dobija vrednost . Kada je, meœu-

tim, sistem u staçu , pri åemu je  dobijena npr. reãavaçem svojstvenog prob-

lema (8.4.23) ali nije svojstvena funkcija operatora , kvantnomehaniåkim postula-
tom se definiãe oåekivana vrednost operatora (ili sredça vrednost) :

(8.4.30)

Kada je npr. operator  jednak operatoru impulsa tada se izraåunavaçem desne

strane jednaåine (8.4.30) dobija sredça vrednost impulsa åestice za staçe  Dis-
perzija rezultata mereça [videti i (D-8.4.21)] dobija se iz relacije:
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(8.4.31)

8.4.3 Struja gustine verovatnoñe
DODATAK 8.4

D-8.4.3 Jednaåina kontinuiteta

Pokazañemo u tekstu koji sledi da funkcija gustine
verovatnoñe zadovoÿava neku vrstu jednaåine
kontinuiteta koja nam je poznata iz mehanike
fluida. Podsetiñemo se sada u pojednostavÿenom
vidu o åemu je tu reå.
Uzmimo zapreminu u obliku kocke. Neka su ivice
kocke postavÿene duæ koordinantih osa, x, y i z,
Slika D-8.4.1 Pustimo da u ovu zapreminu utiåe
teånost i to paralelno x-osi. Gustinu struje (fluksa)
teånosti oznaåiñemo sa:

.

Ako je kocka dovoÿno mala, tada  moæe da se smatra stalnim duæ cele stranice
kocke. Koliåina teånosti koja utiåe kroz levu stranu kocke, u jedinici vremena je:

. (D-8.4.24)

Koliåina teånosti koja istiåe kroz desnu stranu kocke je:

(D-8.4.25)

ili pribliæno:

(D-8.4.25a)

Promena koliåine teånosti unutar zapremine jednaka je algebarskom zbiru izraza (D-8.4.24) i
(D-8.4.25a):

 (D-8.4.26)

Ako bismo posmatrali proticaçe teånosti u pravcu y-ose [  od-

nosno z-ose ] promena koliåine teånosti iznosila bi:

 dx dy dz, odnosno , dx dy dz, saglasno izrazu (D-8.4.26). U
opãtem sluåaju gustinu struje teånosti koja protiåe u proizvoÿnom pravcu prikazañemo vekto-
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Slika D-8.4.1 Uz fluks gustine verovatnoñe. 
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rom: , pa bi u tom sluåaju promena

koliåine teånosti unutar zapremine iznosila , gde je  vektorski operator:

Ako se ukupna koliåina teånosti odræava (a to je sluåaj kada unutar zapremine nema ni izvora
ni ponora), promena koliåine teånosti koja nastaje, jednaåina (D-8.4.26) mora da se nadok-
nadi promenom gustine :

(D-8.4.27)

ãto ñemo napisati na sledeñi naåin:

(D-8.4.28)

za sluåaj prostiraça fluida u pravu x-ose i:

(D-8.4.28a)

u opãtem sluåaju. Jednaåine (D-8.4.28) i (D-8.4.28a) predstavÿaju jednaåine kontinuiteta.

Pomoñu funkcije gustine verovatnoñe  moæe da se odredi verovatnoña
nalaæeça åestice u nekoj zapremini V. Nekada nas, meœutim, zanima broj åestica
koje prolaze kroz neku povrãinu u jedinici vremena ili fluks åestica. Nasluñujemo
da bi odreœena kombinacija funkcija gustine verovatnoñe mogla da se poveæe i sa
fluksom åestica. U proraåunu koji je izveo Maks Born moæe da se pokaæe da funk-
cija  ostaje stalna i da eventualni viãak  koji nastaje u nekom trenutku i

na nekom mestu mora da se nadoknadi maçkom  na nekom drugom mestu.
Pokazañemo sada da funkcija gustine verovatnoñe zadovoÿava jednaåinu po obliku
analognu jednaåini kontinuiteta [videti jednaåinu (D-8.4.28) i (D-8.4.28a)] koja nam
je poznata iz mehanike fluida.

Izveãñemo sada ovu jednaåinu. Napisañemo prvo vremenski zavisnu Ãredin-
gerovu jednaåinu (8.4.18):

 (8.4.32)

i çoj odgovarajuñu jednaåinu åije je reãeçe koçugovano kompleksna funkcija :

(8.4.33)
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Prvu jednaåinu (8.4.32) ñemo pomnoæiti sa , a drugu (8.4.33) sa , a zatim ih
sabrati:

ili u jednodimenzionom sluåaju:

Prethodni izraz moæemo da napiãemo i u obliku:

(8.4.34)

Sada  moæemo  da  uporedimo jednaåinu (8.4.34)  sa jednaåinom  kontinuiteta
(D-8.4.28). Jednaåina (8.4.34) ima istu strukturu kao hidrodinamiåka jednaåina, s
tim ãto ulogu gustine  ima funkcija  dok izraz:

(8.4.35)

predstavÿa struju gustine verovatnoñe. Ovom veliåinom oznaåavamo verovatnoñu
da åestica u jednoj sekundi proœe kroz povrãinu u smeru pozitivne normale na tu
povrãinu. U opãtijem, trodimenzionom sluåaju, jednaåina odræaça (8.4.34) moæe da
se napiãe i u sledeñem obliku:

(8.4.36)

pri åemu bi sada  predstavÿao vektor struje gustine verovatnoñe:

(8.4.37)

Ako se izraz (8.4.36) integrali po nekoj zapremini V, dobija se:

(8.4.38)

gde je  povrãinski element koji je jednak veliåini povrãine dA, a usmeren je isto

kao i pozitivna normala na tu povrãinu. Dakle, integral vektora  po povrãini A daje
verovatnoñu prolaska åestice kroz tu povrãinu u jedinici vremena. Desni deo jed-
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naåine (8.4.38) dobijen je primenom Stoksove (George Stokes, 1819-1903, engleski
fiziåar i matematiåar) jednaåine pomoñu koje trostruki integral po zapremini V moæe
da se zameni povrãinskim integralom po zatvorenoj povrãini koja obavija zapre-
minu V.

Integral jednaåine (8.4.34) izmeœu koordinata x1 i x2, glasi:

(8.4.39)

Kako smo formalno pokazali ranije, jednaåina (8.1.29), kretaçe åestice u pra-
vcu x-ose sa impulsom p (takoœe u pravcu x-ose) i amplitudom , moæe da se pri-
kaæe De Broÿijevim talasom: 

.

Napiãimo sada koçugovano kompleksnu funkciju ovoj funkciji:

Izraåunajmo zatim struju gustine verovatnoñe:

(8.4.40)

Jednaåinom (8.4.40) pokazali smo to da struja gustine verovatnoñe ili verovatnoña
da åestica proœe kroz neku povrãinu zavisi i od brzine kretaça åestice, ãto se moglo
i oåekivati. U sledeñem poglavÿu, pri odreœivaçu koeficijenata propustÿivosti raz-
liåitih barijera vratiñemo se ponovo na izraz (8.4.39) odnosno na struju funkcije gus-
tine verovatnoñe.

8.5 STACIONARNA ÃREDINGEROVA JEDNAÅINA

DODATAK 8.5

D-8.5.1 Dirakova delta funkcija

 (delta) funkciju (Dodatak D-8.2), uveo je P. Dirak (Paul Adrien Maurice Dirac,
1902-1984, bitno doprineo razvoju kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike, podelio sa
E. Ãredingerom Nobelovu nagradu za fiziku 1933). Delta  funkcija definiãe se kao:
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(D-8.5.1)

i:

(D-8.5.2)

Jedno od najvaænijih svojstava  funkcije, koje, naravno, matematiåki moæe da se dokaæe, je:

(D-8.5.3)

Prethodni izraz moæe da se napiãe u obliku:

(D-8.5.4)

Podsetimo se na to da se svaka funkcija  moæe razviti u Furijeov red:

(D-8.5.5)

dok se koeficijenti razvoja dobijaju iz jednaåine:

(D-8.5.6)

δ-funkcija, takoœe, moæe da se razvije u Furijeov red:

(D-8.5.7)

a koeficijent a(k) je:

(D-8.5.8)
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8.5.1 Mlaz elektrona

Posmatrajmo mlaz elektrona åija je kinetiåka energija E i koji se kreñe

brzinom  u pravcu ose x. U ovom sluåaju potencijalna energija U åes-
tice (elektrona) jednaka je nuli, pa stacionarna Ãredingerova jednaåina glasi:

(8.5.1)

Jednaåina (8.5.1) je standardna diferencijalna jednaåina drugog reda åije reãeçe

traæimo u obliku . Zameçivaçem pretpostavÿenog reãeça i çegovog dru-
gog izvoda u (8.5.1), dobija se karakteristiåna kvadratna jednaåina:

koja ima dva kompleksna korena:

Poãto se elektron slobodno kreñe, sa impulsom  u pravcu x-ose, çegova energija
je kinetiåka, pa vaæi:

Impuls elektrona p u navedenoj jednaåini zamenili smo (prema De Broÿijevoj jed-
naåini) koliånikom  gde je  De Broÿijeva talasna duæina pridruæena elektronu
koji se kreñe brzinom . Sada reãeça karakteristiåne jednaåine dobijaju oblik:

pa diferencijalna jednaåina (8.5.1) ima dva reãeça, 1 i 2:

.

(8.5.2)

A i B su konstante normiraça. Funkcije 1 i 2 su neprekidne i konaåne u celom
opsegu za bilo koju, pozitivnu vrednost energije E. U ovom sluåaju spektar svo-
jstvenih vrednosti energije je kontinualan. Kako postoje dva reãeça Ãredingerove
jednaåine za istu vrednost energije, staçe moæe da se smatra i dvostruko degenerisa-
nim. 
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Da bismo razumeli poreklo ove degeneracije, napisañemo operator impulsa,
jednaåina (8.4.26) i odrediñemo rezultat çegovog delovaça na funkcije 1 i 2:

(8.5.3)

U jednaåinama koje slede umesto  pisañemo samo p, podrazumevajuñi da je reå o
impulsu åestice koja se kreñe u pravcu x-ose. Primenimo prvo operator impulsa na
funkciju 1:

(8.5.4)

a zatim na talas 2:

(8.5.5)

Vidimo da jednaåine (8.5.4) i (8.5.5) imaju oblik jednaåine svojstvenih vrednosti jer
se dejstvom operatora na funkciju dobija ista ta funkcija pomnoæena nekom kons-
tantom. Moæemo, takoœe, da zakÿuåimo da su svojstvene funkcije operatora ener-
gije istovremeno i svojstvene funkcije operatora impulsa, ali tako da svojstvenoj
funkciji odgovara svojstvena vrednost +p, a svojstvenoj funkciji 2 odgovara
svojstvena vrednost -p. To znaåi da dve talasne funkcije 1 i 2 odgovaraju
staçima åestice istog intenziteta impulsa ali suprotnog smera kretaça, Slika 8.5.1.
To daÿe znaåi da se pomoñu znaka u eksponentu talasne funkcije odreœuje smer kre-
taça åestice duæ odreœene ose. 

Posmatrajmo sada funkciju  koja je linearna kombinacija funkcija 1 i

2:

(8.5.6)

sa ciÿem da utvrdimo da li je i funkcija  svojstvena funkcija operatora impulsa.

Reãeçe (x), jednaåina (8.5.6.) uz pomoñ Ojlerove formule:

moæe da se napiãe u trigonometrijskom obliku:

 (8.5.7)
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pri åemu su konsantne C i D povezane sa A i B iz jednaåine (8.5.1) sledeñim ve-
zama:

 

Neka je D u jednaåini (8.5.8) jednako 0, ãto znaåi da je . Ispitañemo
sada dejstvo operatora impulsa na ovu funkciju:

(8.5.8)

Posledça jednaåina nema oblik jednaåine svojstvenih vrednosti jer se dejstvom
operatora ne dobija ista ta funkcija (pomnoæena nekim åiniocem), pa ovakva funk-
cija nije svojstvena funkcija operatora impulsa, te, prema tome, ne predstavÿa
odreœeno staçe åestice sa odreœenim impulsom p. Pokuãajmo da rastumaåimo i
zaãto. Napisañemo funkciju cos kx kao zbir dva ålana:

. (8.5.9)

Funkcija  izraæena jednaåinom (8.5.9) predstavÿa kombinaciju ili boÿe reåeno
slagaçe (superpoziciju) dva staça. Jedno staçe odgovara kretaçu åestice udesno, a
drugo predstavÿa kretaçe åestice ulevo.

Podvucimo da se kod funkcija sa kontinualnim spektrom svojstvenih vred-
nosti kao u ovom sluåaju dobija:

(8.5.10)

zbog åega talasna funkcija mora da se normira na poseban naåin. U ovakvim sluåa-
jevima obiåno se vrãi normiraçe na tzv. -funkciju. Moæe da se zapazi da integral
proizvoda talasnih funkcija ima oblik -funkcije razvijene u Furijeov red:

. (8.5.11)
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Razvoj  funkcije razvijene u Furijeov red ima oblik:

(8.5.12)

pa se uporeœivaçem jednaåina (8.5.11) i (8.5.12) dolazi do vrednosti konstante nor-
miraça A:

(8.5.13)

a talasna funkcija (odnosno svojstvena funkcija operatora impulsa)  konaåno ima
oblik:

. (8.5.14)

Na Slici 8.5.2 prikazana je zavisnost realnog dela funkcije  od koordinate x, jed-
naåina (8.5.2). Period ove oscilatorne funkcije jednak je De Broÿijevoj talasnoj duæini koja je
pridruæena elektronu, λ = (h/p). Na Slici 8.5.2 prikazana su dva sluåaja: u prvom, elektroni se
kreñu sa impulsom p, a u drugom sluåaju çihov impuls je pet puta veñi u odnosu na pret-
hodni.

8.5.2 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru: energija åestice E je 
veña od potencijalne energije barijere U, E > U

Posmatrajmo åesticu, na primer, elektron koji, kreñuñi se u pozitivnom smeru
x-ose kroz oblast I, nailazi u taåki x = 0 na oblast II, Slika 8.5.3. U oblasti I (x ≤ 0)
potencijalna energija U åestice jednaka je nuli, pa je ukupna energija E åestice jed-
naka çenoj kinetiåkoj energiji. U okolini taåke x = 0, pod dejstvom poÿa sile, po-
tencijalna energija (ili potencijal) åestice se meça skokovito do neke stalne vred-
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nosti U za x ≥0. Slikovito reåeno, oblast II predstavÿa potencijalnu barijeru
(prepreku) za åesticu. Kako ukupna energija mora da se odræava (a ona je zbir ki-
netiåke i potencijalne energije), sledi da u oblasti II åestica ima kinetiåku energiju T
= E – U. Izraåunañemo sada verovatnoñu da åestica koja dolazi s leve strane (U = 0)
proœe kroz potencijalnu barijeru, odnosno da se odbije od çe i da se vrati nazad.
Napisañemo stacionarne Ãredingerove jednaåine za oblasti I i II:

I:  ; (8.5.15)

II:  ;  (8.5.16)

Kao i u prethodnom primeru za svaku od diferencijalnih jednaåina (8.5.15) i
(8.5.16) dobijamo po dva reãeça. Kao reãeçe uzimamo, meœutim, çihovu linearnu
kombinaciju koja je, saglasno svojstvu slagaça (superpozicije) koje ove diferenci-
jalne jednaåine imaju, takoœe reãeçe:

I: ;  (8.5.17)

II: ;  (8.5.18)

U jednaåinama (8.5.17) i (8.5.18) A1, B1, A2 i B2 su konstante a i imaginarna jedinica. Iz-
raz:

predstavÿa tzv. upadni talas  ili talas koji se kreñe u pozitivnom smeru x-ose u
oblasti I, pre nailaska na barijeru. Talas reflektovan barijerom  kreñe se u nega-
tivnom smeru x-ose, pa çemu odgovara drugi ålan jednaåine (8.5.17):

Izraz:

predstavÿa talas koji se kreñe u pozitivnom smeru x-ose u oblasti II i to je talas koji
je proãao kroz barijeru. Talas koji bi se u oblasti II kretao zdesna nalevo prikazali
bismo jednaåinom:

Ovaj talas nema fiziåkog smisla i zato je konstanta B2 = 0. Prema tome, talasna fun-
kcija  iz (8.5.18) postaje:
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(8.5.19)

Koristeñi sliånost iz optike moæemo da kaæemo da se upadni talas pri nailasku na
granicu dveju sredina deli na reflektovani i propuãteni talas. Izraåunañemo sada
koeficijente propustÿivosti T i refleksije R. Koeficijent propustÿivosti predstavÿa
deo ukupnog broja åestica koji prolazi u oblast II, dok koeficijent refleksije predsta-
vÿa deo åestica koje barijera odbija unazad. Zbir koeficijenta propustÿivosti i ref-
leksije mora da bude jednak jedinici. U jednom stacionarnom staçu, struja gustine
verovatnoñe mora da bude stalna jednaåina (8.4.35). Zato, logiåno, i sledi da struja
gustine verovatnoñe u sredini I, SI, mora da bude jednaka struji gustine verovatnoñe
u sredini II, SII. Izraåunañemo sada, na osnovu jednaåine (8.4.35), struju gustine ve-
rovatnoñe u sredini I i u sredini II.

(8.5.20)

Uzimajuñi u obzir da je funkcija odreœena jednaåinom (8.5.17), a da je çoj
koçugovana funkcija:

dobija se za struju gustine verovatnoñe u svakoj taåki x sredine, I, izraz:

(8.5.21)

Kako je funkcija  data izrazom (8.5.19), a çoj koçugovana funkcija je:

struja gustine verovatnoñe u svakoj taåki sredine II iznosi:

(8.5.22)

U stacionarnom staçu je S1 = SII, pa se dobija:

(8.5.23)

υ1 i υ2 su brzine kretaça åestica u sredinama I i II. Kada jednaåinu (8.5.23) pode-
limo proizvodom υ1A2

1 koji oznaåava upadnu struju gustine verovatnoñe, dobijamo:

; (8.5.24)
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Kako i sledi iz jednaåine (8.5.24) koeficijent propustÿivosti zavisi od odnosa brzina
åestice u dvema sredinama kroz koje se prostiru upadni i propuãteni talas. Upadni i
reflektovani talas prostiru se samo kroz sredinu I, pa u koeficijentu refleksije zavis-
nost od brzine ne postoji. Prema tome, da bismo izraåunali udeo propuãtenih od-
nosno reflektovanih åestica, treba da odredimo koliånik konstanti B1 i A1 odnosno A2

i A1. Ove konstante odrediñemo iz uslova neprekidnosti talasne funkcije i çenih iz-
voda na granicama intervala:

; (8.5.25)

Iz (8.5.17) i (8.5.19) odmah dobijamo:

Da bismo iskoristili drugi deo uslova (8.5.25) treba da odredimo izvode talasnih
funkcija:

Na granici oblasti I i II:

Uslovi (8.5.25) dobijaju sada svoj posebni oblik:

(8.5.26)

(8.5.27)

Eliminiãuñi A2 iz (8.5.26) i (8.5.27), nalazimo vezu izmeœu koeficijenata B1 i A1:

Kako smo ranije istakli, odnos koeficijenata B1 i A1 dignut na kvadrat daje udeo åes-
tica koje barijera reflektuje, ãto je koeficijent refleksije. Kako se vidi (B1/A1)2, jed-
nako je odnosu kvadrata modula reflektovanog i upadnog talasa:

(8.5.28)
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R se naziva koeficijent refleksije. Koeficijent propustÿivosti T koji daje udeo åestica
koje prolaze kroz barijeru je:

(8.5.29)

Na osnovu jednaåine (8.5.28) i (8.5.29) moæemo da izaåunamo udeo åestica sa ener-
gijom E koje bivaju reflektovane barijerom, odnosno åestica koje prolaze kroz bari-
jeru energije U. Za razliåite vrednosti odnosa U/E izraåunati su koeficijenti reflek-
sije R i koeficijenti propustÿivosti T, a ovi rezultati prikazani su u Tabeli 8.5.1.

Tabela 8.5.1. Koeficijent refleksije i propustÿivosti za razliåite vrednosti E/U, gde je E energija
åestice, a U potencijalna energija barijere.

Rezultati koji slede iz (8.5.28) i (8.5.29) bitno se razlikuju od onih koje oåeku-
jemo na osnovu zakona klasiåne fizike. Klasiåna åestica koja ima energiju veñu od
visine barijere, sigurno bi proãla u oblast II, ãto oznaåavamo sa T = 1 i R = 0. Iz pret-
hodnih jednaåina, meœutim, vidimo da uvek postoji odreœena verovatnoña da se åes-
tica reflektuje – osim u sluåaju da visina barijere U → 0 ili kada bi åestica imala
beskonaåno veliku energiju, E → ∞, R → 0 odnosno T → 1.

Na Slici 8.5.3 prikazan je realni deo funkcije ψ(x) koja je dobijena kao reãeçe
Ãredingerovih jednaåina (8.5.15) i (8.5.16). Kao ãto se vidi, barijera ne utiåe na
amplitudu funkcije. Kako åestica u sredinama I i II ima razliåite kinetiåke energije E
i E – U, redom, to se i De Broÿijeve talasne duæine åestice u sredinama I i II razli-
kuju. Tako je: λΙ < λΙΙ jer je pI > pII poãto iz De Broÿijeve jednaåine sledi da je λΙ

= h/pI = h/  a λΙΙ = h/

8.5.3 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru: energija åestice E 
manja je od potencijalne energije barijere U, E < U

Posmatrajmo kretaçe åestice (elektrona) u pozitivnom smeru x-ose, pri åemu
åestica iz oblasti I nailazi u taåki x = 0 na oblast II, Slika 8.5.4. U oblasti I (x ≤ 0)
potencijalna energija åestice jednaka je nuli, pa je energija E åestice po svom obliku
kinetiåka. U oblasti II (x ≥ 0) potencijalna energija åestice meça se skokovito do
neke stalne vrednosti U, pri åemu je sada U > E. Klasiåna mehanika ne predviœa
moguñnost da åestica prodre u oblast II sleva nadesno. Naime, jednakost ukupnih
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energija åestice u oblasti I i u oblasti II mogla bi u ovom sluåaju da bude zadovo-
ÿena samo kada bi bile moguñe negativne vrednosti kinetiåkih energija [E = U +
(–TII)]. Kako je ovo nemoguñe, nemoguñe je i da åestica prodre kroz potencijalnu
barijeru. Ispitañemo sada ãta predviœa kvantna mehanika u ovom sluåaju.

Napisañemo Ãredingerove jednaåine koje se odnose na staçe åestice u oblasti
I i II:

I:  ; (8.5.30)

Slika 8.5.3 Prolaz åestice kroz potencijalnu
barijeru – ukupna energija åestice E veña je od
visine barijere U, E  U. Poãto se impuls åes-
tice smaçio usled prolaska kroz barijeru,
smaçila se uåestanost odnosno poveñao se pe-
riod talasne funkcije, pri åemu je amplituda y
ostala ista.
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II:  ;  (8.5.31)

Reãeça ovih jednaåina su:

I:  ;  ,  (8.5.32)

II: ;  (8.5.33)

Kao i u prethodnom poglavÿu sa  oznaåiñemo upadni talas, a sa

 reflektovani talas. Priroda reãeça u oblasti II sada je drukåija – kako je
U > E, talasna funkcija za x > 0 nema oscilatorni veñ eksponencijalni oblik. Da bi
funkcija  bila konaåna za sve vrednosti x-koordinate, moramo da izaberemo
A2 = 0 (inaåe bi  → ∞ kada x → ∞). Prema tome, u oblasti II talasna funkcija ima
eksponencijalno opadajuñi oblik:

(8.5.34)

Koeficijente refleksije R i propustÿivosti T nalazimo kao u sluåaju kad je U< E:

Izvodi funkcija  i  su:

; 

; 

Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i çenih izvoda na granici oblasti I i II glase:

Uklaçaçem B2 iz ovih jednaåina nalazimo:

Koeficijent refleksije odrediñemo, kao i ranije, iz jednaåine:
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(8.5.35)

Koeficijent propustÿivosti T=1 – R=0. Ovakav rezultat mogao je odmah da se do-
bije i proraåunom vrednosti struje gustine verovatnoñe u sredini II pomoñu jed-
naåine (8.4.35). S obzirom na oblik funkcije , jednaåine (8.5.34), ovaj fluks mora
da bude jednak nuli. Dobili smo rezultat koji se na prvi pogled uopãte ne razlikuje
od klasiånog: åestica koja ima energiju E maçu od visine potencijalne barijere, pot-
puno se reflektuje pri nailasku na barijeru. Pa ipak, postoji jedna bitna razlika. Gus-
tina verovatnoñe nalaæeça åestice u oblasti II nije jednaka nuli, ãto znaåi da åestica
moæe da se naœe i unutar oblasti koja je za çu, prema klasiånoj mehanici, nedos-
tupna. Ako naœemo kvadrat modula funkcije :

(8.5.36)

koji odreœuje verovatnoñu nalaæeça åestice na rastojaçu x od granice oblasti I i II,
vidimo da postoji odreœena, konaåna verovatnoña da se åestica naœe i s desne strane
barijere. Brzina opadaça funkcije gustine verovatnoñe, jednaåina (8.5.36) zavisi od
mase åestice koja prodire kroz barijeru, kao i od razlike visine barijere i ukupne
energije åestice. Obiåno se kao dubina prodiraça uzima rastojaçe od granice ob-
lasti I i II do taåke x na kojoj talasna funkcija  [jednaåina (8.5.34)] opadne na 1/e-
ti deo çene vrednosti u taåki x = 0. Rezultat (8.5.36) nije u suprotnosti sa rezultatom
(8.5.35) – åestica se potpuno reflektuje (T = 0), ali ne obavezno na samoj granici ob-
lasti I i II.

Na Slici 8.5.4 prikazan je realni deo talasne funkcije , koja je reãeçe
Ãredingerove jednaåine (8.5.30) i (8.5.31). U oblasti I talasna funkcija ima oscila-
tornu prirodu, dok u oblasti II eksponencijalno opada. Kaæemo da barijera priguãuje
talas.

8.5.4 Prolaz åestice sa energijom E kroz pravougaonu 
jednodimenzionu potencijalnu barijeru U konaåne ãirine a, E < U

Neka na åesticu u okolini taåke x = 0 deluje poÿe sile koje prouzrokuje pro-
menu potencijala od vrednosti nula do neke konstantne vrednosti U. U okolini taåke
a dolazi, opet zbog dejstva sile, do promene potencijala od vrednosti U do nule.
Ograniåno podruåje konstantnog pozitivnog potencijala, oblasti II (0 ≤ x ≤ a), Slika
8.5.5, naziva se potencijalna prepreka (barijera) konaåne ãirine. U skladu sa tim,
åestica koja se kreñe sa energijom E u pozitivnom smeru x-ose, ima u oblastima I (x
≤ 0) i III (x ≥ a) potencijalnu energiju nula, a u oblasti II (0 ≤ x ≤ a), çena potenci-
jalna energija je U pri åemu je U > E. Ãredingerove jednaåine za oblast I, II i III
glase:

I: (8.5.37)
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II: (8.5.38)

III: (8.5.39)

Reãeça prethodnih jednaåina su:

I: (8.5.40

II: (8.5.41)

III: (8.5.42)

Ålan , koji bi odgovarao kretaçu åestice u oblasti III zdesna nalevo u
(8.5.42) je izostavÿen. Uslovi neprekidnosti funkcije i çenih izvoda na granicama
intervala su:

Iz ovih uslova sledi:

(8.5.43)

(8.5.44)

(8.5.45)

Slika 8.5.5 Prolaz åestice koja ima
energiju E kroz barijeru åija su potenci-
jalna energija U i ãirina a, na osnovu
reãeça (8.5.40) – (8.5.42). Amplituda
talasne funkcije smaçuje se unutar ba-
rijere (priguãeçe talasa), ali to ne utiåe
na period (frekvenciju) talasne funkcije
u prostoru iza barijere.
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. (8.5.46)

Koeficijent propustÿivosti, odnosno deo ukupnog broja åestica koji proœe kroz bari-
jeru, jednak je odnosu kvadrata amplituda funkcije  i dela funkcije  koji
opisuje kretaçe sleva nadesno. Napomenimo da otpada zavisnost koeficijenta pro-
pustÿivosti od brzine åestice jer su brzine åestica u sredinama I i III jednake:

. (8.5.47)

Pomoñu (8.5.43) – (8.5.46) izraåunañemo koliånik . Uvedimo sledeñe smene:

.

Sada sistem jednaåina (8.5.43) – (8.5.46) ima oblik:

(8.5.48)

(8.5.49)

(8.5.50)

. (8.5.51)

Ako jednaåinu (8.5.48) pomnoæimo sa  pa saberemo sa (8.5.49), dobijamo:

. (8.5.52)

Kada jednaåinu (8.5.50) pomnoæimo sa  i oduzmemo od (8.5.51) dobija se:

. (8.5.53)

Uklaçaçem nepoznate t iz jednaåina (8.5.52) i (8.5.53), dobijamo y:

. (8.5.54)

Sada i iz jednaåina (8.5.50) i (8.5.51) uklonimo t da bismo dobili w u zavisnosti od y.
S tim ciÿem (8.5.50) mnoæimo sa  i dobijeni proizvod oduzimamo od (8.5.51):

.

Ako sada u gorçu jednaåinu uvrstimo izraz za y iz (8.5.54), dobijamo:
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.

Uvodeñi funkcije sinus hiperboliåki i kosinus hiperboliåki, definisane jednaåinama:

moæemo w da predstavimo u obliku:

. (8.5.55)

Izraz koçugovan ovome je:

. (8.5.56)

Koeficijent propustÿivosti jednak je proizvodu jednaåina (8.5.55) i (8.5.56):

.

Kako je:

konaåno se dobija:

. (8.5.57)

Ovaz izraz je dosta sloæen i nepogodan za analizu. Moæemo da ga znatno uprostimo
ako se koristimo åiçenicom da je u najveñem broju sluåajeva:

.

Pokaæimo ovo na jednom tipiånom primeru. Neka je åestica koju posmatramo

elektron, , dok je m (0,1 nm). Tada je:
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.

Ako sada sh  zamenimo sa /2, dobijamo:

.

Kako su konstante  i  istog reda veliåine, a broj 4 moæe da se zanemari u real-
nim sluåajevima u odnosu na exp , izraz za T moæe da se napiãe u pribliænom
obliku:

. (8.5.58)

Prema tome, propustÿivost barijere, koja ima konaånu ãirinu a, i u sluåaju kada je
energija åestice E maça od potencijalne energije U, razliåita je od nule i moæe da se
u najveñem broju sluåajeva izraåuna iz jednaåine (8.5.58). U Tabeli 8.5.2 date su
vrednosti za propustÿivost barijere T, pri razliåitim ãirinama barijere a, i za stalnu

vrednost razlike U-E. Kao ãto vidimo, za barijeru ãirine  propustÿivost je pri-
liåno velika (10%), ali sa poveñaçem ãirine barijere propustÿivost eksponencijalno
opada. Naglasimo da je prema zakonima klasiåne fizike, propustÿivost barijere, u
svim sluåajevima kada je , jednaka nuli.

Tabela 8.5.2 Koeficijent propustÿivosti barijere izraåunat po formuli (8.5.58) za raz-
liåite debÿine barijere pri U-E=5 eV

8.5.5 Prolaz åestice kroz potencijalnu barijeru:
trodimenzioni sluåaj sa sfernom simetrijom

Trodimenziona Ãredingerova jednaåina u pravouglom koordinatnom sistemu,
jednaåina (8.4.17) ima oblik:

. (8.5.59)

U jednaåini smo naznaåili da potencijalna energija U zavisi samo od koordinate r,
odnosno da je ona sferno simetriåna. Ovo je åest sluåaj u atomskoj fizici, jer Kulo-
nova sila, koja je preovlaœujuña u atomskoj fizici, ima sferno simetriåni potencijal.
Funkcija , u opãtem sluåaju zavisi od svih koordinatnih x, y i z ili, ako bismo
preãli na sferne koordinate, zavisi od sfernih koordinata r,  i . [O svemu ovome

a (nm) 0.10 0.13 0.15 0.18 0.20 0.50 1.00

T 0,100 0,051 0,032 0,016 0,010 1,04x10-6 1,07x10-10
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biñe reåi detaÿnije u poglavÿu 9; videti jednaåine (9.1.22)]. Postoje, meœutim,
sluåajevi, kada je i talasna funkcija sferno simetriåna i ne pokazuje zavisnost od ug-
lova  i  ili nas u prvoj aproksimaciji zanima samo zavisnost talasne funkcije od r
koordinate.

Sada ñemo jednaåinu (8.5.59) da prevedemo u sferne koordinate ali ñemo se
ograniåiti na sferno simetriåni sluåaj. To znaåi da ñemo u izrazu za Laplasov opera-
tor, jednaåina (9.1.28), da zanemarimo izvode talasne funkcije  po uglovima i za-
dræañemo se na izrazu:

. (9.5.60)

Zameçivaçem (8.5.60) u (8.5.59) dobija se:

. (8.5.61)

Uvoœeçem smene:

(8.5.62)

jednaåina (8.5.61) konaåno dobija oblik:

. (8.5.63)

Kako je koordinata r definisana od nule do beskonaånosti , a zbog zah-
teva da funkcija  bude konaåna za sve vrednosti r, funkcija u mora da ima vred-
nost 0 za r = 0 (jer je =u/r). Jednaåina (8.5.63) je po obliku identiåna jednodimen-
zionoj Ãredingerovoj jednaåini.

Izraåunañemo sada struju gustine verovatnoñe S(r), (8.4.35):
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Slika 8.5.6 Prolazak åestice kroz
potencijalnu barijeru – sferno sime-
triåni sluåaj.
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ili:

. (8.5.64)

Ukupna struja gustine verovatnoñe kroz sferu polupreånika r je:

. (8.5.65)

Odredimo sada integral gustine verovatnoñe P unutar zapremine sfere polupreå-
nika :

(8.5.66)

dok bi prema jednaåini (8.4.39), promena ove verovatnoñe u vremenu, u granicama
od r = 0 do r = , iznosila:

(8.5.67)

Istaknimo da u ovom sluåaju  mora da bude nula jer bi inaåe postojao “izvor”
åestica u taåki r = 0. Kada je  ipak razliåito od nule, tada mora da bude raz-
liåita od nule promena integrala gustine verovatnoñe u vremenu, a izmeœu r = 0 i r =
. Ove zakÿuåke iskoristiñemo da izraåunamo verovatnoñu da åestica preœe iz sre-

dine I u sredinu III, vrãeñi u oblasti II tunel efekt, Slika 8.5.6. U oblasti I i III poten-
cijalna energija åestice niæa je od ukupne energije, dok je u oblasti II potencijalna
energija åestice veña od çene ukupne energije. U skladu sa prethodnim razmat-
raçem, zanima nas verovatnoña da åestica napusti sferu polupreånika  (npr. sluåaj
emisije  åestice iz jezgra). Napisañemo Ãredingerove jednaåine za ovaj sluåaj:

(8.5.68)
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. (8.5.70)

Reãeça ovih jednaåina su:

(8.5.71)

. (8.5.72)

Reãeçe Ãredingerove jednaåine u oblasti II nam za sada nije potrebno, mada nam je
poznato odranije (videti poglavÿe 8.5.4) da reãeçe mora biti ekponencijalno opada-
juña funkcija. Treba, takoœe imati na umu da U1 ima negativnu vrednost. Smat-
rañemo da je verovatnoña prolaska åestice iz oblasti I u III izuzetno mala, ãto znaåi
da upadni i reflektovani talas imaju iste koeficijente , pa jednaåina (8.5.71) do-
bija oblik:

(8.5.71a) .

Izraåunañemo sada ukupnu verovatnoñu nalaæeça åestice unutar sfere polupreånika
, pomoñu jednaåine (8.5.66) i (8.5.71a), uzimajuñi u obzir da zbog konaånosti

funkcije  mora da bude ispuçeno i u(0) = 0 zbog åega se funkcija U1(r) svodi
na sinusni deo:

. (8.5.73)

Pomoñu izraza za ukupan fluks kroz sferu odreœenog polupreånika, jednaåina
(8.5.65) i izraza za propuãteni talas , jednaåina (8.5.72), moæe da se izraåuna struja
gustine verovatnoñe izvan barijere, u oblasti III:

(8.5.74)

gde je  brzina åestice u oblasti III. Uzimajuñi u obzir uslov odræaça,
jednaåine (8.4.34) i (8.5.67), sledi:

ili:

. (8.5.75)

III: 
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Deÿeçem obe strane jednaåine (8.5.75) sa  i prebacivaçem dt na desnu stranu
dobija se:

.

Kako je verovatnoña nalaæeça åestice unutar sfere polupreånika  upravo

srazmerna sa , to leva strana prethodne jednaåine pokazuje kako se ova verova-
tnoña (P) meça se vremenom:

(8.5.76)

ili:

pri åemu je konstanta :

. (8.5.77)

Potraæimo sada vezu izmeœu koeficijenta  i koeficijenta propustÿivosti barijere T.

Kako je potencijalna energija åestice sleve i s desne strane barijere razliåita,  i

, prema (8.5.24) koeficijent propustÿivosti T zavisi od odnosa amplituda odgova-
rajuñih talasa ali i od odnosa brzina åestica:

(8.5.78)

pa iz (8.5.77) i (8.5.78) moæe da se naœe veza izmeœu koeficijenta  i koeficijenta
propustÿivosti T:

. (8.5.79)

Koliånik  pokazuje i koliko puta u jednoj sekundi åestica udari o “zid” po-
tencijalne barijere pokuãavajuñi da proœe napoÿe. Koeficijent propustÿivosti T je
åisto kvantnomehaniåki pojam koji govori o moguñnosti tunel efekta. Na jednaåinu
(8.5.79) vratiñemo se kada u poglavÿu o radioaktivnosti bude govora o  raspadu.
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Primeri

Primer 8.5.1 Koliki je koeficijent propustÿivosti barijere ãirne a ako je visina bari-
jere  a energija åestice pre nailaska na barijeru je . Ãirina barijere je:

a) , b)  gde je  De Broÿijeva talasna duæina pridruæena åestici

energije .

REÃENJE:

Upotrebiñemo jednaåinu (8.5.57):

;

.

Primer 8.5.2 Uporediti koeficijente propustÿivosti deuterijuma i vodonika, energije
5 eV, koji prolaze kroz potencijalnu barijeru visine 10 eV i ãirine 0,01 nm.

REÃENJE:

Deuterijum ima (oko) dva puta veñu masu od protona i zbog toga ima maçi koefici-
jent propustÿivosti relacije (8.5.58):

8.6 POTENCIJALNE JAME

8.6.1 Åestica u jednodimenzionoj jami sa beskonaåno
visokim zidovima

Potencijalna jama je oblast u kojoj je potencijalna energija åestice ili nula ili je
predstavÿamo negativnim vrednostima. Izvan jame potencijalna energija åestice je
beskonaåno velika. Promena potencijalne energije åestice dogaœa se pod dejstvom
neke sile u okolini taåaka x=0 i x=a (mada je promena potencijala na slici prikazana
vertikalnom linijom) i ove taåke predstavÿaju poloæaj “zidova” jame. Dakle, unutar
jame, , oblast II, potencijalna energija åestice U jednaka je 0. Izvan jame,

, i , oblasti I i III, potencijalna energija je beskonaåno velika,
Slika 8.6.1.

Napisañemo sada Ãredingerove jednaåine za oblast I, II i III:

U E0= E0 2⁄

a 2λ= λ 2a= λ

E0 2⁄
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4

sh
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I: (8.6.1)

II: (8.6.2)

III: . (8.6.3)

Po istom postupku kao ranije, nalazimo reãeça Ãredingerovih jednaåina za oblast I,
II i III. Ona glase:

I: (8.6.4)

II: (8.6.5)

III: . (8.6.6)

Reãeça u oblasti I i III su eksponencijalne funkcije, dok je u oblasti II funk-
cija kompleksna (ima oscilatorni karakter). Pokazañemo sada da je vrednost talasne
funkcije izvan potencijalne jame jednaka nuli. Konstante A1...B3, koje se javÿaju u
izrazima za talasne funkcije, odrediñemo iz uslova da funkcija ψ mora da bude ko-
naåna i neprekidna za sve vrednosti x-koordinate. Da bi funkcija u oblasti I bila
uvek konaåna, mora da bude B1=0 (inaåe bi za ). Zbog toga treba
da bude A3=0 (inaåe ). Dakle, levo od potencijalne jame, izraz za
talasnu funkciju svodi se na:

(8.6.7)

a desno od jame:

. (8.6.8)

Kako je u ovim oblastima potencijalna energija beskonaåno visoka, tada i ,
pa su oba izraza (8.6.7) i (8.6.8) jednaka nuli. Prema tome, izvan jame vrednost ta-
lasne funkcije ψ jednaka je nuli, ãto znaåi da u oblastima I i III ne moæe da se naœe
åestica.

Slika 8.6.1 Potencijalna jama sa beskonaåno visokim zidovima.
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Analizirajmo sada talasnu funkciju ψ2(x) koja je reãeçe Ãredingerove jed-
naåine za oblast II. Reãeçe (8.6.5) moæe da se napiãe u trigonometrijskom obliku.
Koristeñi Ojlerov obrazac:

(8.6.9)

jednaåina (8.6.5) dobija sada oblik:

(8.6.10)

pri åemu je:

.

Konstante C2 i D2 koje odreœuju oblik talasne funkcije unutar jame, odrediñemo iz
uslova neprekidnosti talasne funkcije na mestima promene potencijala, x=0 i x=a i
iz zahteva da åestica mora da bude negde unutar jame (uslov normiraça). Poãto je
izvan jame ψ(x)=0, sledi da talasna funkcija (8.6.10) mora da zadovoÿava graniåne
uslove ψ2(0)=0 i ψ2(a)=0, odnosno uslov neprekidnosti. Prvi od çih daje:

ãto znaåi da se talasna funkcija (u jami) svodi na oblik:

. (8.6.11)

Drugi uslov neprekidnosti glasi:

ãto je zadovoÿeno za:

(8.6.12)

Zameçivaçem izraza za k2 (jednaåina 8.6.5) u (8.6.12), dobija se:

. (8.6.13)

Energiju åestice E, jednaåina (8.6.5), napisali smo sada sa indeksom n, oznaåivãi sa
En energiju koju åestica ima u staçu opisanom brojem n, dakle u kvantnom staçu n.
Jednaåina (8.6.13) pokazuje da åestica ne moæe da ima bilo koje (kontinualne) vred-
nosti, veñ samo odreœene, diskretne vrednosti energije. Konstantu C2 odreœujemo iz
uslova normiraça:

(8.6.14)

e
ik2x±

k2x( ) i k2x( )sin±cos=

ψ2 x( ) C2 k2x( ) D2 k2x( )cos+sin=
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Ovaj integral lako se izraåunava:

Izjednaåavaçem ovog rezultata sa 1 dobija se:

(8.6.15)

Konaåan oblik talasne funkcije, prema tome je:

. (8.6.16)

Na Slici 8.6.2 su prikazani
energijski nivoi En i çima odgova-
rajuñe talasne funkcije ψn(x), kao i
kvadrati ovih talasnih funkcija

 koji odreœuju gustinu vero-
vatnoñe nalaæeça åestice. Kao ãto
se sa slike vidi, u kvantnom nivou
n=1, sa najveñom verovatnoñom
åesticu moæemo da naœeno u sre-
dini jame, dok je verovatnoña
nalaæeça åestice na zidovima jed-
naka nuli. Ovaj rezultat razlikuje se
od onog koji bi dala klasiåna fizika.
“Klasiånu” åesticu moæemo, sa
podjednakom verovatnoñom, da
naœemo bilo gde u jami. Slika daÿe
pokazuje da sa porastom energije (i
kvantnog broja n) maksimumi kri-
vih leæe sve bliæe jedan drugom,
tako da bi se pri vrlo velikom broju
n dobio rezultat kao za “klasiånu”
åesticu. I ovo moæe da se smatra do-
kazom ispuçenosti principa korespondencije.

8.6.2 Åestica u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima

Neka se åestica nalazi u trodimenzionoj jami, Slika 8.6.3. Ponovo ñemo ener-
giju da raåunamo u odnosu na dno potencijalne jame. Tada je potencijalna energija:

 u svim ostalim sluåajevima. Iz-
van potencijalne jame, talasna funkcija ψ jednaka je nuli (videti 8.6.1). Unutar jame
Ãredingerova jednaåina ima oblik:

C2
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Slika 8.6.2 Energijski nivoi, talasne funkcije i funkcije
gustine verovatnoñe nalaæeça åestice u potencijalnoj
jami sa beskonaåno visokim zidovima.
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U 0 za 0 x a; 0 y b; 0 z c  a; U≤ ≤≤ ≤≤ ≤= ∞=
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. (8.6.17)

Reãeçe jednaåine potraæiñemo uobiåajenim metodom razdvajaça promenÿivih.
Dakle, pretpostaviñemo da funkcija ψ koja je reãeçe naãe jednaåine (i koje zavisi
od tri promenÿive) moæe da se napiãe kao proizvod tri funkcije od kojih svaka zavisi
samo od jedne promenÿive:

. (8.6.18)

Na ovaj naåin pokuãavamo da parcijalnu diferencijalnu jednaåinu (8.6.17) rasta-
vimo na tri obiåne diferencijalne jednaåine. Potraæimo najpre izvode funkcije
(8.6.18):

(8.6.19)

Uvrãtavaçem funkcije ψ, jednaåina (8.6.18), i çenih izvoda, jednaåina (8.6.19), u
jednaåinu (8.6.17) dobija se:

. (8.6.20)

Jednaåinu (8.6.20) podeliñemo sa . Dobiñemo:

. (8.6.21)

Prvi ålan u jednaåini (8.6.21) zavisi samo od x, drugi od y, a treñi od z, dok je çihov
zbir jednak konstanti. Ovo je moguñe samo u sluåaju kada je i svaki od ta tri sabirka
stalan. Ukupnu energiju E napisañemo sada kao zbir tri konstante E1, E2 i E3:

. (8.6.22)

Slika 8.6.3 Åestica u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima.
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Uz ovu smenu jednaåina (8.6.21) rastavÿa se na tri jednaåine:

odnosno:

. (8.6.23)

Svaka od ovih jednaåina identiåna je Ãredingerovoj jednaåini za åesticu u jednodi-
menzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima. Funkcije X, Y i Z zadovoÿavaju
sledeñe graniåne uslove: X(a)=X(0)=0; Y(b)=Y(0)=0; Z(c)=Z(0)=0 (uslove neprekid-
nosti) i uslove normiraça:

pa su reãeça jednaåina (8.6.23):

. (8.6.24)

Za enegije E1, E2 i E3 dobija se:

. (8.6.25)

Prema tome, talasna funkcija za åesticu u trodimenzionoj jami sa beskonaåno viso-
kim zidovima ima oblik:

. (8.6.26)
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Diskretne vrednosti energije koje åestica moæe da ima su:

(8.6.27)

8.6.3 Prolaz åestice kroz pravougaonu potencijalnu jamu; 
Ramzauerov efekt

Posmatrañemo sada kretaçe
mlaza åestica sa ukupnom energijom
E (u odnosu na nultu vrednost poten-
cijalne energije U) koji prolazi kroz
oblasti I, II i III, kao na Slici 8.6.4. U
oblasti I i III potencijalna energija
åestice U jednaka je nuli, dok se u
oblasti II potencijalna energija åes-
tice skokovito meça od 0 od -U0.
Kaæemo da åestica nailazi na poten-
cijalnu, pravougaonu jamu dubine
U0 i ãirine a. Pretpostaviñemo da
mlaz åestica delimiåno prolazi kroz
jamu, a delimiåno se reflektuje na
ivicama jame. Da bismo odredili
koeficijente transparencije, napi-
sañemo, kao i u prethodnim sluåaje-
vima, Ãredingerove jednaåine za ob-

lasti I, II i III:

I: (8.6.28)

II: (8.6.29)

III: (8.6.30)

i na isti naåin kao ranije, nañi ñemo reãeçe Ãredingerovih jednaåina za oblasti I, II i III. 
Ona glase:

I: (8.6.31)

II: (8.6.32)

E E1 E2 E3
h

2

8m
-------

n1
2

a
2

----
n2

2

b
2

----
n3

2

c
2

----+ + 
 =+ +=

n1 n2 n3 1 2 3 …, , ,=, ,

Slika 8.6.4 Prolazak åestice kroz pravougaonu 
potencijalnu jamu.
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III: (8.6.33)

i sve imaju oscilatorni karakter. Postaviñemo uslove neprekidnosti funkcija i çiho-
vih izvoda na granicama intervala:

pa se primenom uslova neprekidnosti na funkcije odreœene izrazima (8.6.31),
(8.6.32) i (8.6.33), dobija:

(8.6.34)

.

Nameravamo sada da pomoñu jednaåina (8.6.34) odredimo koeficijent propustÿi-
vosti T potencijalne jame, odnosno udeo åestica koji iz oblasti I prelazi u oblast III.
Kao i u prethodnim sliånim sluåajevima, koeficijent propustÿivosti jednak je

. Iz jednaåine (8.6.34) lako se dobija:

.

(8.6.35)

.

Posmatrañemo neke graniåne sluåajeve:
1) . Tada dobijamo:

(8.6.36)

dakle, propustÿivost barijere raste linearno sa energijom åestice. Ako su istovre-
meno ispuçeni uslovi da  i  (ovaj sluåaj opisañemo kasnije) dobija
se da koeficijent transparencije teæi jedinici.

2) U sluåaju kada je  ili  dobijamo:
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(8.6.37)

ãto znaåi da åestice ne “oseña” prisustvo potencijalne jame i nesmetano prolazi kroz
çu.

3) Kada je  (rezonantni sluåaj), sledi:

(8.6.38)

gde je  talasna duæina De Broÿijevog talasa koji je pridruæen åestici. I zaista,
kako je kinetiåka energija åestice u jami T, jednaka E + U0 sledi:

(8.6.39)

Jednaåina (8.3.39) dobija se kada se uzme u obzir veza izmeœu impulsa åestice p2 u
jami i talasne duæine pridruæene åestici , koja je data De Broÿijevom jednaåinom.
Za  je:

za n parno i:

za n neparno. Daÿe, na osnovu relacije (8.6.35) se dobija:

(8.6.40)

Posledçom jednaåinom pokazano je da je jama potpuno prozraåna za åestice s ener-
gijama koje ispuçavaju uslov . Istovremeno, ovaj uslov znaåi da je ãirina
jame a jednaka celobrojnom umnoãku polovina talasnih duæina De Broÿijevog ta-
lasa koji je pridruæen åestici u jami, jednaåina (8.6.38). Ovakva pojava moæe se upo-
rediti sa selektivnim propuãtaçem svetlosti kroz uzane slojeve stakla i dielektrika
(filtri). Paæÿivim izborom debÿine filtra postiæe se koeficijent propustÿivosti 
u uskom opsegu talasne duæine .

Sluåaj koji je opisan jednaåinom (8.6.38) sreñe se u eksperimentima pod nazi-
vom Ramzauerov efekt ili taånije Ramzauer-Taunsendov efekt, nazvan po istraæi-
vaåima koji su ga, nezavisno jedan od drugog, otkrili. U ovim eksperimentima ispi-
tivano je rasejavaçe elektrona na odreœenim atomima i zapaæeno je da efikasni
presek (videti poglavÿe 10.1) za zahvataçe elektrona metom odreœene vrste ima
najmaçu vrednost pri odreœenoj energiji elektrona, Slika 8.6.5. To, praktiåno, znaåi
da elektroni sa takvom energijom u potpunosti prolaze kroz metu. U skladu sa
teorijskim proraåunom koji smo razmatrali, u ovom sluåaju atom polupreånika R
smatrañemo pravougaonom potencijalnom jamom, ãto znaåi da je a = 2R, pa naã us-
lov, prema (8.6.38), glasi:
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λ2 = 4R  ili ãto odgovara,  na
osnovu De Broÿijeve jedna-
åine, kinetiåkoj energiji elekt-
rona unutar jame:

;

pa se za R = 1 Å dobija za ki-
netiåku energiju elektrona unu-
tar jame vrednost od 10 eV.
Prema Slici 8.6.5 minimum
krive, koja pokazuje zavisnost
efikasnog preseka za zahva-
taçe elektrona od energije
upadnih elektrona, leæi na oko
1 eV, ukazujuñi na to da dubina potencijalne jame iznosi oko 10 eV (taånije 9 eV jer
je U0 = E - T = 1-10 = -9 eV).

Kao ãto smo ranije pomenuli, ovakvo ponaãaçe elektrona sliåno je pojavi se-
lektivnog propuãtaça svetlosti odreœene talasne duæine, kroz tanke slojeve stakla ili
nekih durgih dielektrika. Paæÿivim podeãavaçem debÿine ploåice postiæe se da
ploåica propusti svetlost odreœene talasne duæine, pri åemu je smaçeçe intenziteta
daleko maçe nego kod obiånih obojenih filtera.

Primeri

Primer 8.6.1 Izvesti opãti oblik izraza za koeficijent transparencije T kod prolaska
åestice kroz potencijalnu jamu. Nacrtati zavisnost koeficijenta transparencije T od
E/U0, gde je E poåetna energija elektrona, a U0 dubina potencijalne jame. Uzeti da je
dubina jame 10 KeV, a ãirina 1 Å.

REÃENJE:

Na osnovu jednaåine (8.6.35) dobija se:

. (8.6.41)

Sreœivaçem jednaåine (8.6.41), dobija se:

. (8.6.42)

Zameçivaçem izraza za k1 i k2, jednaåine (8.6.31) i (8.6.32) i uvoœeçem smena:

Slika 8.6.5 Ramzauerov efekt. Minimum efikasnog pre-
seka kod rasejavaça elektrona ksenonom javÿa se pri
poåetnoj energiji elektrona od 1 eV.
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; ;

dobija se izraz pogodan za izraåunavaçe i grafiåko predstavÿaçe:

. (8.6.43)

Pri vrednosti U0 = 10 KeV (β = 16,3π) i za E/U0 u rasponu od 0,01 do 0,5 dobija se
kriva kao na Slici 8.6.6.

Primer 8.6.2 Napiãite talasnu funkciju elektrona  koji se ubrzan naponom od a)
10 V, b) 1000 V, kreñe u pozitivnom smeru x-ose. Kolike su De Broÿijeve talasne
duæine elektrona u oba sluåaja?

REÃENJE:

a) 

;

b) ; .

Primer 8.6.3 Elektron se nalazi u jami sa beskonaåno visokim zidovima. Kolika ãi-
rina jame treba da bude pa da energija elektrona u osnovnom staçu bude jednaka
çegovoj energiji mirovaça, E1 = m0c2?

REÃENJE:

.

λC je Komptonova talasna duæina.
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Slika 8.6.6 Zavisnost koefici-
jenta transparencije od energije
elektrona. Dubina potencijalne

jame iznosi 10 keV 
 Potpuna, sto-

procentna propustÿivost dobija se
pri odreœenim vrednostima ener-
gije elektrona.
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Primer 8.6.4 Jezgro atoma moæemo shvatiti kao potencijalnu jamu u kojoj su smeã-
teni nukleoni sa diskretnim vrednostima energije. Ako je ãirina potencijalne jame 2r
gde je r polupreånik jezgra, npr. deuterijuma (2r=3⋅10-15m), odrediti energiju po-
buœivaça ovog jezgra iz osnovnog u prvo pobuœeno. Masa protona je 1,673⋅10-27kg.

REÃENJE:

Primer 8.6.5 Kolika je degeneracija energijskog staça En=14h2/(8ma2) ako se åes-
tica mase m nalazi u trodimenzionoj jami sa beskonaåno visokim zidovima?

REÃENJE:

U skladu sa relacijom (8.6.27), energija åestice je:

.

Degenerisana staça su staça iste energije koja se mogu, meœutim, realizovati na
razliåite naåine. U naãem sluåaju to znaåi kombinovaçem kvantnih brojeva nx, ny, nz,
pri åemu svaki od ovih brojeva moæe imati vrednosti 1 ili 2 ili 3. Takvih kombinacija
ima ãest:

pa je stepen degeneracije staça En=14h2/(8ma2) 6.

Princ Luj – Viktor de Broÿi (Prince Louis – Victor de Brog-
lie, 1892–1987), rodio se u Dijepu (Francuska). U doktoratu
koji je odbranio na Sorboni 1924. godine, postavio je åuvenu
relaciju izmeœu impulsa åestice i talasne duæine, koju je E. Ãre-
dinger iskoristio u formulaciji talasne mehanike. Bio je preda-
vaå na Sorboni a kasnije profesor teorijske fizike i direktor In-
stituta Anri Poenkare. Za otkriñe talasne prirode elektrona
dobio je Nobelovu nagradu za fiziku 1929. godine.
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Ervin Ãredinger (Erwin Schrödinger, 1887–1961), rodio se u
Beåu, gde je i studirao fiziku. Dok je bio profesor u Cirihu ba-
vio se statistiåkom termodinamikom, opãtom teorijom rela-
tivnosti i teorijom opaæaça boja. Godine 1926. postavio je åu-
venu jednaåinu i iste godine dokazao ekvivalentnost talasnog i
matriånog kvantnomehaniåkog formalizma. Bio je profesor
Berlinskog univerziteta posle Maksa Planka, 1927–1933, ali je,
kao poznati liberal, morao da emigrira iz Nemaåke. Iste godine
(1933), dodeÿena mu je, zajedno sa Dirakom, Nobelova
nagrada za fiziku, za istraæivaça u oblasti atomske strukture.
Godine 1936. vratio se u Grac ali je opet morao da emigrira
kada je Austrija pripojena Nemaåkoj. Od 1940. do 1955. go-
dine bio je profesor u Institutu za fundamentalna istraæivaça u
Dablinu. Çegovi radovi odigrali su kÿuånu ulogu u izgradçi
kvantne teorije i predstavÿaju osnovu na kojoj se zasniva sav-
remena atomska fizika.

Verner Hajzenberg (Werner Heisenberg, 1901–1976), rodio
se u Vircburgu (Nemaåka) a doktorirao na Minhenskom univer-
zitetu kod Arnolda Zomerfelda, koji je bio profesor i mentor.
Tri godine je proveo u Kopenhagenu kod Nilsa Bora a u peri-
odu 1927–1941. bio je profesor teorijske fizike u Lajpcigu i
Berlinu. Godine 1941. postaje profesor i direktor Instituta za fi-
ziku “Maks Plank” prvo u Berlinu, a zatim u Getingenu i naj-
zad, od 1955, u Minhenu. Godine 1927. formulisao je princip
neodreœenosti na kome se zasniva “Kopenhagenska interpreta-
cija” kvantne mehanike. Za stvaraçe kvantne mehanike u mat-
riånoj formi, 1932. godine dobio je Nobelovu nagradu za fi-
ziku.

Ser Õorõ Paõet Tomson (Sir George Paget Thomson,
1892–1975), je, kao i çegov otac Õ. Õ. Tomson, pohaœao
Triniti koleõ u Kembriõu, gde je u Kevendiãkoj laboratoriji
neko vreme proveo kao postdiplomac. Radio je u Kembriõu,
Univerzitetu u Aberdinu i Imperijalnom koleõu u Londonu.
Izuåavao je rasejaçe elektrona na celuloidu i tako uoåio çe-
govu talasnu prirodu. Za taj rad, zajedno sa Devisonom, pode-
lio je Nobelovu nagradu za fiziku 1937. godine. Neko je prime-
tio da je Õ. Õ. Tomson (otac) dobio Nobelovu nagradu zato
ãto je pokazao da je elektron åestica a Õ. P. Tomson (sin) zato
ãto je pokazao da on to nije.
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Klinton Õozef Dejvison (Clinton Joseph Davisson, 1881–
1958), rodio se u Blumingtonu (Ilinois, SAD). Od 1917. do
1946. bio je istraæivaå u Belovim laboratorijama, u periodu
1946–1954, profesor na Virõinija univerzitetu u Ãarlotsvilu.
Zajedno sa Õermerom 1927. godine eksperimentalno je do-
kazao difrakciju elektrona na kristalima, ãto je predstavÿalo od-
luåujuñu potvrdu talasne prirode materije. Nobelovu nagradu
za fiziku dobio je sa Õ. P. Tomsonom 1937. godine za eksperi-
mentalni pronalazak difrakcije elektrona na kristalima. 

Maks Born (Max Born, 1882–1970) se rodio u Breslau u Ne-
maåkoj (danaãçem Vroclavu u Poÿskoj). Çegov otac, Gustav
Born, bio je poznati anatom i embriolog. Majka Margareta po-
ticala je iz bogate porodice industrijalaca. Born se 1901. godine
upisao na studije i to na Univerzitet u Breslauu ali je studirao i
na drugim univerzitetima. Tako je 1902. godinu proveo na uni-
verzitetu u Hajdelbergu, a 1903. u Cirihu. Zatim odlazi na åu-
veni univerzitet u Getingenu, gde pohaœa predavaça velikih
matematiåara Hilberta (David Hilbert), Minkovskog (Herman
Minkowski), Klajna (Felix Klein), Rungea (Carl Runge). Kas-
nije ñe, posle poloæenog doktorata, kratko boraviti i u Kem-
briõu, gde ñe eksperimentalnu fiziku izuåavati kod Larmora i
Tomsona. Born zatim poåiçe istraæivaça iz teorije relativnosti
(o relativistiåkom elektronu), posle åega dobija mesto u Getin-
genu. Daÿe se bavi vibracijama atoma u kristalnoj reãetki i o

tome izdaje i kçigu Dinamika kristalne reãetke, 1915. godine. Poåetkom Prvog svetskog rata
(1914), postaje profesor na Univerzitetu u Berlinu, gde ñe mu kolege biti Plank, Nernst, Ajn-
ãtajn, koji ñe mu postati i prijateÿ (zajedno ñe svirati, Ajnãtajn violinu a Born klavir). Born
napuãta Berlin 1919. kada prelazi u Frankfurt na Majni, gde se zadræava samo dve godine, a
1921. prelazi u Getingen kao profesor ali i direktor Instituta za fiziku. U Getingenu provodi
sledeñih dvanaest godina. Radi zajedno sa Hajzenbergom i Jordanom na formulisaçu prin-
cipa matriåne, kvantne mehanike. Po uspostavÿaçu Ãredingerove talasne mehanike povezuje
talasnu funkciju sa gustinom verovatnoñe i tako postavÿa statistiåku interpretaciju kvantne
mehanike. Za istraæivaça u kvantnoj mehanici a naroåito za çenu interpretaciju dobija,
1954. godine, Nobelovu nagradu za fiziku.

Nakon dolaska nacionalsocijalista na vlast 1933. godine, Max Born napuãta Nemaåku.
Krañe vreme provodi u Kembriõu i Indiji, gde radi sa C. V. Ramanom. Konaåno se zadræava
u Edinburgu u Ãkotskoj, kao profesor teorijske fizike. U nauånom radu ponovo se vraña
prouåavaçu dinamike kristalne reãetke.

Godine 1953. vraña se u Nemaåku i nastaçuje blizu Getingena u Bad Pirmontu. Umro
je 1970. godine. Na nadgrobnom spomeniku na Getingenskom grobÿu, gde je sahraçen, stoji
uklesana relacija i(pq-qp)=ñ/2π.




